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SUR LES VIBRATIONS
DES CORPS ELASTIQUES ISOTROPES

PAR

VITO VOLTERRA

4 PISE.

Introduction.

1. Les lignes caractéristiques jouent un réle trés important dans la
théorie des équations différentielles aux dérivées partielles & deux variables
indépendantes. Leur étude a été développé dans I'ouvrage de M. Du Bors
Revymonp dont la premiére partie a paru en 1864 et dans un court
article du méme auteur qui a été publié en 1883.

Mais dés 1860 Riemany dans son mémoire sur la propagation du
son avait montré l'avantage qu'on peut tirer de la considération des
lignes caractéristiques dans lintégration des équations différentielles. Les
idées de RieMANN ont été reprises tout récemment par M. Darpoux qui
a consacré un chapitre de son ouvrage sur la théorie des surfaces pour
les appliquer & une équation qui offre le plus grand interét dans la
physique mathématique et la géométrie.

Il serait intéressant de généraliser la théorie des caractéristiques aux
équations & trois variables indépendantes; mais il parait avantageux de
faire précéder a cette extension 1’étude approfondie de quelques équations
particuliéres. Les résultats relatifs a4 la généralisation des caractéristiques
qu'on obtient de la sorte, et les méthodes qu'on est porté a suivre peuvent
servir de guide pour une étude générale car ils offrent le moyen de
g'orienter et de trouver son chemin dans un champ tout a fait nouveau.

C’est pourquoi jai essayé de généraliser Ja théorie des caractéristiques
au cas d'un systéme d'équations différentielles aux dérivées partielles
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a trois variables qui se présente dans la physique mathématique. Clest
le systéme des équations différentielles des vibrations des corps élastiques
isotropes lorsque les déplacements des points sont indépendants d’une coor-
donnée. Les mémes équations paraissent dans la théorie des vibrations
des membranes élastiques. Elles sont les suivantes:
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ou les quantités constantes a, b représentent les vélocités de propagation
des ondes transversales et longitudinales.

2. Si nous concevons que «, ¥, ¢ solent les coordonnées cartésiennes
d'un point de I'espace nous pourrons borner nos considérations & un
espace i trois dimensions. Quels sont maintenant les éléments qui jouent
dans ce cas le méme réle que les lignes caractéristiques dans les équa-
tions 3 deux variables? Prenons pour sommet un point quelconque de
Vespace et conduisons deux cénes de révolution dont l'axe soit parallele
& Daxe ¢ et dont les ouvertures soient 2 arctga, 2 arctgh. Ces cones
jouent le role de cines caraciéristiques. Je donne dans ce mémoire les
formules par lesquelles on peut calculer les valeurs des fonctions in-
connues. au sommet des coénes lorsqu’on connait les valeurs des mémes
fonctions et de leurs dérivées sur des surfaces quelconques limitées par
une nappe ou par les deux nappes de ces cdnes.

3. [En particularisant les formules on peut en obtenir d’autres qui
ont une application directe en physique mathématique.

Il est connn que la conception du principe de HuyGHENS a présenté
beaucoup de difficultés jusqu'a ce que Kircrrorr donna sa formule
qui présente ce principe sous une forme rigoureuse et générale. Pour
les ondes cylindriques on ne connaissait pas la formule correspondante,
car on ne pouvait pas la trouver en employant une méthode tout & fait
semblable & celle suivie par Kircunorr. En effet jai montré dans I'Art.
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11*"° que dans le cas des ondes cylindriques les intégrales qui ont la
forme de ceux dont KircunOFF a fait usage, sont polydromes, c'est a dire
présentent la méme particularité que j'ai observée pour les intégrales de
LaME relatives aux équations de la double réfraction.’ Pour employer
la méthode GreEx-Kircuuorr il faudrait alors modifier I'espace par des
coupures, et lon trouverait des résultats fort différents de ceux qu’on
voudrait obtenir.

Au contraire, en particularisant les formules générales dont j'ai parlé
dans le paragraphe précédent, on peut trouver sous trois formes diffé-
rentes l'expression mathématique du principe de HuvGHENS pour les ondes
cylindriques. Lorsque les vibrations sont harmoniques I'une d'elle se réduit
a celle qui a été trouvée par M. WEBER dans son mémoire sur ’équation
Au + k*uw = o,* de la méme fagon que la formule de KIrCHHOFF se
réduit 4 une autre formule que M. HeLMuOLTZ avait donné antérieurement.

Enfin on peut trouver que les surfaces caractéristiques jouent un
role dans une question du calcul des variations et Yon peut trouver par
la une application de ces surfaces a la théorie du choc dans un milieu
élastique.

ART. 1. Les formules fondamentales.

1. Les équations que nous allons étudier sont les suivantes
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! Acta mathematica, T. 16,
* Math. Annalen, Bd. I.
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Soient a', b, a”, b” des nouvelles constantes telles que
(I) b? —_— a? _— bl2 — al2 — bu? — au2,

on aura

a2___a;2 — b?__bﬂ =k',

(2)

aﬂ — a/”2 — b2 - b112 —_ ku,

et les équations (B) pourront s'écrire

3% 29 29w 3%

v MR - bn? — arﬂ = X

at’ 2z ¢ oy? ( )axay ’
(B)

3% 29% % ?*u

AR ML b?___ buz____au? [, Y

at? b o oy* ( )away

2. Commengons par trouver la formule fondamentale relative a 'équa-
tion (A). Regardons z,y,¢ comme les coordonnées cartésiennes des
points de l'espace et supposons que dans un champ S & trois dimen-
sions l'intégrale w de I'équation (A) soit réguliére.

Si nous désignons par X le contour du champ S, on aura, en inté-
grant par parties,

tw w . 'w
(3) waAZdS =fw,1(5t—.‘——-a’(5?+é?>>d3

S

. w o oW w
— _"fw‘<et cosnt — a (aw cosnx -+ o cosny) )dE
z

uadw _ a(0wa 0w 3%3@_”)
f(atat a<9w8x+ayay )dS
S

o w, dénote une nouvelle fonction reguliére dans le champ §, et n
est la normale & la surface Z dirigée vers l'intérieur du champ S.
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De méme on aura

— %91'__ <9uu?}£ ?3"_%3’_”) ds
at ot ox ox 9y 9y
== ‘w 3w—cosnt—-—a ow S NE cosn) ax
- at (a_co +7 Y
2w, .3 9%w, a’wA
+fw( v o \ax’ + 3y,)>d8.
S

Par suite en posant

32?/0,1 . a’wl o%w,
(4) 247 =a <9ev2 + 3&?) + Z).r
w o (3w ow _
(5) &—cosnt —a (5; cosnx -+ ™ cosny) = W,
dwy ow,, ow) _
(6) 2 €08 nt— a (E«? cosnx + Eg—l—cos ny) = W,,

Iéquation (3) pourra s'écrire

(C) f(w/1 Z — wZ)d f wW, — w, W)dX.

S

La formule qu'on vient de trouver est la formule fondamentale qu'on
cherchait.

3. Nous allons maintenant procéder d'une fagon analogue pour
trouver une formule semblable pour le systéme des équations (B).

w,v,u,v, étant quatre fonctions réguliéres dans le champ S, et
les deux premiéres étant des intégrales des équations (B), on aura
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f(ulX + 0,Y)dS _f

232"__ p 29" _ (b" ___ alz) 3,">

“, et’ V% Yy axoy

G 20™ 20% e oy 07U s
+ (35— 0" Ti— 0 —a )5e)

-

ov ou ov 119 OU
—{-vll cos i — <a’—— a”’;y)cosnx——(’ + - )cosnyJ

o

l u ov ou ov l
2 ’2 2 ’2 ’

— — — + — _ — — — } COS 1,

%, cos nit (b 2z b 91/) COS Ny (a 2y a aﬁ) Y

ay

— [ iR (22 R (a2 )2 2
at ot o oY/ ox oY ox/ y ot ot
v ° ov q 0V au v
- (“2 v au? _"_"_)_i___zb bu? ) S
0w oy ) ox By

Mais la derniére intégrale qui parait dans la formule précédente peut se
transformer dans l’expression suivante

/

ou, g Uy ,3 9 3U; ,,23
ul — cosnt — — 4" cosny — (a* ——a cos M,
[86 <b + oy ° oz Y

o 3y
P
on 2 901 199U ( 9 M) ,231“) ]
= — — —) cos
+v[at cos nf — ( P a ay)cosmz; b P + b s ) o8y ax
?%u; 20, 29’%1 "ne ___ u2 ° '”l)
+f:u(at’ —b . oyt ( axay

9%, 980, g% v2 3 u,x
+v< —a —b — (0 —a? 3w3y as.

Par suite en posant

ER 297Uy 29%u) a'ny
—_— — — bn?__ 20 Wi X
) [ at? b w 3y’ ( @ )axay b
7
l 3’2‘ - a,?’m b29 Y2 (bﬂ . ar?) 2w — ¥,
at? ox? ay? dzdy A
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u u ;9 0V u ;900 ,
——cosnt-——(b’s——+ b?— )cosnm——(a“~— a’ﬁ)cosny= U,

ot [ Yy oy
(8) v v u v
Y cosnt — (a2 — g Y smc—(b2 B2 >co ny = V",
at ( % ay) ©° + sy
du Gu; 2301 2 sul (23
U osmt — (B2 T b CoSNL — (a cosny = U
at ( o + ?y Y A
(9) ov ov ou v u
——Acosmf——<a’—i———a’“—")cosnazm(b2 A b2 A)cosny: "
ot oz oy
on aura

(D) f{uAX + 0, Y —uX, —oY,}dS = [(uly + oV; —u, U —0,V"}d2
S 2

qui est la deuxiéme formule fondamentale qu'on cherchait.

ART. 2. Les intégrales fondamentales.

1. Soit ¢(z, &, 7) une intégrale de l’équation

_90
(1 AP PN
il est evident que
(2) w=gp(_~|: all, — ), 2 — 2,y —Y),
t,,x, ,y, étant des constantes arbitraires, sera une intégrale de I'équation

(A) en supposant Z = o. De méme on vérifiera aisément que les deux
systémes de fonctions

] _ Sp(alt, — ), x —2, ,y—Y,)
U —=— 9y 3
(3)
[U ____aSo(a(tl —— i)’w_x1~'y _ul)
dx ’

— 39’(5('51 — t)’ T—2,Y —yl)
oz ’

(4)

_ %@, —t, 2 —= ,y—1y)
ay ’

satisferont aux équations (B) si l'on suppose X = ¥ = o.
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On pourra done trouver des intégrales particuliéres des équations
(A), (B), X, Y, Z étant nuls, en intégrant I'équation (1).

2. Soit
L= \/5’ + 77,)

on aura tout de suite deux intégrales de 1'équation (1)

(5) ¢, = logp,
(6) 0, = rlogp.
Mais considérons les intégrales de I'équation (1) qui ont la forme
p = 7¢(0)
ol
0="=.
14

L’équation (1) alors se transforme dans la suivante
0*(1 — 6" ¢" + O(2n — 0°) ¢’ + n(n — 1)¢ = o.

Examinons les deux cas qui se présentent lorsque # = o, n = 1.
Dans le premier cas on trouvera l'intégrale

¢, = log(6 + yo" —1)
qui sera réel si 8 > 1, ou l'autre
¢, = arc sin§ 4 const.

qui sera réel si |0] < 1.
Dans P'autre cas on aura l'intégrale

T
qf'] =V—7—I+ Iog(ﬂ—- \/01 —_— I)

si § > 1, ou

. /1 — ¢° .
PQ=\10£+ arc sin 6

si |0] < 1.
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Dans tous les cas on prendra les radicaux avec leur valeur absolue.
On tire de la les intégrales suivantes de ’équation (1)
¢, = log(6 + v&F —1),

0, = T[\/‘T_B_“I + log (6 — \/5’—_:)];

qui seront réels si 4 > 1, et

¢, = arcsinf,

0, = T(\/—I—fﬁ -+ arc sin 0),

qui seront réels si || < 1.

3. Nous allons maintenant chercher les intégrales de I’équation (1)
qui ont la forme

¢ = (f(6) + logpx(9))
dans le cas # < 1. L’équation (1) se transforme aisément dans l'autre
(0*(1 — 0" + 6(2n — O°)f' + n(n — 1)f + 20°)
+ log p(6%1 — 0%)" + B(2n — 0y’ + n(n — 1)) = o,
d'ou I'on déduit
6(x — 0" + 6(zn — 6%y’ + n(n— 1)y ~o,
@) 0*(1 — 65" + 0(2n — O + n(n — 1)f + 20%' = o.

Supposons maintenant » = o. En gappuyant sur les résultats précédents
on pourra prendre pour intégrale de la premiere équation

X, = arcsind

et par suite en intégrant l'autre on trouvera pour f,

fo = [loga — o .

Acta mathematioa. 18. Imprimé le 19 avril 1894. 29
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En ajoutant & f, 4 logp.y, lintégrale ¢, aprés l'avoir multipliée par

une constante, on trouvera

0
¢, =¢ +flog(1 — 0’)‘/_% + logp.(arcsind 4 ¢')
I ——
0

qui sera une nouvelle intégrale de l’équation (1). Les quantités ¢, ¢’
qui paraissent dans la formule précédente sont deux constantes arbitraires.

Faisons maintenant # = 1 dans les équations (7). Pour intégrale de
la premiére équation on pourra prendre

Vi

0!
g

+ arcsin @

X1

et en intégrant la seconde on aura

_ Vi—6 :
fi .._——f———(),———log(l — 6% dé.

En formant l'expression

7(f, + logp.y,) + 9,

nous aurons

[/
11— —¢ . ,
O, =1 c——fil—a—;——log(l — 0%)df + logp (‘/10 +arcsm0+c>
0

qui sera la derniére des intégrales de I'équation (1) dont nous nous ser-
virons.

4. Employons maintenant la formule (2); en Vappliquant aux trois
intégrales ¢ , ¢,, ¢, on trouvera

2

®)  w, = log (i “h =, \/“ Clul S ;),

(t - t])
r

(8" w, = arc ginZ

+ ¢

8y w,=c +/log(1 — ”2)\7?‘01;% + logr(arc sing(i;—;{'—-) + c’),
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ou l'on a posé pour simplifier

t—1 —
0“ = q:(__—})’ r= \/(w—xx)’ + (?/—’!/1)’°

r
Dans la premiére intégrale nous prendrons le signe supérieur lorsque
¢, > ¢, et nous prendrons le signe inférieur si ¢ < ¢.

5. Appliquons enfin les formules (3), (4) aux intégrales @,, @,, d,;
on aura:
en partant de @,:

Ra Ra .
h= FH—y)= < sno,
(9) R
| =—F @) =—"Ccno,
U, = %(ﬁv—xl) = %cosw,
(x0) R R
b [
|V = ;.T(?/"“%): —sino,
en partant de @,:
p, P, .
Uy = FY—y)= -‘sino,
(11) » P
v, = ——r—,"(x—-xl) = —;i’cosw,
u, = -:;(m—wl)= %cosw,
(12) » P
b .
v, = SWU—u)= —sno,
en partant de @,:
Qa Qa e
= SH—y)= -sno,

(13)

Q Q
v =— 3 @—r)=—"cos0,
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@

U =5 (@—m) = %cosw,

(14)
v, =%(y——yl) =Q sinw,

- . T
ou I'on a posé pour simplifier

Q, =P, 10g<—-————r—~ )> + a(t——-t)(arc sm—g—t—‘)-}— c),

B, = \a't, —ty — 1,  Po=r—a’t,— 0
(15) 2 2
@, = P, log (T—_—b;(:———)> + bt —1¢ )<arc sinb—(t—r—ﬁ‘—) + c>,

R, = o', — o —7r,  Py= \r =07, — 0,

r— X . Y =
Cos® = — 1, smm:%.

ARrt. 3. Calcul des quantités conjuguées aux intégrales
fondamentales.

1. Nous appellerons quantités conjuguées a w,, u, , v, les fonctions
W,, Uy, V; que nous avons introduites dans le premier article. Il faut
maintenant les calculer pour les intégrales fondamentales que nous avons
trouvées dans l'article précédent.

Ce calcul ne présente pas de difficultés. Nous en donnerons ici les

résultats

(1) W, = 11% (cosnt{— a’tLr:—tcosm),

(2) W, = ;a (cosm‘ + a? b= " d cosm)

(3) W, = ;—alog <1i-——a—i—-—t—)>(cosnt + o’ v " t—h cosnr)

cos nr . a{t—1t ,
— a’—;— <arc sm——(—r——‘—) -+ c)
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ou l'on a posé

COS MY == COSNL COS w -+ CO8NY 8in .

173

2. Les expressions de U}’, V) sont les suivantes
Ur = a2t ot sin 4 et aNe L g R k
‘= x - gin @ 2(a +a )cosny-l—; B+ a;;p’,
(4)
V= Ll b leesmte ! a? 2 n L R i
= 7 - osw-——z(a + a'%) cos t— ke —R,5a,
Uy = i eosut cosw + L7+ b7 el 4 B Y
: = T - , o + cosmo-{-; a4 b3 %
()
7= Al prh=teosm sina)+f(b2 + &%) cosny 4 I—k’ﬂ + R k—ﬂ
? R, 7 2 2 bp2 it
U =—21 a2 "t cosnt sino -+ La*+a"?)cosny + k"Bl + P, K
3 Pa r 2 y 2 ﬁ + “’r’ﬂ’
6
© A —a’f_—t‘cosntcos ——E(a’ '3 s P i
P =% - o—; (@ +a )cosmc——; al—P za,
7 I 2t"'t1 1 2 7y L) k”
= b cosntcosw+5(b + b )cosmc+5k a +P"F“’
b
) ,
v, =— 1 =t cosmt sinw + £ (57 + 0 '¥pl+ b,k
=] PZ no+ 10+ 0Ycosmy+ kB |+ PE g,

ou nous avons posé

a

B

@ COS %% COS 2@ -} cosny sin 2w,
8

COS A% Sin 2@ — CO8 7Y CO8 2.

1
5 9

(]

Pour obtenir [

3. s 5 Vg, posons

r*—a’t —t,)?
]

7

r?— b¥t — 1)
e L

log M, = log

a(t'—'tx) b(t—tx)

r

arc gin + ¢, N, = arcsin +

b

C;



174 Vitoe Volterra.

on aura (voir form. (15) art. 2)

(10) l Q, = P,(M,— 1) + a(t —¢t,)N,,

Q@ = b(Mb — I) + b(t— t,)M’

et par suite

(o M, t—1, . I " k"
U =% _a’—r—‘smcocosnt——;(a?'{'a )cosny—Ekﬂl
a . k.
+;Na sin w cosnt Qa;'iﬂ’
(11)
a —1 ! ! K
V;_—-_-_i[ a’t-'—, *cos  cosmt + - (a* + @) cosnz + - K
a k’
_;Na €O8 @ CO8 Nt — Q,,Fa,

I!_‘Mb 2t"—t1 Iag 72 I,
U, _P_b,_b ——T—coswcosnt—a(b + b )cosnx—‘—zka

b .
+ ;Nb cos w cosnt Q,,;f—,-a,

(12)

s
|
l

M t—t, . 1 , 1,
== Pbb {—- b’Tsmw cosmf——‘;‘(b2 + %) cosny—akﬂl

b . K
+ - N, sinw cosnt + @, 8-

ART. 4. Valeurs des intégrales fondamentales et des quantités
conjguguées sur des surfaces spéciales.

1. Conduisons (voir fig. 1) par un point quelconque z,,y,, ¢ un
cone de révolution A ayant I'axe paralléle & l'axe ¢ et dont I'ouverture
soit 22; conduisons ensuite un cylindre de revolution C ayant le méme
axe que le cone et dont le rayon soit e; et enfin un plan T passant par
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(w,,y,,1t) et perpendiculaire & I'axe . Nous allons calculer les valeurs
des intégrales fondamentales et de leurs conjuguées sur ces surfaces.

Fig. 1.

4, A,

2. Désignons par A, la nappe du céne dont les points ont une
coordonnée ¢ < ¢, et par A, l'autre; prenons la normale # & cette surface
dirigée extérieurement au céme. On aura alors

cosnt = + sini,
cosnxr =  CcosSAcosw,
(1) cosny = cosdsinw,
COSNr = cosi,
t,—t
= + cot
r - g'l’

ou le signe supérieur est relatif 4 la nappe A, et l'inférieur & la nappe
Ay On tire de 13 immédiatement les valeurs cherchées sur le céne A.
Elles sont les suivantes:

a cos A

(2) Wy, 4 = (tgl +\ ’2 I)) (2’) Wfl,A = \/a —tg Ay

A
(3) w4 = F axcsing =+ (3) Wia=+2L g i—a,
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(4) wyy=c +f10g(I — %)

daf g o a ,
— 4 Iogr.(+ arc sm@—i- C>,

Vi —46
, asind, /  a? . a’
(4) Wia== " I—@log<7(l—tg—=z>)
. a

gcosd [ _ a ,
a " <+arcsmtgl—|—c>,

{=4

at? T,
MI'A = m—ISIDw,
f]
(5) -
ai
1)1"1 == — tg—ZI‘—‘ICOSCl),
a’ K .
= \/E—Ircosls1nw,
?
(57 .
, a’ k
4= — tg;_’— IT—COS)\ cos w,
2

b
u2’A = \/ta—’j— 1 COS&),
5
(6) ——
?)2’/1 = \/@——ISinw,
. b* E
Uy, = \/ i I ;—cosl cos w,

, b? K 15
2,A= tg—gl_l')_'_cos Slnw’

\/_ a* .
1 '—t—g—g—;\SIHw,

Us g4 =
(7) S
a
Vg = —\/1 —Ecosw,
o o= \/; o’ klcos/\ sin w
8,4 ™ tg*dr ’

. a® k
sa=—V\1 ———Er—cosﬁ COBw,
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b?
Uy g = \/I ——tg—z—zcosw,
b* .
’04,11"—"'— I——t——g2181nw,
T x
U= \/I — iy o eosh cos o,

(&) -

/ b K .
4= I—~—t—g2—l7cos/1smw,

(8)

Us 4 = MQ:’A sinw),
(9)
— Qa,A
’05,/1 = — TCOS(I),
U= [+%N_ snd42 s
5,4 = T AV, SID + 7E Qa4 COSA SN W,
(97) y
a . 0]
54 = — [:I: . N, ,sind 4 5 @, 1 CO8 )l] cos w,
Qs 4
U g = T cosw,
(10)
Qo
,UG,/I — —r—Slna),

[=ad

. k
N, ,sinl 4 = Q,, 4 CO8 A:I cos w,

-

[
6,1

a

I

T4 [:t

b . K 1.
;N,,,A sin A + e @5, 1 cos/l] sin w,

_——bz r be b . b
Q4 = r\/r ~~§,‘—Alog (2(1 —E)) + rt—g—/l(drc smt—{ﬂ-p c),

Acta mathematica. 18. Imprimé le 11 mai 1894. 28
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3y

— . a
N,s=7F arcsmt—é—l+ c,
(12)

. b
N, , = F arcsin— + c.
5,4 + tgx +

Il est évident que les valeurs de w, ., Wi 4, %45 0145 Ulss Vi
seront réelles si tgd < a, tandis que les valeurs de w, ,, W, 4,w; 4, W5 4,
Us a5 Vs g, §:A y Vaas Us g5 Vs,a1 Us sy V;,A seront réelles si tgd > a.

De méme il faut que tga < b, afin que uy,, v, 4, Uy, V, 4 solent
réelles, et il faut au contraire quon ait tgi>b, afin que w,,,v, .,

(43

. .
4,49 Va,as Ug 15 Vg4 (li,,/l ’ Vt’;,A soient réelles.

3. On tire de ld que sur le plan T on aura des valeurs réelles
POUT Wy 4y Wy 45 Us 45 Vs 45 Weas Vg y, €t pour leurs quantités conjuguées.

. . is
Pour les trouver il suffira de prendre A = On aura alors

a
(13) Wy p = C, (13)  Wor= %,
a
(14) wy p = ¢ 4 ¢ logr, (14) W,,p= i;logr,
( logr —1 . 1 ac .
Us,p == S, TN i j‘.';,‘Slnw;
(15) (15)
logr—1 , — ac
’1)5,7;:— Ir——-—COS(D, 5,7 = +~”—'COS(D,
logr —1 - be
u61T=__g_r CosS w, 61 = i——COS(o,
(16) (16)
logr—1 . . be .
'vs,z'='_’ Slnw’ 6,T=_':|—__—;Slnw.

Il est évident par la maniére dont ces valeurs ont été trouvées
qu'on devra prendre le signe supérieur si la normale au plan 7' a la
méme direction que l'axe ¢, et qu'on devra prendre le signe inférieur
lorsque la normale au plan 7’ aura la direction contraire.

4. I1 nous faut maintenant déterminer les valeurs des intégrales
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fondamentales et de leurs conjuguées sur le cylindre C. Prenons la nor-
male dirigée extérieurement au cylindre, on aura alors
cosnt == O,

COSNT = COS @,
) cosny = sinw,
cosnr = 1,

r

'E,

et par suite les valeurs cherchées sur le cylindre seront:

p ot T
wl,C:‘ log (i%‘__)_i_ &_tl.._ I),
e &
. —t
(17) Wy ¢ == arc s1n&;-—‘)+ c,
a(t—t,)
. dg . t—1¢
Wy o= ¢ —|—flog(l — 02)\/——5‘, + loge(arc smﬂ—:—#) + c’),
Py
0
a? t, —1t
Wie=+ <h : Pt
\/(éx _t)g—;‘z
s t—1t
’ W, . = ____a_____,.- !
(17) e e —a’t—t) ¢
1
2 2 2
—a’t—1t)
a’log <_____6 el "l—) 2 $
W, o — R = t‘)+c'),
KE E—at—ty ¢ ¢ ‘
g o — iﬂfl_:_t)_ssinw,
18 -
( ) \/az(t‘_ )2_62
Vy,g= — T COSW,
2 g4 a’t, — i) — ¢ .
Uy = 280 Vb= =g,
([8’) \/a (t,—t)*—e
g T
o= B VLT g,

- Vait, —t) —&*
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bt — ) — &
Uy o = V—(—e)———cosw,

bi(t, — 8 — &* .
Yo,0 = \/——q(' e) sinw,

., b* cos @ Vot — 8 — &°
[ ::———l‘k"—l“e?—cosw,

(199 y
'’ b*sinw , b2(t — gt
I —*—\/—b T + k ————s——— sin w,

L sinw,
&€

JMC: Vel —a’(t, — 1)

Ve —a’(t — ¢
V30 = ———-1—" Cos @,

" a’sine ,,\/e—a(t t,)?
+ k& o =

N e —— sin w,
Vel—a®(t —t,)

. a’ cos @ Net—a¥t—t)
8,0 = =

Ve—at—1,) &

cos w,

e’ — bt —1)*
uw—!————e————)—cosw,

Vel — bt — t)*
Vo= _T— sinw,

" b?cos w Ver— bt —t,)?
—_— k”_—_‘_—_— Cosw
e ety T e’ ’
(21)
bt & IRy
. sin @ + ¥ Vel — bt tllsinw,
Vel — bt —t,)* ¢

Qa,C

Upo = —* sin ,
(22)
Qa,C

/05,6’ = - TCOS(I),
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o 2 M, ¢ k .
5,0 = (-“ 'J;—::—a,—(t——_:z)—:‘l‘?()a,c) Smo,

(22

7 2 a,C
= A ——— CoOS @
5,0 ( \/62-— az(t — t,)' e? Qa,c ’
uﬁ’c == Q—:GCOS(U,
(23) 0
Voo = —sinw,
’ €
M, ¢ k"
o == —bg—“:_——_——_'___t—--l——— >COS(I)
6,C ( \/52_ b’(t — tl)z X Qb,C ’

X M, k .
6,0 — <—— bQ——“\/—————-sg_ b’z’tc—— ; )2 + '} Qb,C) silnw,
1

e
ou
M, = log ?::‘Lit:t_t)z ,
(24) \
o c= Ve'—a*(t—1,)" log (ez:“%-i)z> + a(t—-t])<arc sin (f(t—:t‘_) +c>,

e — bt —t)?
c b

M, = log
(24')

e’—ff::él’) 4 b(t—t,) (are sin 20 +o).

@0 = Vei—bt—t)* log (

ARrT. 5. Applications des résultats précédents & Uéquation (A).
Premier cas.

1. Employons la formule (C) du premier article en prenant le
champ § de la maniére suivante. Conduisons le céne A tel que
A < arctga, et par une surface ¢ limitons dans son intérieur une partie
contigué au sommet. Retranchons enfin du solide ainsi formé, la partie
intérieure au cylindre C. Le contour ¥ du champ § qu’on vient de
définir sera formé de parties du céne, du cylindre, et de la surface o
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’

que nous appellerons respectivement A’, ', o'
présenter: ou tout point de § aura une coordonnée ¢ < ¢,, ou l'on aura au
contraire ¢>¢. Les figures 2, 3 représentent les sections des solides

Deux cas pourront se

Fig. 2. Fig. 3.

j |
ik 6. T
i

obtenues dans les deux cas par un plan paralléle & Taxe ¢ conduit par
le point x,y,¢,.

2. Observons maintenant que dans l'intérieur de P'espace § la fonc-
tion w, (voir article 2) est réguliére; par suite on pourra substituer dans
. . . \
la formule (C) du premier article w, & w,, et en remarquant que Z, = o,
on aura

(1) Jw,Zd8 = [ (wW, — w, W)dZ.

A+4C+d

Lorsqu’'on fait lintégration sur A’, on doit prendre la normale dirigée
vers l'intérieur du céme. Par suite sur A’ on aura

Wy = Wy 4, W, =— W, 4. (Voir article 4.)
Au contraire sur ¢’ on devra prendre
Wy = W,y W, = W,,. (Voir article 4).
Observons enfin que sur A’ on aura

rdtdw
cos A

a¥ =
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et sur C,
d¥ = edido;

la formule (1) s'écrira donc

rdtde
cos A

fWIZdS -::f(le —'wl W)da_f(wn 1,4 + wl’A'l )
Kt ¢
A

— & [(W, o —w,  W)dtdo.

g
Si Pon fait croitre A jusqu'a ce qu'on ait A= arctga, on trouvera

W4 = w, 4 = o (article 4, formules (2), (2)), et par suite I'équation pré-
cédente deviendra

f0,248 = [WW, — w, W)do' — & [(wW,,c— w, oW )dtde.
8 o o4

Diminuons indéfiniment ¢, on aura (voir article 4, formule (17), (17)

lim ew, ; = o, limeW, o= + a’.
g=0 e=0
Fig. 4. Fig. 5.
ALYl [ I
T I/ \\ I/
s AN /
t ! J/
# \ /
A/w// \:\4M AN 7
/ Ry b A Sa /
// @ \\\ - / (ﬂl
/ N A/“/ AN //A
v 4 \\ /
/,/ \\ 'I
II Y, X //
- 0 N ayt,

Si nous appelons done (voir fig. 4, 5) S, I'espace renfermé entre le céne
A® dont I'ouverture est 2 arctga et la surface o, et que nous désignions
par o, la partie de ¢ intérieure au céne, on aura

fw1ZdS =f(wW1 —w, W)de, + a’. 27rfwdt,
Sa a Z

t, étant la coordonnée ¢ du point ou la ligne x = z,, y = y, rencontre
la surface ¢. Dérivons par rapport a t, I'équation précédente. Nous
obtiendrons

_—9 1 2 1
() w0l vyst) = F oy g [W, — w0, W)do, + - [w, Zas.
Sa

Ca
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Mais (voir article 4, formule (2)) w, est nul le long du bord de la
surface o, et du cone qui limite le solide S,; par suite on aura (voir
article 2, formule (8))

9
8t

Oa

] dw, . _
afwadS—~ EZZdS__f\/at_t ZdS

Sa Sa

2w, * Wio, = _f e Wi,
\/a t,—t)?

En substituant pour W, la valeur trouvée dans l'article 3, la formule
(2) pourra donc s'écrire

B w,,y,,t) 27met f\/a T —— (coent—a cosnr)wdo-
+ ————__I—— Wdo, + — ———————_.M___I____— Zds,.
2za ) \Ja't, — 1) —r* st Vai(t, — ) —r*

Observons maintenant que W est connu lorsqu’on donne sur la sur-
face o, les valeurs des dérivées du premier ordre de w, ou lorsqu’on
connait sur cette surface les valeurs de w et de sa dérivée normale. On
peut donc énoncer le théoréme suivant:

Lorsqu'on donne les valeurs de w et de sa dérivée normale le long de
la surface o, et quon comnait les valeurs de Z dans Uintérieur de S,, on
peut déterminer la valeur de w aw sommet du cone.

A Taide de la formule (E) on peut effectivement calculer cette valeur
par les valeurs données.

ART. 6. Suite. Deuxiéme cas.

1. Supposons qu'on ait A > arctgae, 24 étant l'ouverture du cone
A. Limitons par une surface ¢ un champ extérieur au cone, contigu au
sommet, et retranchons de ce champ la partie intérieure au cylindre C.
Partageons le solide ainsi formé en deux parties par le plan T, et
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appellons §' la partie dont les points ont une coordonnée ¢ < ¢ ; S”
lautre partie. Le contour X’ de § sera formé des parties des surfaces
o,4,,C,T quon désignera respectivement par o', A', ¢/, I'. De méme
on indiquera par o', A”, C", T” les parties correspondantes du contour
2" de S’. Evidemment les deux surfaces 7", 7 coincident, mais on

devra prendre différemment la direction de la normale sur l'une et sur
l'autre. (Voir fig. 6.)

Fig. 6.

2. Appliquons maintenant la formule (C) du premier article aux
deux champs &, 8’ en prenant w, = w,. Nous choisirons pour valeur

Ve ’ .
de la constante C, +- selon que Von se référe au premier ou au

deuxiéme champ. Appellons w;, w;’ les valeurs de w, dans les deux cas;
on aura

fw;ZdS' =f(wW2 — w, W)do' +f(WVV;>,A —w, 4 W) rdide
s 4

/ cos A
o

+ & [(@Woe—wi W)dwadt + [(wW,, — w}, W)rdrde,
¢ bid

Sy 2aS" = [(W, —wy W)do' + [(wW, ;— wy, W) rdtde
8’ &' 'An

cos A

+ & [(WWy o — wi o W)dwdt + [(wW,p — wj, W)rdrdo.
c’ i

Si A diminue jusqu'a ce qu'il devient égal & arctga, w; 4, wy,, W, ,
deviennent nuls (voir article 4, formules (3), (3"), par suite les deuxiémes
Acta mathematics, 18. Imprimé le 1 juin 1894, 24
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termes des seconds membres disparaissent des équations précédentes. De
plus les troisiémes termes tendent vers zéro si e diminue indéfiniment
(article 4, formules (17), (17')) on aura donc a la limite

(1) fwZdS = [(W,—w,W)do' + [(wW,, — w;, W)rdrdo,
S 7 7

() fwyZdS'= [(wWy—w; W)do" + [0 W, . — w}, W)rdrde,
S” a’” ?l

ou 7', T” dénotent 1", T” prolongés jusqu'au point z,y,¢,.
Prenant garde aux directions des normales a 7" et a I” et aux
formules (13), (13') de l'article 4, on aura

S@Wyr — wi, W)rdrde + [(wW,, — wiy Wrdrde = = [ 2 rdrde
P

Fd bt

Vd

par suite en ajoutant membre & membre les deux équations (1), (2)
on trouvera

Sw;Zas f wy ZdS" = /‘ (WW, —w, W)do' + [(wW, — wy W)ds"
8 2

+ = Et_ L rdrde.
T
Appellons S, Tespace renfermé entre le cone A dont l'ouverture est

2arctga et la surface o, et désignons par o,, la partie de o extérieure
au cone.

La formule précédente pourra s'écrire

) f are sin —=—- ( . 235, +7 f Zds — - f Zds"

Sa

=f{Pa (cosnt-l— @t . b cosm)w—-—alcsm ¢ —4) W;d

da

T ’ T T w
—Edea +5;[Wda + 7 | S rdrde.

Vid
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Il suffit pour le voir d’avoir égard aux formules (2) de I'article 3 et aux
formules (8") de Varticle 2. L’équation qu'on vient d’écrire est vraie pour

toute valeur de #,. On peut donc la dériver par rapport & cette variable.
Remarquons que

dw
57 f——rdrd —fﬁcosn .Sm@ + at’ rdrda,
. k.

T

l étant la ligne d'intersection de la surface ¢ avec le plan T.
D’ailleurs on a

9 ( t) {4 (44
o / arc sin —— Y Zdg, + * f Zds — f Zds

Sa

= —f-;;ZdS'a + zL[Zrdrdw,

—t)

2| 1 o

)w—-arcsm alt— t)W’

-z f Wdo + f Wdo"

=3 f—— cosnt + 2 o't — )cosm'>wda- +f— Wdo, — 7 | W

3

sin (tn)

Par suite la dérivation de I'équation (3) par rapport & ¢ nous conduira
& la formule suivante:

——-f— Zds, -+ ﬂerdrdw == a—f_‘/-}()i <cosnt + Lr_t‘—)cosnr)wd?fa

+f—— Wde, — fW —— 47 —cosnt — :—rdrdw
sm(tn)

2
sin (tn) cls
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Mais (voir article 1, formule (5))

1

< W+ —cosnt)

g <3w cosnz , 9w Cos m/)
sin (in) o2z sinnt ' 9y sinnt
ow ow ow
2 2
= a°| — Co8Yx -~ — COs = a"—,
(am ve + oy vy ) oy

y étant la normale a la ligne ! située dans le plan 7' et dirigée vers
Iintérienr de 71'; et (voir formule (A))

?%w o['w | 'w
T Z = a <3ms l ayz)‘
Par suite

3
| 7. (cosm‘ +

Ga

t)

5 Wds, + f 5 Zd3,

=—za2{f§ 1l +f dT’}

Le dernier membre est nul par le théoréme de GREEN, on a donc

9 I —t )
F -
(F) o=z Nt s (cos nt + ——*cos nr)wd c,

fs/r —a”(t-t)W +f\/r ’(t—T)ZdS“’

cest a dire:

Entre les valewrs de w et de ses dérivées du premier ordre le long de
la surface o, et les valeurs de Z dans Uintériewr de S, a liew la relation
exprimée par la formule (F). (Voir fig. 7.)

3. Tachons maintenant d’exprimer la valeur de w dans le point
Z, ,Y, ,t par les valeurs de w et de W sur o, et celles de Z dans &§,.
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A cet effet, nous appliquerons la formule (A) du premier article en
prenant w, = w; avec

de
— — 2 —
c—iq—iflog(x—ﬂ)\/l‘_w,
0

4
¢==-,
2

Fig. 7.

17
\ /
\\ I,
AN ’/
\\A/IL/ /l
% /
\\ ’/’
& & N/ 5 |5
w Sa “wyite  Sa |°®
I, \\
',I \\\
I' \\

selon que l'on se référe au premier ou au second champ. Nous appelle-
rons wj, wy, Wy, W,' les valeurs de w,, W, dans les deux cas. Nous
aurons donc

s 7 Y

cos A

+ & [(w Wi —w} W)dtdo + SwW,; p — w}, W)rdrdo,
¢ l'd

fw!ZdS" =f(wW;’ - wél W)da_u +f(w ;:A _ ’M);”‘I W) rdtde
' %

cos A

o

[

+ & [wWye — wi . W)dtdo + [ (wWyp — w0} W)rdrde.
¢ Fig

Si Yon fait diminuer A jusqu'ad ce que l'on ait A=arc tga, les deuxicmes
termes des seconds membres des équations précédentes tendent vers zéro,
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et méme les avant-derniers termes s'annulent si ¢ diminue indéfiniment.
A la limite on aura

4

(-3

@) JwZdS = [(wW; —w;W)do' + [(@W; , — w; . W)rdrde,
8 ’ r

(5)  fwiZdS = [(wWy; —wy W)do" + [(wW;p—wip W)rdrde.
8 & ’]‘.«r

g

Remarquons maintenant que

e

(wWsp — w; p W)rdrdew = ,[1[— wg logr + (q + 7Ezlogr> ?;]rdrdw,

et

R—

(¥4 124 3
(w W3/ p— wsp W)rdrdw =f[wglogr + <q + glog r) 3—:0] rdrde,

'i,—r

par suite en ajoutant membre & membre les deux équations (4), (5),
on trouvera

Jw0iZdS + [wyZd8" = [(wW, — wyW)do' + [(wWy — wy W)do'
K3 8" 4 '

G

+ 2f(q +glogr>2~:~vrdrdw.

T

Substituons pour wj;, w;', W;, W;' les valeurs qu'on tire de la for-
mule (8”) de Varticle 2 et de la formule (3) de Tarticle 3. En posant
pour simplifier

f(o) = [log (1 — a*)\/ld—_f_m,

0
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f{ a(t +log7 arc sin 20 ‘)}st

+f _q +7~2rlogr ZdS’ —f(q +glogr)ZdS”
s 8

nous aurons

2 et )’ t—t cos n# . a(t—t
) ) 2 e

r

__[f<“(t t)> + logr.arcsin—— att — ‘) W!

—aZ f ’“"g’dof fw“a"f”da"l
— f(q +glogr)Wda' —f<q+glogr>Wda"}
-+ 2f(q + = logr)—mlrdw
T

Dérivons par rapport a {. Par un calcul fort semblable & celui qu'on
a fait dans larticle précédent, on trouvera

_f_ 7’ —a (t ))st + 2f<q +7_2Tlogr>Z7‘d1‘dw
e
=fa :;)Jimw‘l}a"'ﬁlf}%log ?‘2—“2£t"‘t1)2><cosm+a’t_’;—t‘cosnr)wde;a

a 2(t t) dlogr dl
+f—ﬂlog( )Wda — 7a f'w on 5in (i)

Ja

Ta i
a,
e oy s o
i 7

i3 w dl
+ 2f(q +510gr)5t—cosntm-
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Examinons la somme des termes du second membre ou paraissent
les intégrales étendues sur la ligne I. Elle peut s'écrire

2logr dl
_,fw ” sm(m)—l— 2f(q + = Iogr)<~cosm’ W) sin (1)

i
2 alogr . dl T \ ow
= wa fw o sm(tn)+ 20 f(q +zlog1>av al

i 1

= m’f(logr.:i:—z alogr)dl + 2a qf dl.

I i

On trouve par suite

f“ S8 wda +at f——l " —a(t ))(cosnt + a’ rt coan)wda
+f__ r—-a(t t) Wds, +f__1 ( ))st
- 2/(9 + - logr> (at‘ _— Z)rdrdw

7

dw dlogr
— 2a% ——dl— f(logr.a——w % )dl

=—-—2ag|f rdrdw—l— g?dl

1
— 7o’ aw logr.rdrdew + lo r 2;—@—u—walOgr)a’ll
e g oy l.

Mais le théoréme de GrEEN nous dit que des deux termes du second
membre le premier est nul et le second est égal & — 277w (r,y,¢,). Nous
aurons donc la formule
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’ _ 1 a cosnr -
(F) w@, Y, t) = Py z* rvm_’wdaa
- 2~ra3t f\; log (TQ—‘azt—t‘)g)<cObnt+a Tt cosm)wda
?’

I I rt —a’(t — )’ -
2”'“_f —at—ty ( r > e
I I r*— a¥(t— )" —
— R — v\ Zi
e f\/r’r-- @t — tl)zlog ( 7 ) @8
E‘

Cette formule fait connaitre la valewr de w (x,,y,,t,) lorsque sont
données les valeurs de w et de ses dérivées du premier ordre sur la surface
o, ¢t celles de Z dans Uespace J,.

ART. 7. Application des formules fondamentales aux équations (B).
Premier cas.

1. Faisons dans la formule (D) du premier article u;, = u,, v, =,
(voir article 2) et définissons le champ S de la méme fagon que nous
avons fait dans le premier paragraphe du 5** article.

En remarquant que X, = Y, = o, on aura

[(u X + 0, Y)dS = [l + oV} — w,U' — 0,V")d2.

d+A4'4C

Si A devient égal & arctga, Uy, Vi,, 4, 4,0, deviennent nuls, par
suite dans cette hypothése I'équation précédente pourra s'écrire

(1) f(u X+ 0,Y)dS, f(uU{' + oV —u, U — 0, 7")dZ,

Fat Ca

S, , a,, C, désignant S, ¢/, ' lorsque A = arctga.
Acta mathematica, 18. Imprimé le 5 juin 1894, 25
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En posant pour simplifier

(2) /[ tcosnt sinw + - ( * 4 a"?) cosmy + ;k”ﬁ)u

t,—1t I, :
——(a’ A cosntcosw——( + o )cosms—;ka)v]

— %(U’ sinw — V" cos w) {da,,

on pourra écrire
f(uU” + oV —u, U — 0, V")do, = £, +f 2 (X' Bu — K av)dd,.

En prenant garde aux formules (18), (18’) de l'article 4, on aura

S @O +0V, — w, U —0,V")dC, = f __ WSRO sin o — v cos ) do df
2. Vai(t, —t)* — ¢

+f\/a (t —_ t) (k"u Sln w — k,’l) CO8 w)dmdt

Va'lt, — ) — & .
__f aft, — 1) —¢ (U sinw — V” cos w)dewdt.

3
Ca

Mais sur le cylindre ' on a

Usinw— V" cosw =

a’-i-a,"av a® 4+ a'? 3u+
2 Bw 2

U v\ .
' — 4k —)sin2w
ox + 9y>

+I< Ry )coszw

2

2 ’2
a a av a’ a"*ou
— & ta + —+msm2w+ncoszw
2 8:&: 2




[
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en posant

,, O ,ov ,, ,

m

!

ISy

done, si pour simplifier on appelle p, I'intégrale

a’sin o .
/‘\/a,g(t — (u sinw — v cos w)dwdt,

la formule (1) s'écrira

(3 [@X+0,Y)ds =2+ f Be (b0 — Wav)do, + e,

+f\/“2(t1 —i—e (k"'u sin w — k'v cos w)dwdt
&

e+ a'?3v a4 a’?
2z 2

Z—: 4 m sin 2 + % cos 2w) Valth, — 0" =€ g, gt

5
o'&

2. Substitutions maintenant dans la formule (1) du premier article
u,, v, (voir article 2) & u,,v,. Faisons augmenter l'ouverture du céone
A, jusqu'd ce que l'on ait A = arctgd, et désignons par S; et g ce que
deviennent le champ S et la surface ¢. Par un procédé analogue a
celui suivi dans le paragraphe précédent on obtiendra la formule

(4) f(ng + 0, Y)dS, = &, +fR" (k'au + K'pv)do; + =p,

+f\/b‘(t (k”u cosw + k'vsinw)dwdt

=4

b2 2 2 Vit —1)f — &
-l—f + b av b +b gﬁ-i—nsmzw—mcoszw)\/b(t‘ y—e dwdt,
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(5) .Q,’,:fi%(-b’t’__:tcosntcosw—{-—;(b’+b”)cosmo+%k"a>u
b

+ j% (—— bﬂtl_;’_tcosnt sinw + ;(b2 4 &%) cosmy +~;k’ﬁ)v
._..zi_”(U’cosw -+ V" sin w)}do;,

b?
R

(u cosw + v sin w)dwdt.

3. Cela posé, il faut dériver les deux équations (3), (4) par rapport
a x,,y,. Pour simplifier ce calcul observons que l'on peut écrire (voir

article 3, formule (8))

a ?logr 3%log r
— == ~— CO8NX S — CO8S nY ,
r E 2x, 0y,
B ?* log » d*log r
. = T COBN 5207, COS 1Y 2
et par suite
? fa ? /A ?* log ® log
5;;(;)— 54[71(;2)— cos8 nw o -+ cosny 2t
? fa » /B ?*log *logr
o (7) = g, (o) = cosne T3 - eosmy

On tire de 1a

LTy FCT—

a_yl r TLug
" ?*logr 2 logr
-+ f R, Ik (cos nx - CO8 Ny " >u
) , o*logr o*logry ,
k (cos nw 5 + cosmny o >v’daa

——fi (k" Bu — K'av) sin w dw,

g cos ni
g
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R 22 ’ ’ Cos w ’” ! !
Fb(k aw -+ k'Bv)do, =f T, (K'au + & pv)da;

'y

3 3
+fR,, lk”(— cosnz’ loag ! + cosny 2 losg T)u
9%, oY,

2°1 9°1 ,
+ ¥ (cos nx a;)? r + cosny a:f r)v } do;
1 1

_—f € cos nt (F'au + ¥ fv) cos wdw,

g

g étant la ligne d'intersection de la surface ¢ avec le cylindre C, et #,
la normale a la surface o'.

D'ailleurs on a, puisque %, v, sont nuls sur la surface du cone
qui limite Yespace S,

(4 31 1 '’
> f(uX+vY)dS —f “X+ Y)ds —qu—}-vl Y)e sin o do . dt

15,

log r .
—f (X gin® w — Y sin o cos @) dS, +f a 10gfr Zx(;{;’ Y>dSa

—f(ulX + v, Y)e sinwdwdt
v

et d'une fagon analogue

3 , . . ’
97,3[(“"‘1( + v, ¥)dS, =fE(Xcos’w + Y sinw cos 0)dS,;

210,‘_2,"" a *log r ,
—f amlz;y1 Y)dS,, —'£(u2x + v,Y)ecoswdwds.
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Observons enfin que si 4 est une fonction quelconque
? 24 cos ny
@:‘C[:Adwdt_— 5y dwdt +fAcosmdw,
Cﬁ

—-fAd dt = dwdt +f cosn® g

IC’Iz

ot n représente toujours la normale a la surface ¢. On trouvera donc,
en dérivant la formule (3) par rapport a y , et la formule (4) par
rapport a %,

(6) fPI_ (X sin @ — Y cos w) sin wdS,

+fRa<a2lo§rx+ o*logr Y)dS; —f(ulX + v, Y)e sin wdowdt
Ta

LA CEXCHR
S'a

+ f Sm‘"(k" u — k'av)da,

2%l
+f lk" cos N — cosny o;gr>u
ay}

—k(cosm;a "+ co sny )

—f Ba b — k'av) sin w do + =a”“

€ cos nt oy,
g

f Vait, — t)e e (k"%sin o —F 2% cos w)dwdt
Y %y

f Vollt, — i — ¢ t) (k”u, sin @ — k'v cos w)—ﬂ/ dw
s nt

2 2 2 "2l . I gt
—-f(a—ta— 2—v———cia—a—u-}-z?msmﬂu —]—g%cosza))\—/a—(t‘-?—)——s—dwdt

? u (¢ —t)i—e* cosn]
—f(“ +a” —U———w——l— -+ m sin 2w + ncoszw> Vo', —) 1/da),

2 o 2 € cos nt

9
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(7) I%b(X cosw + Y sinw) cos wdS,

S
]

—fR,,@il"—gTX 4 Plogr ¥)as; — [(,X + 0,7)s cos o dwdt

LA 9z, 9y, o,

a.Q,, + / c:;w( u + k'pv)da,

*lo 8!
+ k” — cos nz’ sg + cosny 2 Osg T)u
LA CiTH

: ?*1 ,
+ ¥ <cos na’ ;;§ r + cosny 9;‘? r)v}da,,
1 1

—f B, (" au + ¥ pv) coswdew + egz—b

e cosnt

f Vot — o —¢ (k” cosw + k’ sm w)dwdt

f Vol — t) (k”u cos w + kv sin w) nf dw

b 4 b 9% b"+bﬂau n . am Voit, — ) —e*
+f 2 axay 2 2—{-— sin 20 — = ¢0s 20 >~e—dwdt

2 2 2 2 ﬁ'&z_—z
+f<b +L31_;+b +b M—I—nsmzw—mcoszw)\/ b, — 8 —elcosna 4,

2 e cos nt
g

4. Ajoutons membre i membre les deux équations (6), (7) aprés

les avoir multipliées respectivement par E, X

Puis supposons que ¢ diminue indéfiniment et cherchons la limite
de Téquation ainsi obtenue.
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A cet effet remarquons que

R, R, (a* — b?)e®

a b ab(bR, + aRy)

Si A est une fonction qui reste finie pour ¢ = o, on aura

limfA sin wdo = limfA sinwdw = limfA cos w dw

=0 Ca g=0 Cs e=0 Ca

= limfAcoswdw = O
e=0 ¢,

13

. . . . 24
lim fé sin wdw = lim ésm wdw = + 7 [ —dt,
=0 € e=0 € 3y

Ca s ty

h
. . 24
lim écoswdw = lim gcoswdw =47 % dt,

e=0 € e=0
Ca Cy ty

ou #, est la coordonnée ¢ du point de rencontre de la ligne z ==, , y =y,
avec la surface ¢. De méme on a

lim [Asinwdw = lim | 4 coswdw = o,
51,__0;/. maowdaw E=0;f w

. 4 . ;|
lim | =sin wdw = 7[(—) ,
e=0 € By o

g

lim 4 coswdw == 7:(8—/1) ,
&=0 € L 0

g

24 24 24 24
3 oy ’ A ) Ay = = = {.
<3x>0, <3y>0 étant les valeurs de on 3 pour £ =2,,y =Y, :

En prenant garde & ces formules on trouvera
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,Efj%(XSin"’ — Y cos @) sinwdS,

. 2%] 2*1
+7I)f1—;;(Xcosw + Y sin w) COSwdS,,-—% be( SZ??X_;_ am:’;i:. Y)dS

Sy -8,

b —a’ rt__ (logr | o'logr :
be + “Rb( o Xt ox,0y, Y>ds"— 2”/@1 — ) Xt

IS.Q Ia.Q sinw ,,,, x I { cosw ,,,, ,
2% 4 1 f (k" Bu — k'av)do, + Zf e (F'aw + K pv)do,

aay bax

X"

1 " *logr 9% log r
—3 fR,,lk (cosnx S cosny o )u

Oy—~0a

?°

1')0

/
——k'(cos nx "+ cosn J

»-ug

3

" ’logr 3*logr
k <cosnx ? — CO8 1y ;g >u
9«21 3.’/1

bt —aq? [ 2
T ab bR, + ak,

cIH

31 31 "
—Id(cos%xa g7 + cosnya 3;’?“)1;,%“

L
?%u 'R
2 s — —
+ zf = Ol (G i) + G ) |
to
a’® + a'® f3v a’® 4 a"? /on COS 1Y
— 2t — Y — —_— puateding 134
71'( 1 to)[ 2 (am>o 2 <3y)o] cosn,t

b 4 b7 jom b* + b fav\ Jcosnx
+ 2z(t, to)[ 2 <5;;>0+ 2 <@>o] cos n,t

ou 7, dénote la normale & la surface ¢ dans le point z,,¥,,¢, et 2,
&, sont égaux aux mémes intégrales qui paraissent dans les formules
(2), (5) si on les suppose étendues aux surfaces o, , g,, au lieu quaux

surfaces o, o).

Acta mathemotica. 18. Imprimé le 6 juin 1894. 26



202 Vito Volterra.

Transportons le dernier terme du premier membre de I'équation
précédente dans le second membre, et les premiers six termes du second
membre dans le premier. Alors le second membre de 'équation de-
viendra

t

2 9% 2 N
t, — ){b e =i+ X‘dt

Zy

a®+ a'® fov a® 4+ a"? [ou\ ] eosnyy
— 27t — t")[ 2 (a_x>o— 2 (9_3/)0] cos n,t

4 27(t, __t)[b’+b ’<9u> +b2+b'*<?£ ]M

2 oz 2 oy/, leos nt

cest & dire, a cause de la premiére des équations (B’) du premier article,

iy
92 “ a4 a? fov a® 4 a’? /ou cos n,Y
— 27(t, — 27y 2 v [ 0%
271'f( —h) 5 162 w(t, t")[ 2 (:m)o 2 <3y)o] cos n,t

R —m[”’ R

2 @/, 2 oy c0s8 n,t

b, —t, au> a*+a’* fov a*+a"? (ou
Uy + —— (—— cos nt+ : —> — = cosny
cosn,b} \ot ¢ 2 \oz/, 2 3/,
b + b b 4 b2 jov
(AT, o

On tire de 13 la formule suivante

G,) w(@y > 95 4)

u a® 4 a'? [ov a® 4 a’? [ou
= u, + cosnt [( t) cosn,t - ( 5 <é;)o———2 <5§>0> cos MY
b* 4 b"? fou b + b'* fov
~ (B ) P ) ]

I

.|__.._f) (Xsinw — Y cosw) sinwd s,

Sa

=2mu(x,,y,t,) — 27
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/1
+57ITbJ T%(Xcosw + Ysinw)coswdS,

S

_ ?*logr 3*logr
R, (—___am2 X+ 28 Y) ds

b — a* r? d'log r rH log'r
" T 2mab f bR, + aR, ( X T oy )dS“

Sa

1 282, 1 98, I sinw ,,,, ’
_ _______‘_;&f (" fu — Fav)da,

Ga

1 cos "
2nbf "‘(k au + ¥ fv)do,

logr
k" cosmv L cosm ————)u
27rb f [ Y "oy

Op—~0a

, *logr 3'logr
—k (cosnm—-a—yg— + cosny Py >v}da

b*—a’ rt k,,(cosnxaﬂogr oS T Ch logrr
T Zmb | bR, + aBs ozt Y 5 )“

da

do,

a*

8
_k,<cos%xa;_;3g_r+ cos ny 1°gr>v

5. Par un procédé tout a fait analogue on peut obtenir la valeur
de v(z,, y,, t,) exprimée d'une fagon semblable. Il suffit & cet effet de
dériver l'équation (4) par rapport a y,, de dériver I'équation (3) par
rapport a x,, et de les soustraire I'une de l'autre aprés les avoir respective-

. ey I I . , .
ment multipliées par - et -; enfin de faire évanouir ¢. La formule qu’on

trouve est la suivante
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(G,) v(@, 5 Y5 t)

& —t, a+a a"'+a”’<au>»
%t cosn t\<g>ocosnot _< 2 <3w> 2 %y /o 0BT

b* 4 B"* /ou b* 4 b'? fov
—( 2 <9w) T _<@)o>cosn°y

f (X cosw + Y sinw) sinwdS,

z;rb

—_—— ~—(Xs1nw— Y cos w) cos wdS,

1 be<?il‘lglx+My>dS

Sy oy

b*—al r? ?%log r ’logr
T 2nab be,, + aer< dxdy X+ oy® Y) 5
Sﬂ

—__I_‘% I I 3.Q Lfsl;fv(kri u+kﬂv)da'b

2nb3y, | 2madm,  27b

(4]

+5- cosw(k,, w — Kav)da,
I ?*logr 9°1
+o5 | R”l’““(""”” o+ cosmy =8 Ju
Ob——0q

do

, ?*log r 2*logr
+k(00smc St O sny——y )1;

3

b? —— a2 2
( @) r k"<cosmca lo

2nab bR, + aR,

Ta

?%1
;gT - cos ny a;’? T>

2*1 °1
+ K (cos ny az;g T — cos ny 2 9;’? r)v

do,.
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6. On a donc démontré que si l'on connait sur la surface o, les valeurs
de w,v, et de leurs dérivées, on peut trouver lewr valeur au sommet commun
des deux cones par les formules (G,), (G,). (Voir fig. 8, 9.)

Fig. 8. Fig. 9.

Nous avons di faire un calcul fort laborieux et recourir & plusieurs
artifices pour arriver a ce but.

Pour justifier I'emploi de ces artifices, observons qu’on ne pouvait
pas faire évanouir tout de suite ¢ dans les formules (3), (4), car on
aurait trouvé sous les signes d'intégration des fonctions qui seraient de-
venues infinies d’'un ordre supérieur & celui qu'elles n’auraient du dé-
passer afin que les intégrales aient une valeur déterminée et finie.

ART. 8. Suite. Deuxiéme cas.

1. Revenons aux champs &, §” du 6™ article et appelons S leur
ensemble. Appliquons & ce champ la formule fondamentale (D) en supposant

ul = us, ,Ul == 1030

Dans ce cas ¥ sera formé de l'ensemble des surfaces o', ¢’ qu'on appellera
o, de la partie du céone A quon appellera (A) et de celle du cylindre C
quon désignera par (C). On aura donc

f(.“aX + v, ¥)ds =f(uU;’ + oV — u U — 0, V")dX
8

a4+ (4)+(0)



206 Vito Volterra.

et & cause des formules (7), (7), (20), (20") de Varticle 4

f(uSX + v, Y)dS =f(uU;' + vVy— u; U — 0, V") da
S 4

rdtde
cos A

—
+f\/1 ——ébq{c—oy(u sinw — v cos w) — (U’ sinw — V" cos w)

+f‘ a: —s -(— wsinw 4+ v cosw)
J Wi=e(5)

+ \/1 — a’(é_s—t‘> , (k"u sin @ — k'v cos )

4

—e \/1 — a’(t——s—t—‘) (U sinw — V" cos w) 'dwdt.
Si T'angle A devient arctga, la deuxiéme intégrale s'évanouit, et par suite

en posant

on aura

S, X 4 v,¥)d8 = [@Uy + oV; — w, U — 0,V")do,
8 Ga

+§fdwf

—1

a

3
)

;(—usinw 4 vcosw)

VI
+ Vi —p[k'usinw — kv cosw — e(U' sinw — V" cosw)] {dy

ou l'on a désigné par o, la méme surface que nous avons indiquée par
le méme symbole dans Darticle 6.

Si ¢ devient nul le dernier terme s’évanouit et le champ S devient
S,. On trouve donc la formule

da

(H,) f(“aX+?)3Y)d§a=f(uU;'+vV§—u3U’—v3V")d?ra.
S
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De méme, si T'on appelle §, l'espace extérieur au coéne A®, dont
louverture est 2 arctgd, limité par la surface du céne et la surface g,
on aura

13

H)  [oX+oY)d5 =@ + oVi—u U —o,V")da,

Les deux formules (H,), (H,) sont analogues & la formule (F) de
Particle 6. Elles donnent des relations entre w,v et leurs dérivées du
premier ordre sur les surfaces o,,0,, et les valeurs de X, Y dans les
espaces S, , S,-

2. Supposons maintenant que g, soit une partie de la surface a,,
et cherchons d'exprimer les valeurs de u,v au point z,,¥,,¢, par celles
des mémes quantités et de leurs dérivées sur g, et par les valeurs de
X, Y dans Vintérieur de espace &S,.

A cet effet nous nous servirons des derniéres intégrales fondamentales
que nous avons trouvées dans Particle 2.

Commengons par appliquer la formule fondamentale (D) de Particle
I aux champs &, §8” du 6*° article en supposant

w, = Uy, v, = v;. (Voir article 2.)

Nous prendrons la constante arbitraire ¢ qui parait dans ces fonctions
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’ A
égal a +

Ny

selon qu'on se réfere au champ § ou au champ §”. Nous

désignerons par
(4
Usy 5 Vs 51 ’ Vsn

(4
Uso sy Vs 527 Vsz,

les valeurs de u;,v,, Uy, V; dans les deux cas. On aura donc (cfr.
article 6)

f(ua,IX + 05, Y)dS =f(uU;:1 + oV —u; ) U — 0, V") dz,

g d+A+CO+T
f (U2 X + v, Y)dS" = f WUy + 0Viy — s, U — v, V")dE
'+A"'+C+ T

Ayant égard aux formules (9), (9'), (11), (12) de larticle 4 on voit
aisément que les intégrales étendues & A’, A” s'évanouissent lorsqu’on fait
A= arctga. De méme les intégrales étendues & C’, C” s'annulent a la
limite lorsque & diminue indéfiniment. C'est pourquoi en désignant par
Ba1s Sa2 3 Oars 0.0 les deux parties de S, et de g, qui se trouvent des
deux cotés du plan 7' et si 7', T dénotent T, T" prolongées jusqu’au
point z,,y,, ¢, on aura (voir article 4, formules (15), (15")

f(“le + 05, Y)dS., -—f(u fon + vV — ;) U — ”5,1Vl)d}a,1

S a1

—gaf;f (usinw—-vcosw)rdrdw—f(—lg—g—:—_—l)(U’ sinw — V" cosw)rdrdw,
4 v

f(umX + Vs, Y) dga,‘l =f(“ é,'2 + '”V;,‘z — Us U — ’05,2V”)d;"a,2

Sa2 a2

_1;' f% (usinw — v cos w)rdrdw —-—f(log: )(U’smw— V" cos w)rdrdo.

7 7"

Si nous observons maintenant que les valeurs de U’, V" sur 1", T" sont
égaux et de signes contraires (cfr. article 6) on aura, en ajoutant membre
a membre les deux équations précédentes,
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(1) S sn X + 05, ¥)dSey + [ (@2 X + 05, ¥)dS,s

8a1 Saz

=b/'(u i+ oV — u U — 05, V")do,

Ga,1

+f(” U, + vV — u, , U — ”5,2V”)d‘_7a,2

Ga,2

— ﬂaf; (usinw — v cosw)rdrdw.
T
Posons
1 _ _
(2) 0, = 2 f(“ﬁ,lX + 05, Y)dS,, +f(”5,2X + 05, Y)dS,,
Sa 8a,2

"—f(” ;,’1 + UVé,l — Uy U — ”5,1V“)d¢—"a,1

Ga,1

_f(u Ug,’z + ”V.’:,‘z — U U — v, Vu)dl—’a,a

Ga,2

et remarquons que

sinw __ dlogr cos @ alogr,
T ’ — T e—————

r oy, r ox,

alors I'équation (1) pourra gécrire

3) 7| = [ulogr.rdrde — > [vlogr.rdrde | = 6

(3) 7| o Julogr.rdrde —— [vlogr.rdrde | = 6.
A % oz, i

3. Désignons par
(44 (4
Ug1y U9 Ugry Vo1

77 (4
oy Vsay Usas Vo

les valeurs de u,,v,, Uy, Vi (voir article 2, formule (14), article 3,
formule (12)) selon que 'on prend ¢ = + ;_t

Acta mathematica. 18. Imprimé le 23 juin 1894. 27
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Si Suts Sho; Os1s 0o sont les parties de §,, o, qui se trouvent des
deux cotés du plan 7, par le procédé employé dans le paragraphe précé-
dent on trouvera

(4) ﬂ[a—z; !u logr.rdrdw 4 5% %[v Iogr.rdrda)] = 6,
ou l'on a posé pour simplifier
I
(s) 6, = Z{f(umx + v Y)dsS,, +f(ue,2X + v, Y)dAS,
Ss,1 Eb,‘z

_f(u Uh + oV — s, U — 5, V") da,,
A

——f(u Uy + vViy — . U — 05, V") da, s |

6,2

4. Des équations (3), (4) on tire

26, | 060,
5;1—+5I— ﬂA;[u logr.rdrdw,
26, 99,,_ X
. m ﬂA[vlogr.fdrdw,
ou le symbole A dénote
ch cH

Mais par un théoréme bien connu relatif aux potentiels logarithmiques

on a
Afu logr.rdrdew = 2zu(x,,y,,t,),
V4
A fv logr.rdrdw = 27v(x,,Yy,,t,),
1»‘
par suite
' I 26 26,
(Hl) u(z,, Y, b)) = Py [3—75 + ayl]’
/ 1 [o6 90,
() v, h) = on 5 |
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Ces formules donnent les valeurs de w,v au sommet », ,y,,t, des cones par
les waleurs des mémes quantités et de U, V" sur la surface o,, et par
celles de X, Y dans Uintérieur de Uespace S,. (Voir fig. 10.)

ART. 9. Conséquences des résultats trouuvés.

1. Les surfaces coniques A dont les ouvertures sont 2 arctg a,
2arctg b, ont joué dans les cours de ces recherches un rdle bien im-
portant. Nous les appellerons les surfuces caractéristiques et nous les dé-
signerons respectivement par AP, AP, 4 étant leur sommet.

2. Supposons pour simplifier Z = 0, et que lon connaisse les
valeurs de w et de W sur une surface ¢ quelconque. On peut se poser
la question: dans quelle partic de Uespace pourra-t-on déterminer la fonc-
tion w?

Les formules (E), (F') que nous avons donné dans les articles 5 et
6 nous montrent qu'on peut calculer la valeur de w dans tout point A par
lequel on peut conduire un cone AP qui découpe, soit dans son intérieur,
soit extérieurement, une partie de la surface o dont le bord est formé seule-
ment de Uintersection du cime avec la surface.

Pour simplifier on dira que le cone A coupe intérieurement owu exté-
rieurement, dune manicre compléte la surface o.

On trouve par 1a bien aisément l'espace S, licu géométrique des
points 4, en conduisant les cones A par tous les points L du bord de
la surface o et en cherchant leur enveloppe.

3. De méme, X et Y étant nuls, si Uon connait w, v et leurs dé-
rwées du premier ordre sur la surface o on pourra déterminer ces fonctions
par les formules (G,), (G,), (H)), (H) dans un point B si U'on peut conduire
un come A qui coupe intérieurement, d'une maniére compléte la surface o,
ou si U'on peut conduire un come A qui coupe extérieurement d'une maniére
compléte la méme surface.

Par lenveloppe des cones AP et des cones AY on pourra limiter
l'espace qui est le lieu géométrique des points B.
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4. Si la surface o est telle quon peut la couper extérieurement
d'une maniére compléte par des coénes AP, alors entre w, W doivent
subsister les relations données par la formule (F) de Uarticle 6.

De méme si la surface o est coupée d’une maniére compléte ez-
térieurement par des cones AP, AD, entre w,v, U, V" doient subsister
les relations données par les formules (H,), (H,) de larticle 8.

5. Dans les expressions de U’, V" paraissent les constantes o', ¥/,
a’, V" qui satisfont aux conditions (1) du 1 article. On peut se servir
du caractére arbitraire des constantes &', & pour donner & &, ¥, a”, "
des valeurs telles que U’, V" s'expriment par des quantités qui ont une
signification mécanique. Par exemple posons

(1) a=d =a", b=V =¥
on trouvera alors

ou

v = ; cosnt — 0’9 cosnx — a’@ cosny,
v _at cosnt + a’@ cosnx — b’Y cosny,
ou
=3u+ & — z—:—gl‘;

Il est bien connu que & représente la dilatation superficielle de chaque
élément paralléle au plan xy, et que :3 représente la composante de la rotation

de chaque élément autour de Uaxe Z.
Dans I'hypothése (1) les quantités qui paraissent au dehors des signes
d’intégration dans les formules (G,) et (G,) de Varticle 7 deviennent

“[ou
-~ sn,t — a’® ey — b’ sn,z | = u,
% + cos n,t [<3t>0 Cos 1t '@, cosnyy — b'd, cos Ox] + cos n, t Us,
+ o cosn ot + a’®, cosn,x — b3, cosn, v, + — o
Yo cos nt at @, o8 ST | = cos n,t
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Au lieu des équations (1), posons

] al? — an? — . ar,

2
) o =02 = 11— 20,

on aura alors

. ou
U = 57 cosnt — ¢, cosnx — ¢, cosny,

V' = z:j cos nt — ¢, cosnx — 1,, cosny,
ou
tu=mg+@t_mﬁ}
t, = b?:—; + (0 — 2a’)g£,
by = a’@—Z + g).
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Les quantités précédentes sont les composantes des tensions qui §exercent
dans UVintérieur du corps élastique. Dans Thypothése (2) les quantités qui
paraissent au déhors des signes d'intégration dans les formules (G,), (G,)

de P'article 7 deviennent

t, — ¢, [ /on
w, _1___0[(?l°> Ccos ¢ -—é(t11 + t,,) cosnox],
o

cosn,t |_\ot

v, + 5:&(@;)0 cosnot——::(t“ + t“)cosnog/J.

cos myt

6. Si Ton a
a cosnr + fcosny -+ ycosnt = o,

n étant la normale a la surface ¢, la quantité

ow ow w
aéz + ﬂ;y— + )’&‘7

sera connue si 'on donne seulement les valeurs de w sur la surface ¢.
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Par suite si Ia condition
(3) (— a® cosnx) cosnx + (— a® cosny) cosny 4 cosnt.cosnt = o

est satisfaite, W sera connu sur la surface o, si I'on counait w sur la
méme surface. (Cfr. formule (5) du premier article.)
L’équation (3) peut s'écrire
cos’nt — a*sin’nt = o
d’ou
I
tgnt = + -
) T3
On tire de la:

, la fonction w sera déterminée

Sl

Si la surface o est telle que tgnt= +

dans tout point de lespace S, méme si Uon connait sur la surface o les
valeurs de w seulement.

Il est évident que toute surface obtenue par l'enveloppe des cones
AP jouit de cette propriété.

ART. 10. Particularisation des formules.

1. Commengons par prouver que la formule de PoissoN-PArsevarL
n'est qu'un cas particulier de la formule (E) de Varticle 5. En effet,

Fig. 11, Fig. 12,
c,
LA Y (2
J A N ! ’
/ \ N\, II
4 \, A\, ¥
/ N . 4
/ \\ N /’
AY \ A AP s
// \\ \\ 4
/ \. \, V4
/ N, \,
’ N\, '\ /
s \ N b
7 \ . ’
e AN AN Ve
/
S T \\ t \\ ,/'
y N TGty
&y %

supposons que la surface ¢ soit le plan wxy (voir fig. 11, 12). Alors g,
deviendra un cercle dont le rayon est

ot .
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D’ailleurs sur ¢ on aura
cosnt = + 1, COS UL = COSNY =

par suite, si T'on suppose Z = o, I'équation (E) du 5°° article s'écrira

—wd
ma ot f\/a‘(t — B — 1
I ow

-’T:f Vo = et

qui est lintégrale générale de 1'équation

% 3w 22w
at? _“< +ay>

(I) (17]17

donnée par Poisson et PARsEvAL.

Fig. 13.

w

2. En nous rapportant toujours & la formule (E) de I'article 5, suppo-
sous (ue nous nous trouvions dans le premier cas, c’est & dire que les
coordonnées ¢ des points de la surface o soient plus petites que ¢. Exami.
nons ce qu'on a lorsque la surface ¢, se réduit & un cylindre y avec les
géncératrices paralléles & l'axe #, limité par un plan o perpendiculaire aux
génératrices, comme le montre la figure 13. Supposons enfin que Vinter-
section de ¢ avec le cone A appartienne au cylindre p.
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Sur la surface y on aura
cosnt == 0o,
et sur o

{ = const. = ¢ COSNL == COSNY = O, COS Nl =

07

C'est pourquoi en appelant s le contour de w, l'équation (E) de larticle
5 deviendra, Z étant nul,

ow
(2) w(z,y,t)= 270,98, f\/a’(t +27raf\/a’(t — 1) —r'ot e

t— 1
— —_— cosnr.wd
27mat1 \/(tl — to)za’2 —r 7 T Zna f\/a’z(t - to)’ —7r 371
7

- I 2 I +
27 9t \/a’(t‘—to)’——r 27e \/a’(t—t)i—r at

@ 19r 9 ow l
+2_7:: ranat ‘/\/a,’(t —-—t)’ __" —f\/a’(t -t)2~7 on dt,.

Posons a(t, — ) = u, on aura

alt—~1,)
w ) ) u du
W =12 w(m t ——-) L
f\/a’(t —t)>—'on a?nf Y3 Vur —o?

¢ r
v a

a(ty—1,)

1or 2 t—t, dt__lls-ra — udu 0( t, u
r 9not, \/a’(tl—-—t}’-—'r’w a’r an ¢, \/uh._.,,ﬁ? Y a

173 r

a(t—1) a(ty—t,)

ﬁxara I %" du _15 wlz p u du
aanar ,7./’ 1 a «u—-——_g_z;-;—a'o\ 7?/7 1 a \/————102*717

r r

-
=
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\ ° 0 . . . . .
ou les symboles 5n 2 57 ont la signification suivante. Si f est une fonction
0

de x,y,r nous supposerons que

of 8f o | of 3_1/
o  dxon oY an’

@i of or
on arom

La formule (2) g'écrira donc

(3) w(xl"yl? 1 z-m_at /‘\/a‘(t —t)‘ j 27(1, \/a (t :at it

q a(ti—ty) a(t;—ty)

L Jé ’ % du 3 u du I
tom ds%f”(””’y’tl >\/u——r_—8_n w(”’y’tl*;m;—:ﬁ'

r r

§

Supposons que la fonction w(z, y,?) soit nulle pour toute valeur de ¢
inférieure &4 une certaine limite — 7', alors en faisant augmenter indé-
finiment ¢,, on trouvera

(4) W@, Y, 4)
-5 f ol feeon i [ ]
. r
) Fig. 14.
3. Examinons maintenant le deuxiéme cas,
cest & dire supposons que les coordonnées ¢ des  |¢ w
points de o soient supérieures & ¢, tandis que la
surface o se réduit & un cylindre y dont les gé- 4
nératrices sont paralléles a ¢, limité par un plan 4
o perpendiculaire aux génératrices. Supposons )
enfin que lintersection de ¢ avec le cone A@
appartienne & y. (Voir fig. 14.) .
Par un calcul analogue & celui qu'on a fait A>;¢‘ /g’dﬂy
dans le paragraphe précédent on trouve la for- N S
mule \V;v,y,t,

Acta mathemation. 18. Tmprimé le 25 juin 1894, 28
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1 2 1
(5) W(xl ’ yl ’ {1) = _5_7’;1371/‘\/042“1 - to)z — w<x ! y ? iO)dw

1 f I ow
_ —do
27 ) Jar(t, — ¢8,)* — r* 0t
e a(ty—t) aity,—ty)
I i} u du ? " du I
+“27_ %/w<x’y’t1+(z>\/u——~h2~7:;_,‘;—n W<x’?/7t1+(;>\/u—*~,_r—zl-
T

r

$

Si w(x,y,t) s'annule pour toute valeur de ¢ supérieure a une certaine
limite 7', en faisant augmenter indéfiniment ¢, la formule précédente
deviendra

(6) W@, Yy b)
8 @® -3
1 ad u du ? u du
= — - S I S
2§ lon w<x1y1t1 + a) Vit — r: on w<w1ytl ! a) Vul— |
Fig. 15.

N P4
N CA
\ /
\ A "I 7y
N /
y \\\ I/I
\\ //
s A,(ﬁ.’./& $
7N
4 \
/ \
Yd .
/ \\
I/ A /a’/ \‘\
/ \
// S
A"
Y

4. 11 faut maintenant chercher ce que deviennent les formules (F),
(F") de Yarticle 6, lorsque la surface &, se réduit & un cylindre dont les
génératrices sont paralléles & laxe ¢,
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On voit tout de sunite qu'en supposant toujours Z == o, la formule
(F) devient

r

) u du
(7) 0= ds %fw(x,y,tl——&) \/;.21_——1;_2

-—r

o w )J’ a) \/1‘—\—2—1—4,_2 ’

s étant la ligne d’intersection du cylindre avec le plan ¢ = ¢,. (Voir
fig. 15.) Examinons maintenant la formule (F) (article 6). Elle s'écrira

ot
I a Cos nr
w(x17?/17t1)=_5? ds fr\/mwdt
1
nt-
) —at—t)\t—1¢
+ o : g (=) S hwa
ot Vrt — al(t —t,)? T r
t,—-%
’1+;—‘-

. a r* —a’t — 1) dw
f e ()

et en posant
a(t—t,) =u,

on trouvera
&) r

I ° % P —u’ du
Wi, h) =g | ds szf“’(“’y’l“‘a)“g( F‘)j{‘n——_—“ﬁ

-t
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5. On pourrait tout & fait de la méme fagon particulariser les

formules (G,), (G,), (H,), (H,), (H)), (H,) en réduisant les surfaces o, , o,
a des cylindres ou 4 des plans.

Nous ne donnerons pas ici le développement de ces calculs qui
d’ailleurs ne présentent de difficultés.

ART. 11. Le principe de Huyghens.

1. Par une élégante application du théoréme de Greex, Kircanorr
est parvenu a établir sa célébre formule qui étend le principe de HuyeHENs
et peut le donmer sous une forme mathématique tout a fait rigoureuse.!

Son procédé est fondé sur l'existence de I'intégrale

r + al

r

de l'équation
, o'y o377 1 | 9
() =G )

ou 7 = \z* + y* + 2°, et f dénote une fonction arbitraire.
Dans le cas des ondes cylindriques l'équation précédente devient

?r % , %
(2) = 0t 5

et l'on peut démontrer qu’il n’y a pas dintégrale de la forme
(3) M(r + at)

ol 7 = &’ + y*, A étant une fonction de r seulement. D’ailleurs si Pon
cherche les cas dans lesquels 1'équation générale

() Tyt

] 2
1 zawi

! Zur Theorie der Lichistrahlen, Sitzungsber. d. Berliner Akademie, 1882,
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m

3
posséde des intégrales de la forme (3), on r = <?i$?> , ¢t A est une fonc-

tion de 7 seulement, on trouve qu'il n'y en a que deux, savoir lorsque
m =1, ou m=3.' Clest pourquoi on ne donne ordinairement une
celle de Kircrnuorr dans le cas des ondes cylindriques,

ni étend la méme formule au cas général.

3.
formule analogue &

2. Ayant en vue cette extension on pourrait ticher de trouver des
intégrales de l'équation (4) ayant la forme (3) sans poser la condition
que A soit fonction de r sculement, mais supposant qu'elle soit fonction
de 2, ,x,,...,x,

A ce propos nous allons démontrer le théoréme suivant:

Les intégrales de la forme (3) ow A est fonction de x,, ..., x, existent;
mais si Lon exclue les cas m = 1, m = 3, dans tous les autres, non seule-
ment les intégrales deviennent infinies dans le point x, = x, =...= 2, = 0,

mais elles ont d autres singularités en tout champ & m dimensions qui renferme
€e point.

m
Si 2, = 1§, on aura 21 fi = 1, et par suite on pourra poser

p, = cosa, f, =sina co8a,, ..., 3, ,=sine sing,...sina, ,cosa,_,,
B. = sing, sing, ...sina,_,sina,_,,

et Uon pourra regarder A comme une fonction de r et de a, ... a
Posons pour simplifier

m—1°

A =i3— V = M + ai).

awi

Nous aurons

m

AV =f. AL+ A+ 2

1

2L of

TN

' DunmeM, Hydrodynamique, élasticité, acoustique. Cours professé en 1890—gI,

Tome second, livre III, chap. VIIL
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Mais
7 — 1
Af =" 4+ 57,

oo s,

— Jr, 00, or
c'est pourquoi

AV =4 (Pt 22 4 fan
D’ailleurs nous avons
e

%Tt{_ —_ d?afu,

par suite I'équation (4) sécrira

f’(m_"l/‘t—{— 2§§>+fA/1=o

r

et puisque f doit étre arbitraire

m— I 94
(5) r A+ 2 ar o,
(6) Al = o.
La premiére équation nous donne
m—1
A=6r * ,

6 étant fonction de a,...a,_, seulement. Par suite I'équation (6) se trans-
forme dans la suivante

(m — 1)(m — 3) 1 9 [« mo 08
. ] _ — (8in™ o, —
(7) 4 + sin™*a, da, ! 9a,
I ? . 28 1 EXG)
- - — (sin" o, — - - = 0.
+ sin® ¢, sin*—3q, da, ( 2 aa,) + + sin’ e, . .. 810% dp—s Om—1

Cela démontre la premiére partie du théoréme, cest & dire quil y a
des intégrales de la forme (3). Dans les cas m = 1, m = 3, on pourra
prendre évidemment @ = const. et par suite dans le dernier cas on aura
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une singularité pour ¥V dans le point =0 seulement. Il faut maintenant
prouver dans tous les autres cas lexistence de singularités dans les en-
virons du point r = o.

Supposons que lintégrale V dans un champ X, & m dimensions qui
renferme le point r=o, n'ait d’autre singularité que dans ce point méme.

Conduisons dans l'intérieur de ¥, deux espaces sphériques S, ,, 2,_,
a m-—1 dimensions ayant le centre dans le point r = o. Soit S,
Pespace 4 m dimensions renfermé entre S,_, et &, ;.

Désignons par W une fonction réguliére dans tout l'espace renfermé
dans S,_; et qui satisfait & 1'équation différentielle AW = o.

Puisque ¥V et W sont reguliéres dans S, on aura par le théoréme
de GREEN

Sy f(r 2wy o

Sm-1 a1

n, n' étant les normales a S, ; et &, , dirigées vers l'intérieur de I'espace

S,. Puisque ¥V devient infini d’ordre dans le point r = o, si

m > 3, lintégrale étendue a &, ; s'évanouira lorsque son rayon di-
minuera indéfiniment, et par suite on aura

f(v o W:;—:)ds,,,_l — o
Sm-1

m—1

. g
Remplagons 7 par son expression —— et remarquons que sur S,

as,,_, = o.

Sm—1
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Mais r est constant le long de S, _;, par suite

(8) fa(r%’—’Jr L W)ds, ., = o.

Sm—1

Remarquons que la fonction

W m—1
rﬁ-{- z W=w

est une fonction qui satisfait & 1'équation A =o. On pourra donc choisir

arbitrairement les valeurs de W, sur S, _;, pourvu qu’elles forment une

fonction continue,’ et construire aprés, par des formules bien connues, la

fonction W, en sorte qu’elle soit réguliére dans I'espace renfermé dans S, _,.

On aura alors que W sera donnée par la formule

r
m--3

r* Widr

I

m—1

W=

rios
et par suite elle résultera réguliére dans le méme espace. On tire de la
que la relation (8) est absurde sim > 3, puisque elle devrait étre satisfaite
%Z—V + 2 W. Par conséquent la suppo-
sition que V soit reguliére dans tout point de 2, excepté le point r = o,
est elle-méme absurde.

Il nous reste & examiner le cas m=2. L’équation (7) devient alors

pour tout systéme de valeurs de

2% 1
¢ 4
d'ou
. I I
0 = Asin_a, + Bcosjay,
A, B étant des constantes arbitraires, et par suite

L1 1
4 sin ~a, + B cos-a,

(9) V= 2 fir+ al).
Vr
Cette intégrale est évidemment polydrome et le point » = o est le
point de diramation.
Le théoréme est ainsi complétement démontre.

! Cette condition ne serait pas méme nécessaire.
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3. On peut calculer de 14 que si l'on applique la méthode de
KircnuorFr aux intégrales (3) on ne pourra pas trouver de résultats
semblables & ceux qu'lil a obtenu. Considérons par exemple le cas des
ondes cylindriques. Si nous prenons garde 4 la polydromie de la fonction
(9), lorsque nous employerons la méthode de Kircarorr, il faudra faire
des coupures dans la partie du plan 2y ou l'on étend l'intégration, cn
sorte que les formules seront affectées des termes relatifs aux coupures,
qui ne paraissent pas dans celles de KIrcHHOFF et par suite on ne pourra
pas exprimer la valeur d'une intégrale réguliére ¥ de I'équation (2), dans
un point intérieur au champ, par celles de ¥V et de ses dérivées au contour.

Au contraire on parvient & ce résultat par les formules (4), (6), (8)
de l'article précédent. Elles jouent dans le cas des ondes cylindriques
un roéle tout 4 fait semblable & celui joué par la formule de Kircanorr.
Elles ont aussi la méme interprétation physique que celle-ci. Considérons
en effet les fonctions

Ay =ff(t—%:)ﬁ——fl—_u_—7,

(10) Virs0) = f e+2) 2

o= [+ 2) s (),

ou [ est une fonction arbitraire.

Dans la premiére formule nous supposerons que f s'évanouit pour
toute valeur de I'argument inférieure & une certaine limite, et dans la
deuxiéme au contraire on supposera que f s'évanouit pour les valeurs
de Targument supérieures & une certaine limite.

Les trois fonctions (10) satisfont & l'équation (2) et n'ont de sin-
gularités qu'au point r = o ol elles deviennent infinies du méme ordre
que logr.

De la méme maniére qu'on fait correspondre lintégrale (1) aux
Acta mathematica. 18. Imprimé le 28 juin 1894, 29
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ondes sphériques on peut reférer les fonctions (10) aux ondes cylindriques
progressives ou regressives, relatives & une ligne lumineuse.

En comparant donc les formules (1), (6), (8) de I'article précédent
avec celle de KircHHOFF, on voit tout de suite qu’elles représentent sous
une forme mathématique le principe de Huvcuexs dans le cas des ondes
cylindriques.

On pourrait montrer que les mémes formules peuvent g'obtenir di-
rectement des intégrales (10), mais nous ne développerons pas ici ces
calculs.

4. Enfin posons
wz,y,t)=¢c¢,y).
L’équation (2) deviendra
% | 9% oy
Py 7 +a’¢ =0

et les formules (7) et (8) de l'article 10 se réduiront aux suivantes

Y, (o
oo, 0) =3, [ (2 Tlan— 925 s,

/ I
o =f(2;—ﬁlo(ar) —_ ¢—~3 ;E;"))ds

o ¥, et I, dénotent les fonctions de BrsseL de deuxiéme et de premiere
cspéce. Les deux formules (11) ont été données par M. WEBEr* et dé-
pendent des équations (7), (8) de l'article 10 de la méme fagon que la
formule bien connue découverte par M. Hermmortz® est liée avec celle
de KircHnorr dont nous avons parlé dans cet article.

(r1)

! Voir ma Note: Sulle vibraxioni luminose nei mexxi isotropi. Rend. R. Ac.
dei Lincei. Vol. I, 2° Sem. Serie V, fase. 5.

2

s 92 92
Uber die Integrotion der partiellen Differentialgleichung 67'“ + 73_1;; + k*u = o0.

2
Math. Annalen, Bd. I.

® Theorie der Luftschwingungen in Rihren mit offenen Enden. Wiss. Abhand-
lungen. Bd. I.



Sur les vibrations des corps élastiques isotropes. 227

ART. 12. Remarque relative & une question de calcul des variations.

1. Supposons quon propose la question suivante: Déferminer la
fonction U(x,y,t) de telle fagon que la premiére variation de Uintégrale
triple, S étant une partie de Uespace & trois dimensions x ,y ,¢.

oU aU oU
V———‘fF(U,é';,é;,gtﬁ,%,y,t)dmdydt

soit nulle, S étant une partie de Uespace & trois dimensions x,y, ¢
Par les régles bien connues du calcul des variations on aura

0= V= f( U+ 2 aU+ aU+ 6U>dxdydt
S

ou l'on a posé
U, =

En supposant U,, U,, U, continues on aura par des intégrations
par parties

2 oF 29F aoF\,
“”VL[‘_QW_@W—RM>WS
Iﬂ
_f<% COS Nx + F cosnt)da,

g

n étant la normale au contour ¢ dirigée vers l'intérieur de S.
On obtiendra donc l'équation du 2**° ordre

(3) oU s, ayal, el &

2. Prenons garde que pour établir I'équation précédente on a supposé
la continuité des dérivées U,, U,, U,. On peut maintenant se proposer
les questions: U étant toujours continue, quelles seront les surfaces ow les
dérivées U, , U,, U, pourront étre discontinues en sorte que la variation de
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V soit toujours nulle? A quelles conditions devront satisfaire les valeurs des
dérwées des deux cités des surfaces de discontinuité?

Supposons qu'il y ait une seule surface de discontinuité A qui partage
I'espace S en deux parties S,, S, et le contour en o, et o,. Soit v la
normale & la surface A dirigée vers lintérieur de §,. On aura

s OF r , OF oF oF
0= 0V= f(a_UOU-"a—TJjOUI +3_U_20U2 +5U—30U3>d81

+/ aU“U"‘aU 0T, + 53790, + G 90, ) 45
Mais par des intégrations par parties on trouve

oF o oF oF
f(G—EOU_Fa‘ﬁ:OUl +a—U;6U2+5730U3)d81

5

_ [(F_29F 9°F 20F),
“f(ﬁr—aaﬁ*sgﬁ—aau) vas,

LY

—f@f’] €OS NI + oF cos ny + —F—cosnt)oUda

%

——-f(g? CoS I + — cos vy + cos vt)oUdA

A

f( ST+ 2 é‘U+ 5U+ aU)dS

S

oF 9 3F 3 o 9 oF
f(ﬁ—ﬁ;ﬁ-@w—aau)w‘w

5
— f (% COS NI + oF cosny -]- cosmf)aUda
1

2

+f<§§ CO8 Y& + oF cosvy + ——cosvt)oUdA

A
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" , ., [3F N\ [F\’' [3F\'
17U2’U37<;U:>:<3—U;>’(m>

. . oF oF oF
les valeurs limites de U, , v,, U,, 5T 30,7 30,

définiment d’un point‘de la surface A du cété de l'espace S,, et désignons
par les mémes symboles avec deux suffixes les valeurs limites qu'on
trouve lorsqu'on s'approche indéfiniment du méme point du cété de §,.
Ajoutant membre & membre les deux équations précédentes, on aura
alors

Désignons par

lorsqu’on s'approche in-

8)+8,

oF oF oF
_.f<a—[—]: cosnx + 'EIZCOS ny + w—gcosnt)ﬁUda

- G~ o+ 1G5 () T
[~ () e

Donc en tout point de S, excepté ceux qui appartiennent & A, il sera

oUdA.

oF _99F 00F 93F _
(1) oU axolU, oayalU, oatoU,

et sur A on aura
@ [~ ) Jesore + [ () — () oo
[G5) = () Jeosrt =

Prenons sur A un systéme de coordonnées curvilignes A, p. Puisque

U est continue on aura
G)=G)
a/l) T \ax/)’

(e = G
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ou les suffixes dénotent de quel coté de la surface A on prend les valeurs
des dérivées. Les deux équations précédentes peuvent s'écrire

(4 17 () (44 (4 Ilt
(U — U2+ (U — U &+ (U0, — Uy) =0

£ IIa (4 (44 a. (4 (X2
(Ul_ ) w+(U lfz)a“!"i"i‘(Us U)a# o,

d’on

. 1, (. ., (G ,,_d(y,t)_d(t,w).d(m,y)
(3) U—U:UG—00 m—tl(l,#)'d(l,/z)'d(l,#)

== COSVYX ; CO8YY : CO8VZ.

L’équation (2) deviendra donc

@ o= [(r) = Ga) o — v+ () = Gw) Jos = o
+[Gr)— @) Jo—o

L'équation (4) nous donne wune condition relative ¢ la discontinuité,
tandis que les équations (3) donment les conditions auxquelles doit satisfaire
la surface A.

Il est évident que si, au lieu d'une seule surface, on avait plusieurs,
surfaces de discontinuité, sur chacune on aurait vérifiées les conditions

3) (4)-

3. Appliquons les résultats qu'on vient de trouver au cas ou

e (2 ()= () o
L’équation (1), dans ce cas, se réduira a l'autre

c'est & dire & I'équation (4) du premier article.
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Les conditions (3), (4) deviendront

(5) U—U/:U,— U/ : U, — U, = cosvzx : cosyy : cosvt,
6) U — U + (U — ) — (U — Uy =0
c’est a dire

1 (U =U0) + (U, —UY)* _ cos®ve + cos’vy
a® (Us — Uy)? - cos® vt

= tg’t,
d’ou

R

tgyt = +
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Done, dans ce cas, les surfaces de discontinuité serons les enveloppes des
cones A3 et la condition relative & la discontinuité sera donnée par I'équa-

tion (6).

Il est aisé de voir quelle relation a lieu entre ce résultat et la

théorie du choc dans un milieu élastique.
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