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UBER DIE INTEGRATION PARTIELLER LINEARER DIFFERENTIAL-
GLEICHUNGEN DURCH VIELFACHE INTEGRALE

VON

HJ. MELLIN

in HELSINGFORS.

In der vorliegenden Arbeit beabsichtigen wir zu zeigen, dass die
vielfachen Integrale mit veranderlichen Parametern in der Theorie der
partiellen linearen Differentialgleichungen (mit rationalen Coefficienten)
formell ebenso verwendet werden koénnen, wie die einfachen Integrale
schon langst in der Theorie der gewdhnlichen linearen Differentialgleich-
ungen benutzt worden sind.

Ebenso wie die bekannte LacraNG®'sche Beziehung zwischen adjungirten
Differentialausdriicken als die gemeinsame Quelle der in der letatgenannten
Theorie angewandten Methoden der Integration durch bestimmte Integrale
zu betrachten ist,' giebt es auch fiir partielle lineare Differentialaus-
driicke eine analoge Beziehung, aus welcher mit Benutzung vielfacher
Integrale #hnliche Folgerungen gezogen werden konnen, wie aus der
ersteren mit Benutzung einfacher Integrale.

Der Kirze halber beschrinken wir uns im Folgenden auf partielle
lineare Differentialgleichungen mit zwei unabhangigen Veranderlichen.
Man wird aber ohne Mitihe finden, dass und wie sich alle Ergebnisse un-
serer Untersuchungen auch anf Gleichungen mit beliebig vielen Ver-
anderlichen ausdehnen lassen.

! Man siche ScHLESINGER, Uber die Integration linearer homogener Differential-
gleichungen duwrch Quadraturen (Crelles Journal, Heft 2, Bd. 116) sowie meine gleich-
zeitige Arbeit Uber gewisse durch bestimmte Integrale vermitielte Bexichungen zwischen
linearen Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten (Acta Soc. Scient. Fenn,,
Tom. 2I).

Aeta, mathemation. 22. TImprimé le 16 fovrier 1898,
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In einem folgenden Aufsatze werde ich zeigen, dass die auf Verwend-
ung bestimmter Integrale basirte Integrationsmethode ebenfalls auf Systeme
simultaner linearer Differentialgleichungen iibertragen werden kann.

Die bestimmten Integrale konnen demgemass nicht nur in der Theorie
der gewohnlichen sondern auch in der Theorie der partiellen linearen
Differentialgleichungen, gleichviel ob es sich von einer einzigen Gleichung
oder von einem Systeme simultaner Gleichungen handelt, den Potenz-
reihen als Ausdriicke an die Seite gestellt werden, welche zur Darstellung
von Losungen solcher Gleichungen geeignet sind.

§ 1.

Die LacrancE’sche Beziehung

st r)he_ 2:(~ 1y L7, (2)9]

=23 S RN

ist eine nahe liegende Verallgemeinerung der vielfach angewandten Formel

k—1

dk¢ dlc/ . dvg di—1—g
b g — (= D' g “;( )da: de dw— |

Auf der rechten Seite dieser Formel sind die einzelnen Glieder voll-
standige Ableitungen erster Ordnung. Aus dem Nachfolgenden wird
sich ergeben, dass die rechte Seite ebenfalls auf eine Form gebracht
werden kann, deren Glieder vollstandige Ableitungen wachsender Ord-
nungszahl sind. Benutzt man zunachst der grésseren Allgemeinheit halber
Differentiale an Stelle von Ableitungen, so iiberzeugt man sich durch
den Schluss von # auf % 4 1 von der Giltigkeit der Formel

k

(1) gitp = (— 1) 2 (— () e ¢)

v=90

deren Richtigkeit fiur k=1 und % = 2 leicht bestitigt wird. Nach
Transposition des ersten Gliedes der rechten Seite wird also die linke
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Seite gleich einem vollstandigen Differential erster Ordnung, nach Trans

position der zwei ersten Glieder gleich einem vollstandigen Differential
zweiter Ordoung, u. s. f.

Nimmt man an, dass sich die in (1) bezeichneten Differentiationen
auf eine einzige unabhangige Variable z beziehen, so ergiebt sich durch
Division mit dx*

J £ (kY @ di g
k=0 () asle e

Durch zweimalige Anwendung dieser Formel folgt

ot . h . Mt kg ]
’baw”Sy =(—1) Z (— 1) ( >3wﬂ[aw"—" oyt

={
A Bt k—v
__('—“Ih+kz—-l)#(ﬂ)wﬂz(— )( [ 5:—’;;3?390]’
und es ist somit
() poih = Z = 0 () () o [t 4]

Mit Benutzung dieser Formel ergiebt sich die noch allgemeinere
Beziehung

1

3k+k50
¢ ) Pulz,y) Py

’ P A AN e
=Y Y () () s | £ s ) )

welche als eine Erweiterung der LacraNcg'schen Bezichung auf partielle
lineare Differentialausdriicke zu betrachten ist. Transponirt man namlich
nach der linken Seite alle Glieder, wo g und y beide auf einmal gleich
der Null sind, so kann diese Beziehung folgenderweise geschrieben werden

G 9> Pule )it ‘2( ) (Pule, )¢
=5;BP(%¢)T3—?/Q(%¢),

! Of. Hy. HotMGreN. Sv. Vet.-Akad, Hand, Bd. 5. Nio 11. (Formel 33).
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wo P und @ gewisse in ¢ und ¢ bilineare Differentialausdriicke bezeich-
nen. Die beiden auf der linken Seite stehenden Differentialausdriicke
werden bekanntlich adjungirte Ausdriicke genannt.’

Die fur gewdhnliche adjungirte Differentialausdriicke giltigen Sitze
konnen auf partielle adjungirte ausgedehnt werden. So gilt auch fur
die letzteren der Reciprocititssatz, nach welchem, falls ein Differential-
ausdruck aus mehreren zusammengesetzt ist, sein adjungirter aus den
adjungirten der (symbolischen) Factoren in umgekehrter Reihenfolge zu-
sammengesetzt ist.

In § 3. soll der Reciprocititssatz wenigstens fur einen speciellen, bei
unseren Untersuchungen wichtigen Fall bewiesen werden.

Awmerkung. Es verdient besonders hervorgehoben zu werden, dass
die Formel (1) tberhaupt fur jede iterirbare Operation & gultig ist,
welche den folgenden formalen Gesetzen gehorcht:

My + ¢) =S¢ + 99,
3(pd) = ¢d8¢ + Pdp,

d Const.=o.

Aus diesen Gleichungen folgt durch den Schluss von » auf » 4 1:

90 = (1 Y=oy (oter—en

Fur solche Operationen # gilt somit auch die LaGraNGE'sche Beziehung.

. . . d .
Symbole derartiger Operationen sind d, %ﬁ, od, B, sowie das Lir’sche

Symbol einer infinitesimalen Transformation, wovon z-— ein specieller

dz
Fall ist.

§ 2

Bei den weiteren Untersuchungen werden ausschliesslich homogene
lineare partielle Differentialgleichungen mit in # und y ganzen rationalen
Coefficienten betrachtet. Es erweist sich dabei als sehr vortheilhaft, wenn

' C. f. DARBOUX, Legons sur la théorie générale des surfaces. 1I. Partie, § 357.
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man, ausser der gewodhnlichen, nach den Ableitungen der abhangigen Ver-
tnderlichen geordneten Form, ebenfalls zwei andere, sofort niher anzu-
gebende Formen beriicksichtigt, auf die eine solche Gleichung stets ge-
bracht werden kann.

Wird eine homogene lineare partielle Differentialgleichung mit in
und y ganzen rationalen Coefficienten

3h+k
(BE) ot ¢
(a) DOty st =0
AN
nach Potenzen der beiden unabhingigen Variabeln geordnet, so ergeben
sich als Coefficienten - Ausdriicke der Form

ah+k ? h ? k 3 ?
mo P wy( O\ 2 —f(2 2
2 = 50) @) e =1 )

also homogene lineare Differentialausdriicke mit constanten Coefficienten.
Unsere Differentialgleichung kann somit auf die symbolische Form ge-

bracht werden
3
Z'x ?/ ""(9&: ay)¢ =0.

Dies ist die eine der fraglichen Formen. Soll die Gleichung (4)
auf die andere der betreffenden Formen gebracht werden, so multiplicirt
man sie — falls in irgend einem Gliede die Zahl p kleiner ist als %
oder die Zahl p kleiner als & — mit den niedrigsten ganzzahligen Po-
tenzen von z und y, die bewirken, dass x und » in keinem Gliede
kleiner sind als resp. » und k. Hierauf kann man auf jedes Glied der
Differentialgleichung die bekannte Symbolische Formel anwenden: '’

”d"gp__ d d d
T =7 dw(x&——l,)...(x%—n+ 1>¢

Werden die einzelnen Glieder weiter nach Potenzen der beiden Symbole

! Bekanntlich benutzt man die Symbolik

wd L i i d
<@>¢_wdwmdw”'m%%

7
il nicht verwechselt werden darf.

d#®

welche also mit 2
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) . . e . . .
x:—m und y@ entwickelt, so kann die Differentialgleichung auf die Form

gebracht werden:

Z ClD gty < ) ( 3)L.§0=o.
2z oy

JEAN

Wird die linke Seite ferner nach Potenzen von z und y geordnet, so
ergeben sich als Coefficienten Ausdriicke der Form

Zo(en) ) e =r (o vile

und die Differentialgleichung erhalt schliesslich die Gestalt
iyt KAWICH PR
hz,kx Y F’"‘(xam’yey)¢ = O.

Pie beiden Arten von Ausdritcken f<a ' 50 )ga und F(x&,y )gp,

die sich besonders in der englischen Litteratur finden, spielen in manchen
Beziehungen die Rolle von elementaren Differentialausdriicken. Wahrend
ein aus zwei oder mehreren (nicht elementaren) Differentialausdriicken
zusammengesetztes symbolisches Product sich im Allgemeinen mit der
Reihenfolge seiner Factoren #&ndert, so sind die beiden Producte

ﬁ(%,%)...f(; 9)55 und F( Y5 \ F(x%,ya.ay)¢

von der Reihenfolge ihrer Factoren unabhangig.
Einige, diese elementaren Ausdricke betreffende, bei den weiteren
Untersuchungen erforderliche Formeln sollen. hier hervorgehoben werden.

m+n .
Beachtet man, dass et = y"y" e+, so folgt leicht:
oz" oy
(5) f<:w ;y)eux+vy — f(u ?)) vty

Diese Formel lasst sich noch folgenderweise erweitern:

(©) F(ar 5 )lg@, D)e=t] =g (o, ) [Flw> )=+
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In der That ist nach (5):
F(2, 2Vt 1= (2, DY[o(Z 2)e=r]

(2 N[22\ gern] — g2 2 et
—«9(%3 3v>[f(aw’ 3y>e +y]—g<9u: M)[f(u,v)e y]‘
Die Gultigkeit der Formeln
5 9 .

(7) F(oZ, 02 )yl = Flo, 9wy,

° 9 ’ . 9 ?
(8) F<x3_w’?/a—y)[xpy ¢]=x"yf-(xa—;+p,ya—y+a)¢
wird dadurch erwiesen, dass man ihre Richtigkeit fir Glieder der Form

ofoz) (vg)'e

bestatigt.

§ 3.

Die erweiterte LAcraNGE'sche Beziehung gestaltet sich nun besonders
einfach fiir die oben besprochenen elementaren Differentialausdriicke.
Mit Benutzung von (2) erhalten wir

otk mn h,k by 3 k orty oh—ptk—v
¢ =00th50 = Z Z (—— I) #* 0}.]5(,‘) <V) dat 9y’ [50 dh—r dyk— S[':I

h,k hik=0 py=0
poc I - aaad o 2\ A—p 2\ F—v
= ¢h=;=vh..,(h~,u+ 1) (b—y + I)Ohk<— 533) <_ a_y) ¢},

Diese Formel kann, wenn man zur Abkiirzung

t

sy
apﬂaovf(ﬁ y0) =Ff"(p, o)

setat, folgenderweise geschrieben werden

i A _
h’kgoowo o =1Ff(p,o) und

m,n

> 9\ 1 by ) > @
0 #ie- gl -2 -

Acta mathematica. 22. Imprimé le 16 février 1898, 4
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Mit Hulfe dieser Formel ergiebt sich die verallgemeinerte La-
GrANGE'sche Beziehung in der Form

5!}290;/ ""<aw ay>¢_—z Xlﬂ,p;,z:vj ?ﬁi"”(——%,——%)x"y%;.

ik py=0

Hier bezeichnen m und n zwei solche ganze Zahlen, dass keine der Fune-
tionen £,(p, o) in Bezug auf p von hoherem als dem m'* und in Bezug
auf ¢ von hoherem als dem #*" Grade ist.

Transponirt man nun wieder nach der linken Seite alle Glieder,
wo p und vy beide auf einmal gleich der Null sind, so hat man

(10) ¢§:wj ""(a 73y)¢*¢z hk( '-*y)xh?/kil’
2P, )+ , Qe ),

wo P und @ in ¢ und ¢ bilineare Differentialausdriicke bezeichnen.
Auf Grund der am Schlusse des § 1. gemachten Anmerkung leuchtet
ohne weiteres ein, dass auch die folgende Beziehung stattfindet

° ? i ?
(I I) ¢'hz,k x"kuhk<w§”7 ys&)fp‘”—fa;FM(—xa—a—;, _y@)xhyksb
2 2
—s2Plp, §)+v2 0o, §)

wo P und @ in ¢ und ¢ bilineare Differentialausdriicke sind.
Der in § 1. erwshnte Reciprocitatssatz soll nunmehr fir den Fall
nachgewiesen werden, dass der betreffende Differentialausdruck aus ele-

3) zusammengesetzt ist. Aus (9) folgt,

mentaren Ausdriicken £ < ' 59

wenn wir der Kirze halber # an Stelle von f(;w , %) schreiben und den

adjungirten von 7, also den Ausdruck 7‘<—§m ,——%), allgemein durch

F bezeichnen:

pfo— iy =P+ - Q,
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wo P und @ in ¢ und ¢ bilineare Differentialausdriicke bedeuten. Hier er-

setze man, unter u eine beliebige Function verstehend, ¢ durch ug <a%’5?g}>¢:
- 2 2
¢fluge] — [ufgl.gp = P+ 5. @

und wende auf das zweite Glied links die vorangehende Formel an,
so folgt

oluge) —pgluig] = 2P + 2. @,

wo P, ¢ in ¢ und ¢ bilineare Differentialausdriicke bezeichnen. Hiermit
ist der Reciprocitatssatz fir den Fall bewiesen, dass der betreffende Diffe-
rentialausdruck aus zwei elementaren zusammengesetzt ist, wenn wir nam-
lich als allgemeine Definition zweier adjungirten Differentialausdriicke
D(¢) und D(¢) die Beziehuny festsetzen
$D(9) —pD(¢) = - P+ - @
x oy

mit der Bedingung, dass P, @ in ¢ und ¢ bilineare Differentialausdriicke
bedeuten. — Der betreffende Satz kann hierauf durch das obige Verfahren
fur Differentialausdriicke, die aus drei oder mehreren elementaren zu-
sammengesetzt sind, bewiesen werden. Es ist auch nicht schwer zu sehen,
wie der Satz allgemein zu beweisen ist. Fur unseren gegenwirtigen
Zweck geniigt aber schon das oben dargelegte.

§ 4.

Nunmehr gehen wir zu den Anwendungen der im Vorhergehenden
entwickelten Beziehungen iiber.
In der Formel (10) sei ¢ eine Losung der Differentialgleichung

A PF Y 3P
(12) Yhu—a —)a e =0,
und man setze ¢ = ¢***". Benutst man die Formel (5) und integrirt in
der z-Ebene lings einer Linie (z), in der y-Ebene langs einer Linie (y),
so folgt
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Z (U, v ffe"””ygb(x,y) oy dx dy

@)

=ff@P+%@mW

@)
Hieraus ergiebt sich der Satz:

Bedeutet ¢(x ,y) eine Lisung der Differentialgleichung (12) und sind
die Integrationswege x und y so gewdhlt, dass die Bedingung

ffaw + dedy_o

@

identisch erfillt wird, so besitzen wir in

(13) T(u, v)= ffe"’*””gb(x , Y)dxdy

) ()

eine Losung der Differentialgleichung

ohtE
(14) Zf,,ku 1)) ha,vk

In jedem Gliede der obigen Bedingungsgleichung konnen die Inte-
grationen wenigstens theilweise ausgeftthrt werden, was natiirlich ein sehr
wichtiger Umstand ist. Ist die Integration in Bezug auf x zwischen «,
und @,, die in Bezng auf y zwischen 5, und g, erstreckt, so kann die
genannte Gleichung folgenderweise geschrieben werden:

f@|P+fm|Q—o

Diese Gleichung ist nun sicher erfullt, falls die beiden Grossen

B,

TP(eux+vy , ¢) , l Qe+, &)

A
identisch verschwinden.
Durch das bestimmte Integral (13) wird nun die Integration von
(14) zurtckgefithrt auf die der Gleichung (12), welche deshalb ex analogia
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die LaprAcg’sche Transformirte der partiellen Differentialgleichung (14)
genannt werden kann.

Werden (12) und (14) mit einander verglichen, so findet man, dass
die Gradzahl jeder dieser Gleichungen in Bezug auf die unabhingigen
Veranderlichen gleich der Ordnungszahl der anderen ist. Sind beispiels-
weise die OCoefficienten von (14) linear, so ist (12) eine Differential-
gleichung erster Ordnung. Ist % in allen Gliedern von (12) gleich der
Null, d. h. ist (12) eine partielle Differentialgleichung, wo die Variable
y nicht explicite vorkommt, so ist (14) eine gewohnliche Differential-
gleichung mit » als Parameter. Kommt umgekehrt » in (14) nicht ex-
plicite vor, so ist (12) eine gewthnliche Differentialgleichung mit y als
Parameter.

Zwischen den beiden Gleichungen (12) und (14) existirt aber zugleich
eine bemerkenswerthe Reciprocitit, infolge deren sie sich gegenseitiy durch be-
stimmite Integrale integriren.

Setzen wir namlich in der Formel
WZ( k+k uha k[hk(% ”} @] - @ me(% ?))3 ha,vlc

? ., 3 s
=2pw, 0+ 2qw, 0

¥ gleich einem Integral der Differentialgleichung (14) und @ = ¢,
so folgt durch Integration in der w-Ebene lings einer Linie (), in der
v-Ebene langs einer Linie (v) und mit Benutzung der Formel (6):

ffdude'z: — 1)t au"av"[ (w0, v)e ™)

() (o)
3 UT—;
_ffdudvWZf,,k —x ———5—:’;>[m"yke—' "

@
z"y f f e (u, v)dudy

Z:' ( o’ 3y> @) ()

a 4

@) ®
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Hieraus ergiebt sich der Satz:

Bedeutet ¥(u, v) eine Lisung der Differentialgleichung (14) und sind
die Integrationswege (u) und (v) so gewdhlt, dass die Bedingung

[ p P _
fj(E;P +E}Q)dudv——o
(u) (»)

identisch erfillt wird, so besitzen wir in

(15) dx,y) = ffe‘"”‘”y U (u , v)dudv

(u} (v}
eine Losung der Differentialgleichung (12).

Der Zusammenhang zwischen den partiellen Differentialgleichungen
(12) und (14) wird also durch die beiden Integralformeln (13) und (1 5)
vermittelt.

§ s

In diesem Paragraphen sollen einige Satze aus der Formel (r1) ab-
geleitet werden.

Multiplicict man die genannte Formel mit 27'y~' und ersetzt ¢
durch zy¢, so erhalt man mit Benutzung von (8):

Bk 9 9 ° ° Bk
¢§x?/Fhk(“;a—w’y@’)fp_?;,:'hk(‘_x@—‘;"‘?/@ 1>x?/¢
-2 -1 2
3_21‘7P+ @ a3y Q.
Nunmehr sei ¢ eine Losung der Differentialgleichung
@ TA(eion—aiiere—o

wahrend ¢ cine beliebige Function der Form y(ux, vy) bedeute. Alsdann
ergiebt sich durch Integration
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fodxdysb(ﬂ?, ?/)ﬂfﬁ,,(x%,y%)ﬂux,vy)

Y
mE (2 ()
2 : 2 9
—_ ffdxdy¢(m , ymw’:ﬁ’”(“?u’ 1}5;>X(um, vy)
b (2) ()

(17) =;Fhk(u:—u, v;;) S [, y)y e, m)sty* dedy

@
_ ) )
__ff<y amP—{—x " Q)dxdy.
=) @

Durch passende Specialisirungen von y konnen hieraus verschiedene
Sitze abgeleitet werden. Setzt man z. B. y(x,y) = 2°y° und benutzt die
Formel (7), so hat man den Satz:

Bedeutet ¢(x,y) eine Lisung der Differentialgleichung (16) und sind
die Integrationswege (x) und (y) so gewdhlt, dass

.9 ., .
ff(y 2P+ a—yg)dxdy_o
(=) ()

ist, so besitzt man in

(18) U, o) = [ [¢(e,y)ey dedy

@) @
eine Losung der Differenzen-Gleichung

(19) ",sz,ck(p,a)?[f'(p—l-k,a'—l—k):O.

Die Ermittelung von Lésungen der partiellen Differenzen-Gleichung
(19) wird also durch das Integral (18) zuriickgefihrt auf die Integration
der partiellen Differentialgleichung (16). Es giebt bekanntlich auch einen
analogen, von LAPLACE herrithrenden Satz iiber gewohnliche Differential-
und Differenzen-Gleichungen.
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Kommt ¢ in den Coefficienten von (19) nicht explicite vor, so ist
(16) eine gewohnliche Differentialgleichung mit y als Parameter. Ist %
in allen Gliedern von (19) gleich der Null, so ist (16) eine partielle
Differentialgleichung, welche durch die Substitution y = ¢’ in eine Gleich-
ung tiibergeht, wo die neue Variable 7 nicht mehr explicite vorkommt.

In der Formel (17) wollen wir nunmehr y(z,y)=¢"** annehmen.
Alsdann ergiebt sich der Satz:

Bezeichnet ¢ (x,y) eine Lisung der Differentialgleichung (16) und sind
die Integrationswege (x) und (y) so gewdhlt, dass

/f(y“%P+y—l% )dxdy:o

@ @

ist, so besitzt man in

=ffe“"+"”¢(x,y)dxdy

() (v)

eine Losung der Differentialgleichung

> S 0=
O.
hE ( ou’ 3’0) ou’ ot

In unserer Formel (17) wollen wir schliesslich
x(#,9) = (1 —a)f 7 (1 —yf

annehmen. Alsgdann hat man

m,n

< ou’ 9v> S [ —upy (1 —oyy " P, )y dmdy

k=0 @

—ff _‘MP+90‘1 Q)dxdy

@

Hieraus ergiebt sich durch Rechnungen, die im Wesentlichen mit
denjenigen tbereinstimmen, welche im folgenden Paragraphen aquefuhrt
werden sollen, der folgende Sata:
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Bedeutet ¢ (x,y) eine Lisung der Differentialgleichung (16) und sind
die Integrationswege (x) und (y) so gewdhlt, dass

ff “—P+x yQ)dwdy——o

@

ist, so besitzen wir in

"U‘(“f'v) =ff(1 _ux)a—l(l —Uy)ﬂ—lgb(m,y)dwdy

=)

eine Lisung der Differentialgleichung

m,n

: 9 )
ZF""(“T ,05—) u
hE=0 w v

~—fit+n—E& k4%
a——hvﬁ—-kin____f___ [um—avn—ﬁ 9 lp'] — O,

dum—h gyt

ut vt

§ 6.

In diesem Paragraphen sollen zweifache Integrale der folgenden Form
bentitzt werden

(20) Ou, ) f f — ) o—y)f ez, y)dedy.

(=) ()
Setzen wir in der verallgemeinerten LacrANGE'schen Beziehung

m,n

Eelti e p Sz 2)e

- Ply, )+ = , Qe 9)

¢ gleich einer Losung der Differentialgleichung

(21) imy hk(:m 9y>¢_0

Acta mathematicn, 22. Imprimé le 16 février 1898. 5
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und ¢ gleich dem Ausdrucke (v — x)*'(v —y)*', so folgt durch Integra-
tion lings den Linien (x) und (y):

m,n

) Y [ [andpto,nfu(—E — L)ty w— a0 — )

hk=0 (z) ()
() )
=ff<5;;P + 5 Q)dxdy-

@ (v)

Nun wird sich einerseits ergeben, dass eine einfache Beziehung
zwischen einem Integral der Form

Pou(u, v) = ffdxdygp(x , y)f(— % , — %}) [«"y* (0 —2)* ' (v —y)* ]

=) @

und dem specielleren Integral

0

v, = [ [awdgte,i(— 2, —L)w—ay o —y]

= @

existirt. Da offenbar
° 9 G ] —1
(=5 — 5 (=) 0 — 9P =, D)@ —ay " (0 —y) )

ist, so findet man andererseits, dass sich das letzte Integral durch(zo)
folgenderweise ausdriicken lasst

(23) ¥ (u, v) = f<% , %}V(D(u, v).

Auf solche Weise wird sich schliesslich far @(u,v) eine homogene li-
neare Differentialgleichung ergeben, wofern die Integrationswege so gewahlt
sind, dass die rechte Seite von (22) identisch verschwindet.
Die erforderlichen Rechnungen sollen jetzt naher ausgefuhrt werden.
Aus der evidenten Formel

x:—u(u——x)“‘1=u%(u — ) —(a— 1)y —2) = (u;—u —a—+ 1) (0 —z)*?
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folgt durch wiederholte Differentiation und Anwendung derselben Formel

A

xl(uw—x)““ <ui—-a+ I) .(u:—u—a—l-'h)(u—x)““.

dut o

Auf Grund einer bekannten Formel ! kann diese Beziehung folgenderweise
geschrieben werden:
h

(24) 2 2 (2 = S [ — 1))

dul

Man hat somit auch

P e [ — ) 0 — ] = 00 S [0 — 20— ).

Den beiden Seiten dieser Formel fiigen wir jetzt den Ausdruck

f(~5%,——%> symbolisch als Factor hinzu und multipliciren nachher
mit ¢(x,y). Dann ergiebt sich durch Integration langs den Linien (z)

und (y) und mit Benutzung der obigen Bezeichnung:

Itk . s oh+ b ff
. o N
(25) durauvt T = w'o duhpvt (w7 4],

Nimmt man nun auf beiden Seiten von (2) die Ableitung

pm+n am—h+n—k ohtk

dumdV™ dumhp—t Juhpuk

m,n

am—h+n—~k

und benutzt die Formeln (23) und (25), so folgt
onhnE e p M [}t—-a o <9 3) )
um—r gyn—k wv duhovk w fix ou’ v @J

hk 0
3m+n d d
au”‘av" /f o +9y Q> vey.

@

d e d d d
1 7 — — ——
Aus der bekannten Formel 2 T mdw( o I) ce <a: o " + I)go

folgt, wenn man ¢ durch 2" *¢ ersetzt und die Formel (8) benutzt:

i +I d ) — adn[n—a]
(wdw a >...<w%—a+n ga—wdwnx ©).
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Diese Gleichung giebt uns schliesslich den Satz:

Bedeutet ¢(x,y) eine Ldsung der Differentialgleichung (21) und sind
die Integrationswege (x) und (y) so gewdhit, dass

ff(%l’—f—;y@)dxdy:o

@) (v)

ist, so besitzen wir in

(26) O(u , v) =(f) (f) (w— 270 —y)f ' (x, y)dudy

eine Losung der Differentialgleichung

QL pm—htn—k [ phtk

r} )
8 h—ay k—p f
“y w v —_— @ = 0.
(2 7) W dum—h gyn—k dulovk [ ""’(314, ’ 3v> ],

Durch diesen Satz wird die Ermittelung von Losungen der Diffe-
rentialgleichung (27) zuriickgefuhrt auf die Integration der Gleichung
(21). Uberdies lasst sich aber zeigen, dass die Beziehung zwischen den
beideh Gleichungen eine solche gegenseitige ist, dass auch die Integration
der ersteren (21) durch Quadraturen auf die der letzteren (27) zuriickfihr-
bar 1st.

Da offenbar der adjungirte Differentialausdruck einer Summe gleich
der Summe von den adjungirten der Summanden ist, so ergiebt sich mit
Hulfe des am Schlusse des § 3. bewiesenen Reciprocititssatzes:

m,n
? ? ? otk pm—h+n—k
28 ol ——, — =) w2t 7 [u“ ]
(28) @h; Rt < u’ 3v>

duravk qum—h gyn—Fk
o m+"lp‘ z am——h-l-n —k 019 ah-l-lc uh a k—ﬂf :I
dum—h gyn—k]- duh vk av
? )
‘P 2o,
+ 5.+, ¢,

wo P, ¢ in @ und ¥ bilineare Differentialausdriicke bezeichnen. Hier
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ersetze man nun @ durch eine Losung der Differentialgleichung (27)
sowie ¥ durch den Ausdruck

(29) V= (u—az)" " (v—y)y

Alsdann verschwindet die auf der rechten Seite befindliche Summe,
wahrend die links auf ¥ sich beziehenden Operationen eine sehr ein-
fache Form annehmen werden.

Ersetzt man namlich in der Formel (24) o durch A—a, so folgt

uh—-a;l%[ua(u——x)h—aql] — (__. I)ha(a—— I) e (a—-—-h. + I)xh(u—-a;)—a—l.

Mit Benutzung dieser Formel ergiebt sich, dass ein Ausdruck der Form

—hn—k
et ort Wt 2
quh vk dum—h yyn—k

bei der Annahme (29) in den folgenden ubergeht
(—1)"*"a(a—1)...(a—m-+1)B(f—1)...(f—n+ 1) 2y (0 —2)" " (v —y)"".

Ersetzt man also in (28) @ durch eine Losung der Differentialgleichung
(27) und ¥ durch den Awusdruck (29), so folgt, wenn man die Con-
stante (— 1)"*"a...(a—m + 1)B...(B—n + 1) durch C bezeichnet:

myn ;, 3 3 o L

OO, 0) Y oy Fu( — ooy — 2 [ — o) (o —g) )
=0

? 0

thy hk(a ) 3y> [(u——a’,’)"““ (’U —_ y)*,@—l) — - P + 5 Q,.

Integrirt man nun schliesslich in der u-Ebene langs einer Linie (u)
in der v-Ebene lings einer Linie (v), so hat man den Satz:

Bedeutet @(u, v) eine Losung der Differentialgleichung (27) und sind
die Integrationswege (u) und (v) so gewdhlt, dass die Bedingung

ffau -|— Qdudv-—o

(®) )
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identisch erfiillt wird, so besilzen wir in

(30) (T, y) = ff(u — ) v~y O(u, v)dudv

@ ()
eine Lisung der Differentialgleichung (21).

Der Zusammenhang zwischen den Differentialgleichungen (21) und
(27) wird also durch die beiden Integralformeln (26) und (30) vermittelt.

§ 7.

Sehen wir von dem Integral (18) ab, so sind die tbrigen in der
vorliegenden Arbeit angewandten Integrale in den allgemeinen Formen

A) [ [owa, )o@, y)dedy wd B) [ [¢u—z,v—y)¢(@,y)dody
= @ @ @)

enthalten, wo wir ¢ und ¢ als Losungen von linearen Differentialgleich-

ungen denken wollen. Die Ausdriicke

et ar | (1 — g (1 — )P

— mit denen ¢ zu identificiren ist, damit diese Integrale in die von
uns erdrterten libergehen — konnen als Losungen der einfachsten line-
aren Differentialgleichungen bezeichnet werden. Zwei allgemeine Fragen
treten hier nun ungezwungen hervor:

Vorausgesetzt, dass ¢ und ¢ beide als Losungen von gegebenen li-
nearen Differentialgleichung definirt sind, lasst sich dann auch eine li-
neare Differentialgleichung angeben, die von dem betreffenden Integrale
(A) oder (B) bei passender Wahl der Integrationswege (x) und (y) be-
friedigt wird?

Vorausgesetzt, dass die eine von den Functionen ¢ und ¢ als Losung
einer gewissen linearen Differentialgleichung fixirt ist, lasst sich dann die
andere als Losung einer solchen Gleichung bestimmen, dass das betreffende
Integral (A) oder (B) bei passender Wahl der Integrationswege einer vor-
gelegten linearen Differentialgleichung Gentuige leistet?

Was nun speciell die erstere dieser Fragen betrifft, so lasst sie sich, wenn
die eine von den Functionen ¢, ¢ passend beschrankt wird, verhaltniss-
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missig einfach und tbersichtlich beantworten. Verfasser erlaubt sich

hier die Hauptergebnisse mitzutheilen, zu denen er in seiner Arbeit Uber

gewisse durch bestimmie Integrale vermiltelte Beziehungen zwischen linearen

Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten' fur den Fall gekommen

ist, dass ¢ und ¢ gewohnliche lineare Differentialgleichungen befriedigen.
Alsdann gelten folgende Satze:

Bezeichnen ¢ und ¢ Ldosungen von den resp. Differentialgleichungen

(o 3:)9(2) = ag(o 1) p(=),

gw”ﬂ(x(%);a(x) = 0,

und ist der Integrationsweg (x) so gewdhlt, dass eine gewisse Bedingungs-
gleichung erfillt wird, so befriedigt das Integral

die Differentialgleichung

E)<ug';>f<u&%>f<u;_u_ I)f(uj—u_—2) f<“%—n+ I)y”

+ uFl<u%L)g<u%>f<u%>f(u%—x> ...f(u%b——n—i-z)y
+ “2F2<”%>3(“%)9<“% + I)f(w{-%) f<u;—%——u+ 3)y (= O
+

+ u"F,,(u%)g(%%)g(u‘% + I)g(u%6 + 2) .. g(ugd& +n—1>y‘

Diese Gleichung ist nun sehr tibersichtlich aus den Ausdriicken zu-
sammengesetzt, welche in den Differentialgleichungen der Functionen ¢
und ¢ vorkommen.

Ein besonders bemerkenswerther specieller Fall tritt ein, wenn %=1
ist, d. h. wenn nicht nur die Differentialgleichung won ¢ sondern auch
die von ¢ eine hypergeometrische ist.

* Acta Soc. Scient."Fenn., Tom. 21,
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In dem folgenden Satze haben wir zur Abkurzung f und g an Stelle
von f<(%> und g((%) geschrieben. Ferner bedeutet g* die symbolische

n'* Potenz von g, wahrend ¢’ die erste Ableitung von g bezeichnet.

Bezeichnen ¢ und ¢ Ldsungen von den rvesp. Differentialgleichungen
d d
f(;,;)sb(w) = xg(d—m)gb(x),

_ ngﬁ<3%>¢(w) =0,

und 1ist der Integrationsweg (x) so gewdhlt, dass eine gewisse Bedingungs-
gleichung erfillt wird, so befriedigt das Integral

= [pu—2)p(a)ds

&
die Differentialgleichung
9ty
| +9" [zg—1lty
0 =1 +9g[sg + g —Fllsg—f1fy
+
+ [2g + (n—1)g’ —Flag + (n— 2)g' —f]... [zg —F}f.y.

Ein besonders einfacher und bemerkenswerther Fall tritt auch hier
ein, wenn # =1 ist, d. h. wenn nicht nur die Differentialgleichung von
¢ sondern auch die von ¢ eine Laprace’sche Gleichung ist.

Helsingfors, April 1896.




