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0BER DIE INTEGRATION PARTIELLER LINEARER DIFFERENTIAL- 

GLEICHUNGEN DURCH VIELFACHE INTEGRALE 

VON 

HJ. MELLII~ 
in H E L S I N G F O R S .  

In der vorliegenden Arbeit beabsichtigen wir zu zeigen, dass die 
vielfachen Integrale mit ver~nderlichen Parametern in der Theorie der 
partiellen linearen Differentialgleichungen (mit rationalen Coefficienten) 
formell ebenso verwendet werden kSnnen, wie die einfachen Integrale 
schon langst in der Theorie der gewshnlichen linearen Differentialgleich- 
ungen benutzt worden sind. 

Ebenso wie die bekannte LA~RANa~'sche Beziehung zwischen adjungirten 
Differentialausdrficken als die gemeinsame Quelle der in der letztgenannten 
Theorie angewandten Methoden der Integration dureh bestimmte Integrale 
zu betraehten ist, 1 giebt es auch ftir partielle lineare Differentialaus- 
drt~eke eine analoge Beziehung, aus welcher mit Benutzung vielfacher 
Integrale ahnliche Folgerungen gezogen werden kSnnen, wie aus der 
ersteren mit Benutzung einfaeher Integrale. 

Der Kiirze halber beschri~nken wir uns im Folgenden auf partielle 
lineare Differentialgleichungen mit zwei unabhi~ngigen Verhnderlichen. 
Man wird abet ohne Miihe finden, dass und wie sieh alle Ergebnisse un- 
serer Untersuchungen auch auf Gleichungen mit beliebig vielen Ver- 
anderliehen ausdehnen lassen. 

1 Man siehe SCHLESINGER~ ~fber die Integration linearer homogener Differential- 
gleiehungen durch Quadraturen (Crel les  J o u r n a l  s Heft 2~ Bd. I I6) sowie meine gleieh- 
zeitige Arbeit (Jber gewisse dutch bestimmte Integrale vermi~telte Beziehungen ~wischen 
linearen Differentialgleichu/agen mit rationalen Coeffieienten (Aeta  Soe. Se ien t .  Fenn.~ 
Tom. 2I). 

Acta mathcmatiaL 22. Imprim(~ le 16 f6vrier 1898. 
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In einem folgenden kufsatze werde ich zeigen, dass die auf Verwend- 
ung bestimmter Integrale basirte Integrationsmethode ebenfalls auf Systeme 
simultaner linearer Differentialgleichungen fibertragen werden kann. 

Die bestimmten Integrale konnen demgemass nicht nur in der Theorie 
der gewohnlichen sondern auch in der Theorie der par~iellen linearen 
Differentialgleichungen, gleichviel ob es sich yon einer einzigen Gleichung 
oder yon einem Systeme simultaner Gleichungen handelt, den Potenz- 
reihen als Ausdrt~cke an die Seite gestellt werden, welche zur Darstellung 
yon Losungen solcher Gleichungen geeignet sind. 

w I. 

Die LAoRA~offsche Beziehung 

n n 

k=O ~ = 0  

k - -1  d d" d~-l-vf 

. k ~ l  v=O 

ist eine nahe liegende Verallgemeinerung der vielfach angewandten Formel 

V ~ O  

Auf der rechten Seite dieser Formel sind die einzelnen Glieder voll- 
sthndige Ableitungen erster Ordnung. Aus dem Nachfolgenden wird 
sich ergeben, dass die rechte Seite ebenfalls auf eine Form gebracht 
werden kann, deren Glieder vollsti~ndige Ableitungen wachsender Ord- 
nungszahl sind. Benutzt man zunhchst der grSsseren Allgemeinheit halber 
DifferentiMe an Stelle yon Ableitungen, so iiberzeugt man sich durch 
den Schluss von n auf n + I yon der Giiltigkeit der Formel 

k 

deren Richtigkeit fi~r k = i und k = 2 leicht bestatigt wird. Nach 
Transposition des ersten Gliedes der rechten Seite wird also die linke 



~Iber die Integration partieller linearer Differentialgleichungen. 21 

Seite gleich einem vollstAndigen Differential erster Ordnung, nach Trans- 
position der zwei ersten Glieder gleich einem vollsti~ndigen Differential 
zweiter Ordnung, u. s. f. 

Nimmt man an, dass sieh die in (I) bezeichneten Differentiationen 
auf eine einzige unabhangige Variable x beziehen, so ergiebt sich durch 
Division mit d x  ~ 

k 

r (~k~9 ,v /]g ' \  d u [ ~ , D d k - - V r  1 

Dutch zweimalige Anwendung dieser Formel folgt 

~x a ay~ 

h 

,=o ~ ~ L~#-~ ~y~ J 

h k 

u n d e s  ist somit 

Mit Benutzung 
Beziehung 

,%v=O 

dieser Formel ergiebt sich die noch 

~'a, n 

~xh ay k 
h,k~O 

=Z v ( - , m  
h~k=O p,, v~ 0 

allgemeinere 

welche als eine Erweiterung der LAC,~ASGE'schen Beziehung auf p~rtielle 
lineare Differentialausdriicke zu betrachten ist. Transponirt man n~mlich 
nach der linken Seite alle Glieder, wo /~ und v beide auf einmal gleich 
der Null sind, so kann diese Beziehung folgenderweise gesehrieben werden 

(3) 
h, k=O h~k=O 

= ~ (~, r -~ ~ Q(~, r 

Cf. Hz. HOLMGREN. Sv. Ve t . -Akad .  Hand.  Bd. 5- N:o , I .  (Formel 33). 
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wo P und Q gewisse i n ~  und ~ bilineare Differentialausdrticke bezeich- 
hen. Die beiden auf der l inken Seite stehenden Differentialausdrtieke 
werden bekanntlich ad]ungirte Ausdriicke genannt. 1 

Die far gew0hnliche adjungirte Differentialausdrticke gfiltigen Satze 
kSnnen auf partielle adjungirte ausgedehnt werden. So gilt auch fiir 
die letzteren der Reciprocitdtssatz, nach welchem, falls ein Differential- 
ausdruck aus mehreren zusammengesetzt ist, sein adjungirter aus den 
adjungirten der (symbolischen) Factoren in umgekehrter Reih~nfolge zu- 
sammengesetzt ist. 

In w 3. soll der Reciprocitiitssatz wenigstens ftir einen speciellen, bei 
unseren Untersuchungen wichtigen Fall bewiesen werden. 

Anmerkung. Es verdient besonders hervorgehoben zu werden, dass 
die Formel (I) fiberhaupt far jede iterirbare Operation ~ gt~ltig ist, 
welche den folgenden formalen Gesetzen gehorcht: 

+ r - + 

= + 

Const. ~ o. 

Aus diesen Gleiehungen folgt durch den Schluss yon n auf n -b  I: 

k 

F(ir solche Operationen ~ gilt somit auch die LAGRANGE'sche Beziehung. 
d d 

Symbole derartiger Operationen sind d, ~ ,  xd, x ~ ,  sowie das LI~'sche 

d 
Symbol einer infinitesimalen Transformation, wovon x ~  ein specieller 

Fall ist. 

2. 

Bei den weiteren Untersuchungen werden ausschliesslich homogene 
lineare partielle Differentialgleichungen mit in x und y ganzen rationalen 
Coefficienten betrachtet. Es erweist sich dabei als sehr vortheilhaft, wenn 

t (~. f. ])ARBOUX~ Legons sur la thdorie gdndrale des surfaces. II. Partie, w 357. 
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man, ausser der gewShnlichen, nach den Ableitungen der abh•ngigen Ver- 
anderlichen geordneten Form, ebenfalls zwei andere, sofort n~her anzu- 
gebende Formen beriicksichtigt, auf die eine solche Gleichung stets ge- 
bracht werden kann. 

Wird eine homogene lineare partielle Differentialgleichung mit in x 
und y ganzen rationalen Coefficienten 

,-~h + k ,.r 

(4) ~ (;,,l,,~,~t,.. = ~ __ ,u,%h~k~lz ~ .~ ~, o ; g h ~ y  k - -  0 

nach Potenzen der beiden unabh~ngigen Variabeln geordnet, so ergeben 
sich als Coefficienten Ausdrficke der Form 

hk) __ __ 
h,~ ~ z ~ Y  k h,k 

also homogene lineare Differentialausdriicke mit constanten Coefficienten. 
Unsere Differentialgleichung kann somit auf die symbolische Form ge- 
bracht werden 

h. hf, /'~ ' )  r  

Dies ist die eine der fraglichen Formen. Soll die Gleichung (4) 
auf die andere der betreffenden Formen gebracht werden, so multiplicirt 
man sie - -  falls in irgend einem Gliede die Zahl ff kleiner ist als h 
0der die Zahl ~ kleiner als k --- mit den niedrigsten ganzzahligen Po- 
tenzen yon x und y , :  die bewirken, dass ff und u in keinem Gliede 
kleiner sind als resp. h und k. Hierauf kann man auf jedes Glied der 
Differentialgleichung die bekannte Symbolische Formel anwenden: 1 

Werden die einzelnen Glieder welter nach Potenzen der beiden Symbole 

t Bekannt l ieh  benutzt man die Symbolik  

�9 

d n f  
welche also mit  ~ - -  nicht verwechselt werden darf. 

d~  n 
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a und a x a- ~ y~y entwiekelt, so kann die Differentialgleichung auf die Form 

gebracht werden: 

22,,(h~) ~ /  a \~ /  a )  ~ v 9 = 0 .  
ta,v,h~k 

Wird die linke Seite ferner nach Potenzen von x und y geordnet, so 
ergeben sich als Coefficienten Ausdrticke der Form 

h~k 

und die Differentialgleichung erhalt schliesslich die Gestalt 

k ~ ~'  ---~ O .  

Die beiden Arten yon Ausdrftcken f ( ~ ,  ~y)~ und F ( x ~ z , y ~ ) ~ ,  

die sich besonders in der englischen Litteratur finden, spielen in manehen 
Beziehungen die Rolle yon elemeutaren Differentialausdriicken. Wi~hrend 
ein aus zwei oder mehreren (nicht elementaren) Differentialausdriieken 
zusammengesetztes symbolisches Product sich im Allgemeinen mit der 
Reihenfolge seiner Faetoren ~ndert, so sind die beiden Producte 

yon der Reihenfolge ihrer Factoren unabhangig. 
Einige, diese elementaren Ausdrficke betreffende, bei den weiteren 

Untersuchungen erforderliche Formeln sollen, bier hervorgehoben werden. 
~m+n 

Beachtet man~ dass " e ~+~y ~ u~v"e~+% so folgt leicht: 

(5) f(a a_.)e..+.~f( u v)e..+ % 

Diese Formel lasst sich noch folgenderweise erweitern: 

(6) a \ r  (x,  , 
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In der That ist nach (5): 

f ~ ,  ~ [g(z, u)e =+o'] = ~ '  ~ V~, ~,/  j 

(' '-~r,:'- ;) ] (' ~)E,( v:.,j. =g ~-~' Ov/L \~z' e ''+~ =g ~, u, 

Die Galtigkeit der Formeln 

~ ~ \ , -  p ,,-~ 
(7) ~ ~ , V ~ ) L ~  vJ = , ' ( ? ,  , , ) : : ,  

wird dadurch erwiesen, dass man ihre Richtigkeit fiir Glieder der Form 

o ~ )  ~ )  ~ 
bestatigt. 

w 
Die erweiterte LAGRA)ZGE'sche Beziehung gestaltet sich nun besonders 

einfach fiir die oben besprochenen elementaren Differentialausdrlacke. 
Mit Benutzung yon (2) erhalten wir 

r  ~ ~ =  
h~k=O ~t h,/c = 0 p,v=O 

~h--ls+k--v 1 

=~oi__:i,,~;-~,1~ , ,,-,~,~-,'L ..-(-, ,)k...(k-,,+ ~: "--~: I 
Diese Formel kann, wenn man zur Abkfirzung 

X G, ah o~ = t(? , ~) una 
h~k= 0 

~t,,+v 

~p~ ~o~f(P , ~) = f( . ,~)(p , ~) 

setzt, folgenderweise geschrieben werden 

( ) " i )1 p.~v=O 

Aeta matJtemativa. 22, Imprim6 le 16 f6vrier 1898. 
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Mit Hiilfe dieser Formel ergiebt sich die verallgemeinerte LA- 
GRAI~GE'sche Beziehung in der Form 

h~k hjk Iz~v--O 

z y r  

Hier bezeichnen m und n zwei solche ganze Zahlen, dass keine der Func- 
tionen fa,(p, a) in Bezug auf p yon hsherem als dem m '~ und in Bezug 
auf a yon hsherem als dem n t~€ Grade ist. 

Transponirt man nun wieder nach der linken Seite alle Glieder, 
wo p und v beide auf einmal gleich der Null sind, so hat man 

h~k h,k ~,Q5 y 

= ~ ~(~,  r + ~Q(r  r 

wo P und Q in ~ und ~b bilineare Differentialausdri~cke bezeichnen. 
Auf  Grund der am Schlusse des w i. gemachten Anmerkung leuchtet 

ohne weiteres ein, dass auch die folgende Beziehung stattfindet 

(, ,) ) ( ~)~' 
h~k ' h~k 

= ~ P ( r  r + v ~  Q(r r 

wo P und Q in t0 und r bilineare Differentialausdriicke sind. 
Der in w I. erwi~hnte Reciprocit~tssatz soll nunmehr ftir den Fall 

nachgewiesen werden, dass der betreffende Differentialausdruck aus ele- 

mentaren Ausdr~cken f ( v  ~)  ~ , ~  zusammengesetzt ist. Aus (9) folgt, 

' (~  ~ ) s c h r e i b e n  und den wenn wir der Kiirze halber f an Stelle yon ~ ,  

f f, also den Ausdruck ( - - ~ ,  ~y), allgemein durch adjungirten v o n  

bezeichnen: 

r 1 6 2  = ~ + ~ Q, 
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wo P und Q in ~ und r bUineare Differentialausdriicke bedeuten. Hier er- 

setze man, unter u eine beliebigc Function verstehend, ~ durch ug ~ ,  ~: 

Cr[ua ,] - -  = P + Q 

und wende auf das zweitc Glied links die vorangehende Formel an, 
so folgt 

~ p , + ~  

wo P', Q' in ~ und ~b bilineare Differentialausdracke bezeichnen. Hiermit 
ist der Reciprocitatssatz far den Fall bewiesen, dass der betreffende Diffe- 
rentialausdruck aus zwei elementaren zusammengesctzt ist, wenn wir n~m- 
lich als allgemeine Definition zweier adjungirten Differentialausdriicke 
D(F)  und ~ ( r  die Beziehung festsetzen 

mit der Bedingung, dass t ) , Q in ~ und r bilineare Differentialausdracke 
bedeuten. - -  Der betreffende Satz kann hierauf durch clas obige Verfahren 
ft~r Differentialausdr/icke, die aus drei oder mehreren elementaren zu- 
sammengesetzt sind, bewiesen werden. Es ist auch nicht schwer zu sehen, 
wie der Satz allgemein zu beweiscn ist. Fiir unseren gegenwartigen 
Zweck geni~gt aber schon das oben dargelegte. 

w 
Nunmehr gehen wir zu den Anwendungen der im Vorhergehenden 

entwickelten Beziehungen fiber. 
In der Formel (Io) sei ~ eine L0sung der Differentialgleichung 

a Z ~ x h y ~ r  ----. o, ay/ - h~k 

und man setze ~ = e "*+~y. Benutzt man die Formel (5) und integrirt in 
der x-Ebene langs einer Linie (x), in der y-Ebene langs einer Linie (y), 
so folgt 
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a,k (z) Cv) 

(x) (v) 

Hieraus ergiebt sieh der Satz: 

Bedeutet ~(x ,y) eine L6sung der Differentialgleichung (I2) und sind 
die Integrationswege x und y so gew~hlt, dass die Bedingung 

+ ~ Q dxdy=  o 

(x) (v) 

identisch erf~llt wird, so besitzen wit in 

(I3) ~(~ , v)= f f e~176162 y)d~dU 
(x) (g) 

eine L6sung der Differentialgleichung 

~h+k 

(,4) ~ th,(~, v ) ~  ~v = o. 
h~k 

In jedem Gliede der obigen Bedingungsgleichung ksnnen die Inte- 
grationen wenigstens theilweise ausgeft~hrt werden, was natt~rlieh ein sehr 
wiehtiger Umstand ist. ]st die Integration in Bezug auf x zwisehen % 
und =2, die in Bezug auf y zwisehen fll und f12 erstreekt, so kann die 
genannte Gleichung fo]genderweise geschrieben werden: 

f12 a~ a2 & 

fav]-P+ fd.] q = o .  

Diese Gleiehung ist nun sieher erffillt, falls die beiden Grsssen 

identiseh versehwinden. 
Dureh das bestimmte Integral (i3) wlrd nun die Integration von 

(I4) zurnekgef~hrt auf die der Gleiehung (~ 2), welehe deshalb ex analogia 
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die LAeLa_CE'sehe Transformirte der partiellen Differentialgleichung (I4) 
genannt werden kann. 

Werden (12) und (I4) mit einander verglichen, so finder man, dass 
die Gradzahl jeder dieser Gleichungen in Bezug auf die unabhgngigen 
Vergnderlichen gleich der Ordnungszahl der anderen ist. Sind beispiels- 
weise die Coefficienten yon (14) linear, so ist (12) eine Differential- 
gleiehung erster Ordnung. Ist k in allen Gliedern yon (I2) gleich der 
Null, d. h. ist (I2) eine partielle i)ifferentialgleichung, wo die Variable 
y nicht explicite vorkommt, so ist (I4) eine gewshnliche Differential- 
gleichung mit v als Parameter. Kommt umgekehrt v in (14) nicht ex- 
plieite vor, so ist (I2) eine gewshnliche Differen~ialgleichung mit y als 
Parameter. 

Zwischen den beiden Gleichungen (I2) und (14)existirt aber zugleich 
eine bemerkenswerthe Reciprocit?it, infolge deren sie sich gegenseit 0 dutch be- 
stimmte Integrale integriren. 

Setzen wir nlimlieh in der Formel 

~h+~ i~h+k 
~,~(-~)~+,~v,, [r~(~, ~)~]- ~ ~ r~(,,, v ) ~  q, 

h,k h~k 

_- .o,(~, ~) + g, g( , - ,  ~) 

gleich einem Integral de r  Differentialgleichung (14) und tP = e -~'~-~ 
so folgt dureh Integration in der u-Ebene l~ngs einer Linie (u), in der 
v-Ebene l~ngs einer Linie (v) und mit Benutzung der Formel (6): 

~h+k 

t] wJ hDk 
Ca) {~) 

(u) ( 0  

I (u) (0 

ff(  = ~ P ' + ~ Q  udv. 

(u) (,0 



30 Hi. Mellin. 

Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Bedeutet ~F(u, v) eine LSsung der Differentialgleichung (I4) und sind 
die Integrationswege (u) und (v) so yew~hlt, dass die Bedingun.q 

ff( F ) + ~ Q' dudv = o 

(u) (v) 

identisch e~iillt wird, so besitzen wir in 

(~ s) r y) = f f~-~-- v~(~, v ) d ~  
(u) iv) 

eine L6sung der Differentialgleichung (i2). 

Der Zusammenhang zwischen den partiellen Differentialgleichungen 
(I2) und (I4) wird also dureh die beiden Integralformeln (I3) und (I5) 
vermittelt. 

w  

In diesem Paragraphen sollen einige Satze aus der Formel (t i) ab- 
geleitet werden. 

Multiplicirt man die genannte Formel mit x-Jy -1 und ersetzt ~b 
durch zy r  so erhMt man mit Benutzung yon (8): 

x~' y~ Fhk X ~ , y ~ - -  ~ Fh~ - -  X 
h,k h,k ~g~ 

--___y - 1 ~  p . . ] _ X  -1 ~ 

- - -  l ,  - - y @ - -  I zhy"r 

Nunmehr sei tb eine Lssung der Differentialgleichung 

(I6) ~ - - X  ) 
wi~hrend ~ eine beliebige Function der Form Z(ux ,vy )bedeu te .  Alsdann 
ergiebt sich dutch Integration 
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h,k (x) (y) 

h ~ a 

h~k (x) (y) 

( I 7 )  
' a 

h,~ (x) (v) 

(=) (v) 

Durch passende Specialisirungen von Z ksnnen hieraus verschiedene 
S~tze abgeleitet werden. Setzt man z. B. 2,(x, y ) =  xPy ~ und benutzt die 
Formel (7), so hat man den Satz" 

Bedeutet ~b(x, y) eine L6sung de)" Differentialgleichung (I6) und sind 
die Integrationswege (x) und (y) so gewgihlt, dass 

f f( y-la~P+ x-~aay Q)dxdy-----o 
(x) (y) 

ist, so besitzt man in 

(i8) f f r 
(x) (y) 

eine L6sung der Differenzen-Gteichung 

(I9) ~,F~h(p, a)~F(p + h, a + k) = o. 
h,k 

Die Ermittelung von LSsungen der partiellen Differenzen-Gleichung 
(19) wird also durch das Integral (I8) zuriekgefihr~ auf die Integration 
der partiellen Differentialgleichung (I6). Es giebt bekanntlich auch einen 
analogen, yon LAI'LACn herrfihrenden Satz iber  gewshnliche Differential- 
und Differenzen-Gleiehungen. 
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Kommt a in den Coefficienten yon (i9) nicht explicite vor, so ist 
(I6) eine gewShnliche Differentialgleichung mit y als Parameter. Ist k 
in allen Gliedern yon (19) gleich der Null, so ist (16) eine partielle 
Differentialgleichung, welche durch die Substitution y = e ' in eine Gleich- 
ung iibergeht, wo die neue Variable 17 nicht mehr explicite vorkommt. 

In der Formel (I7) wollen wir nunmehr Z ( x , y ) ~  e *+v annehmen. 
Alsdann ergiebt sich der Satz: 

Bezeichnet .r (x , y) eine Z6sung der Differentialgleichung (I6) und sind 
die Integrationswege (x) und (y) so gewahlt, dass 

y a~ + y  ~y d x d y = o  

(x) (v) 

ist, so besitzt man in 

(x) (v) 

eine L6sung der Differentialgleichung 

v ~  ~ - ~  @ = o.  ~,~ F~ u ~ ,  

In unserer Formel (17) wollen wir schliesslich 

z ( x  , v) = (1 - - x ) ~  

annehmen. Alsdann hat man 

h,k=O (x) (y) 

= 

(x) (v) 

tiieraus ergiebt sich durch Rechnungen, die im Wesentlichen mit 
denjenigen t~bereinstimmen, welche im folgenden Paragraphen ausgeftihrt 
werden sollen, der folgende Satz: 
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Bedeutet r  y) eine L6sung der Differentialgleichung (~6) und sind 
die Integvationswege (x) und (y) so gewdhlt, dass 

f f(y-l~-V+x-.,~o)d~av=o2. 
(*) Cy) 

ist, so besitzen wit in 

(x) (y} 

eine Z6"sung der Differentialgleichung 

ou,m--h ~V n - k  ~U h OV k 
h,k=O 

~ 0 .  

w 

In diesem Paragraphen sollen zweif~che Integrale der folgenden Form 
benlitzt werden 

(2o) ~(~, ~) = f f ( , -  ~)o-~(,-v)~ -~ ~(~, v)d~dy. 
(x) (y) 

Setzen wir in der verallgemeinerten LAGRANGE'schen Beziehung 

h~k=O h~k=O 

= ~ P(~, r + G Q(r r 

gleich einer Lssung der Differentialgleichung 

r ~*n 

h~k=O 

A~ta m a t h ~ n a ~ ,  22. Imprim~ le 16 f~wier 1898. 
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und r gleich dem Ausdrucke (u--x)'~-'(v--y) #-', so folgt dutch Integra- 
tion langs den Linien (x) und (y): 

m~n 

aa~ ~ 

h,k=O (x) (y) 

h k ~y)V v ( u -  . y - ' ( v - -  y) ~<'] 

-- f f ( 
(x) (~) 

Nun wird sich einerseits ergeben, dass eine einfache Beziehung 
zwischen einem Integral der Form 

(x) (v) 

~ ' ( v - v y - q  

und dem specielleren Integral 

r v)=;/&dV~(x, V)'( 
(x) (y) 

existirt. Da offenbar 

ist, so findet man andererseits, dass sich das letzte Integral durch (2o) 
folgenderweise ausdracken l~st 

Auf solche Weise wird sich schliesslich f~r r v)eine homogene li- 
neare Differentialgleichung ergeben, wofern die Integrationswege so gewahlt 
sind, dass die rechte Seite yon (22) identisch verschwindet. 

Die erforderlichen Rechnungen sollen jetzt nhher ausgefOhrt werden. 
Aus der evidenten Formel 

a 
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folgt durch wiederholte Differentiation und Anwendung derselben Formel 

= ~ ~ u ~ ~ h ) ( u - - x )  ~  

Auf  Grund einer bekannten Formel ~ kann diese Beziehung folgenderweise 
geschrieben werden: 

(24) X h ~h (u--  x)o-' = u" ~ [r - xy-']. 

Man hat  somit auch 

~h+k a - ;~a+k 
xh y k [ ( , , - - ~ ) " - ' ( v - - yy - ' ] =u  r ~)"-'(v--y)~'-']. 

Den beiden Seiten dieser Formel fiigen wir jetzt den Ausdruck 

~ ,  symboliseh als Factor hinzu und multiplieiren naehher 

mit  f ( x ,  y). Dann ergiebt sieh dureh Integration l~ngs den Linien (x) 
und (y) und mit  Benutzung der obigen Bezeiehnung: 

(25) v~+k ~+~ [ u~-~v~-z ~]" ~u~ovk qrhk -~-- U~V p OUhOV~ 

Nimmt man mm auf beiden Seiten yon (2) die Able imng 

~m-l-.n ~m--h-Fn--k ~hq-k 

und benutzt  die Formeln (23) und (25) , so folgt 

.... t,ov, ,:+, , )  ]] 
h~k~ 0 

(x) (y) 

1 Aus der bekannten Formel x" ~---~d-xx ~Vd-~x--I . . .  ~ - -  

folgt~ wenn man q~ dureh zn=a~ ersetzt und die Formel (8) b e n u t z t :  

�9 ~ - - ~ +  ~ . . .  ~ ~ + ~  ~=~oh-7;~[x~-~] .  
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Diese Gleichung giebt uns schliesslich den Satz: 

Bedeutet ~ ( x ,  y) eine L6sung der Differentialgleichung (2 i) und sind 
die Integrationswege (x) und (y) so gewCihlt, dass 

ff(~ ) +~Q dxdy----o 
(x) (y) 

ist, so besitzen wit  in 

(26) 4 ( . ,  v) = f f ( .  - x)o-'(v - y)~_lr y)d~d~ 
(x) (y) 

eine L6sung der Differentialgleichung 

(27) = o .  
h,k=O 

Durch diesen Satz wird die Ermittelung yon Losungen der Diffe- 
rentialg!eichung (27) zuriiekgef~hrt auf die Integration der Gleiehung 
(21). Uberdies lasst sich aber zeigen, dass die Beziehung zwischen den 
beidetl Gleichungen eine solche gegenseitige ist, dass auch die Integration 
der ersteren (2 i) durch Quadraturen auf die der letzteren (27) zuriickfi~hr- 
bar ist. 

Da offenbar der adjungirte Differentialausdruck einer Summe gleich 
der Summe yon den adjungirten der Summanden is~, so ergiebt sich mit 
Hillfe des am Schlusse des w 3- bewiesenen Reciprocit~tssatzes: 

m,n I (,,8) ,~ ~ f,,,~ ~ ,  
h,k=O 

t | ~h+k I-U a __~m--h+n--k ]1 ~ nh--a Vk--fl h k [ Vfl ~um--h ~vn--k ~j" 
I ~ ~v 

I u~v ~ -  U~-~Vk--~fhk r 
h,k=O 

~ p ,  a 
�9 -I" ~u  "1" ~v Q'' 

wo P', Q' in ~ und ?F bilineare Differentialausdrficke bezeiehnen. Hier 
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ersetze man nun (~ durch eine LSsung der Differentialgleichung (27) 
sowie ~ durch den Ausdruck 

09) 

Alsdann verschwindet die auf der rechten Seite befindliche Summe, 
wahrend die links auf ~F sich beziehenden 0perationen eine sehr ein- 
fache Form annehmen werden. 

Ersetzt man n~mlich in der Formel (24) a durch h - - a ,  so folgt 

~th " . 

Mit Benutzung dieser Formel ergiebt sich, dass ein Ausdruck der Form 

~UaOV~ U~VZ~u.~--h Ov~--k 

bei der Annahme (29) in den folgenden i~bergeht 

( - -  I)m+n~(~ - I ) . . .  (~---'~t'~- I ) ~ ( / ~ - - I ) . . . ( f l - - n - J f  - I)Xh~k(?t--X)--a--l(v--y) -fl-'. 

Ersetzt man also in ( 2 8 ) ~  durch eine L5sung der Differentialgleichung 
(27) und ~ durch den Ausdruck (29), so folgt, wenn man die Con- 
stante ( - - i ) m + " a , . . ( a - - m - { . -  I ) f l . . . ( / ~ - -n  + ,) dutch C bezeichnet: 

m~n 

- - C ~ ( u  v) x-" " kf /~ ~ ) x)_~_, ~ p , +  ~ Q,. - , 2 . x  y [ ( u - -  (v = 
h,k=O 

Integrirt man nun schliesslich in der u-Ebene l~ngs .einer Linie (u) 
in der v-Ebene langs einer Linie (v), so hat man den Satz: 

Bedeutet ~(u,  v) eine L6sung der Differentialgleichunq (27) und sind 
die Integrationswege (u) und (v) so gewCihlt, dass die Bedingun.q 

~u + ~ Q' dudv ~ o 
(u) r 
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identisch erfiillt wird, so besitzen wit in 

(30) ~(x, ~)= f f (~-~) o.~(~-y).~-~ o(~, v)d~d~ 
(u) (v) 

dne L6sung der Differentialgleichung (2 i). 

Der Zugammenhang zwischen den Differentialgleichungen (2I) und 
(27) wird also durch die beiden Integralformeln (26)und (30)vermittelt. 

w  

Sehen wir yon dem Integral ( I 8 ) ab ,  so sind die t~brigen in der 
vorliegenden Arbeit angewandten Integrale in den allgemeinen Formen 

(A) ffr und (B) ffr 
(x) (v) (x) (v) 

enthalten, wo wir ~ und $b als LSsungen yon linearen Differentialgleich- 
ungen denken wollen. Die Ausdriicke 

e~§ ~o-ly~-1, ( i -  x)~-'(~--v) ~-~ 

- -  mit denen $b zu identificiren ist, damit diese Integrale in die yon 
uns erOrterten iibergehen - -  ksnnen als L0sungen der einfachsten line- 
aren Differentialgleichungen bezeichnet werden. Zwei allgemeine Fragen 
~reten bier nun ungezwungen hervor: 

Vorausgesetzt, dass ~ und ~b beide als Lssungen yon gegebenen li- 
nearen Differentialgleichung definirt sind, lasst sich dann auch eine li- 
neare Differentialgleichung angeben, die yon dem betreffenden Integrale 
(A) oder (B) bei passender Wahl der Integrationswege (x) und (y) be- 
friedigt wird? 

Vorausgesetzt, dass die eine yon den Functionen 9 und r als L•sung 
einer gewissen linearen Differentialgleichung fixirt ist, lasst sich dann die 
anclere als LSsung einer solchen Gleichung bestimmen, dass das betreffende 
Integral (A) oder (B) bei passender Wahl der Integrationswege einer vor- 
gelegten linearen Differentialgleichung Gentlge leistet? 

Was nun speciell die erstere dieser Fragen betrifft, so lasst sie sich, wenn 
die eine yon den Functionen ~,~b passend beschrlinkt wird, verhMtniss- 
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mhssig einfach und obersichtlich beantworten. Verfasser erlaubt Rich 
hier die Hauptergebnisse mi~zutheilen, zu denen er in seiner Arbeit Uber 
gewisse durch bestimmte Integrale vermittelte Beziehungen zwischen linearen 
Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten ~ fiir den Fall gekommen 
ist, dass ~ und ~b gewShnliche lineare Differentialgleichungen befriedigen. 

Alsdann gelten folgende Satze: 

Bezeichnen ~b und ~ L6sungen yon den resp. Differentialgleichungen 

n 

und ist der Integrationsweg (x) so gewahlt, dass eine 9ewisse Bedingungs- 
gleiehung erfiillt wird, so befriedigt das Integral 

(x) 
die Differentialgleichun9 

+ uFl(u d d d __ I) 

, d d d I) f ( u ~ )  
. . .  u U - - u W 3 y  

~ 0 .  

- [ -  . �9 . �9 �9 �9 ~ �9 ~ 

Diese Gleichung ist nun sehr tibersichtlich au~ den Ausdrt~cken zu- 
sammengesetzt, welche in den Differentialgleichungen der Functionen 
und ~b vorkommen. 

Ein besonders bemerkenswerther specieller Fall tritt  ein, wenn n ~  i 
ist, d. h. wenn nicht nur die Differentialgleichung :von ~b sondern auch 
die yon ~ eine hypergeometrische ist. 

A c t a  Soc. Sc i en t . ' Fenn .~  Tom. 2I, 
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In dem folgenden Satze habeu wit  zur Abkiirzung f u n d  g an Stelle 

f / \ d d [Tuu] und g(~u)_ _ geschrieben. Ferner bedeutet g" die symbolische Yon 

nte Potenz yon g,  wahrend g' die erste Ablei tung yon g bezeichnet. 

Bezeichnen ~ und ~ L(isungen yon den resp. Differentia~gleichungen 

n 

(x)= ~.~ \d~ /~  o,  

und ist der Integrationsweg (x) so gewdhlt, dass eine gewisse Bedingungs- 
gleichung erfiillt wird, so befriedigt das Integral 

(x) 

I!'! + g - [xg f ] f ,u  

o = + g - [~g + g - -  f ] [ x g - -  f]f~y 
-~ , �9 

+[xg+(n--~)g'--f][xg+(n 2)g'--f]...[xg--f]f.y. 

Ein besonders einfaeher und bemerkenswerther Fa l l  t r i t t  auch hier 
ein, wenn n = i ist, d. h. wenn nicht nur die Differentialgleiehung yon 
~b sondern auch die yon ~ eine LAeLAC~'sehe Gleichung ist. 

Helsingfors, April  1896. 

die Differentialgleichung 


