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lo 
Ce qui me frappe dans la carri~re math~matique de Weierstrass, 

c'est la remarquable unit~ de la pens~e, persistant k travers l'6tendue et 
la vari6td de son oeuvre. 

D4s le d~but, il s'est propos6 un but bien d~termin6, il a crY6 des 
m~thodes pour ratteindre; et, s'il a essay6 quelquefois ces m6thodes sur 
d'autres probl~mes, il n'a jamais perdu de vue l'objet final de ses re- 
cherches. 

Au reste il a pris soin lui-mdme de nous en avertir. 
En I857 , il entrait k l'Acad6mie de Berlin et dans son discours de 

rdception, il s'exprimait ainsi: 
))Je dots maintenant expliquer en quelques roots quelle a ~t~ jusqu'ici 

la marche de mes 6tudes et dans quelle direction je m'efforcerai de les 
poursuivre. 

Depuis le temps, off sous la direction de mon maitre Gudermann, je 
fis pour la premiere lois connaissance avec la th~orie des fonctions ellip- 
tiques, cette branche nouvelle de l'Analyse math6matique a exerc6 sur 
mon intelligence un puissant attrait dont l'influence sur le d6veloppe- 
ment de ma pens~e a 6t6 d6cisive. 

Cette discipline, fondde par Euler, cultiv6e avec ardeur et succ~s 
par Legendre, s'~tait d'abord dtendue duns une direction unique; mats 
elle venait depuis dix ans d'etre boulevers4e enti~rement par l'introduc- 
tion des fonctions doublement p~riodiques d6couvertes par Abel et Ja- 
cobi. Ces transcendantes, dotant l'Analyse de grandeurs nouvelles dont les 

Aata math~t i~a .  22. Imprim6 le 26 f6vrier 1898. 1 



2 H. Poincar~. 

propri6t6s sont remarquables, trouvaient aussi des applications en G6om6- 
trie et en M6canlque, et montraient par 1~ qu'elles 6talent le fruit normal 
d'un d6veloppement naturel de la science. 

Mais Abel, habitu6 ~ se placer toujours au point de rue le plus 
61ev6, avait trouv6 un th6or6me qui s'6tend ~ toutes les transcendantes 
r6sultant de l'int6gration des diff6rentielles alg6briques et qui est pour 
elles en quelque sorte ce qu'est celui d'Euler pour les fonetions ellip- 
tiques. Enlev6 ~ la fleur de l'~ge, il n'avait pu poursuivre lui-m6me 
sa grande d6couverte, mais Jacobi en avait bient6t fait une seconde non 
moins importante; il avait d6montr6 l'existence de fonctions p6riodiques 
de plusieurs arguments dont les propri6t6s principales sont fond6es sur 
le th6orSme d'Abel et par l~ il avait fait connaltre la v6ritable significa- 
tion de ce th6or&ne. 

La repr6sentation effective de ces grandeurs, dont l'analyse n'avait 
encore aucun exemple, l'6tude d6taillSe de leurs propri6t6s devenait donc 
l'un des probl~mes fondamentaux des Math6matiques; et, d~s que j 'en 
eus compris le sens et l'importance, je r6solus de m'y essayer. 

C'efit 6t6 une v6ritable folie, si j 'avais seulement voulu penser ~ la 
solution d'un pareil probl~me, sans m'y ~tre pr6par6 par une 6tude 
approfondie des moyens qui devaient m'y aider et sans m'~tre exerc6 
d'abord sur des probl~mes moins difficiles...)) 

Ainsi, il a eu depuis ~es d6buts, l'ambition de cr6er une th6orie 
complete et coh6rente des fonctions ab61iennes. D~s son entr6c dans 
la carri~re, encore 615ve de Gudermann, il volt avec nettet6 le but vers 
lequel il marchera toute sa vie, il ne l'oubliera jamais et cherchera sans 
cesse ~ s'en rapprocher. 

On croirait voir un savant ing6nieur attaquant une place tr~s forte; 
travers la complication des travaux d'approche, ~ travers les longues 

p~rip6ties du si~ge, l'unit6 de sa pens6e persiste et reste toujours visible. 
Cependant, bien entendu, les instruments qu'il cr6ait ainsi pouvaient 

servir ~ bien d'autres besognes; ~ droite et ~ gauche de la grande route 
qu'il suivait, il a ouvert bien des voies lat6rales et il s'y est engag6 
assez avant pour nous montrer off elles conduisaient. I1 y a guid6 les 
premiers pas de ses 618yes et leur a assign6 ~ chacun un but. Aussi 
quelque nombreux qu'aient 6t6 ces 61~ves, son h6ritage a 6t6 assez riche 
pour que chacun d'eux ait pu s'y tailler une large part. 



L'oeuvre mathgmatique de Weierstra 

0 

Pour atteindre son but, le grand g~om~tre avait trois ~chelons 
gravir: 

i ~ Approfondir la th~orie g4nSrale des fonctions, d'abord celle des 
fonctions d'une variable, puis celle des fonctions de deux variables; c'~tait 
l~ la base sur laquelle toute la pyramide devait s'~lever. 

2 ~ Les fonctions ab~liennes ~tant l'extension naturelle des fonctions 
elliptiques, il fallait perfectionner lu th~orie de ces derni~res transcen- 
dantes et la mettre sous une forme oh la g~ndralisation devlnt facile. 

3 ~ I1 restait enfin ~ attaquer lea fonctions ab~liennes elles-m~mes. 

Q 

Mais ce serait real le comprendre que de penser qu'en poursuivant 
un dessein unique, il a n~glig6 les autres parties de l'Analyse. Quand 
il abordait d'autres probl~mes, ce n'6tait pas uniquement pour s'exercer, 
comme pourrait le faire croire une des phrases de son discours acad6- 
mique que j'ai cit6es plus haut. Nul au contraire n'avai~ l'esprit plus 
large, et, s'il restait ainsi attach6 ~ son plan de campagne, c'est qu'i |  en 
attendait des r6sultats d'une port6e universelle. 

Tel un g6n6ral marche directement sur la capitale de l'ennemi, 
sachant bien que, d6s qu'il l 'aura atteinte, tout le pays tombera en son 
pouvoir. 

I1 r6vait donc sinon pour lui-m6me, au moins pour ses successeurs, 
de bien plus vastes conqu~tes. Si ces esp6rances, qui ~ ses d6buts de- 
vaient lui sembler bien lointaines, ont fini par se r6aliser en grande 
pattie, c'est qu'il n'est pas rest6 seul. Son enseignemen~ a form6 de 
nombreux disciples, et a donn6 au maitre route une arm6e, qui acceptait 
sa direction, et qu'il lan~ait en avant, ne pouvant aller partout lui-m~me. 

C'est pour cela qu'il est si difficile de rendre un compte exact des 
travaux math6matiques de Weierstrass; ce n'est pas seulement parce que 
son oeuvre imprim6e est consid6rable; c'est surtout parce que cette oeuvre 
ne le contient pas tout entier. 
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Longtemps les plus importants de ses ouvrages sont rest6s in6dits 
et c'6tait dans son enseignement oral qu'il prodiguait les tr6sors de sa 
science; que de richesses encore aujourd'hui, ne nous sont conserv~es que 
par la m6moire de ses auditeurs. 

Heureu~ement les 61~ves se pressaient en foule autour de sa chaire 
et ailment ensuite porter au loin son influence. L'esprit de Weierstrass 
inspirait aussi non seulement ceux qui avaient eu le bonheur d'entendre sa 
parole, mais ceux qui n'en avaient re~u qu 'un 6cho indirect. Aussi dans 
1'oeuvre de beaucoup d'entre nous, il pourrait 16gitimement revendiquer 
une part. 

Dans ses derni~res ann6es, sa sant6 l'avait oblig6 ~ abandonner cet 
enseignement; il vieillissait entourd du respect et de l'admiration de tous, 
s'occupant tranquillement de la publication de ses travaux avec la joie de 
voir son oeuvre continu6e par les hommes qu'il avait anim6s de son esprit. 

Th~or i e  de s  f o n c t i o n s .  

o 

Au commencement du si~cle, l'id6e de fonction 6tait une notion 
la lois trop restreinte et trop vague. D'une part en effet les fonctions 
discontinues, les fonctions d6pourvues de d6riv6es, ou 6taient inconnues 
ou 6talent regard~es comme des cr6ations purement artificielles, indignes 
de l'attention du g6om~tre. 

On exc]uait donc de l'analyse tout un domaine qu'elle s'est depuis 
annex6; mais d'autre part on aurait 6t6 bien embarrass6 s'il s'6tait agi 
d'6noncer, d'une mani~re nette et pr6cise, les conditions n6cessaires et 
suffisantes pour conf6rcr ~ une fonction le droit de cit6. La frontiSre 
entre les fonctions analytiques et les autres 6tait loin d'etre complSte- 
ment trac6e. 

En r6alit6, comme par un h6ritage dfi aux fondateurs du calcul 
infinit6simal, qui s'6taient d'abord pr6occup6s des applications, on se 
reportait inconsciemment au module qui nous est fourni par les fonctions 
consid6r6es en m6canique et on rejetait tout ce qui s'6cartait de ce 
module; on n,6tait pas guid6 par une d6finition claire et rigoureuse, mais 
par une sorte d'intuition et d'obscur instinct. 
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Cette d6finition, il fallait  la donner; car l 'analyse ne pouvait  qu'~ 
ce prix acqu6rir la parfaite r igueur.  

Aujourd 'hui  tout  est bien chang6; on distingue deux domaines, Fun 

sans limites, Uautre p l u s  restreint, mais mieux cultivd. Le premier est 
celui de la fonction en g6n6ral, le second celui de la fonction analytique. 

Dans le premier, toutes les fantaisies sont permises et ~ chaque instant 
nos habitudes sont heurt6es et nos associations d'id6es rompucs; nous y 

apprenons ainsi ~ nous d6fier de certains raisonnements par ~ peu pr6s 

qui paraissaieI~t convaincants k nos p6res; ~, nous abstenir de telles conclu- 
sions qui 1cur auraient  paru 16gitimes. Dans le second, au contraire, ces 
conclusions sont permises; mais nous savons pourquoi;  il a suffi de placer au 

d6but une bonne d6finition; et on a vu reparaltre une rigoureuse logique. 

Voil~ le chemin parcouru;  nous allons voir comment Weierstrass 
a contribu6 k nous y guider. 

Je  citerai d ' abord  une note lue g l 'Acad6mie de Berlin le I8 jui l let  

I872, et o{1 Weiers~rass a cit6 des exemples de fonctions continues d'un 

argument  r6el, qui pour  aucune valeur de cet argument ,  ne poss6dent 
une d6riv6e d6termin6e. 

I1 y a cent ans, une pareille fonction cut 6t6 regard6e comme un 

outrage au sens commun. Une fonction continue, aurait-on dit, est par 
essence susceptible d'etre repr6sent6e par une courbe et une courbe a 6vi- 
demment  toujours une tangente. 

Un pareil raisonnement n'a aucune valeur math6matique;  il est fond6 
sur une intuition, ou plut6t sur une repr6sentation sensible. Mais cette 
repr6sentation est grossi6re et trompeuse. 

Nous croyons nous repr6senter une courbe sans 6paisseur; mais nous 

ne nous repr6sentons qu'un trait  d 'une faible 6paisseur. Nous voyons de  
m~me la tangente sous la forme d'une bande rectiligne de faible 6paisseur; 
et quand nous disons qu'elle touche la courbe, nous voulons dire simple- 

ment  que ces deux bandes empi6tent l 'une sur l 'autre sans se traverser. 
Si c'est lk ce qu'on appelle une courbe et une tangente, il est clair que 

toute courbe a une tangente; mais cela n'a plus rien b~ voir avec la 
th6orie d e s  fonctions. 

On voi~ ~, quelles erreurs nous expose une folle confiance dans ce 

qu'on prend pour l ' intuition. Par  la d6couverte de cet exemple frappant, 

Weierstrass nous a done donn~ un utile avertissement et nous a appris 
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mieux appr6cier les m4thodes impeccables et purement arithm6tiques 
dont il a, plus que personne, contribu6 ~ doter la Science. 

Du m~me coup, il enrichissait le domaine des fonctions non ana- 
lytiques, off tant de surprises nous attendent encore. 

1 

Mais ce n'Stait lh qu'une courte excursion hors du chemin si droit 
qu'il s'6tait trac6 et dont il ne s'est jamais longtemps 6cart6. 

Sur Ce chemin, ce qu'il rencontrait, c'6tait le domaine des fonctions 
analytiques, qu'il dewfit d'obord explorer ~ fond, s'il voulait atteindre 
son but. 

La thdorie moderne des fonctions analytiques a eu quatre fonda- 
teurs, Gauss, Cauchy, l~iemann et Weierstrass. 

Gauss n'a rien publi5 de son vivant; il n'avait pour ainsi dire rien 
communiqu6 ~ personne et ses manuscrits n'ont 6t5 retrouvds que long- 
temps apr6s sa mort. I1 n'a donc exerc6 aucune influence. 

Les trois autres g6om6t.res j qui ont contribu6 ~ crSer la notion nouvelle 
de fonction ont suivi des voles bien di~drentes. 

Cauehy a pr6c6d6 les deux autres et leur a montr6 le chemin; mais 
nSanmoins les trois conceptions restent distinctes et cela est fort heureux, 
puisque nous avons ainsi trois instruments entre lesquels nous pouvons 
choisir et dont nous pouvons souvent combiner l'action. 

Pour Cauchy la ddfinition de la fonction conserve encore un peu 
de l'inddcision qu'elle avait chez ses devanciers. I1 impose seulement aux 
fonctions analytiques quelques conditions restrictives, comme celle d'avoir 
une d6riv6e continue. Tout repose su r  un th6or6me tr6s simple relatif 
aux intdgrales imaginaires et sur la notion de r6sidu. Une fonction quel- 
conque peut dtre repr6sent6e par une int6grale d6finie et devient a i n s i  
maniable pour l'anulyste, quelque vaguement ddfinie qu'elle nit dt6 au 
d6but. C'est l~ un avantage pr6cieux et aujourd'hui encore les ))r6sidus)) 
nous donnent la solution de probl6mes que nous ne pourrions rdsoudre 
S a i l s  e u x .  

La th.6orie de Cauchy contenait en germe h 10 fois la conception 
gdom6trique de Riemann et la conception arithm6tique de Weierstrass, et 
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il est ais6 de comprendre comment elle pouvait, en se  d6veloppant dans 
deux sens diff6rents, donner naissance ~ l'une et ~ l'autre. 

Pour Riemann, l'image g6om6trique joue le rble dominant; une fonc- 
tion n'est qu'une des lois d'aprbs lesquclles les surfaces peuvent se trans- 
former; on cherche ~ se representer ces transformations et non ~ les 
analyser; leur possibilit6 mdme n'est 6tablie que par un raisonnement 
sommaire auquel on n'a pu, beaucoup plus tard, donner la rigueur qu'au 
prix de modifications profondes et de d6tours compliqu6s. 

Weierstrass se place ~ l'extrdme oppose; le point de d6part est la 
s6rie de puissances, ))l'616mcnt de la fonction)) qui est confin6 dans un 
ccrcle de convergence; pour poursuivre la fonction en dehors de ce cercle, 
nous avons le proc6d6 de la continuation analytique; tout devient ainsi 
une cons6qucnce de la th6orie des s6ries et cette th6orie est elle-mOne 
6tablic sur des bases arithm6tiques et solides. Nous sommes d6barrass6s 
des doutes qui, au si6cle dernier et dans la premi6re moiti6 de cc si6cle, 
assaillaient souvent les penseurs ~ propos des principes du calcul infini- 
t6simal, et aussi de ceux que pouvait provoquer par ses lacunes la 
th6orie des fonctions analytiques de Lagrange. Tout cela n'est plus 
aujourd'hui que de l'histoire ancienne. 

La conception de Weierstrass prSsente un double avantage: 
I ~ Elle est, comme nous venons de le voir, parfaitement rigourcuse 

et cette rigueur est obtenue par des moyens les plus simples. 
2 ~ Elle sladapte avec une grande facilit6 b~ la g6n6ralisation, et 

peut s'6tendre aux fonctions de plusieurs variables. 
Entre ces trois conceptions gardons-nous de choisir; chacune a son 

r61e n6cessaire. Avec l'instrument de l~iemann, l'intuition verra d'un 
seul coup d'oeil l'aspect g6n6ral des choses; comme un voyageur qui 
examine du haut d'une montagne la topographic de la plaine qu'il va 
visiter et apprend de la sorte ~ s'y orienter. Avec l 'instrument de 
Weierstrass, l'analyse 6clairera successivement tous les recoins et y fera 
p~n6trer l'absolue clart6. 

En un mot, 'la m6thodc de Riemann est avant tout une m6thode de 
d6couverte, celle de  Weierstrass est avant tout une m6thode de d6mon- 
stration. 
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o 

La principale contribution de Weierstrass aux progr~s de la th6orie 
des fonctions est la d6couverte des facteurs primaires. 

Les plus simples des transcendantes sont les fonctions enti~res qui 
n'ont de point singulier qu'~ l'infini. Une pareille transcendante est 
toujours le produit d'une infinit6 de ))facteurs primaires)); chacun de ces 
faeteurs est lui-m~me le produit d'un polynSme du premier degr6 par 
une exponentielle dont l'exposant est un polynSme de degr6 q; le facteur 
primaire est dit alors de genre q. 

A cette d6couverte se rattache la classification des fonctions enti~res 
en genres dont l'importance arithm6tique a 6t6 r6cemment mise en 6vi- 
denee par M. Hadamard. Une fonction est de genre q, lorsque tous 
ses facteurs primaires sont de genre q au plus. 

Weierstrass a trouv6 l~ 6galement le moyen de construire une fonc. 
tion entiSre ayant des zSros donn6s. 

A c e  th6orSme se rattache direciement celui de M. Mittag-Leffler sur 
les fonctions m6romorphes. 

Ces deux th6or~mes permettent la construction facile des fonctions 
6(u) et fd(u) qui ont 6t6 comme nous le verrons plus loin, les principaux 
instruments de Weierstrass dans la ~hdorie des fonctions elliptiques. 

C'est sans doute cette perspective qui a dirig6 dans cette vole les 
efforts du grand g6omStre allemand; mais il ..en a retir6 bien d'autres 
fruits. La portde de la m6thode nouvelle d6passait en effet de beaucoup 
]a question particuliSre qu'il avait voulu r6soudre et pour laquelle il 
l'avait cr56e. 

Elle s'6tendit sans peine, grs aux travaux personne]s de Weier- 
strass et h ceux de M. Mittag-Leffler, aux fonctions qui pr6sentent des 
points singuliers essentiels isol6s, puis ~ celles qui admettent  d e s ~ s i ~  - 
larit6s plus compliqu6es et m~me des lignes singuli6res. 

C'est donc une des mdthodes les plus gdn6rales de l'analyse. 
C'est dans cet ordre d'id6es que Weierstrass a 6t6 conduit ~ 6tudier 

la repr6sentation des fonctions par les s6ries dont les termes sont des 
fractions rationnelles. 
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I1 a, en multipliant, les exemples, bien montr6 comment une pa- 
reille s6rie peut repr6senter dans deux domaines diff6rents deux fonctions 
diff6rentes; k cette occasion, il a 6clairci la notion des limites naturelles 
d'une fonction et par lk la notion fondamentale de fonetion analytique 
elle-m~me. C'est depuis ce m6moire que route obscurit6 a enfin disparu. 

o 

Mais, pour l'6tude des transcendantes ab61iennes, la th6orie des fonc- 
tions d'une variable ne suffit pas; il faut approfondir celle des fonctions 
de plusieurs variables. 

Aussi l'illustre g6om~tre allemand n'a cess6 de s'en p%occuper; il 
devait y rencontrer des difficult6s nouvelles; car il se trouvait priv6 de 
l'usage des facteurs primaires qui lui avaient ~t6 si utiles dana ses re- 
cherches sur les fonctions d'une seule variable. 

Il a pu n6anmoins, mettre hors de doute une foule de th6o%mes 
qui lui 6taient n6cessaires pour son objet, et qu'on admettait souvent 
sans en avoir compris le v6ritable sens et la port6e. Sa t~che lui a 6t6 
facilitde par l'emploi continuel d'une des notions qu'il avait cr66es, celle 
des $16ments de fonetion. 

o 

Pour avoir le droit de repr6senter ainsi toutes les fonctions par des 
s6ries et pour pouvoir sans crainte se servir de cette repr6sentation dans 
toutes les questions de calcul int6gral, il fallait faire voir qu'on peut 
6galer ~ une s6rie de puissances toute fonction implicite tir6e d'un sys- 
t~me d'6quations dont Ies premiers membres sont des s6ries de puis- 
sances; ou l'int6grale d'une 6quation diff6rentielle dont lea coefficients 
sont des s6ries de puissances. Cet important ~h6or~me devuit dtre pour 
Weierstrass une des pierres fondamentales de son syst~me. 

On sait qu'il a 6t6 6tabli pour la premiere lois par Cauchy. 
En 1842 , Weierstrass publia une m6moire off il d6montre de nouveau 

cette proposition d'une mani~re analogue k celle de Cauchy. 
I1 avait 6te devanc6 ~ son insu par le savant fran~ais, mais il con- 

serve n6anmoins une large part d'originalith. L'uniformit6 de la con- 
Asia matl~maF~aa. 22. I m p r i m 6  le  26 f6vr ier  1898. 2 
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vergence, la fagon dont les 616merits de fonctions se d6duisent les uns des 
autres par continuation analytique sont des questions qu'il 6tudie k fond. 

D'un autre c6t6, au point de vue didactique, son mode d'exposition 
pr6sente de grands avantages; sa ))fonction majorante)) est plus simple et 
plus maniable que celle de Cauchy; les in6galit6s du d6but sont tir6es 
des propri6t6s 616mentaires des s6ries, et non plus de la consideration 
d'int6grales imaginaires. C'est lk un progr6s, il y avait int6rgt k montrer 
quand cette consid6ration est  indispensable et quand on peut s'en passer. 

On volt par cet exemple comment la fagon dont le math6maticien 
allemand con~oit la fonction ddrive de la conception de Cauchy, mais en 
l'all6geant d'un bagage inutile. 

Weierstrass a appliqu6 lui-mgme eette m6thode k une foule de 
questions et mgme k la d6monstration de l'existenee des racines d'une 
6quation alg6brique. Mais c'est surtout entre les mains de ses disciples 
qu'elle a donn6 ses principaux r6sultats. M m~ Kowalevski r a  appliqu6e 
aux 6quations aux d6riv6es partielles, et M. Fuchs aux 6quations diff& 
rentielles lin6aires avec le suec6s que ron  salt. 

e 

Un dernier travail qui se rapporte indirectement k la th6orie des 
fonctions est celui que l'illustre math6maticien a consacr6 au principe 
de Dirichlet. Par un exemple frappant, il a montr6 combien est fragile 
la d6monstration de ce principe dont on s'6tait longtemps content6. 

C'est sur ce principe pourtant que Riemann avait voulu b/rtir route 
sa thdorie des fonctions; cette assise fondamentale n'dtait pas solide et si 
on ne voulait la voir s'6crouler en entralnant tout l'6difice dans sa chute, 
il fallait soigneusement l'6tayer; c'est ce qu'ont fait depuis M. Schwarz 
et d'autres disciples de Weierstrass 

Fonct ions  e l l ipt iques .  

10. 
La forme que Jacobi avait donn6e k l a  th6orie des fonctions ellip- 

tiques 6tait loin d'gtre parfaite;  les d6fauts en sautent aux yeux. 



L'oeuvre mathdmatique de Weierstrass. 11 

A la base nous trouvons trois fonctions fondamentales sn, cne t  dn. 
Ces fonctions front pus les m6mes p6riodes; pour rune 4K et 2iK, 
pour l 'autre 4K et 2K + 2iK'; pour la troisi6me 2K et 4iK'. Si on 
veut les rapporter toutes trois ~ un mdme syst~me de p6riodes, il faut 
prendre 4K et 4iK'; mais parmi les transcendantes qui admettent ces 
p6riodes, les fonctions de Jacobi sn, cn, dn ne sont pas les plus simples; 
elles ont quatre infinis et les plus simples n'en ont que deux. 

Dans le syst6me de Weierstrass, au lieu de trois fonctions fonda- 
mentales, nous n'en avons plus qu'une So(u) et c'est la plus simple de 
routes celles qui ont mdmes p6riodes. Elle n'a qu'un seul infini double; 
et "enfin sa d6finition est telle qu'elle ne change pas quand on remplace 
un syst~me de p6riodes par un autre syst6me 6quivalent; au contraire 
cette substitution produirait entre les fonctions de Jacobi des permutations 
dont la loi est inutilement compliqu~e. 

Dans la plupart des probl6mes, il suffit de consid6rer So(u) et 1'in- 
troduction de sn, cn, dn ne serait qu'une cause artificielle de complica- 
tion. Sans doute il e n e s t  d'autres oh cette introduction serait plus na- 
turelle; mais dans ceux-l~ mdme, Weierstrass les remplace avec avantage 
par les trois fonctions 

Les formules qui les relient les unes aux autres sont remarquablement 
sym6triques et peuvent se d6duire les unes des autres par  permutation 
circulaire. I1 n'en 6tait pas de m~me avec les anciennes transcendantes 
sn, cn, dn; le module entrait dans la relation qui relie sn h dn, il 
n'entrait pas dans celle qui relie sn ~ cn. Rien ne justifiait cette dis- 
sym6trie qui 6tait parfois gdnante. 

l l .  
D'autre part, le rble pr6pond6rant que joue le module k se comprend 

real. Le module k n'est pas la plus simple de routes les fonctions 
modulaires, puisqu'~ un m6me syst6me de p6riodes peuvent corres- 
pondre plusieurs valeurs du module. Le r61e du module n'est pas le 
m~me par r a p p o r t  aux deux p6riodes et il en r6sulte une dissym6trie 
artificielle dans les formules. 
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Pour calculer le module, il faut r6soudre une 6quation du 4 ~ degr6; 
cette r6solution est 6vit6e, si on prend pour arguments fondamentaux les 
coefficients du premier membre de cette dquation, ou plut6t les invariants 
de ce polyn6me. Ce sont ces invariants que Weierstrass a appel~s g~ 
et gs" L'invariant absolu 

j=g_  

est la plus simple de toutes l e s  fonctions modulaires; e'est l'616ment 
essentiel et naturel qui doit remplacer k, comme 9(u)  a remplae6 
gl~ en~ dn. 

12. 
Une uutre cat6gorie de transcendantes dont l'importance est fonda- 

mentale, ce sont les fonctions O. L~ encore les notations de Jacobi ne 
sont pas sans inconv6nient. Les formules de transformation rebutent la 
m6moire par leur d~faut de sym6trie. 

Les quatre fonctions O et / I  de Jacobi ne sont qu'un cas particulier 
de fonetions beaucoup plus g6n6rales, les fonctions 0 des diff6rents ordres, 
comme M. }Iermite l'a montr6 dans un m6moire aussi concis que sub- 
stantiel. Mais ces fonctions de M. Hermite peuvent elles-mdmes ~tre g6n~ra- 
lis6es et il existe route une cat6gorie de fonStions que Briot et Bouquet ont, 
je ne sais pourquoi, appel6es interm6diaires et qui se reproduisent multi- 
pli6es par une exponentielle quand la variable augmente d'une p6riode. 

Parmi elles, quelle eat celle qui doit 5tre choisie comme 616ment 
simple? Ce ne peuvent dtre les quatre fonctions de Jacobi dont les 
rapports sont les quantit6s sn, cn et dn d6j~ condamn6es pour les raisons 
que nous avons expos~es plus haut. Ce ne peut ~tre non plus une des 
fonctions de M. Hermite, car dans ces fonctions les deux p6riodes ne 
jouent pas le m~me r61e; de sorte que ces transcendantes prennent une 
infinit6 de formes diff6rentes quand on remplace un systgme de pgriodes 
par un autre 6quivalent. 

Weierstrass s'est pr6oceup6 dgs ses d6buts de ce choix d'un 616- 
ment simple et il a adopt6 d'abord la fonction qu'il a appel~e Al et qui 
ne change pas quand on change le systgme de p6riodes mais de fagon 
que le module reste le mSme. 
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I1 a abandonn6 plus tard cette fonction Al en m~me temps que le 
module lui-m~me, et il a choisi comme 616ment nouveau la fonction 6 
qui, d'apr& sa d6finition, ne change pas quand on remplace le syst~me 
des p~riodes par un autre syst&ne 6quivalent quelconque. 

Les formules atteignent ainsi lear maximum de simplicit6. Mais 
cependant la fonction 6 n'a pas d6finitivement d6trSn6 les fonctions 0 et 
en particulier eelles de M. Hermite comme ~o(u) a d6trSn6 sn, cn e tdn .  

La simplieitd du d6veloppement des O, la rapidit6 de la convergence, 
l'616gance de leurs propri6t6s, leur assure une place importante et de 
cette place elles ne seront j.amais d61og6es. 

I1 faut seulement savoir passer rapidement de 6 aux 0 et des 0 ~t 6. 

13. 
I1 y a bien des mani6res de commencer l'exposition de cette im- 

portante th6orie. Celle que Weierstrass a prdfdr6e est bien curieuse; il se 
demande s quelles conditions une fonction peut admettre un th6or~me 
d'addition. 

Cette pr6dilection s'explique ais6ment;  car c'est ainsi qu'il se pro- 
posait d'introduire ses auditeurs dans le domaine des fonctions ab61iennes 
quand iI en aurait achevd la th6orie; cette fa~on de prdsenter les choses 
lui plaisait par sa g6n6ralit6, qui rendait facile l'extension qu'il avait en 
vue. On trouvera les formules de Weierstrass relatives aux fonctions 
elliptiques r6unies dans un recueil que M. Schwarz publie avec un soin 
extr6me; mais on ne se rendra compl&ement compte de la marche de 
ses id6es qu'en se reportant aux m6moires originaux. 

F o n c t i o n s  a b d l i e n n e s .  

14. 
Weierstrass, comme je l'ai dit, s'est toute sa vie pr6occup6 des fonc- 

tions ab61iennes; dans la premiere p6riode de sa carri~re, il s'efforee 
d'6tendre ~ ces transcendantes, et en particulier aux fonctions hyperellip- 
tiques, les propri~t6s r de sn, cn et dn; ~ cette ~poque, il n'a 
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pas encore donn6 sa forme d6finitive ~ sa th6orie personnelle des fonctions 
elliptiques; il devra donc plus tard remettre au point les r6sultats qu'il 
a obtenus alors. 

Mais ~ ce moment survint la publication du m6moire de Riemann 
qui exerqa une grande influence sur le d6veloppement de cette discipline. 
Les fonctions hyperelliptiques cessdrent de jouer un rble g part dans les 
pr6occupations des analystes et on envisagea les fonctions ab61iennes en- 
gendr~es par les courbes alg6briques les plus g6n6rales. Mais les th6o- 
r~mes d6jb, d6montr6s par Weierstrass s'y 6tendaient facilement. 

Dans cet ordre d'id6es, tout repose encore sur l'dtude des int6grales 
ab6Iiennes et sur celle des fonctions rationnelles de deux variables x et 
y li6es par une relation alg6brique. A cet ordre d'id6es se rattache un 
important travail de Weierstrass dont les r6sultats sont expos6s dans 
une lettre adress6e '~ M. le Professeur Schwarz. I s  sont d6finies les 
singularit6s vraiment essentielles des courbes alg6briques, celles qui ne 
sont pas alt6r6es par les transformations birationnelles et que l'on appelle 
aujourd'hui ~points de Weierstrass)). Le g6om6tre berlinois a montr6 6gale- 
ment comment les rapports mutuels de ces singularit~s nous font connaitre 
les transformations birationnelles d'une courbe en elle-m~me. 

15. 
Mais les fonctions ab61iennes d6finies par Riemann ne sont pas les 

fonctions p6riodiques les plus g6n6rales, que la m6thode de Riemann 
semble ilnpuissante ~ atteindre. Nous savons en effet que le nombre 
des modules d'une courbe d'ordre p est 6gal ~ 3 P  ~ 3; le hombre des 

coefficients arbitraires d'une fonction 0 ~ p variables est 6gal ~ p ( p + i ) .  
2 

ces deux nombres ne sont 6gaux que pour p = 2 et pour p ----- 3; pour 
P > 3, le second est plus grand que le premier. I1 y a donc des fonc- 
tions 0 qui ne correspondent pas ~ des courbes alg~briques. 

Weierstrass fut ainsi conduit ~ aborder la question par une autre 
vole et ~ chercher quelles sont les fonctions p6riodiques les plus g~n6rales. 
Et d'abord une premi6re question se pr~sente; combien une fonction de 
n variables peut-elle avoir de p6riodes? Le probl~me avait 6t6 r6solu 
par Jacobi qui avait montr6 que le nombre maximmn de r p6riodes 
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est 2n. Weierstrass a donn6 une d6monstration nouvelle du th~or~me 
de Jacobi e t a  nettement marqu6 les conditions dans lesquelles il est 
applicable. 

I1 s'est ensuite occup6 d'6tudier les propri6t6s des fonctions les plus 
g6n6rales qui d6pendent de n variables et admettent 2n p6riodes. I1 a 
reconnu qu'elles jouissent de propri6t6s analogues h celles des transcendantes 
elliptiques. 

Entre n-~  I fonctions, qui ont mgmes p6riodes, il y a toujours une 
relation alg6brique; d'oh il suit d'abord que ces fonctions admettent un 
th6or6me d'addition et satisfont k des 6quations diff6rentieUes. 

Enfin Weierstrass a d6montr6 qu'une pareille fonction est toujours 
le quotient de deux s6ries 0 et que les fonctions ab61iennes les plus 
g6n6rales peuvent se d6duire de celles de Riemann par le proc6d6 connu 
de la ))r6duction des int6grales ab61iennes)). 

Le but 6tait atteint. 

Divers. 

16. 
Je m'4tendrai peu sur les autres travaux de Weierstrass, malgr6 leur 

importance et leur vari6t& 
Deux m6moires d6jk anciens ont 6t6 cons~cr6s aux facult6s analy- 

tiques, qui avaient 6t6 l'objet de recherches nombreuses et anciennes, 
souvent assez mal conduites et qui se ram6nent tr6s simplement aux fonc- 

tions eul6riennes. 
La question des unit6s complexes a aussi occup6 Weierstrass dans 

ses derni6res ann6es; on avait congu de tr6s grandes esp6rances h la suite 
de l'invention des nombres complexes; on en attendait les mgmes surprises 
qu'avaient donn6es les imaginaires. I1 faut y renoncer; on sait mainte, 
nant que t o u s l e s  nombres complexes, je veux dire tous ceux dont la 
multiplication est commutative, se ram6nent aux imaginaires et ne nous 
apprendront rien de plus. 

La d6couverte de M. Hermite qui a d6montr6 la transcendance de 
e, bient6t suivie de celle de M. Lindemann qui a 6tabli la transcendance 
de ~r, attira il y a une quinzaine d'ann6es, l'attention de tous les  g6o- 
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m6tres; elle ne pouvait 6chapper ~ celle de Weierstrass qui a notable- 
ment perfectionn6 les d6monstrations de ses devanciers. 

Citons encore un m6moire sur la repr6sentation des fonctions d'une 
variable r6elle par des s6ries de polynbmes; deux autres sur l a  th6orie 
des formes quadratiques; un travail sur un probl6me de calcul des va- 
riations; un autre sur le th6or6me fondamental de la gdom6trie pro- 
jective, etc. 

Ces exemples suffiront pour montrer comment, en restant toujours 
fid61e au mgme esprit, il a touch6 ~ toutes les parties de la science 
math6matique et avec quelle souplesse s'adaptaient aux probl6mes les 
plus divers les mdthodes f6condes qu'il avait cr66es. 

Conclusions. 

17. 
En terminant cette rapide analyse, je voudrais pouvoir caract6riser 

en quelques roots l'esprit qui dans tous leurs travaux a anita6 le maitre 
et ses disciples. 

C'est d'abord un souci constant d'une parfaite rigueur. 
Pour cela~ Weierstrass renonce h se servir de l'intuition, ou du 

moins ne lui laisse que ]a. part qu'il ne peut lui 6ter. Les notions in- 
tuitives sont aualys6es et r6duites en leurs 616ments; parmi ces 616ments, 
les philosophes en trouveraient certainement qui conservent le caractSre 
intuitif; mais ceux-l~ sont rejet6s hors du domaine des math6matiques 
pures, qui peuvent se d6velopper sans eux; les physiciens seuls auront 
s'en occuper. Ceux qu'on conserve sont analysds ~ leur tour et cette 
analyse est poussde jusqu's ce qu'on arrive ~ l'616ment ultime, le hombre 
entier. 

De l~ ~ l'dgard de la gdom6trie une certaine m6fiance qui est le 
caract6re propre de l'Ecole de Berlin; pour ainsi dire elle ne cherche 
pas b~ voir, mais ~ comprendre. 

Tout d6rive done du nombre entier et participe par cons6quent de 
la certitude de I'arithmdtique; le continu lui-mgme se ram6ne ~ cette 
origine et toutes les 6galit6s qui font l'objet de l'Analyse et off figurent 
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des grandeurs continues ne sont plus que des symboles~ remplavant une 
multitude infinie 4'in6galit6s entre nombres entiers. 

Les notions analytiqnes sont donc pour Weierstrass, comme pour 
Kronecker, des constructions faites avec les m6mes mat6riaux, les nombres 
entiers. Mais il y a une diff6rence entre les deux conceptions; Kronecker 
est surtout pr6occup6 de mettre en ~vidence le sens philosophique des 
v6rit6s math6matiques; le nombre entier 6tant le fond de tout, il veut 
qu'il reste partout apparent; pour lui, les seules op6rations licites sont 
l'addition et la multiplication; ce n'est que par une concession aux pr6- 
jug6s contemporains, qu'il consent quelquefois ~ admettre la division. 

Tel n'est pas le point de vue de Weierstrass. D~s qu'il a 61ev6 une 
construction, il oublie de quels mat6riaux elle est faite et n'y veut plus 
voir qu'une unit6 nouvelle dont il fern l 'un des 616ments d'une construc- 
tion plus grandiose. I1 peut le faire sans crainte, car i l  en a, une lois 
pour toutes, 6prouv6 la solidit6. 

Ces unit6s interm6diaires ne sont sans doute que des auxiliaires; 
mais notre esprit est si faible qu'il ne peu t  s'en passer; car il ne peut 
percevoir ~ la lois tous les d6tails d'un grand ensemble. Ces artifices 
sont donc neces~alres si l'on veut marcher tou.jours en avant et c'est 1~ 
justement ce que veut Weierstrass. Kronecker, lui aussi, a fait bien des 
d6couvertes; mais s'il y est arriv6, c'est en oubliant qu'il 6tait philosophe 
et en d61aissant lui-m~me ses principes qui ~taient condamn6s d'avance 
la st6rilit6. 

Weierstrass proc~de donc par construction en partant du hombre 
entier; il marche ainsi toujours du simple au compos6. I1 se distingue 
par cette .tendance d'autres analystes qui partent du g6n6ral et de l'in- 
d6termin6 et qui le d6terminent ensuite de plus en plus par des hypo- 
th&ses restrictives. De 1s le contraste entre sa fagon de concevoir la 
fonction analytique et celle de ses devanciers. 

Une autre pens6e semble l'avoir guid6. 
En 1875, il 6crivait ~ M. Schw~rz: 
))Plus je r6fl6chis aux principes de la th6orie des fonctions - -  et 

c'est ce que je fais sans cesse - -  plus je suis solidement convaincu qu'ils 
sont b~tis sur le fondement des verit6s alg6briques" et que, par cons6- 
quent, ce n'est pas le v6ritable chemin, si inversement on fair appel au 
transcendant pour 6tablir~ les th6or~mes simples et fondamentaux de 

Aet~ mathemat,lva. 22. Imprim~ le 16 f~vrier 1898. 
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l 'Alg4bre; et cela reste vrai, quelque p~ndtrantes que puissent paraltre 
au premier abord les considerations par lesquelles l~iemann a. d~couvert 
rant d'importantes propri~t~s des fonctions alg~brlques.)) 

Je pourrais citer d'autres exemples off il s'est inspird de la m~me 
idle. I1 est constamment efibrc~ d'aller au but par le chemin le moins 
d~tourn~, qui n'est pas toujours le plus rapide n i l e  plus ~l~gant, mais 
qui est le seul logique. 


