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OBER H Y P E R E L L I P T I S C H E  I N T E G R A L E  

ZWEITER UN,D DRITTER GATTUNG 

VO~ 

OTTO S T A U D E  
in B R E S L A U .  

Auf  die Darstel lung tier hyperell iptischen Integrale 2. und 3. Gat- 
tung dutch Thetafunctionen sind namentl ich die von RIEMAN~ begri~n- 
deten Methoden inehrfach ~ angewendet  worden, wi~hrend die unmittelbare 

Analogie des in JAcom's spaterer Theorie der elliptischen Integrale be- 
nutzten Verfahrens : bisher nicht verfolgt zu sein scheint. Indem die 

vorliegende Mittheilung auf  die Ausdehnbqrkeit  der JAcom'schen Methode 
auf  die hyperelliptischen Integrale I. Ordnung hinweisen will, verbindet 

sie damit  die Absicht eine yon Herrn WI~IEICSTRASS mitgetheilte Formel,  ~ 
welche die Bogenl~nge der geodi~tischen Linie auf dem Ellipsoid dutch 
hyperelliptische Functionen ausdrfickt, auf  einfache Weise abzuleiten. 

w I. Um die geometrische Bedeutung der bezeichneten Formel in 
ihrem vollen Umfange zu charakterisiren, bedarf  es zuvBrderst einiger 

* Vgl. unter auderen: Rocu 1 (]ber die 3. Galtu~g cler Abel'schen I~tegrale I. Ord- 
hung, Ct~ELLE's Journal~ Bd. 551 S. 42; ()ber Abel'sche InleT'ale 3. Gatlung, ebd, Bd. 
58, S. I7 O. WEBEa~ l)ber die Transcendenten 2. und 3. Gattung bei den hyperelliptischen 
Functionen I. Ordnung, ebd., Bd. 821 S. I3I. TnOMAE, LTber Inlegrale 2. Gatlung, ebd., 
Bd. 931 S. 69 und Bd. 94, S. 24I. 

Vgl. JACOBI 1 Gesammelte Werke~ herausg, v. WEIERSTRASS 1 B d .  I ,  SS .  52  6 i~; 

533 ft. 
* Vgl. WEI~RSWRASS 1 ~fber geoddtische Li'nien auf dem dreiaxigen Ellipsoid, M o- 

natsberiehte der Ber l iner  Akademie yore J. I86I 1 S. 995. 
Acta mathematica. 8. Imprim6 le 9 Mars 1886. 11 
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Bemert~ungen fiber dic Darstellung der geod~ttischen Linicn und der Kri~m- 

mungscurven auf dem Ellipsoid durch hyperellipfische Functionen. 

Es werden unter  x ,  y, z die gewOhnlichen, unter  )t, /~, v die ellip= 
tischen Coordinaten eines Punctes im Raume verstanden. Die letzteren 

sind in bekannter  Wcise, unter  Annahme dreier Constanten a l fl, 7", de- 
finirt u n d  entsprechen mit Bezug auf  diese den Ungleichungen 

~ > u > f l > # > r > ) t > - - o o .  

Auf  dem Ellipsoid 2 = )t o wird diejenige geodlitische Linie betrachtet,  

welehe dessen Schnittlinie mit dem einsehaligen Hyperboloid # = P o ,  eine 

Krammungseurve  auf dem Ellipsoid )t = )to, berohrt ;  )to bedeutet einen 
bestimmten Werth  von )t, Po einen ebensolehcn yon p .  Die Differential- 
gleichung der geodiitisehen Linie in elliptisehen Coordinaten ,a und v lautet:  

0, 
2N 2M 

wobei N und M resp. die mit z = -v  und z = #  gebildete WurzelgrOsse 

z = ~/((~. - ~ ) ( ~ - -  , ) ( ~ o  ~ ) ( r - -  ~)(~o - -  ,) 

bedeuten. W'hhrend die Variablen # und ~ dieser Diffcrentialgleichung 
genfigen, stellen die Ausdri~cke: 

dS 1 ~ (~ --  ~o)(~ --/~o)d~ (a --)'o)(Y- --Po) de2 
2N 2M 

und 

(IS~ = r162 ~o)('f - -~o)l(~--  ~o)(,~ -- po)dv (/J.--),o)(/~--po)d/~ I 
(Po - -  eo)(.~o co) (v --  eo)2N (f~ - -  eo)2M 

das Bogenelement der geodlitischen Linie dar, 1 und zwar resp. in ge- 

wshnlicher  und in projectivischer auf  das Ellipsoid 2 = to als Fundamen- 
talflhche bezogencr Maassbestimmung. Dieselben Formeln gelten fi~r das 

Bogenelement der Krammungscurve  /~ = P0" Man mag - -  cx9 < to < 20 
annehmen, mn ft ir  dS~ einen reellen Werth zu erhalten. 

I Vgl. Mathematische Annalen 1 Bd. 201 S. 158. 
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An Stelle der elliptischen Coordinaten p ,  v sollen nun (lie Integral- 
SUllllllen- 

V, N ,lZ, J[ V, zV p',, . J [  

(1) U 1 ; ( Y - -  ,I0) (/I~ ; ( [ ~  - -  //.0 ) (?//2 ~/'(1) "-- a(O) dY i " ( , I -  a~O)",1 

als neue Coordinaten zur Best immung der Puncte des Ellipsoides 2----~0 
eingeffihrt werden. Mit Rctcksicht auf  (I) lautet  dann die Differential- 

gleiehung der geodvrtischen Linie: 

(2) du~ = o .  

Die Vari~blen u~, u 2 werden jetzt als Argmnente  hyperell iptiseher Fune- 

tionen genornmen. Man gehe zu dem gnde  yon der bekannten Definition 

# ( V l ,  V2) zweier Variablen v~, v~ und dreier Parameter  a~,  ax~ , a~ aus 
und unterseheide die I6 coordinirten Formen der Function nach W~;IEn- 

STreSS dutch die Zweiindices-bezeichnung. 1 Die Variablen v~, v 2 und 

die Parameter  a~ ,  a12, a~  sollen dann von Ul, u~ und den auf reellem 
Wege mit  den positiven Werthen der reellen Quudratwurzeln ~/~ und 

f - -  Z ~ berechneten Constanten: 

(3) 

P'o a i" 

2~/Z ~ , B~ = - -  -- ' = - ~ - - G  ' 
7 ,8 to 

I% a 7 

2 f ~  , 2 ~/Z ~ 
r f l  )'.~ 

o v  Qo 

- _ -  

D. J 2r z" ' 
g 

f (z - - /~o)  dz  

. 1 - - - - 2  , 
a 

in folgender Weise abhi~ngen: 

(4) 
u,B.~ - -  % B ,  ui  A I %  - -  A~u 1 z i  

vl  - -  A 1 B  2 - -  A ~ B  1 2 '  V: - -  A1B~ __ A ~ B t  2 ;  

C t B  ~ - -  C~B 1 AID~ - -  A~D,  

a l l  - ~  - - A 1 B ~  A 2 B ,  7r, a'22 = A I B ~  - -  A~B~ ~ 

D I B  , --- D I B  , A,C~ - -  A.~C, - 

(/12 ~ a21 = - -  A~B2 __ A ~ B ,  re, = A 1 B  2 - -  A.~B~ "" " 

I Vgl. l ~ I a t h e m a t i s c h e  Annalen~ Bd. 241 S. 284. 
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Als Functionen yon ui, u~ seien die Functionen ~q(va, v~) mit O(u~, u~) 
bezeichnet. Es sei iiberdies mit ebenfalls positiven Werthen yon ~/~: 

(6) E = '(~ --  )~)(~ --  '~~ F = - -  
2 j z  ' 2 

Alsdann geben die Formeln:  ~ 

(7) ~/)~ _ ;,o v ((~ --f l)(f l--  r) 6)(,~,, %} ' 

4 r 

_ ~ / ( r ~  io)(t~o - -  ~) 6)~,("1, %) 

bei gleichzeitiger unabhdngiger VerCinderliehkeit der beiden Variablen ua, u 2 
im veellen Gr0ssengebiet dig Coordinaten x, y, z dee Punete dee zwisehen 

den beiden Zweigen tier Kri~mmungseurve # = #0 gelegenen Zone des E1- 
lipsoides 2 ~ ~0; und zwar erhMt man, w~hrend ua, u 2 ein vollstandiges 

System modulis (4A~, 4A:; 4Ba, 4B~) incongruenter Wevthepaare duveh- 
lauft, jeden Punet  dee Zone zweimal. Liisst man dagegen, von einem 
der beiden einem Punete der Zone auf  solche Weise zugeh0rigen reellen 

Werthepaare Ul, u: ausgehend, fernerhin u~ unverCindert, ux abet  best~ndig 
wachsen oder bestiindig abnehmen, so beschveibt der Punet  (x, y, z) eine 

der beiden dutch seine Ausgangslage hindurchgehenden geoddtisehen Linien 
nach der cinch oder anderen ihrer beiden Richtungen. Setzt man z. B. 

u 2 = o oder u: = ~ 2A~ und l','~sst beziehungsweise u I yon u I = o oder 
u~ = -  2A~ an bestttndig waehsen oder abnehmen, so erhalt  man die 2 
geodt~tischen Curvenzi~ge, welehe sich im Puncte x=~/a~--'~-~o, y~--o, z = o  

i Meine Indicesbezeichnung der Function O(ul~ u3) geht in die Wg~RSTRASS'sche 
tiber, wenn man iiberall die Zahl 5 weg]iisst und 6) 5 siatt 0 schreibt~ also 

O~ 03, 0o~ 0o~ O~ O~ 6),.~ 6)ol 003 Oo 013 033 6)~ 014 0~4 6)4 
statt 

0 6)~4 6)oi 6)o~ 6)~ 6)~1 6),~ 6)ol 0o~ 6)o~ 031 02~ 6)~ 6)41 6)4~ 6)4~' 
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kreuzen. Setzt man hinwiederum u 2 ~ - - A :  und l','Lsst ul von ul ~ - - A a  

wachsen und abnehmen, so beschreibt der Punct  (x, y, z) den geodi~tischen 

Curvenzug, welcher in einem der Puncte /~ ~ Po, u -----/3 die Kriimmungs- 

curve I~ :=/~o berfihrt. 
Li~sst man endlich u~, u 2 der Gleichung 02~(Ul, u 2 ) ~  o entsprechend 

variiren, etwa yon dem Werthepaare  - - A a ,  - - A ~  an, so beschreibt der 

Punct  (x, y, z) die Kriimmungscurve tt ~/~o selbst. 
Die Formeln (7) geben also einerseits die Fl(iche der zwischen den 

beiden Zweigen tier Kriimmungscurve p ~/~o gelegenen Zone des Ellipsoides 
2 ~ 2 o, andererseits diese Kriimmungscurve und ihre geod(itischen Tangenten 
dutch die Parameter ua, u 2 dargesteUt. 

w 2. Um auch die Bogenldngen S 1 und S~ der betrachteten Curven 
auf  dem Ellipsoid durch die Parameter  u~, u 2 ausgedriickt zu erhalten, 
wird man zuerst die allgemeinere Aufgabe 10sen: 

Die lntegralsummen 2. und 3. Gattung: 

(II) 

(II') 

'~, N I t ,  M 

,~ 2 N  221// ' 

,~ N tJ., ,11" 

I'} 
dutch die [ntegralsummen i. Gattung ul, u2, bei unbeschrdnk/er Ver(inder- 
lichkeit der gemeinsamen oberen Grenzen ~, N und l~, M innerhalb des hy- 
perelliptischen Gebildes, darzustellen. 

Dabei wird man in S 2 zugleich an Stelle yon w zwei neue Para- 
meter sl, s~ cinfflhren, welche definirt sind durch die Gleichungen: 

( ~  .(2 a l  (~ 

unter  A und .(2 sind die mit z = 2 und z = o~ gcbildeten Werthe der 
Quadratwurzel  Z zu verstehen. 

Vermoge der in (I) und (I') angenommcnen Beziehung zwischen den 

Variablen ~, # und u~, u 2 einerseits, w und s~, s: andererseits bestehen 
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die folgenden Rel'~tioncn, welche als unmi t tc lbare  AusflOssc der U m k e h r u n g  
der hyperel l ip t ischen In teg ra l summen  ~. Ga t tung  zu betrachten sind: a 

V('~ l~o)(Zo ,"-)--V(,~-Zo)(fl /~o)('~o ~')~Zo ,~o) e ~ t u , , % ) ,  
0 ( % ,  u2) 

v@ ~,o)(l~- ~o)--~/(,.< ~,o)(fl ~o)(r ~,o)(/~o ~o)O~o(~,.,,~) o (-m ,~ ~5  ' 

(8) V/~o <o-~ ~i /~ ,,,.o ~,o ~, , (~, ,  ~.~) ' 

r 0 ~o v ~--o-~ O, otS,, '~>' 

(t~o-<O)(~o <o) /,o ),o o.~,~4~O4o(,~,,,~).o,d.",,~',.,)" 

Bezeichnen ferner O. 0 '(n, 0 '~  die 
ihrer  part iel len Able i tungen  nach u~ 

I 0~  - -  o, 

I o;</~ ( / ( , , ~ , , , o ) ( ~  /,o)(I~o r) o'<,:, (9) ' 

0'7~ ) Ooi 0o~ 0~.~ 

Mit Benutzung dieser Formeln  drocken sich 
der In tegra l summen 

Wer the  
u n d  u,~ 

, 04 ~ O ~  

0'~y+ o'~7 ) 
O. 

der Funct ion  8(u~, u,~) und 
for  u~ - -  o, u~ - -  o, so ist: : 

die Differentiale d S  1 und dS~ 
2. und 3. Gat tung  S~ und S.~ in folgender Weise aus: 

(~o) d S  1 = (~ - - ~ ' ~  --/~o)d~ (z - -  ;,o)(1,- -i,.,,)d/,. 
2 N  2 M  

,o') 

�9 mz(1)'~,q2 z '//2) ,qzU)2,qo / \ 

t o  2 I /  _ _ _  i 

- - , '  (I,-o-<O)(~o=~ i @-<o)~x ( /~ - -  ,o) 2 ~ I 

0411) 045 ~21(Sl ' S2) 043(~1'~ S2) 0425(S1"~ S2) 02(~1'1 ~2) 

x-t- 

oS%, s2)o~(u,, ~,2) 

+ 

1 Vgl. M a t h e m a t i s c h e  A n n a l c n ;  Bd. 25~ S. 416. 
Vgl, M a t l i e m a t i s c h e  Annalen~ Bd. 24~ S. 290, 
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w 3. Diese Ausdri~ckc in den u~, u~ und s~, s: kOnnen abet  als voll- 
stlindige Differentiale dargestel l t  werden  vermit te ls  des for  die Thetafunc-  

t ionen gel tenden Addi t ionstheorems:  

- -  + v + w), 

in welchem al lgemein  die einfachen Symbole  u; v; u. s. w. die Argu-  

mentepaare  ul, u~; v~, v~ ; u. s. w. vertreten und unter  ~tl, ~2; vl, v~; w~ w~ 
3 Paare  unabhi 'mgigcr Verandcr l i cher  verstandcn werden.  Wcnn  man  

dieses Addi t ions theorem part iel l  nach w/~ (h = i ,  2) differentiirt ,  h iernach 

w~ = o, w 2 = o setzt und  schliesslich durch  04~0(u)O4~(v)O(u + v) divi- 
dirt,  so folgt:  

o;?)o.,~(~,)O,Xv)O~:.(~+v) o'g')o~:.(.~)o~(,J)o~.(,~+v) o;~')oo.,.(~)o.,(.)oo..{,~,+v) 

wo mit  O'(h)(u)i u. s. w., der  ~. part ie l le  Oifferentialquot~ient yon O(u~, us) 
nach uh, u. s. w., bezeichnet ist. Durch  part iel le  Able i tung  dieser Formel  
nach v~ (i~-~- I, 2) und  nachfolgende Nul lsetzung yon v~ und v: erhiilt man:  

- -  u 2 4  u ' 2 4  u 9 5 \ ~  / u 4 0  v 4 0  ~ 5 0 \ H ' I  u 1 3  U l ~  u ( ) 2 \ { ~ ]  

0 ''(~") dec W e r t h  des 2. par t ie l len Different ialquotienten von O~(u~, u~) WO 4a 

nach uh und u~ f~r u 1 ~ o, u.~ = o ist, 
Multiplicir~ man die 4 mit  h, i: z, I ;  ~, 2; 2, ~; 2, 2 hieraus ent- 

s tehenden Forme ln  der  Reihe nach mit  d ltl, duu, du~, du: und addir t  
un te r  gleichzeit iger  Beri icksicht igung der  Gleichungen (9), so ergiebt  sich: 

{ ~ ' { ' ) ( u ) ~  . / o ' ~ ! ( ~ ) \  0 '2 ")  + oi~ ~') Oi'<'~) + o;': ~~) 

o'2 )" O~o( ~ ) du, + ~'~ ~~ '  ~ ' 



88 Otto Staude. 

und damit nach ( I 0 ) :  

7 ]/ 0I(I)(Ul ' q~2)~ ( fl"(2)[ X. (7t (~tl, rtl 2)~ 
5 ) + ,z / 

~(~) ~'(~0 0 ''0~') "l- ~45 6)4 't'')5 + '-'*5 d, lt I 4~ (]U2" 

Lasst man endlich %, %, yon dem Werthepaare o, o an, eine continuir- 
liche Reihe yon Werthepaaren durchlaufen, so ist dutch die Gleichungen 
(I) im Allgemeinen eine entsprechende Reihe yon Stellenpuaren ~, _iV; #, M 
im hyperelliptischen Gebilde gegeben; und die li~ngs dieser zusammen- 
gehsrigen Werthreihen ux, % und v, N; r M vollzogene Integration der 
Differentialgleichung (I2) giebt: 

(,3) -~-  2 N  2 M  
fl -/ 

O l o g 0 ( U l ,  v2) 3 log0(v,, %) 0'45 (11) + v45 t(~'/('22) 

au~ + atq 045 gl 045 ~t,~. 

Statt der Nullwerthe din, 2. Ableitungen der Function 04~(ul, %)k0nnen 
bier die Constanten (6) eingefiihrt werden. Es entsprechen n~tnlich den 
Werthepaaren A1, A 2 und B1, B 2 yon %, % die Werthepaare E und F 
yon $1; die Substitution dieser zusamrnengehSrigen Werthepaare in  die 
Gleichung (I3) giebt die Relationen: 

(I4) 

04'2" + a"(~', 0',~ ,~) + 0'U-) 

0f4 t(ll) + 0~ (21) /,~,i(12) 0,./(oo) 

Mit Benutzung dieser Formeln kann man die Gleichung (I 3) auch schreiben: 

v, N % M 

; @  --- )'o)(v ~ [to)dv f ([z - -  )'~)([ l - -  (III) S, = 
2 N  21l// 

,~o) d,, 

EB~ - - A 2 F  A , F - - -  E B  1 
AIB~ __ ..d2Ul U 1 + A1B~ - -  A.2B l U~ n t- 

log0(u,, %) 
au I 

log0@,, %) + 
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In den Variablen Vl, v 2 geschrieben, wird, 

S~ = 2EV"+m 2Fv" "4- ~ l ~  ate, %) + ~log~9(v,,au, v~) 

Um diese Gleichung in die yon Herrn WmERSTRASS a. a. O. erhaltene 

Form zu setzen, hat man ~0 in o, u I in u ' - - t t o u ,  u 2 in u', v~ in ~riv, 

v~ in 7tiv' umzmvandeln;  man erhMt dann: 

a log O(v, v') 
(15) S: = 2 E v  + 2 F v '  + ~ , 

w 4. Um in entsprechender Weise die Formel  ( :o ')  zu behandeln, 
geht man wieder yon der Gleichung (I :) aus, setzt darin einmal v = s 

und einmal v = - -  s und subtrahirt  die entstehenden Gleichungen; man 
findet mit Ri~cksicht auf  die Relation O,~(s)  ---- o:  

f o',~,(~+~) , o'('>(~-~) o':.:)(.~) , o;i,,>o~(~)om)(oso(,,~+~) o.~(,~-~_), 1 
(16) 20 (u+s )  2 0 ( u - s )  O.~(s)--20~O(u)O,~(s) \ O(u+s) + O(u--s)/ 

+ 2 o,~o(~) o,,(~) \ o(~ + ~) + o(-N~-~5/" 

Es ist aber bei beliebigem u~, u~ und s t, s~: 

o,~ o,., o,~ (~) o~ (.~) Oo3(U) o.(~) 
0o, 0~ O~ ( s) 0,~ (.~ ) O( u ) 0( ~ ) 

i + - -  + - - +  
'~ 0~(.~) 0~(u) 0~(~)0 (u) O4~(s) O~(u) o. ~ 

o~ o,~ o,, (,~) o4~ (s) O~o (.) 
, / o ~ , , ( L + . ~ )  o o o ( , , - ~ ) ,  I _ e , ,o~ .~e~j~)o ,~( .~)o(~)  
2 \ o(~ + ~) + ~q--~ / 

+ 
(~St 043 045 ('~) 045 (t4) O(U) 0(1~) 

O~3(s) 0:",~(,~t) ; 

mit 0 : 3 ( s ) ~ - o  fMlt in Zahler und Nenner  der rechten Seiten je ein 
Glied fort. Die entstehenden AusdriJmke substituire man in (t6). Nimmt  
man dann h =  I, 2, mult iplicir t  mit  du: ,  du 2 und addirt,  so finder inan: 

I d log  0(. +s)  ~ alog O,~(s) log O,~( s ) du L du~ 
2 O(u-- s) as I 0s~ 

Oo, O'2)O,.(s)O~,(,~) O~o(s)O~o(~,). O~,O;(:)Oo,(~')O,o(S) 0~4(~)0~,(~)~ 

O,o(S) O~o(u) i +  
2 2 o~(s) o (u) 

A c t a  ma themat i ca .  8. Imprimd le 10 Mars 1886. 

s 2 O,,(s) O~(u) + 

12 
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Bei beliebigem Sl, s~ besteht nun die Relation: 

O0. O~(s)O~(s) + OooO~O~(s)O,,(s)= Oo~O~oOo,(s)O~o(S), 

die sigh mit 0 1 ~ ( s ) = o  um ein Glied redueirt  und mit Raeksieht auf 
die vorletzte Formel (9)gesehrieben werden k a n n :  

i(1) ,, ,(.2) t" (~01040 021(8)024(8) = 021(;~24 0 0 1 1 , 8 ) 0 4 0 ( 8 )  . 

Hiernaeh wird: 

-~ d log  0(~ + s) ~logO.5(S) du~ ~logO~(s) &q 

0~0(.~) 0~o(u) a.~ ~ " 
o'2)o,~o~,(~)o,~(~) o~:,(s)o'-'(u)- ' -e ~ G , ) "  " 

I ' a  I" ~ ~ "{" 
o~(..) o (~) ~(~) o~(~) 

und naeh (to'):  

0(~, + % + s~) I d log 5_' 

Die In tegra t ion  giebt wie oben: 

log O,~(s,,a.~, s,) d u  1 _ _  ~ log 0,~(s,,as, s,) d u ~ .  

[ v, N ,% M 

= ~ l o g  O(u,+s,. u,+.~) ~log0,5(s,. S~u olog0,.,(s,, s,)u2" 

w 5. Die in w167 a ~ 4  angewandte Methode zur Darstellung der 
Integralsummen 2. und 3. Gattung (II) und ( I 1 ' ) d u r c h  die Integralsum- 
men ~. Gattung (I) und (I') in der Form (III) und (IlI') ist nict/t an die 
specielle Besehaffenheit der Formeln (9) gebunden, welche bedingt ist 
theils ~ (r. und 4. Formel (9)) dutch die besondere Wahl  der linearen 
Functionen im Zi~hler unter den Integralen (I), theils (5. und 6. Formel (9)) 
durch die Verlegung eines Verzweigungspunctes des hyperelliptischen Ge- 
bildes in's Unendliche. Dieselbe Methode kann vielmehr iiberhaupt zur Dar- 
stellun9 der Integralsummen 2. und 3. Gattung benutzt werden und giebt 
verm6ge ihres Ausgangspunctes zugleich eine an die Theorie der Thetacharak- 

Vgl. das Fehlen der einen Variablen im linearen Gliede der auf den Fall p = 2 
angewandten Eutwicklungen (3) bei WEtmtSTaASS, CaELLE's Journal, Bd. 47, S. 29I. 
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teristiken anschliessende Gruppirung der Integmlsummeu 2. und 3. Gattung 
mit Bezug auf die 6 Verzweoungspuucte des hyperelliptischen Gebildes. 

w 5. �9 die geometrische Anwendung der Formel (III) sei noch 
eine kurze Bemerkung angeschlossen. Um die Bogenli~nge der oben er- 
w~hnten Curven auf dem Ellipsoid 2 = ~0 zu bestimmen, mag man die 
Formel vorerst, durch Verbindung mit der Definitionsgleichung (6) der 
Grssse E,  in die Gestalt bringen: 

'F, N ]G M 

(IV) �9 ] - j -  - 

t~ !'.o 

�9 A , F - - E B ,  ~logO(n, u~) ~logO(u~, ~q) 
A1B ~ A,B~ Oiq ;~u.~ 

Diese Formel giebt nun~ wenn u 2 = A~ bleibt, u 1 aber von A~ an 
wachst, die Bogenli~nge derjenigen geodatischen Linie, welche der in (7.) 
definirte Punct (x, y, z) bei der gleichen Annahme fiber u~ und u, be- 
schreibt. Der Anfangspunct des gemessenen Bogenstlickes befindet sich in 
einem der 4 Schnittpuncte der zx-Ebene des Coordinatensystems mit 
der Krfimmungscurve #-----P0 und ist ein Beriihrungspunct der geoddtischen 
Linie mit der Kriimmungscurve. Die Formel giebt aber zugleich die 
Bogenlange der Kriimmungscurve /_ t -  It o yon demselben Anfangspuncte 
aus gerechnet, wenn ux, u :  von - -A~,  -A  2 an beide zusalnmen sich 
bewegen, dabei abel- immer der Bedingung O~i(ua, u:) ~ o geni~gen. 

[n demselben Sinne also, wie die Formeln (7), ]enachdem sich ui, u~ 
nach dem Gesetze 

(i 7) u: = const, oder (~2~( ' a1 ,  u 2 )  -=- o 

bewegen, die rechtwinkligen Coordinaten x.  y, z der Pancte der geoddtischen 
Linie oder der Kriimmungslinie darstellen, giebt die Formel (IV) die Bogen- 
h~nge entweder der einen oder anderen Curve. 

Sie stellt also auch die Bogenl~nge eines aus Stficken der Krtimmungs- 
curve und geod~tischen Linie zusammengesetzten Curvenzuges dar, der bei 
einer eontinuirlichen Bewegung des Werthepaares u~, u~ dutch die Formeln 
(7) in der Weise eonstruirt wird, dass etwa vom Puncte A,. ~ A  2 
aus zuerst das I. Gesetz (~7) befolgt wird bis zu einem Werthe u~ = q,  
der die Bedingung O~(c~. - - A ~ ) =  o erffillt, yon bier ab das 2. Gcsetz 



92 Otto Staude. 

(~7) eintritt und gilt bis etwa zu einem Werthepaare c'1, c~ [O.2~(c,, c.~)=o], 
alsdann mit u2~c~ wieder das i. Gesetz befolgt wird, 11. s .w .  Der so 
construirte Curvenzug auf dem Ellipsoid 2 ~-~ 20 ist allenthalben stetig ge- 
krt~mmt, indem ilberall, wo geodi~tische Linie und Kriimmungscurve 
ineinander ilbergehen, zwischeli beiden Ber~hrung stattfindet. 

Eine besondere Gruppe soleher Curvenzfige verdient hervorgehoben 
zu werden. Lasst man n'~mlich in (7) zuerst bei constantem u ~ -  A 2 
die Variable u~ yon ---A~ an wachsen bis zu dem fibernachsten Werthe, 
der mit u : - - - - - - A :  zusammen der Gleichung 02~(u~, u:)-~-o genfigt, und 
der, wie sich zeigen lasst, < ( ~  A~ ~ 4A~ ~ 4B~) ist, liisst yon hier ab 
aber u~, u 2 beide dieser Gleichung entsprechend sich weiter bewegen bis 
zu dem Werthepaare: - - A ~ - - 4 A ~  - - 4 B  1, - - A ~ - - 4 A : - - 4 B ~ :  so be- 
schreibt der Punct (x, y, z) einen geschlossenen Curvenzug, der zuerst als 
geodi~tische Linie von einem Beriihrungspuncte mit dem einen der beiden 
Zweige der Kri~mmungscurve / ~ / ~ 0  ausgehend, bis zum ni~ehsten Be- 
rahrungspunct mit dem namlichen Zweige sich fortsetzt, yon bier aus aber 
li~ngs dieses Zweiges selbst fortlaufend sich schliesst. Fiir die Bogenldnge 
dieses gesehlossenen Curvenzuges giebt die Formel (1V)mit  

u 1 - ~  - -  A 1 - -  4 A  t - -  4 B  1,  u ~  = - -  A :  - -  4 A ~  - -  4 B . ~  

den (positiven) Werth: L ~ - -  4 E - -  4F. Hierbei kommt es i:lbrigens auf 
den Anfangspunct der Construction des geschlossenen Zuges nicht an. 

Diese Bemerkung giebt die geometrische Bedeutung der doppelten S~tmme 
der beiden reellen Periodicitatsmoduln w 2E,  - -  2F des hyperelliptischen 
Integrals 2. Gattung, welche analog ist der Bedeutung des vierfachen 
ganzen elliptischen Integrals 2. Gattung als Ausdruckes fi;lr den Umfang 
der Ellipse. 

Breslau, im October I885. 


