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UBER HYPERELLIPTISCHE INTEGRALE
LWEITER UND DRITTER GATTUNG
VONb

OTTO STAUDE

in BRESLATU.

Auf die Darstellung der hyperelliptischen Integrale 2. und 3. Gat-
tung durch Thetafunctionen sind namentlich die von RiEmany begrin-
deten Methoden mehrfach® angewendet worden, wihrend die unmittelbare
Analogie des in Jacosr's spaterer Theorie der elliptischen Integrale be-
nutzten Verfahrens® bisher nicht verfolgt zu sein scheint. Indem die
vorliegende Mittheilung auf die Ausdehnbarkeit der Jacosrschen Methode
auf die hyperelliptischen Integrale 1. Ordnung hinweisen will, verbindet
sie damit die Absicht eine von Herrn WErIErsTRASS mitgetheilte Formel,?®
welche die Bogenlinge der geodatischen Linie auf dem Ellipsoid durch
hyperelliptische Functionen ausdriickt, auf einfache Weise abzuleiten.

§ 1. Um die geometrische Bedeutung der bezeichneten Formel in
ihrem vollen Umfange zu charakterisiren, bedarf es zuvdrderst einiger

' Vgl. unter anderen: Rocu, Uber die 3. Galtung der Abel'schen Integrale 1. Ord-
nung, CRELLE's Journal, Bd. 65, S. 42; Uber Abel'sche Integrale 3. Gatlung, cbd., Bd.
68, 8. 170. WeBER, Uber die Transcendenten 2. und 3. Gattung bei den hyperelliptischen
Functionen 1. Ordnung, ebd., Bd. 82, 8. 131. Trmomar, Uber Infegrale 2. Galtung, ebd.,
Bd. 93, 8. 69 und Bd. 94, S. 241I. 4

* Vgl. Jacosr, Gesammelte Werke, herausg. v. WELERSTRASS, Bd. 1, 8S. 526 ff;
533 f.

: Vel WeiERsTRAsSS, Uber geoditische Linien auf dem dreiaxigen Ellipsoid, Mo-
natsberichte der Berliner Akademie vom J. 1861, S. 995.
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Bemerkungen iiber die Darstellung der geoditischen Linien und der Kriim-
mungscurven auf dem Ellipsoid durch hyperelliptische Functionen.

Es werden unter z, y, # die gewohnlichen, unter 2, g, v die ellip-
tischen Coordinaten eines Punctes im Raume verstanden. Die letateren
sind in bekannter Weise, unter Annahme dreier Constanten «, j, r, de-
finirt und entsprechen mit Bezug auf diese den Ungleichungen

a>y>F>p>7>A>— 0.

Auf dem Lllipsoid A = 4, wird diejenige geodatische Linie betrachtet,
welche dessen Schnittlinie mit dem einschaligen Hyperboloid g = p,, eine
Krammungscurve auf dem Ellipsoid 4 = 4;, berthrt; 4, bedeutet einen
bestimmten Werth von 2, g, einen ebensolchen von . Die Differential-
gleichung der geodatischen Linie in elliptischen Coordinaten y und v lautet:

(U - Ao)du (1”‘ _ Zo)dﬂ _
(1) 2N w9

wobei N und M resp. die mit 2 =y und z = p gebildete Wurzelgrosse

Z = Ja— 20— 2)(p, — )7 — 2)(A, — 2)

bedeuten. Wahrend die Variablen p und » dieser Differentialgleichung
geniigen, stellen die Ausdriicke:

dSl _ (v — Ay —p,)dy (=20 — p,)du

2N 2M

und

aS. — \/(r/. — w)(f— oMy — )| (v — A )y — p)dy L (p— A (g — p)dp
L (1, — @)4, — @) (v —w)2N (p— wy2M

das Bogenelement der geoditischen Linie dar,’ und zwar resp. in ge-
wohnlicher und in projectivischer auf das Ellipsoid A = w als Fundamen-
talfliche bezogener Maassbes’ti’mmung. Dieselben Formeln gelten fur das
Bogenelement der Krummungscurve p = g,. Man mag — o0 < 0 < 2,
annehmen, um fir 48, einen reellen Werth zu erhalten.

" Vgl. Mathematische Annalen, Bd. 20, S. 158.
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An Stelle der elliptischen Coordinaten g, v sollen pun die Integral-

summen:
M v, N P M

f v ——-,a ydv. (g -—p)dp 0 — (v — A,)dy . (g — A,)dp
- ] T2 L 2N . 2M
I s

7

als neue Coordmaten zur Bestimmung der Puncte des Ellipsoides A=2,
eingefithrt werden. Mit Ricksicht auf (1) lautet dann die Differential-
gleichung der geoditischen Linie:

(2) du, = o.

Die Variablen u , u, werden jetzt als Argumente hyperelliptischer Funec-
tionen genommen. Man gehe zu dem Ende von der bekannten Definition
d(v,, v,) zweier Variablen v, v, und dreier Parameter a ., @, a,, aus
und unterscheide die 16 coordinirten Formen der Function nach Weigg-
strass durch die Zweiindices-bezeichnung.' Die Variablen v, », und
die Parameter a,, a,,, a,, sollen dann von w,, w, und den auf reellem
Wege mit den positiven Werthen der reellen Quadratwurzeln ¢7* und
Jy— Z* berechneten Constanten: ‘

o a ¥ '
A — (z — 11, \{lz B — /’(z—ﬁi)_dz, C (2 —p&c_if}
Y 2yE ! , ENVA v 2\— Z*
7 B
I o
(3) i — /xz_:,mdz B o— /(z—xo@ f<z~x>dz
A, = = 5 9 ™ == ’ at
. 22 . z 2y—1Z
7 A

- __fz—)u)dz _[(z—~/)dz
- 2y— 70 - 2y— 2’

in folgender Weise abhingen:

» w,B, —u,B, =i A, — Ayu om
4) V= 4B —4B 2’ 4B <AB 2
_ _GB,—0CB _  __ AD—AD,
) l“’ll* AB,—4B " 0= " 4B 4B
S Y ¥ % SRS Ny
= T Ty B 4B " T T AB,— 4,B,°

' Vgl. Mathematische Annalen, Bd. 24, 8. 284.
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Als Functionen von u,, u, seien die Functionen #(v,, v,) mit 6(u,, u,)
bezeichnet. Es sei iiberdies mit ebenfalls positiven Werthen von /Z::

o {L?(z ANz — )da (z 1) dz )
(6) b= J 27 / 2\/52

Alsdann geben die Formeln: '

_\//~A(a 0)0(:1'u)
==V sy s
) Y — (18 _ ) lg—//0> 035(1(1, ""’g)’
(7 \/}?—20 (awﬂ)(ﬂ—;') O(u,, u,)

¢ N \4/1(7— xo)(/'eo ——; 951("‘1) /u'g)

Vi — 4, (@~—7B—7) O, u,)

bei gleichzeitiger unabhingiger Verdnderlichkeit der beiden Variablen w,, u,
im reellen Grossengebiet die Coordinaten x, y, z der Puncte der zwischen
den beiden Zweigen der Kriimmungscurve g = p, gelegenen Zone des El-
lipsoides A = 2,; und zwar erhilt man, wahrend u,, wu, ein vollstandiges
System modulis (44,, 44,; 4B,, 4B,) incongruenter Werthepaare durch-
liuft, jeden Punct der Zone zweimal. Lasst man dagegen, von einem
der beiden einem Puncte der Zone auf solche Weise zugehodrigen reellen
Werthepaure «,, %, ausgehend, fernerhin w, unverdndert, u, aber bestindig
wachsen oder bestindig abnehmen, so beschreibt der Punct (z, ¥, 7) eine
der beiden durch seine Ausgangslage hindurchgehenden geoddtischen Linien
rach der cinen oder anderen ihrer beiden Richtungen. Setzt man z B.
u, = 0 oder u, = — 24, und lisst beziehungsweise », von u, = o oder
u, = — 24, an bestindig wachsen oder abnehmen, so erhilt man die 2
geodatischen Curvenziige, welche sich im Puncte 2 =\/z—,, y=0, 2=0

! Meine Indicesbezeichnung der Function 6(u,, u,) geht in die WEIERSTRASS sche
iber, wenn man iberall die Zahl 5 weglisst und 6, statt 6 schreibt, also

05 02 4 904 00 2 Qs 01 91 3 90 1 00 3 QO 91 2 628 02 91 4 93 4 @4
staty :
9 @24 004 002 035 951 01 3 @01 903 005 011 923 025 041 043 045
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kreuzen. Setzt man hinwiederum u, = — 4, und lisst #, von 4, = — 4,
wachsen und abnehmen, so bebchrelbt der Punct (z,y, 2) den geoditischen
Curvenzug, welcher in einem der Puncte 4 = p,, v = f die Kritmmungs-
curve g ==y, bertihrt.

Lasst man endlich w,, w, der Gleichung 6, (u,, u,) = o entsprechend
variiren, etwa von dem Werthepaare — 4,, — 4, an, so beschreibt der
Punct (», y, 2) die Krimmungscurve n = p, selbst.

Die Formeln (7) geben also einerseits die Fliche der zwischen den
beiden Zweigen der Krimmungscurve p = p, gelegenen Zone des Ellipsoides
A= A,, andererseits diese Kriimmungscurve und ihre geoddtischen Tangenten
durch die Parameter u,, u, dargestellt.

§ 2. Um auch die Bogenlingen S, und S, der betrachteten Curven
auf dem Ellipsoid durch die Parameter w,, u, ausgedriickt zu erhalten,
wird man zuerst die allgemeinere Aufgabe losen:

Die Integralsummen 2. und 3. Gattung:

N M

[ = Ay p)dy (p— A Xp — po)
() S, -, 2N o 2 M

M

” v Sle—o) f—o r—o) l v-——l)J—lu Ydy (p— A Mpr—p1,) dp
ir)y 8, = \/ (p,— )4, — o) / (v—w)2N / (p—w)2M

durch die Integralsummen 1. Gattung u,, w,, bei unbeschrdnkter Verdnder-
lichkeit der gemeinsamen oberen Gremzen v, N und p, M innerhalb des hy-
perelliptischen Gebildes, darzustellen. _

Dabei wird man in S, zugleich an Stelle von o zwei neue Para-
meter s, s, einfithren, welche definirt sind durch die Gleichungen:

w, 2

, (Z — zo)d) (A —4,)dA .
(I) § = v 2//1 ) S, = Y 013<81’ 82) = 03

—

unter A und & sind die mit 2= 21 und 2z = w gebildeten Werthe der
Quadratwurzel Z zu verstehen.
Vermoge der in (I) und (I') angenommenen Beziehung zwischen den

Variablen v, p4 und w,, u, einerseits, w und s,, s, andererseits bestehen
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die folgenden Relationen, welche als unmittelbare Ausflisse der Umkehrung
der hyperelliptischen Integralsummen 1. Gattung zu betrachten sind:’

V=) (pty— )= t/(a—/xo WG —p g — 7 11, _105 0_@(_7(%1))
/ ) N > 6.,
V(V*—)‘“)(lll‘——)‘u) = \/(a—/‘o)(ﬂ_ '10)(7‘—)‘0 )(/uo ——20) 952’51», ’UT

0 —p) (=) e — 1) O3, 8,)

8 = \
( ) v “ M4 24(’511 z)
/l _w)\/““ o) ﬁ ZX/ 1) 045(3 ,
/‘to—xo ao&sn '2) :
\/(”-"(UX/B*(”)(?”_(U)*”_\7(’4—20)(}?'—)‘0) r—4) 6,,0,,0,,(5,,5)0,,(%, 2)
(/10~(u)(20~(0> o /lo—)‘o 011@439 (”n 1)045(“'175)

Bezeichnen ferner 6, 6, ¢® die Werthe der Function 6(u,, «,) und
ihrer partiellen Ableitungen nach w, und w, fur v, =o, u, = o0, so ist:*

2
Q,(U = O, 9;(\}) o \7((/”— zo)(ﬂ—zo)(r—)‘o)
Bss 0, o — 4 ’
0(’) _ " g
(9) \/(a o) ’—_) (1»_,2, 7 — o,
45
0"2) 6,.6,,0,, 6y + (-1;12 -
oy 0, 9239 ) % 6,,

Mit Benutzung dieser Formeln driicken sich die Differentiale dS, und dsS,
der Integralsummen 2. und 3. Gattung S, und S, in folgender Weise aus:

v (U —_ ’]‘c)(y - fl(J)dV (// - /.‘0)(/}‘ - //‘o)dij'
(10) as, = N — i
;(01)20:0(“17 Uy) 6,57 6, Sy, Uy) l

: 05,0°(n,, ) dwl_}_ 65, 0% (1, , Uy

(10) dS,— (a— o) f— o)y —o)|v =) —p)dv  (n—4)p-—p)dp
2 (py — @4, — @) (v—w)2N (f—w)zM
40(817 52) Qoo(un ’“2) du + 14(311 32) Gzo(’wn 2)
0101 0,50:.(3,, 8:)0,(51, 8) 635(s;, 5)0 N 61i(s., 8)0°(uy, '“2)
o 0:0:50,(515 5)04(51, ) [+ B2y 82)O5(ur, M) 0581, 85) 05,(1y, )
Ois(31+ %) 92(“17 ) x50, 82) 07 (1, us)

' Vgl. Mathematische Annalen, Bd. 25, S. 416.
® Vgl. Mathematische Annalen, Bd. 24, S. 290.
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§ 3. Diese Ausdriicke in den u,, u, und s, s, konnen aber als voll-
standige Ditferentiale dargestellt werden vermittels des fur die Thetafunc-
tionen geltenden Additionstheorems:

Ou + v)8(u + w)6,,(v + w) = O(u)8,,(v)0,,(w)O(u + v 4 w)
— 0,,(1)8,,(v)8,, ()6, + v + 1) — 6,,(1)8,4(0) B,(0) 0, (1 + v + w)
- 902(")913(/'))913(10)902(” + v+ w)’

in welchem allgemein die einfachen Symbole #; v; u. s. w. die Argu-
mentepaare w,, ,; v,, v,; u. 8. w. vertreten und unter w,, u,; v,, 0,5 w,, W,
3 Paare unabhingiger Verinderlicher verstanden werden. Wenn man
dieses Additionstheorem partiell nach w, (b = 1, 2) differentiirt, hiernach
w, = 0, w, = 0 setzt und schliesslich durch 6, 6(«)6,,(v)6(u + v) divi-
dirt, so folgt:

&0y + v) . Q'(”)(u) "’”(u)
(1 I) 6(n + v) 6(n) B(v)

 BP()B.(0)Buutv) | B B()Ou(v) Bs (utv) | BB 1) 1(v) B+ v)
 0,6(u)0,(v)O(u+v) O:0(u)0,(v)O(u+v) 0,0(1)0,(v)B(u+v) ’

wo mit #®(u), u. 8. w., der 1. partielle Differentialquotient von 6(x,, u,)
nach wu,, u. s. w., bezeichnet ist. Durch particlle Ableitung dieser Formel
nach v, (i =1, 2) und nachfolgende Nullsetzung von v, und v, crhalt man:

| O 69 8(n)
6, BnO(u) G0 (n) T 6n6w)

° (9/‘”’(7&) 0" 0 0065(u) | 05760 0(n)
du, \ O(u) >

wo 6" der Werth des 2. partiellen Differentialquotienten von 6, (u,, u,)
nach w, und w, fur », =—o, u, =0 ist.

Multiplicirt man die 4 mit », i=1, 1; 1, 25 2, 1; 2, 2 hieraus ent-
stechenden Formeln der Reihe nach mit dw,, du,, du,, du, und addirt
unter gleichzeitiger Beriicksichtigung der Gleichungen (9), so ergiebt sich:

6 (u) <(.-7"‘2)(u) QU0 @y G0 4 gl
d( 9<u>> A e > o du, — 2,
0”83 u) o) g,

onen) M T e
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und damit nach (10):

(12) dSl — d<0/m(uh '“2)) 1 d<@’(2)(ul, 1,2)>

g(,u’l Y u'l) g(ul ) /u"?.) /
B4+ O O e
045 1 @45 2

Lasst man endlich w,, w,, von dem Werthepaare o, o an, eine continuir-
liche Reihe von Werthepaaren durchlaufen, so ist durch die Gleichungen
(I) im Allgemeinen eine entsprechende Reihe von Stellenpaaren v, Nj p, M
im hyperelliptischen Gebilde gegeben; und die lings dieser zusammen-
gehorigen Werthreihen u,, %, und v, N; p#, M vollzogene Integration der
Differentialgleichung (12) giebt:

v, N n M
y [ =24 — )y (pr— At — pr) dp
(13) 8§ = [ 2N - 2M
A v
_ ologBlu,. w) | dloghlu, w) OV + 6L 6+ 67
o u, du, o 0,, 1 0,, 2

Statt der Nullwerthe der 2. Ableitungen der Function 6,,(x,, «,) konnen
hier die Constanten (6) eingefithrt werden. s entsprechen namlich den
Werthepaaren 4,, 4, und B,, B, von u,, u, die Werthepaare E und F
yon S ; die Substitution dieser zusammengehorigen Werthepaare in die

Gleichung (13) giebt die Relationen:

O + gy O + gy

[ — = s Al 65 A?
(14) G ey gD 1 gre
G5 + 65 WP+ e

I — = 945_ Bl + "By B2~

Mit Benutzung dieser Formeln kann man die Gleichung (13) auch schreiben:

v, ¥ n, M

\ =)y —p)dy (e — A -— pg) dype
(I S = / N f 20l

I v

__ EB,—A,F AF — EB, alog@(n,, u,) , ologBlu,, u,)
— 4B —4B“ TaB—an“ 1T R '

1 2
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In den Variablen v, v, geschrieben, wird,

1?

Sl 2E + Y + +Blogaz;vl, vg).

l 2

dlog a?(v“ v,)

Um diese Gleichung in die von Herrn WEIERSTRASS a. a. O. erhaltene
Form zu setzen, hat man A, in o, «
v

., ., . .
, inw —pou, w, in o, v, In 7iv,

, in 7w’ umzuwandeln; man erhalt dann:

2 log d(v, v)

ou’

(15) S—°E11+2F +

§ 4 Um in entsprechender Weise die Formel (10’) zu behandeln,
geht man wieder von der Gleichung (11) aus, setzt darin einmal v = s
und einmal v = — s und subtrahirt die entstehenden Gleichungen; man
findet mit Riicksicht auf die Relation 6, ,(s) = o:

P 6®(uts) 16Pu—s) OP(s) 165 6,n)B,s) <925(u +8)  Ou(u—s)
(I 6) 2 Buts) 2 O(u —s) Bs(s) 2 6,,6(u) O.:(5) \ O(rn+%) H(u—s) )

I 93)’&) 950(”) 940(3) 950(" +s) 65.0("'4’ —8)
2 0,,0(1)0,(s) < O(u+s) O(u—s) ) )

Es ist aber bei beliebigem w,, u, und s, s,:

6,;6,,6, (£)8,(s) 6y, (u) 0,:6,,6(s) 6, (9) B0, (1) 0,,(u)
1 [ 6(u+ s) 6,(u —s) i 601645 6,5(8) B45(5) B() - 60, 6,,0,5(5)6,5(5)B(u) B(u)
2 ( Ou + ) —Q(”—'s) > - Hio(s) B%(u) B3, (8) O(n) G35 (5) 05, (2)
63,(s) O%u) 05 (s) 0*(u) 61, (s) & (u)

0,504;0,,(5) 8,,(8) O, () 0,,0,50,5(5) 0,,(8) B, (w) B, (u)
1 /0(u+s) O (u—8)\  60,,0,0,,(3)0,5(5)O(u) 031 0,450,5(8) 8, (5) O(n) B(u)
2 < Q(u + ) 9(“‘ ”“'s) ) - 4 Qio(s) Bo(u) H3.(s) G5,(w) + 61 (s) B(u) ;
B (s) G(u) 6i:(s) O*(u) = Oi(s) 6%(u)

’

1+

mit 8,,(s)=o fillt in Zahler und Nenner der rechten Seiten je ein
Glied fort. Die entstehenden Ausdriicke substituire man in (16). Nimmt
man dann h— 1, 2, multiplicirt mit du,, du, und addirt, so findet man:

6(u + S) 2 log8,(s) dlt L d log' 945@ du
B(u—s3) os, ! 8 ?
6, 9;(0‘) ROLNQ) . Bin(s) @:o(u)du Ay 001 2 (Q) QLA du
o 6,50, (3) 6165, 6, (S) 0..(s) 63, (%) 92(“) R 6 6, 940 ( “) 6,, (s) 04,0 (s) 02(’”)
R (9) 1+ B (3) 05 () 6;.(s) H25(u)
635 (5) 0 (u) G (s) 8% (u)

Acta mathematica. 8. TImprimé le 10 Mars 1886, 12
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Bei beliebigem s,, s, besteht nun die Relation:

0941 043(3)9]3(8) + (9 8 8.1(8) ‘24(8) = 903925 901(3>640<8),

die sich mit 6,,(s)—o0 um ein Glied reducirt und mit Riicksicht anf
die vorletate Formel (g) gesghrleben werden kann: .

901 9’“)921(9}824(3) = 821 9'(2)901(3)940(8)‘
Hiernach wird:

dlow O(u + )  2log8.(s) du, aloga B.(8) du,

I
2 ° G — s) s,

3(5) 85 () u, 03:(s) 933(") du,
o L 0,;6,,(s) B5(s) @:,(5)6" 5 (8) 6%( u) 6(s) 6’ (u)
o 6,,0,,0,,(8)0,(s) I+ H:s) 0 o(“) 8;4(s)655(u)
0:(%) 6*(w) 0ii(s) 6*(u)

2

und nach (10):

)
(12) a8, —Ldlog Mt rutet v) 2lozfulnlg, Slogblult)yg,

) . 1 ’
O(u, — s, 1, — 02) 95, s,

Die Integration giebt wie oben:

N n, M
(IIT) \/(a—~(o\,@—-¢u) —(u)’ (=4 —p)dv (pr— A pr—p1,) dpe
75 —w)(l —w) (v—w)2N (p—w)2M
7
. IlO O(u, + s, u,+s,) alog945(s,, sg)u __9log8, (s, S’)u
T2 2 0(u,—s,, u,—8,) s, -1 s, KN

§ 5. Die in §§ 2—4 angewandte Methode zur Darstellung der
Integralsummen 2. und 3. Gattung (II) und (II) \dureh,die‘lntegralsum-
men 1. Gattung (I) und (I') in der Form (III) und (III) ist nicht an die
specielle Beschaffenheit der Formeln (9) gebunden, welche bedingt ist
theils' (1. und 4. Formel (9)) durch die besondere Wahl der linearen
Functionen im Zahler unter den Integralen (I), theils (5. und 6. Formel (9))
durch die Verlegung eines Verzweigungspunctes des hyperelliptischen Ge-
bildes in’s Unendliche. Dieselbe Methode kann vielmehr tiberhaupt zur Dar-
stellung der Integralsummen 2. und 3. Gattung benutzt werden und giebt
vermige ihres Ausgangspunctes zugleich eine an die Theorie der Thetacharak-

' Vgl. das Fehlen der einen Variablen im linearen Gliede der auf den Fall p = 2
angewandten Entwicklungen (3) bei Weierstrass, CreLLE's Journal, Bd. 47, 8. 291,
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teristiken anschliessende Gruppirung der Integralsummen 2. und 3. Gattung
mit Beaug auf die 6 Verzweigungspuncte des hyperelliptischen Gebildes.

§ 6. -Uber die geometrische Anwendung der Formel (III) sei noch
eine kurze Bemerkung angeschlossen. Um die Bogenlinge der oben er-
wihnten Curven auf dem Ellipsoid. A = 4, zu bestimmen, mag man die
Formel vorerst, durch Verbindung mit der Definitionsgleichung (6) der
Grosse E, in die Gestalt bringen:

v, N n, M
() (v Ao)iul_v_ﬁg_)ﬂ_ (¢ Ao)ilz/l ) dp

.
g Ho

__ EB,—-A)F . A F—~EB, 7 olog &(m,, u,) , dlogO(u,, u,)
=3B-AB " +4,)+ A4,.B,—A4,B, (wy +4,)+ A VA
Diese Formel giebt nun, wenn w, = — A4, bleibt, », aber von — 4, an

wichst, die Bogenlinge derjenigen geoddtischen Linie, welche der in (7)
definirte Punct (z, y, 2) bei der gleichen Annahme tber u, und w, be-
schreibt. Der Anfangspunct des gemessenen Bogenstiickes befindet sich in
einem der 4 Schnittpuncte der "zz-Ebene des Coordinatensystems mit
der Kriimmungscurve g = p, und ist ein Berihrungspunct der geoddtischen
Linie mit der Kriammungscurve. Die Formel giebt aber zugleich die
Bogenliange der Krimmungscurve p = p, von demselben Anfangspuncte
aus gerechnet, wenn #, u," von — A4, — A4, an beide zusammen sich
bewegen, dabei aber immer der Bedingung 6,;(«,, u,) = o geniigen.

In demselben Sinne also, wie die Formeln (7), jenachdem sich u,, u,
nach dem Gesetze

(17) u, = const. oder 8,,(u;, u,) =0

bewegen, die rechtwinkligen Coordinaten x, y, z der Puncte der | geoddtischen
Linie oder der Krimmungslinie darstellen, giebt die Formel (IV) die Bogen-
linge entweder der einen oder anderen Curve.

Sie stellt also auch die Bogenlinge eines aus Stiicken der Krammungs-
curve und geoditischen Linie susammengesetzten Curvenzuges dar, der bei
einer continuirlichen Bewegung des Werthepaares w,, u, durch die Formeln
(7) in der Weise construirt wird, dass etwa vom Puncte — 4,, — 4,
aus zuerst das 1. Gesetz (17) befolgt wird bis zu einem Werthe u, = c,,
der die Bedingung 6,,(c,, — 4,) = o erfullt, von hier ab das 2. Gesetz
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(17) eintritt und gilt bis etwa zu einem Werthepaare ¢, ¢; [6y(c;, i) =0},
alsdann mit u, — ¢, wieder das 1. Gesetz befolgt wird, u. s. w. Der so
construirte Curvenzug auf dem Ellipsoid A= 1, ist allenthalben stetig ge-
kriimmt, indem tberall, wo geoditische Linie und Kritmmungscurve
ineinander itbergehen, zwischen beiden Bertihrung stattfindet.

Eine besondere Gruppe solcher Curvenziige verdient hervorgehoben

zu werden. Lisst man namlich in () zuerst bei constantem u, = — 4,
die Variable #, von -— 4, an wachsen bis zu dem ubernichsten Werthe,
der mit w, — — A, zusammen der Gleichung 6,,(u,, u,) =0 geniigt, und

der, wie sich zeigen lasst, < (— 4, — 44, — 4B,) ist, lasst von hier ab
aber u,, u, beide dieser Gleichung entsprechend sich weiter bewegen bis
zu dem Werthepaare: — 4, — 44, — 4B,, — 4, — 44, — 4B,: so be-
schreibt der Punct (x, y, 2) einen geschlossenen Curvenzug, der zuerst als
geodatische Linie von einem Beriithrungspuncte mit dem einen der beiden
Zweige der Kriimmungscurve ;= p  ausgehend, bis zum nachsten Be-
rihrungspunct mit dem namlichen Zweige sich fortsetzt, von hier aus aber
langs dieses Zweiges selbst fortlaufend sich schliesst. Fir die Bogenldnge
dieses geschlossenen Curvenzuges giebt die Formel (1V) mit

M1=——A1—4A1'——4B1, 742:'_‘42—4‘42_432

den (positiven) Werth: L = — 4E — 4F. Hierbei kommt es tibrigens auf
den Anfangspunct der Construction des geschlossenen Zuges nicht an.

Diese Bemerkung giebt die geometrische Bedeutung der doppelten Summe
der beiden reellen Periodicititsmoduln — 2E, — 2F des hyperelliptischen
Integrals 2. Gattung, welche analog ist der Bedeutung des vierfachen
ganzen elliptischen Integrals 2. Gattung als Ausdruckes fiir den Umfang
der Ellipse.

Breslau, im October 1883,




