249

SUR LES FONCTIONS ABELIENNES CONSIDEREES COMME FONCTIONS
ALGEBRIQUES DE FONCTIONS D’UNE VARIABLE

PAR

P. APPELL.
4 PARIS.

Nous nous proposons d’appeler bri¢vement I'attention sur un intéressant
probléme qui réunit, dans un méme souvenir, les noms d’ABEL et de Ja-
coBl, d’HERMITE et de WEIERSTRASS.

Dans une lettre & HermiTE (Journal de mathématiques, t. 8),
Jacosr démontre que les fonctions de deux variables qui résultent de l'in-
version des intégrales ultraelliptiques sont des fonctions algébriques de fonc-
tions d'ume wvariable. Nous avons dans une Note insérée aux Comptes
Rendus de I’Académie des Sciences de Paris (t. 103, p. 1246, 2°™°
semestre 1886) indiqué d'une fagon générale le mécanisme pas lequel se
manifeste, dans ce mode d’expression, la quadruple périodicité des fonctions
méromorphes de deux variables a quatre paires de périodes. Nous allons
revenir sur cette question en en donnant des exemples élémentaires.

D'aprés WEIErRsTRASS (Journal de Crelle, t. 89, p. 1) toute fone-
tion méromorphe de deux variables u et v & quatre paires de périodes
peut s’exprimer rationnellement & l'aide de trois fonctions particuliéres

(M) X = f,(u,v), Y =fu,v), Z = f,(u,v)
liées par une équation algébrique irreductible
FX,Y,Z)y=o0

représentant une certaine surface &S lieu des points M de coordonnées
Acta mathematica. 26. Imprimé le 3 juillet 1902, 32
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X,Y,Z. 1 suffit donc de voir comment la quadruple périodicité se
manifeste pour ces trois fonctions au point de vue qui nous occupe.

Considérons, en particulier, sur la surface S, les deux suites de points
m et m’ obtenus en faisant successivement v = o, ¥ = O:

(m) x = f,(, 0), y = f,(u,0), z = f,(, 0),
(m) ¥ =f0,v, y=r0,v, Z=F£f0,)
Quand » varie le point m décrit sur § une courbe C; de méme quand

v varie le point m’ décrit sur &S une courbe C'.
D’aprés le théoreme d’'addition la fonction

X=Ff(u+ 0,0+ )
est une fonction rationnelle de z,y, 2, 2, ¥, #/; de méme pour ¥ et Z:
X= Rl(x’y’ Z; x,) y,’ Z’)’
(1) Y=R/(x,y,z;a",y, 7),
Z=Rw,y,2;2,9,7),
R, , R,, R, étant trois fonctions rationnelles.
Soit maintenant (a, f) un groupe de périodes. D’aprés le théoréme
d’addition chaque fonction
fi(u + «, 0)
est une fonction rationnelle de f,(», o), f,(«, o), f,(«, 0), et chaque fonction

fi(o, v+ f)

est une fonction rationnelle de f,(0, v), f,(0, v), f,(0,»). Donc par l'effet
de 'addition de a & u le point m(x,y,7) de C est remplacé par un point
m,(z,,9,,2) de C dont les coordonnées sont fonctions rationnelles des
z,Y, 4

o =g, y, )

(m'l) ?/1 = 507(56 Y, Z))

& = 563(11’/',:1/, Z).
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De méme par effet de 'addition de B & v, le point m'(z’, y', #) de C,
est remplacé par un point m}(z],y,,2) de C’ dont les coordonnées sont
fonctions rationnelles de ', y', 2"

xi = (,[)](x') y’) z')’
(m3) yi= ¢y, 2),

Z{ = ¢3-(.'E’, ?/', z,)'
Ainsi a chaque couple de périodes correspond une substitution rationmelle
faite sur chacun des points m et m’. Mais comme le point M(X, Y, Z)
ne change pas quand on ajoute simultanément les deux périodes a u et v,

les deux substitutions rationnelles (m,) et (m]) doivent laisser invariables
les fonctions rationnelles (1).

Rendons-nous compte de ce fait par des exemples élémentaires de fone-
tions dégénérées.
Premier exemple. Soit
X —_ eu+v’
Y — emu-\—w"v,
Z —_— enj"u-}-wb,
© étant une racine cubique imaginaire de l'unité. Le point X, ¥, Z

décrit la surface '
X YZ = 1.

Les fonctions exponentielles admettent les deux couples de périodes (a, f)(a’, £)
définis pas
at p= 27,
wa + 0’ = — 27,
o’s + wf= o,
et
al + ﬂ' — 27‘-2',
wa' + 0’f = o,

o’d + of = —2m.
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On a actuellement

X == za, Y = yy, Z = 27,
Si on ajoute a & w et f & v, ©,y, z subissent les substitutions

x, = x€*, ¥, = ye**, 2, = 2%,

xi = $’eﬁ, y; = y'em’ﬁ, ‘Z; = zlewﬁ”
et les nouvelles valeurs de X, ¥, Z sont égales aux anciennes, car
’ 4 r ’ r ’
1z, = 2%, hth =Y, 2,2, = 2z.

Deuzxiéme exemple. Prenons maintenant des fonctions a trois périodes
comme celles qui ont 6té considérées par ROSENHAIN, mais en considérant
pour abréger le cas le plus simple possible

Hv—a) H(+ s)
Hv—a—3s) Ha) '’
_ u Hw—1b) Hb+ 9
Y=¢yo—3=5 H0o) '

Hwv-—¢)  H(e + s)
Hy —c—3s) H(c)

X=¢e"

7 = ¢

a,b,c,s désignant des constantes. Ces fonctions admettent les trois
couples de périodes
(27i, 0), (0, 2K), (a, 2iK’)

ol la quantité a est définie par la relation
a -+ %s = o‘.

Les quotients % et = étant des fonctions elliptiques de ¢, la surface lien

3
du point (X, ¥, Z) cet un cone.
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Les points m et m' ont pour coordonnées

(/m) T =€, y =€, z = ¢,
, , . Hwv—a) Ha+5)

(m") 7 = o—a—7 Ha)

et on a

X = xx',‘ Y=yy, Z =z

L’addition des deux premiers groupes de périodes laisse les points m et m’
maltérés. L’addition du troisidme groupe multiplie respectivement z,y, z
et o', y', & pas des facteurs inverses.

Il serait aisé de faire des vérifications analogues pour les fonctions
mémes considérées par ROSENHAIN; mais il y aurait surtout intérét a prendre
cette question par la voie algébrique et & chercher les groupes de substi-
tutions possédant les propriétés précédentes.



