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UBER DIE INTEGRATION
DER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG

IN WELCHEN DIE UNABHANGIGE VERANDERLICHE NICHT VORKOMMT

VON

WALTHER RASCHKE.'®

In dem Journal de I’Ecole polytechnique (36° cahier) haben
die Herren Brror und Bouquer folgendes Theorem aufgestellt:
Wenn eine algebraische, irreductible Differentialgleichung zwischen

w und Zli;’ welche die Verinderliche z nicht explicite enthalt, ein ein-

deutiges Integral besitzt, so miissen folgende nothwendigen und hinreichen-
den Bedingungen erfullt sein:

1. Die Gleichung muss die Form haben:

\m—2

<%>m+ fl(u)<g§>m_l+ f;(”)(%) 4+ oo+ fu(u) = o,

wenn f,(u), f,(u),... ganze, rationale Functionen in u« bedeuten, von

! Das Original der hier reproduecirten Arbeit wurde im December 1837 von Herrn
TFucns der Redaction zum Abdruck tibergeben. In Folge verschiedener Umstinde, welche
hauptsichlich mit der von Konig OscAr IT ausgeschriebenen Preisbewerbung in Verbindung
stehen, ist es uns doch erst jetzt miglich geworden, fiir dieselbe Platz zu bereiten. Wir
geben unten einige Worte wieder, weleche Herr Fucus der Abhandlung beizufiigen die GHite
hatte. Der Hauptredactour.

Die vorliegende Arbeit ist der Inhalt einer Dissertation, auf Grund deren der Ver-
fasser im Jahre 1883 von der philosophischen Facultit der Universitit Heidelberg zum
Doctor philosophiae promovirt worden ist. Leider wurde der talentvolle junge Mann im
darauf folgenden Jahre in seiner Vaterstadt Danzig das Opfer eines Ungliicksfalles. Die
Arbeit enthilt Gesichtspunkte, welche sowohl fiir die vorliegende Frage, als auch fir an-
dere welche tber dieselbe hinausgehen, bemerkenswerth sind. Dieser Unistand wird, wie
ich hoffe, in geniigender Weise den Abdruck an dieser Stelle rechtfertigen. Fucns,

Acta mathematica. 14, Imprimé le 7 décembre 1889,
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denen f,(u) hochstens vom 2% Grade, f,(«) hochstens vom g4%* Grade
u. s. w., schliesslich £, (%) hochstens vom 2m** Grade ist.

d . . .
2. Wenn Zlg far den endlichen Werth % = w, nicht verschwindet,
so muss es sich nach ganzen Potenzen von (u — u,) entwickeln lassen.
3. Verschwindet aber Z—:—’ fir den endlichen Werth u = u,, so muss

in jeder Entwicklung von ;L: nach (x—u,) der Exponent der niedrigsten
Potenz von (u-—u,) entweder gleich oder grosser als 1 sein, oder die Form
haben 1 —%, wenn p eine ganze, positive Zahl bedeutet.

4. Schliesslich muss die Differentialgleichung, welche man erhalt,
wenn in obige Gleichung u =% gesetzt wird, fir w = o dieselben Be-

dingungen erfiillen.

Herr Fucns hat mich darauf aufmerksam gemacht, dass es von In-
teresse sein wiirde, im Anschluss an ein Verfahren, welches Herr HEr-
MITE in seinen Vorlesungen an der Ecole polytechnique 1874—75 an
einzelnen Beispielen erliutert hat, eine algebraische Gleichung zwischen u
und v zu Grunde zu legen, deren Verinderliche sich mit Hulfe eines
Parameters z und einer Quadratwurzel aus einer ganzen Function in 2
von hdchstens dem 4'® Grade ausdriicken lassen, und die Bedingungen
dafir aufzustellen, dass diese Gleichung ein eindeutiges Integral hat, so-

du . . . . .
bald v = —= gesetzt wird, wie er es in einem Briefe an HermrTE (Comp-

tes rendus 1881, p. 1065) fur den besonderen Fall der binomischen
Gleichungen ausgefiihrt hat.

In der That ist es mir gelungen auf diesem Wege die Formen der
Differentialgleichungen in Ubereinstimmung mit den Resultaten von Brior
und BouqQuer abzuleiten (Abschnitt III dieser Arbeit).

Alle algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung, welche die
unabhingige Variable nicht explicite enthalten, gehdren in die Classe der-
jenigen algebraischen Gleichungen zwischen « und », in welchen sich
und v als eindeutige Functionen eines Parameters z ausdriicken lassen

. . . du . . ..
und # eine algebraische Function von o ist. Von dieser Classe ist im

Abschnitt I gezeigt, dass jede Veranderliche, als algebraische Function
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der andern betrachtet, nur eine gewisse Anzahl von Verzweigungspunkten
besitzen darf, so dass die algebraische Gleichung zwischen % und v ein
Geschlecht hat, welches kleiner als zwei ist. Mit Hulfe des bekannten
Satzes, dass in jeder Gleichung, deren Geschlecht kleiner als zwei ist, sich
die Veranderlichen mit Hiulfe eines Parameters # unter Adjunction einer
Quadratwurzel, deren Radicand hochstens vom 4%*® Grade in z ist, ratio-
nal ausdriicken lassen, ergiebt sich, dass die Formen, welche in III auf-
gestellt sind, simmtliche Formen unserer Differentialgleichung umfassen,
die ein eindeutiges Integral besitzen. Fur den eben erwahnten Satz ist
im Abschnitt Il ein analytischer Beweis gegeben, welcher auch fir solche
algebraische Gleichungen bestehen bleibt, deren Verinderliche mehrfache
Verzweigungspunkte besitzen.

Es sei

(r) flu, U)=o0
du

eine algebraische irreductible Gleichung zwischen » und U. Wenn U=EZ

gesetzt wird, so stellt dieselbe eine Differentialgleichung erster Ordnung
dar, in welcher die Variable z explicite nicht vorkommt. Es wird an-
genommen, dass (1) ein Integral w besitzt, welches fur endliche Werthe
von z eindeutig ist.

Nach der Theorie der algebraischen Gleichungen lasst sich U fur
irgend einen endlichen Werth = a nach ¥ — a in folgender Form ent-

wickeln:
k+h k+4h+1

(2) U= A (u— a4 4,(n —a) *' +....

Hierin sind 4,, 4, , .
diesen kann % 4 1 stets positiv angenommen werden, i kann positiv, auch
negativ sein. Wenn % > o ist, so nennt man den Punkt u = @, welcher
zur Entwicklung (2) gehort, einen k-fachen Verzweigungspunkt der alge-

dcta mathematica. 14, Imprimé le 5 décembre 1889. 5

.. Constanten, ¥ und % bedeuten ganze Zahlen, von
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braischen Function U. Wenn U fir « = a verschwindet, so dass k + 7> o
ist, so hat die Gleichung f(x, o) = o mindestens eine (k + h)-fache Wurzel
u = a.

Aus (2) erhilt man nach dem Verfahren von Brior und BouQuer in
folgender Weise eine Entwicklung von 2 nach Potenzen von (u — a):

]Z 1 —{k+ 1—(k+ k)

d NIRRT T

= —-(u—ua B —a

du A, ( ) + ( ) +

Die Integration giebt, wenn kein Exponent gleich — 1 ist — in welchem
Falle z unendlich gross wiirde fur » = ¢ —

1--h 2—-h

—z, = C (0 — )" -+ C,lu— a)f T+ ..

0

[

Es kann 2 nur endlich bleiben fur 7 < 1. In diesem Falle ergiebt sich

eine Entwicklung von % nach 7 — 2,

9

k+1 i+

U— a = D1(5—~zo)m + D¢ —a)~" 4+ ...

Da wu eindeutige Function von z sein soll, so muss i‘i}i eine ganze Zahl
sein. Nach der Entwicklung (2) entsprechen einem Punkte in der Nahe
von # = a (k- 1) unendlich wenig verschiedene Stellen U und daher
mindestens & 4 1 verschiedene Stellen #z; dieses ist nur mdglich, wenn die
Entwicklung von % — a nach (# — z,) mindestens mit der & 4 1 Potenz
von (2 —¢,) beginnt, daher ist = o. Fir # = co war k> o, folglich
gilt die nothwendige Bedingung, dass h > o sein muss. Aus dieser Be-
dingung ergeben sich folgende Satze:

1. Fir endliche Werthe von « kann U nicht unendlich werden.

2. Wenn fiur # = a der Werth von U/ = o wird, und es ist diese
Stelle ein k-facher Verzweigungspunkt fiir U, so muss » = ¢ mindestens
k-fache Wurzel von f(u, 0) == o sein.

Wenn die algebraische Gleichung (1) in Bezug auf U vom Grade m
ist, so kann man sie in folgender Weise schreiben:

(1) LT + A@ U 4 o+ L () U A+ fou(u) = o

Es bedeuten f,(u), f,(u), ... ganze rationale Functionen von u. In Folge
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der Bedingung 1. muss f,(u) eine Constante sein. Ebenso wie u ist auch
1. . . . . .

w =~ cine eindeutige Function von 2; fithrt man daher in (1) die Trans-

formation ein:

1 1 dw
U = — U= ———
aw’ widz’

. . . dw .
so darf in der transformirten Gleichung - nur unendlich werden, wenn
z

dieses fir w der Fall ist, der Coefficient von <%> muss in (1) constant

sein; dieses ist nur mdglich, wenn £, () hochstens vom 2** Grade, f,(u)
hochstens vom 4*" Grade in . ist, u. s. w., schliesslich £, () hochstens
den Grad 2m hat, so dass die Gleichung (1) in Bezug auf w hochstens
vom 2m** Grade ist.

Diese Resultate werden fur die algebraische Gleichung von u und v:

(3) Fu,v)=o0

verallgemeinert, wenn hierin % und v eindeutige Functionen von z sind
und die eindeutige Function # einer Differentialgleichung von der Form
(1) gentigt. Dann hat auch die eindeutige Function v diese Eigenschaft,
denn durch Differentiation von (3) nach z erhilt man eine algebraische

uund@

i - Eliminirt man aus dieser, aus (1)
Z ¥4

Gleichung zwischen u, v
. .. du . . .
und (3) die Gréssen « und 7 S0 erhilt man eine algebraische Gleichung
&
. dv
zwischen v und --.

d
Man bilde uber der w Ebene eine m-blattrige Riemann’sche Flache

3—:, welche durch (1) de-

finirt wird, eindeutig ist. Durchlauft man dieselbe mit der algebraischen
Function v, so kann es vorkommen, dass demselben Punkte auf 7" mehrere
Werthenpaare (u, v) entsprechen; dieser Fall soll zunachst ausgeschlossen
werden, so dass auch v auf T eindeutig ist. Ferner kann zu [ verschiede-
nen Stellen von T dasselbe Werthenpaar (u, v) gehoren. Diese Stellen
haben denselben Werth u, liegen also in der.u-Ebene itbereinander in [
verschiedenen Blattern von 7. Bewegt man die ! Punkte auf gleichem

T, auf welcher die algebraische FFunction U =
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Wege in der u-Ebene, das heisst so, dass stets « in allen [ Blattern den-
selben Werth behalt, und uberschreitet auf diesem Wege keine Verzwei-
gungspunkte von U und v, so hat einerseits v in den [ ubereinanderlie-
genden Punkten einen gleichen Werth und andererseits miissen die { Punkte
stets in verschiedenen Blattern liegen. Bei dieser Wanderung kann man
zu allen Werthenpaaren (u, v) gelangen und jedem entsprechen / Punkte
von T. Es gilt dann der Satz:

Wenn einem Werthenpaare (u, ») ! und nur ! verschiedene Stellen
von 7' entsprechen, so miissen auch jedem anderen Werthenpaare ! und
nur ! Stellen von T entsprechen. Ausgenommen sind nur die Verzwei-
gungspunkte.

Jedem # entsprechen im Allgemeinen m verschiedene Werthe U und

daher nach obigem Satze TL_" verschiedene Werthe ». Die Gleichung (3)

. . i
ist in Bezug auf v vom Grade 7

Fuar einen k-fachen Verzweigungspunkt von v, der im Endlichen der
u-Ebene liegt, gilt die Entwicklung:

r+1

r
(4) v=A u—a)" 4+ 4, —a)"" ..., k> o.
In der Nahe von w =@, z. B. fur u = &' giebt es & 4+ 1 Werthe o:

VyyVpyonnsUyenny Vppny

welche in einander tibergehen, wenn man den Punkt der Flache T, fur
welchen die Entwicklung (4) gilt, k-mal umkreist. Bei diesem Umbkreisen
muss aber auch U in w = « k 4 1 verschiedene Werthe erhalten, da
jedem Werthenpaare («, U) nur eine Stelle (u, v) entspricht.  Es ist daher
« = ¢ mindestens ein k-facher Verzweigungspunkt von 7.

Es soll aber jeder Werth o, fiir w = o’ in I verschiedenen Blattern
von T vorkommen, so dass ihin [ verschiedene U entsprechen, welche mit:

u,uvr,..., ", .., U" (=1,2,...,k+1)

bezeichnet werden sollen. Von diesen /(k 4+ 1) Werthen U miissen je
(k-4 1) zu einem Verzweigungspunkt von 7' gehoren, und es kann die
Bezeichnung so gewihlt werden, dass dieses immer diejenigen Werthe sind,
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deren oberer Index (u) gleich ist. Ferner konnen einige der k-fachen
Verzweigungspunkte von 7' zusammenfallen, dieses moge z. B. fur die »,
Gruppen U™ der Fall sein, fir welche p = , g, ..., p,, wird. Als-
dann bilden diese einen g¢,-fachen Verzweigungspunkt:

g, =nk + 1)— 1.

Von den anderen Gruppen U mdgen noch n,,n,, ... einen gemein-
samen Verzweigungspunkt bilden, welcher dann beziehungsweise ¢, + 1,
g, + 1, ... verschiedene Blatter von T verbindet. Die Summe aller
Gruppen ist 7, so dass: Xn =1. Der k-fache Verzweigungspunkt von
v verlangt dann ¢, + ¢, + ¢, ... Verzweigungspunkte in 7%

Xg=2n.k+XZn—1)>10k.

Bezeichnet man mit @ die Anzahl sammtlicher Verzweigungspunkte von
v, fur welche u endlich ist — hierbei wird jeder k-fache Verzweigungs-
punkt wie % einfache Verzweigungspunkte gezihlt —, so verlangen diese
mindestens [. ¢ Verzweigungspunkte auf 7'

Wie oben gezeigt wurde, muss jeder k-fache Verzweigungspunkt von
U mindestens k-fache Wurzel von f(u,0) = o sein, so dass jene I.Q
kritischen Punkte der Gleichung f(u, 0) = o ebensoviele Wurzeln geben;
wenn ausserdem noch s Wurzeln vorhanden sind, so gilt die Ungleichung:

(5) 2m>1Q + s,

denn (1) ist hochstens vom Grade 2m in w.

Um den wichtigen Einfluss dieser Bedingung auf (3) zu erkennen,
betrachte man F(w, v) = o als algebraische Curve der rechtwinkligen
Coordinaten # und ». Einem einfachen Verzweigungspunkt entspricht be-
kanntlich entweder eine einfache Tangente vom unendlich fernen Punkte
der v-Axe oder ein einfacher Riuckkehrpunkt. Im Allgemeinen giebt
die Anzahl der Tangenten, welche von irgend einem Punkte an die Curve
gezogen werden konnen, die Classe = k derselben an. Unter der Annahme,
dass in (3) dieses fur den unendlich fernen Punkt der v-Axe der Fall ist
und. dass fir sammtliche Verzweigungspunkte von (3) sowohl v als auch
u endlich bleiben, ist @ =k + r, wenn r die Anzahl der Ruckkehrpunkte
bezeichnet.
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Ferner soll angenommen werden, dass in (3) der Grad von v, also

%1, zugleich die Ordnung der Curve ist. Bezeichnet p das Geschlecht

von (3), so gilt folgende (PrtckEr'sche) Formel:

m

2p——2=k+r——2l

Verbindet man dieselbe mit (5), so ergiebt sich:
8
(6) P 1—op-

Es sind s,7 und p ganze positive Zahlen oder Null, daher muss p < 2
und s entweder Null oder 27 sein, fir p = 1 muss s = o sein. Hiermit
ist die nothwendige Bedingung gefunden:

Das Geschlecht von (3) muss kleiner als zwei sein.

Im Laufe der Untersuchung wurden der Gleichung (3) einige Be-
schrankungen auferlegt, welche aber leicht durch die linearc Substitution

(7) g o B B by IR S
o= = ; ; ’
7 aw +av +a,’ a4 a v+ oay

in welcher a,d und ¢ beliebige Constanten bedeuten, beseitigt werden
konnen. Da » und v eindeutige Functionen von einem Parameter sind,
so ist dieses auch fur «' und v der Fall. Ferner lasst die Substitution
das Geschlecht von (3) ungeindert. Wenn daher fur die transformirte
Gleichung jene Bedingung fiur das Geschlecht gilt, so ist dieses fur (3)
selbst der Fall.

Es wurde verlangt, dass die Anzahl der Tangenten vom unendlich
fernen Pupnkt der v-Axe gleich der Classe % von (3) sei. Man erreicht
dieses fir eine Curve in # und o' auf folgende Weise. Wenn u = %,
und v = o, einer der unzahlig vielen Punkte ist, von dem aus die Anzahl
der Tangenten = % ist und der nicht auf der Curve (3) selbst liegt, so
bestimme man:

Py s R
a r

T2 a?

1°

Dem Punkte # = u,, v = v, entspricht in der transformirten Curve der
unendlich ferne Punkt der v-Axe, und es lassen sich von w'=o0,7 =00
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k Tangenten ziehen; durch die lineare Substitution wird die Classe der
Curve nicht geandert.

Ferner wurde vorausgesetzt, dass in der Gleichung (3) die Ordnung
n mit dem Grad in v ubereinstimmt, und dass fir % = oo und fur
v = oo die algebraische Function v von u keinen Verzweigungspunkt be-
sitzt. Um dieses durch die Substitution zu erreichen, bestimme man b,
a, und ¢, derart, dass die Gerade, welche durch die Gleichungen:

,/mb't-*—b_i- v_clt-}-c}_
T at+oa,’ ot +a,

bestimmt wird, wenn ¢ einen beliebigen Parameter bedeutet, und welche
durch den Punkt # = u, , v = v, geht, in n verschiedenen Punkten, far
welche ¢ n verschiedene endliche Werthe ¢, ¢,, ooyt ..., t, annimmt,
die Curve (3) schneidet. Die transformirte Curve erhilt dann fur ' = co

n verschiedene, endliche Werthe %: ¢, d. h. sie hat im Unendlichen

’

keinen singuliren Punkt und ihr Grad in v ist n.

Da im Allgemeinen die Wahl des Punktes (u,, v,) und die Richtung
obiger Geraden beliebig sind, so tritt keine Bedingungsgleichung zwischen
den Coefficienten auf; a,, b, und ¢, bleiben im Allgemeinen beliebig.

Die Gleichung (1) ist in Bezug auf U vom #*" Grade; durch die
I : I '

“™ wird die neue Gleichung fur

Substituti = U= —
Substitution « ol W r o

du’ . . .
»' und =, Im ‘Allgemeinen vom 2m*® Grade in «'; es kann dann auch

durch die allgemeinere Substitution (7) erreicht werden, dass in der Glei-
chung zwischen %' und Y der Grad von u' das Doppelte vom Grade in

dz
du' . . . .
?‘% ist. In diesem Falle muss es fir #' = co mindestens eine Stelle geben,

I du

Ausser den eben behandelten Annahmen wurde noch verlangt, dass

die Gleichungen (1) und (3) in solcher Verbindung stehen, dass niemals

einem Werthenpaare (u, U) verschiedene Werthenpaare (u , v) entsprechen.

Es moge diese Annahme fir die transformirte Curve in « und ¢ nicht
du

erfilllt sein, sondern zu dem Punkte u = u| und = U, zwei ver-

fur welche endlich und von Null verschieden ist, wenn p > 1 ist.
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schiedene Stellen (w', v') gehoren. Man gehe dann von (u;, U]) in der

w-Ebenc aus, beschreibe irgend eine Curve, ohne einen Verzweigungspunkt
dw' . . . ..

von — und o' zu Uberschreiten, und bestimme in jedem Punkte der-
2

selben den Werth von ». Es ist dann ersichtlich, dass jedem Werthen-
dn’ P , .

paare <u’, T\ zwei Werthe von (i, v’) entsprechen, daher miissen auch
wz /

von den # verschicdenen Stellen (', v') fir « = co mindestens je zwei

w

zu demselben Werthenpaare <u’, d—z> gehoren.

Fir «' = co ist jede der n verschiedenen Stellen («', ') durch einen
w  du

der Werthe ¢ charakterisirt, welchen hier —

= — annimmt. Fur ein
v dv

- tu'\ . - .
Werthenpaar <u’, %) im Unendlichen der #-Ebene moge

LI (x> o)
wrdg D "
einen endlichen von Null verschiedenen Werth annehmen. Zu dieser
Stelle gehoren zwei verschiedene Werthe #, und zwei verschiedene Werthe
av’ . .
i—ﬁ-%z :i Betrachtet man aber die Functionen #” = %’ 4+ oav’ und ¢’
und bezeichnet mit ¢, und o' die Grossen, welche fur die neue Gleichung
in % und v analoge Bedeutung haben, wie {, und ¢ fur die Gleichung

in ' und ¢, so erhalt man:

, I du’ dv’ W+ av '
b =(u,+a7);<a—z*+aa;>; {, = il (far ' = oo);

o = o t, =1 + a.

\A~—1
I —
(r+47)
Wenn p 21 ist, so kann man a derart wahlen, dass fur verschiedene

Werthe ¢, auch ¢ einen verschiedenen Werth annimmt, und dass ¢ mit

keinem Werth tibereinstimmt, den —‘;I—,(—dw— fir beliebige Werthe 2 im Un-

endlichen von #" annimmt. Alsdann kann diesem Werthe ¢ nur ein
f, entsprechen. Wenigstens an einer Stelle im Unendlichen muss aber
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. . . an” .
p>1 sein. Es giebt also ein Werthenpaar (u”, %), zu dem nur ein

’d
mehreren Stellen (u”, ¢') entsprechen. Hierdurch ist auch die letate Be-
schrankung fir (3) bescitigt, so dass folgender Satz gilt:

Wenn in einer algebraischen irreductiblen Gleichung zwischen w und
v die beiden Veranderlichen als eindeutige Functionen eines Parameters z

Werthenpaar («”, v') gehort, folglich kann tiberhaupt keine Stelle <u" dn">

. . . da .
ausgedriickt werden konnen und u eine algebraische Function von oo sty

so muss das Geschlecht jener Gleichung kleiner als zwel sein.
Die - Substitution (7) wird auf einen speciellen Fall von (3) namlich
auf (1) selbst angewendet.

Bu+B<du>+B qu+0<‘£—‘>+cg
(8) W= v o= du
Au+A< >+A Au+A< >+A

Die transformirte Gleichung in # und ¢ soll dann alle Annahmen er-

fullen, mit Hulfe deren die Ungleichung (6) abgeleitet wurde, und fur
du

7, = © soll ' nicht unendlich werden. Jedem Werthenpaare (', v') ent-

d 7
spricht ein Werthenpaar (u ' T > und diesem nur ein Werthenpaar <u y ZZ),
folglich gehort zu jedem (u’, v) nur eine Stelle <u’, %) und die Zahl !
in (6) ist hier gleich 1. Es kann daher s nur 2 oder o sein. Es moge

dw’ . . .
fur v =a},0a;,...,a, verschwinden und die Entwicklung nach «’' — ¢}

dz
lauten:
du/ I_’y_j—.l—v
(9) =AW —apt . (p,>0;1>0)

Dann ist &' = a eine (p, + I)-fache Wurzel der Gleichung zwischen w’
und 9 for 2%

dz
1ungen (9) kann 7, > o sein. Um zu erkennen, dass diese Bezichung auch
fur (1) selbst gilt, betrachte man die Stellen von (1), welche der Ent-

wicklung (9) entsprechen. Die Substitution ist so eingerichtet, dass jedem
4cta mathematica. 14, Imprimé le 13 décembre 1889, 6

= 0, folglich ist s = 2/,. Hochstens fur zwei Entwick-
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’

d . . .
Werthenpaar <u’, d—:—) nur ein Werthenpaar («', ¢') entspricht; hierfur er-

giebt sich nur eine Stelle <u, %), folglich gehdrt zu (9) nur eine Stelle

von (1); fur dieselbe soll die Entwicklung gelten:

A, B
du

(10) P A —a)ot + A —a)s ... (k> o).

Wenn u = a, eine Wurzel von f(x, o) = o sein soll, so muss %, > o sein.
Setzt man diese Entwicklung in (8) ein, so ergiebt sich:

v !
(11) w — a, = Blu — a)»"" + B,(u — a )+ 4 . ..;
du’ n, k—"'—l 14 h”l
= B(u — a,)5* R

dz ko

Wenn o = b in der Nahe von u’ = a, liegt, so giebt (9) nur p, 4 1 ver-

schiedene Werthe %" und diese hochstens p, 4+ 1 verschiedene Werthe

u, folglich kann #, nicht grosser als p, + 1 sein. Eliminirt man aus den
Entwicklungen (11) den Werth (# — a,), so erhalt man:

n,+ hy——l‘v—l

d“:A;(u'—a;) W

dz

Der Vergleich mit (9) ergiebt:
n, = c.(p, + 1), h,=(k, +1).c (c ist eine ganze Zahl > o),

da n, <p, + 1, so ist ¢ = 1. Hiernach gilt der Sata:

du . - . .
Wenn - for v =a,,a,,...,a,,... verschwindet, und die Ent-
z

wicklungen nach (v — a,) die Form (10) haben, so ist k, =k, -+ ,; wenn
die Gleichung (1) vom Geschlecht Eins ist, so muss /, itberall gleich Null
sein; wenn dagegen das Geschlecht von (1) Null ist, so muss 27, < 3 sein.
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IL

In diesem Abschnitt soll nachgewiesen werden, dass jene nothwendige
Bedingung, welche verlangt, dass das Geschlecht von

F(u,v)=o0

niedriger als zwei ist, wenn % und v als eindeutige Functionen eines Pa-
rameters 2:

=92, v=4¢()
dargestellt werden konnen, und wenn gg eine algebraische Function von
u ist, zugleich hinreichende Bedingung ist.
Um dieses nachzuweisen, gehe man von der Differentialgleichung:

(1) s*— R(z) = o,

—%  R@)=EKg'+ Ko + ... + K

aus. Wenn die vier Wurzeln von R(z) verschieden sind, so ist die Glei-

chung (1) vom Geschlecht Eins, im andern Falle vom Geschlecht Null.

Eine Untersuchung derselben lehrt, dass « eine eindeutige Function von z ist.
Jede rationale Function von z und s ist auch eindeutige Function

von z. Die allgemeinste Form einer solchen ist:

9(2) + W) s _ q(),
() »(z)’

(2) y =

g(x), h(x) und p(z) bedeuten ganze rationale Functionen von z, welche

keinen gemeinsamen Theiler haben. Es ist sofort ersichtlich, dass d—Z eine

algebraische Function von y ist. Ebenso erkennt man, dass zwischen zwei
verschiedenen Functionen y, und gy, von der Form (2) eine algebraische
Formel besteht.
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Die Form (2) reprasentirt somit eine grosse Mannigfaltigkeit von ein-
deutigen Functionen in 2, welche alle in die Classe derjenigen eindeutigen
Functionen gehéren, welche hier behandelt werden. Wir untersuchen den
Fall, dass z eine m-deutige Function von y ist. Aus (2) ergiebt sich:

(3) pX(@)y* — 29(x)p(®)y + 9*(x) — b*(@) R(x) = o.

z ist m-deutige Function von y, wenn g¢*(z) — h*(x)R(z) durch p(x)
theilbar ist und p(z), g(z) und k(z)R(x) vom m*" Grade sind. Man
bezeichne die Coefficienten von diesen ganzen rationalen Functionen in

folgender Weise:

g(x) = -onm + A + -A/me—ll. + ¢t + Am’
h(z) = Bya"* 4+ ...+ Ba"** 4+ ...+ B,_,,
p(g) =" + Cg™' + ... 4+ Ca™* 4 ... + C,.

Da in (3) das von y unabhingige Glied ¢*(z) — h*(z)R(z) durch
p(x) theilbar sein soll, so miussen folgende Bedingungsgleichungen fur
die Coefficienten 4,, B, und C, bestehen:

(4) 9(@) + h(a) \/m = =12, ..., m)
p(a,) = 0.

Wenn die Coefficienten 4, und B, gegeben sind, so sind die C, be-
stimmt und zwar sind die letzteren algebraische Functionen der anderen
Grossen. Es moge fur die Coefficienten 4, und B, eine bestimmte ‘Wahl

getroffen sein, z. B.
A,u. = 'A}’L und B"- = Bl,"

dann mogen die Werthe C, = C, den Bedingungen (4) gentigen und die
Wurzeln o, die Werthe o, annehmen. Die Coefficienten 4, und B, kénnen
immer so gewihlt werden, dass die Wurzeln a, alle verschieden sind.
Fur diese Bestimmung der Coefficienten bezeichne man die Gleichung (2)
in folgender Weise:

(5) P(z)y — Q(z) = o,
so dass P(x) =a™ + Ciz" ' 4 Gz + ... + Cp,
Q) = Aja™ + ...+ A, + (Bie™* + ... + B._,)VR(x).
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Wenn sich die 4, und B, unendlich wenig, um ¢4, und ¢B, #ndern, so
soll die Anderung von C, mit 6C, und von a, mit du, bezeichnet werden.
Es lasst sich dann allgemein ¢C, durch die Variationen 04,, ¢B, aus-
driicken. Man bilde zu diesem Zweck das Differential der Gleichungen (4):

aQ(ay) o4, + . +8Q(av) 0B, + . +e§i7;)3ay —o,
(6) P oP(d) - ’ r=1,2,...,m)
30“;“)0“01 .+ 30(“” oC, + 3<‘:‘”) da, = o.

Fiar den besonderen Fall m = 2 werden diese Gleichungen die Form an-
nehmen:

0204, + 04, + o4, — VE(@)oB +3Q<““)a

, (v=1,2,...,m)
3P (a
(,V) oa, == O.

0,dC, + oC, +

14

Hieraus berechne man ¢C, und ¢a,. Es sind lineare Functionen von 64,
und JB,:

!

!

30; . N aC, R a0,
0A0+-~-+3A o4, + B+ +3—BT:10Bm—--2;

(7) dC =

die Coefficienten ﬁ nd ”, werden nur dann unendlich, wenn die De-
» B,

terminante D, der Coeﬂ'lc:lenten von ¢C, und da, in (6) verschwindet.
Fur m = 2 erhilt man:

2@ (a]
o o Q(,‘) o
da,
a 14
o o fe} Qagf?)
2
D=l k@
1 da;
, oP(a
o 1 o aiﬁ’)
oder
o 1 3Q()
D, = ’ H rat

y=1
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Allgemein heisst diese Determinante:

fm—1 rm—32 ’
a; s & s y %, 1
rm-—1 'm—32 ’ -
D a2 ) ag Py o e ey (12 y I i_Im BQ(a;)
™ ——t 7 .
.................. v=1 aav
rm—1 'rm—2 ’
am b am ’ H am ’ 1

Sie verschwindet nur dann, wenn g(z) — k(«)R(z) mehrfache Wurzeln

hat und nur in diesem Falle konnen die Grossen 8C unendlich

24, 3B;
werden.
Fir die m-deutige algebraische Function x der Veranderlichen y,

welche durch die Gleichung

(2) p(z)y —q(z) =0

definirt wird, sind die Verzweigungspunkte von besonderer Wichtigkeit,
und zwar hat dieselbe — wie gezeigt werden soll — 2m einfache Ver-
zweigungspunkte. Wenn aber R(z) einen Grad hat, der kleiner als 3 ist,
so giebt es nur 2m — 2 einfache Verzweigungspunkte.

Man kann sich darauf beschrinken, solche algebraische Functionen x

zu betrachten, fur deren Verzweigungspunkte z und y endlich bleiben,
I

I ’
z+a’ ¥y T y+ b
erreichen, wenn a und b beliebige Constanten bedeuten. Hat far die
endlichen Werthe # = & und y = » die Function z einen Verzweigungs-
punkt, so missen folgende Gleichungen bestehen:

denn man kann dieses stets durch die Substitution 2’ =

p(&)n —q(&) = o,

op(§) _ 239(£)

= — == O.
o¢ oc

In der Entwicklung von y nach & — z muss der Coefficient von (§— )
verschwinden:

(8) y=n+ A,E—2)"+ 4,E—2)°"+ ...,
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, _ d
d. h. % muss fur diese Stelle Null werden und auch umgekehrt, wenn ?l%
verschwindet, so hat z einen Verzweigungspunkt.

Man bezeichne -{—l(f—) mit f'(z), dann ist:

dy _ {28g(x) + 2k(2) R(=) + h(2) R(2)} p(z) —{g(2) + h(@)s|2sp'(a)
dz 2sp*(x)

In rationaler Form lautet diese Gleichung:

© @R — 80’ R pla)g'(0) — PR)g@) 7 + te) = o

Hierin ist:
(10) t(x) = p(z){49'(x)"R(z) — [2W'(2) R(z) + k(2) R'(2)]*}
— W@ RE) ) 200y x) — 2h(a) ) R() — (o) B (z)
— [¢’(x) — B’(z) R(x)] p'()} .
Es kann ¢(#) auch in folgender Weise geschrichen werden:
(107 t(z) = 4R(z){g(2)p(x) — p(2)g'(z)}’
— 2k (2)p(2) R(x) + h(2)p(z)R'(2) — 2h(2)p'(z) B(z)}"
Da g*(x) — h*(z)R(z) durch p(z) theilbar sein soll, so ist:

Ha) — h*(2)R(
(o) = L= ML)

eine ganze rationale Function vom m*" Grade und

oy p@)[29 (@) g () — 20 (x) /() R(x) — h*(e) R'(2)] — [g°(2) — h*(x) R(x)]p'(x)
r (.’1')) - I)z(w)

eine ganze rationale Function vom (m — 1)*® Grade. Ein Vergleich von

r'(z) mit (10) ergiebt, dass ¢(«) durch p*(z) theilbar sein muss. Anderer-

seits zeigt (10'), dass #(z) im Allgemeinen vom Grade 4m sein muss
. ¢ . . .

daher ist I—F((% eine ganze rationale Function von x vom Grade 2m. —

Wenn der Grad von R(z) kleiner als 3 ist, so kann in &hnlicher Weise
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RIC))

5~ vom Grade 2m — 2 ist. — Die Glei-

p=)

chung (9) ist im Allgemeinen, wie der Coefficient von z—l_z zeigt, hoch-
t{x)

()

bewiesen werden, dass dann

die

stens durch p*(z) theilbar, folglich geben die 2m Wurzeln von

Stellen an, ftr welche % verschwindet.

Wenn 1%(%) eine mehrfache Wurzel hat, so zeigt die Differentiation
d*y

von (9) nach x, dass fur diese Wurzel auch T

nicht p(x)g'(z) — p'(r)g(x) verschwindet, und dann ist in der Ent-
wicklung (8) auch 4, == o, so dass an dieser Stelle z einen mehrfachen

verschwinden muss, wenn

. N {(x . .
Verzweigungspunkt hat. Die Wurzeln von ,( ) — o sollen mit £, &,
l=] P .2',) 1 2
vevs &y oauy &, bezeichnet werden. Sie sind algebraische Functionen der

Coefficienten 4, und B,. Es ist zu untersuchen, ob bei jeder beliebigen
Wahl der Coefticienten in Folge der Bedingung (4) zwei Wurzeln gleich
sind. Wenn 4, unendlich wenig, um 64,, geandert wird, so &ndern sich
auch die & unendlich wenig, daher kann 04, so klein angenommen werden,
dass diejenigen Wurzeln &,, welche vor der Anderung verschieden waren,
auch nach derselben dasselbe Verhalten zeigen. Wenn also stets 2 Wurzeln
&, gleich bleiben sollen, so kann dieses nur geschehen, wenn 2 Werthe,
z. B. £ und £,, welche vor der Anderung coincidirten, auch nach der-
selben gleich geblieben sind. Die Differenz & — &,, welche eine alge-
braische Function von A, ist, hat dann auf einer unendlich kleinen Strecke
von A, bis A 4 64, den constanten Werth Null und muss nach einem
bekannten Satze der Functionentheorie (siche Brior und Bouquer, Théorie
des fonc. ellipt. No. 114) far jeden Werth der Veranderlichen verschwinden.
Man kann 4, in solcher Weise stetig andern, dass & in irgend eine an-
dere Wurzel £, tubergeht, also muss auch & mit einer anderen Wurzel
& coincidiren. Wenn fur jede beliebige Wahl der Coefficienten 4, und
t(z)

B, irgend zwei Wurzeln coincidiren, so muss stets jede Wurzel von 7]

mindestens eine zweifache Wurzel sein.

Fur eine mehrfache Wurzel hat aber z mehrfache Verzweigungs-
punkte, wenn p(z)¢' () — p'(x)g(z) von Null verschieden ist. Man
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kann aber die Coefficienten 4, und B, so wahlen, dass # einen einfachen
Verzweigungspunkt besitat:

9wy a, + ax + a2’ + ...
- 29(%)—— O’m + C’m——lx + ...+ Olmm_l + wm’

Y
y = Am + B —2 \/W;

A\ R (4 —
a, = A,_, + B,._, <\/—d‘b(—%—)) =0+ B, ;\VR(0);

x

I
a2 == Am—? + Bm—"-

"2

Hierin konnen die Coefficienten 4, und B, stets so gewahlt werden, dass:
a, = o, a, = o, a, =+ o,

d. h. man hat die Coefficienten von ¢(x) so bestimmt, dass nur 2 Wurzeln
gleich Null sind. Von den anderen 2m — 2 Wurzeln withle man m als
Warzeln von p(z), dann sind die Bedingungen (4) erfullt und C, = o-
Da hierbei alle Constanten bis auf 2 beliebig geblieben sind, so kann
man es stets so einrichten, dass 0,4, ,—C, , A, = o, so dass

p(x)g () — p'(x)g(x)

fir 2 = o nicht verschwindet. Die Entwicklung fiur y = o und # = o
ist dann:

y=c2" +ca’4 ..., €, =

d. h. y = o ist ein einfacher Verzweigungspunkt von z.

Man kann daher allgemein die 2m Constanten 4, und B, so be-
stimmen, dass alle 2m Werthe & und daher auch alle 2m Werthe %,,
welche hierzu gehoren, verschieden sind. Durch unendlich kleine An-
derung der Coefficienten bleiben die £, verschieden; diese Anderung lasst
sich so einrichten, dass auch die Wurzeln von ¢(2) = o verschieden sind.

Es ist somit die Existenz einer Gleichung (2) nachgewiesen, bei wel-

cher alle Wurzeln von ¢(x) verschieden sind und die algebraische Fune-
Acta mathematica. 14, Imprimé le 16 décembre 1889, 7
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tion 2« von #, welche durch diese Gleichung definirt wird, 2m einfache

Verzweigungspunkte besitzt. Es moge die Gleichung (5)

(s) P{z)y — Q(z) = o
diese Eigenschaften besitzen. Die 2m Verzweigungspunkte sollen mit
Wi s Yay - - s Bom Dezcichnet werden; die Werthe x, welche zu diesen ge-

horen, seien &[,%,,...,&,, die 2m Wurzeln von Q(z) heissen aj,a),...,a,,.

In der Gleichung (2) hat man 2m beliebige Coefficienten 4, und B,
zur Verfugung. Um dieselben zu bestiinmen, konnen 2m Bestimmungs-
stiicke -gegeben werden. Zum Beispiel kdnnte verlangt werden, dass die
Gleichung (2) fir die 2m Werthenpaare (1), (2,,0,) 5 (@, 0) 5 -y
(T 5 Yoy erfillt werde, so dass die Bedingungsgleichungen gelten:

plx)y, — q(r,) = o. ¢=1,2,3, ..., 2m)

Wenn ausserdem verlangt wird, dass fir y = y,, die algebraische Func-
tion einen Verzweigungspunkt habe, so tritt moch dic Bedingung hinzu:

p’(ir‘lnz) y‘_’m - (1'(]“‘.‘::1) = O,

Alsdann wiren zu viel Bedingungsgleichungen zur Bestimmung der Coeffi-
cienten gegeben, und man konnte nur verlangen, dass die Gleichung (2)
fur die (2m — 1) Werthenpaare (r,.7,), ..., (fon_y ;s You ) crfullt werde,
aber ausserdem, dass die algebraische Function z fur y =, einen cin-
fachen Verzweigungspunkt habe. Hiermit ist die Aufaabe begrundet:

Es soll eine Gleichung von der Iorm (2) gebildet werden, so dass sie
durch die n Werthenpaare (v, 4,), (va, 9y ooy (0,,8,) 5 ..., (0,5 4,) orfillt
wird, wund dass die algebraische m-deutige Function x von y, welche durch
(2) definivt wird, fr § = 7,415 Guyay -« s Yor ooy Yo Ciifacke Verzweigungs-
purkte hat.

Die Bedingungsgleichungen sind:

<I I) j'("’;).l/y - ’[(""/) == O; (v==1,2,...n)
(12) pE)g —a(&) = o]

(A=m--7, .00, 2m)
(13) v(&)m — (&) = OI

Die Werthe £, welche zu den Verzweigunaspunkten gehoren, sind beliebig.
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Um die Losbarkeit der Aufgabe zu beweisen, miissen gewisse De-
terminanten untersucht werden. Hierbei legen wir die Function (5) zn
Grunde, welche 2m verschiedene Verzweigungspunkte », besitat. Es mogen
die Werthenpaare (.’bi ’ .7/;) ’ (‘x; ’ ?/;) 3 e (x; ’ yﬁ) PR (’vrlz ’ ?/7:) der GleiChung
(5) gentigen. Unter 2z, wird stets eine einzige Stelle (z, /R(z)) verstanden,
bei welcher \/R(z) ein gegebenes Vorzeichen hat. Durch unendlich kleine
Anderung der (v,,y,) und %, um dr,, dy,, bezichungsweise oy, erhalten
die Coefficienten 4, und B, gewisse Anderungen 44, und #B,. Das
Differential der Gleichungen (r1) und (r2) wird dann:

(14) %aP(x,) OC, + ... 44 ,apc(j” o0, _aggmy) i
—5iraa, ——93};’59 By — ... — Z%_@UB_
+ Pa)ay, + Oy
(15) aP(Eﬁ) 0, 4 ... + ma;l:é,&) 5. —?g—f oo —
+ P(&)oy, + 79[P(c>.) 77635; Q@) 5%, — o,

Wenn hier die Determinante R, . welche aus den Coefficienten von 04,
0B, , 6%, gebildet wird, nicht verschwindet, so lassen sich 4, und B, nach
ganzen positiven Potenzen von (z;—w,), (y, —1,) und (3, —%,) entwickeln.
Der Coefficient von ¢4, In der Gleichung (15) verschwindet, da &, #; ein
Verzweigungspunkt von z ist. Nur unter den Gleichungen (13) ist eine
solche vorhanden, bei welcher der Cocfficient von 6%, nicht verschwindet;

derselbe hat den Werth:
O’ [P(&)yn — Q(f))]

227

o5k

Far den besonderen Fall m = 2 werden die Gleichungen (14) und (15)
folgende Form erhalten:

@,,0C; + y, 00, — 0?04, — 04, — 64, — JR(x})0D,
+ P())dy, + AP@ Y — Q@) 5

s, )

E7100, + 9,00, — &704, — &64, — 64, — (I(F)0B, + P(&,)éy, = o.
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Hierin sind fur ¢C, die Ausdriicke (7) zu setzen. Fiur n = 1 wird die
Determinante R, , folgende Form erhalten:

v+, e+, 14+%, —(/R@)+*, o, 0, O
s+, e+, 14+, —RE)+*, 0, 0, O
E+*, &+%, 14+*, —yrE)+*, o, o, o
Byy= & +*, &4+, 14%, —yRG)+*, 0, 0, 0}

Yy
. . . i, S,, o, o
2 ’ b ’ O’ S3’ O
) ‘) ) ) O ’ O ’ S4

P&y — Q&)
- r5

S

. (A=2,3,4)

Die Glieder, welche durch ein Sternchen ersetzt sind, haben die Form:

m ’ m ’
W oCr oC
' 'rm— ’ T rm—
1 7 [/ E X
Jy _,Al aA/L v b Jv eBIlL v b

T=1

m ’ m ’
'z ?_C_f Em—r :Z 9_6_‘: &m—
77)._:1 o4, A ’ 77)L~=1 3B, .

7

. . . . 2C,
Da die Wurzeln von @(z) = o verschieden sind, so sind oA und
"

30
2B,
ein Sternchen angedeuteten Glieder. Die Terme von R, ,, fur welche ein
Punkt gesetzt ist, haben auf den Werth der Determinante keinen Einfluss.

endlich, wenn y, und 7} verschwinden, so verschwinden auch die durch

4 sy 1 5/t
NPy — Q&)
R?,l I e A?,l a/:)’z ’

A=
SR A, VR
St &S, 1, VRE) +
L &+, L4, \EG + |
P, S, T4, VRE
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Allgemein und unabhingig von der speciellen Wahl der Gleichung (5)
ergiebt sich:
R, —+a,, JT2&n—q@)

m,n &2
A=n41 952

’

2y +*7x1"_1+*7“',I+*7x71n’2\/ﬁ(w_l) +*”\/E@_‘) +*

oo e e TR BT VR@) s VR T

—1 m—2 157 A * YRR
5$+1 *7 Zl+1 +Q7 eeey I +*a n+12\/R(§n+l) +?7 EED) \/R(fn-n) +* -

m,n

e G R, L, TR Gm HFy e VRGN T F

Es wird angenommen, dass A, , fur n = n, nicht identisch verschwindet,
so dass die Aufgabe fir # = n, moglich ist und sich die Coefficienten
A, und B, im Allgemeinen nach Potenzen von (2} — ), (5 — ), -

ce
(o — ) 5 Woi —Yn) s Grosr — Guysr) 5 =+ -5 (Gam — 72) €ntwickeln lassen,
aber A, , , soll identisch verschwinden.

Die Determinante A, , ist auch algebraische Function jener Ver-
anderlichen; wir schreiben sie in folgender Weise:

LyyTyyon-s Xy
Am,n, = A 7"1‘!’1’ "'77727'1 *
YisYss oo o5 Yn

Es moge A, , fur 2, =a ,y, =y, ,n = nicht verschwinden. Lasst
man allen Veranderlichen diese bestimmten Werthe und andert nur (z,,7,),
aber so, dass dieses Werthenpaar stets der Gleichung (5) genugt, so ist
A, , cine algebraische Function von z,, welche fur », = x; von Null
verschieden ist, daher auch nicht identisch, sondern nur fir eine endliche
Anzahl von Werthen verschwindet. Zu diesen Nullstellen gehort der Werth
& = &, , fur welchen y =y, ist, denn hier wird A, , = A, ,_;. Obwohl
A, ., =0 wird, besitzen hier die algebraischen Functionen A4, und B,
keinen Pol, denn sie haben die endlichen Werthe: A4, und B .
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Werden die Verinderlichen @, , ..., %, y %y« Yus Juys -+ s Yo UD-
endlich wenig geandert, so dndert sich auch der Werth von A, , unend-
lich wenig und auch die algebraischen Functionen 4, und B, erhalten
eine unendlich kleine Anderung, wenn sie keine Pole an dieser Stelle haben.

In A, , setze man folgende Werthe:

’ ¥
41 = 19 - - o3 Jem = Yamy
ferner

7 ! 7 ’
Ty =Ty s Y1 = Y1y eevs Lt = Loa s Yuy—1 == Y1

und schliesslich
xﬂl = X’ yn, = I’.

Y bedeutet irgend einen Werth in der Nahe von %, . Schliesslich
wird aber X so bestimmt, dass die Gleichung besteht:

1] ’ \
Lyy Tgy ooy x;,—l) X
14 ’ —

(16) A , , , 7771,+l bR ] 772171 =0

YisYzs oo o5 Yn—as Y
und dass X in unendlicher Nahe von &, liegt.

Dic Coefficienten 4,, B,, welche auf diese Weise gebildet werden,

sind von 4, B, unendlich wenig verschieden. Die necue Gleichung be-
zeichne man mit (17):

(17) P](.L)y—01<{b)=0

In der Nihe jedes Werthenpaares (z, y), welches der Curve (s5) ent-
spricht, gibt es ein Werthenpaar, dass der neuen Gleichung geniigt: z B.
moge die Stelle z =z, y ==y, durch welche (17) erfullt wird, in der
Nihe von o = «x, , y =y, liegen. Es ist dann

’

’ ’ ’ ’
xl’x‘,’.?"')xll,—l,mn, , ,
(18> A , , ’ y/n‘iflz MR )7‘21:; == O’
?/1!?/2""7?/:1,—17?/», ,

da cs sich nur unendlich wenig andert, wenn man x; in z, und y, in
y», verwandelt; nach obiger Annahme ist aber A, , fur oz, =2,,y, =1,
und z, = z; von Null verschieden.

In der Nihe jedes Werthenpaares (r,y), welches sowohl der Glei-
chung (5) P(x)y— Q(xr)=o0 als auch der Gleichung P'(x)y — @(z)=o0
geniigt, muss ein Werthenpaar der neuen Gleichung liegen, welches ein
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analoges Verhalten zeigt. Daher giebt es in der Nahe von (&, , 7,) ein
Werthenpaar (£, %), fur welches die algebraische Function 2 von v,
welche durch (17) definirt wird, einen einfachen Verzweigungspunkt hat.

Da A, .., = o ist, so besteht noch folgende Gleichung:

1

’ ’
Ty Ly, sees Xn 195Gy,
7 ’
(19) A , , R ' ’ vnl+1 A 772111 == 0O,
YisUss oo vy Ynpmr s Py
Man betrachte schliesslich™ die algebraische IFunction von z, , ¥,:

’ ’ ’

Ly Lyyoens Ty 1y Ty , ,

, , , y Wnyt13 oo Gam )

Yo Y2y oo s Y15 Yny
in welcher #, und y, nur solche Werthe annehmen sollen, welche der
neuen Gleichung geniigen — so dass sie also nur algebraische Function von
x, ist. Diese Function wird wegen der Gleichung (18) nicht identisch
Null, kann also in der Nahe von z, = & nur fur cinen Punkt ver-
schwinden und aus den Gleichungen (16) und (19) folgt, dass

o1 o
& = X, I =Y.

)

Es ist daher moglich, cine Gleichung (2) zu bilden, welche durch die
(n, — 1) Werthenpaare (z1, y1), ..., (x, 1, ¥, _,) erfullt wird und in welcher
o ausser fur den Punkt y=7, ,,,..., 75, noch fir y = ¥ cinen einfachen
Verzweigungspunkt hat, wenn Y irgend einen Punkt in der Nahe von
bedeutet. Da A, . == o ist, so sind die Werthe

(x; y Z/?) PRI (x;zl—l 73/1’.,—1) ’ 77::14{»1 y sty 77;77.

ganz beliebig. Obiger Satz kann daher in folgender Weise erweitert
werden: Obwohl A, , ., identisch verschwindet, ist es moglich, cine Glei-
chung (2) zu bilden, welche von (n,— 1) beliebigen Werthenpaaren (z,,7,)
erfullt wird und in welcher die algebraische Function z far (2m—n, 4 1)
gegebene Werthe ), einfache Verzweigungspunkte hat, so dass die anf Seite
50.gestellte Aufgabe auch fur », — 1 Werthenpaare (z,, y,) moglich ist.

Das identische Verschwinden von A, , ., drickt also keine Unmog-
lichkeit der Aufgabe aus, sondern nur eine Unbestimmtheit. Es giebt
dann unendlich viele verschiedene Formen (2), welche die betreffenden
Bedingungen erfillen.
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Die algebraische Gleichung:

//
‘)’:171‘2’ ] xnl——l? ny

y Noyk1s Yngas ooy Ham’) = O,
YisYas oo o5 Ynim1 5 Yy

welche bestehen muss, wenn A, , _, identisch verschwindet, hat im All-
gemeinen nur eine endliche Anzahl von Wurzeln &, , wenn man fur s,
¥, und 7z, irgend welche bestimmte Werthe einsetzt, denn A, , ist nicht
identisch Null. Ferner giebt es nur cine endliche Anzahl von Gleichungen,
welche den Werthenpaaren (r,, 4),..., (@, 1, #.—1)» (5., 7,,) geniigen und
bei welcher die algebraische Function z fur y =9, .1, ..., 7, einfache
Verzweigungspunkte hat, folglich giebt es nur eine endliche Anzahl von
Gleichungen, welche den Punkten (z,, 7)), ..., (€, 1 s ¥.,—,) genitgen und bei
welchen x die Verzweigungspunkte y =%, ,7%, 41,..., 7., hat. Daher kann
A, .. Uberhaupt nicht identisch verschwinden.

Wenn also A, , nicht identisch verschwindet, so ist dieses auch fur
A, . _; nicht der Fall.

Der grosste Werth, welchen # annehmen kann, izt 2m. Fir diesen
Fall ist aber leicht zu erkennen, dass:

Sy Eay ey Ty
o )
oWy oees U
nicht identisch verschwindet. Der Gleichung (5) geniigen die Werthen-
paare y = o, x = a, (y = 1,2 ,..., 2m) wenn a, die Wurzeln von Q(x)
bezeichnet. Diese sind alle verschieden; die Glieder von A, ,, welche
durch ein Sternchen (*) bezeichnet sind, verschwinden fur y = o, aber die
Determinante in o ist nicht identisch gleich Null.
Hiermit ist bewiesen, dass die Aufgabe, welche auf Seite 50 gestellt
wurde, im Allgemeinen zu losen ist. Der Fall # = o hat fur unseren
Zweck besondere Wichtigkeit. In Folge desselben gilt der Satz:

In der Gleichung (2) sind die Coefficienten A, , B, und G, algebraische
Functionen der 2m Verzweigungspunkte w,, welche die algebraische m-deutige
Function x von y besitzt.

Im Allgemeinen lassen sich dann fur irgend ein endliches Werth-
system %, = 5, die Coefficienten in folgender Form entwickeln:
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(20> A" :1,,12,2;,12’”0‘11,12,...,zg,., (77; - %)H (77; - 777)12 e (%m - 772m)lzm'

Liylyy..oyly, sind ganze positive Zahlen, o, , ., bedeutet eine Constante,
Fur gewisse Werthsysteme, fir welche einige algebraische Functionen
Pole haben oder unbestimmt sind, giebt es keine solche Entwicklungen.
Um die Abhingigkeit der Coefficienten von den Verzweigungspunkten
auszudriicken, sollen jene bezichungsweise mit A,(7,), B,(y) und C,(7,)
bezeichnet werden. Wenn fiur das System w, die Werthe der Coefficienten
und damit die Gleichung (2) gefunden sind, so ist dieses auch fur das

Systemn
— am + b
e+ d

T

der Fall. Man fuhre zu diesem Zwecke in (2) die Substitution ein:

Ray+b

t cy + 4

’

dann ergiebt sich:

; _ acly(w) — B(@) R(2)] + p()[(be + da)g(2) — (bo — da) h(z) YR ()]
g (@) — W) R(w)] + 2edp(2)g(w) + 4P ()

Nach der Bedingung (4) ist:
9*(w) — ¥(z) B(z) = p(z)r(),
wenn 7(x) eine ganze rationale Function m*® Grades in z bedeutet, also

(21) ¢ aer(@) + (be + da)g(2) — (be — da)h(2)yE(z)
c’r(z) + 2cdg(z) + d’p(z)

Hieraus sind die Coefficienten 4,(z,), B,(z,) und C,(r,), zu berechnen;
durch Division von Zahler und Nenner mit einem constanten Factor kann
bewirkt werden, dass einer der Coefficienten C, den Werth 1 erhilt. Jeder
Coefficient von r(z), welcher in der Gleichung far y nur im Zshler ¢(x)
eine Rolle spielt, tritt in (21) auch in den Nenner; er ist ebenso wie die
Coefficienten d(x), algebraische Function der 5,. Wenn fir ein Werthsystem
7, einige Coefficienten unendlich werden, so enthalt in (21) sowohl Zihler
als auch, Nenner diese unendlich grossen Werthe und zwar zu derselben

Acta mathematica. 14, Imprimé le 17 décembre 1889. 8
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Ordnung; durch Division mit einem geeigneten Factor werden alle Coeffi-
cienten in (21) endlich und mindestens ein Coefficient des Zahlers und
ein Cocfficient des Nenners von Null verschieden. Durch obige Substitu-
tion konnen daher die Pole der algebraischen Functionen von %, vermieden
werden.

Wenn fiir ein Werthsystem , einige Coefficienten unbestimmt werden,
so sctze man 7, =y, + b. Die Cocfficienten sind dann entweder alge-
braische Functionen einer Variabeln & und haben einen bestimmten Werth
oder sic sind von b unabhiingig und dann Constanten.

Durch continuirliche Anderung des Werthsystems #, erhilt man
immer neue Gleichungen (2), doch ist durch dieselben nicht immer eine
bestimmte m-deutige Function z von y definirt. Die Gleichung

__g(=) + h(2)YR ()
p(2)

Y

zeigt, dass « micht mehr m-deutige Function von y ist, wenn fir ein be-
stimmtes Werthsystem %, , g(), 2(2x) und p(=z) cine gleiche Wurzel z =1,
t{z)
»(2)
Wurzeln die Verzweigungspunkte geben, durch (z — z,)* theilbar sein;
w = x, ist aber kein Verzweigungspunkt. In der Nihe von %, giebt es
unendlich viele Werthsysteme %, + dy,, fir welche z eine m-deutige
Function von y ist und jede der ganzen Functionen g(z), 2(x) und p(x)
t(w)
pHz)
zwei Wurzeln in der Nahe von 2/, fur welche @ einen Verzweigungspunkt
hat. Die hierzu gehorigen Werthe %, 4 d%, sind unendlich wenig ver-
schieden, wenn sie nicht unendlich gross sind. Sobald sie zusammenfallen,
vernichten sie sich gegenseitig, d. h. wenn man um beide in der y-Lbene
einen unendlich kleinen Kreis beschreibt und denselben mit der alge-
braischen Function 2 durchlauft, so kommt man zu dem Anfangswerth
zuriick.

haben. Ls muss dann in (9) die ganze Function von z, deren

eine Wurzel in der Nihe von ', hat. Fur %, + d7 hat dann

Ein specieller Fall der eben behandelten Singularitat tritt auf, wenn
die Coefficienten B, simmtlich verschwinden, ferner wenn die Coefficienten,
welche zu 2™ und z™(E(z) gehoren, zu Null werden. Haben g(x), h(z)
und p(z) keine gemeinsamen Factoren — und dieses ist nach Obigem
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stets der Fall, wenn alle Werthe des Systems 7, verschieden und nicht
unendlich sind — so erhalt man in der Gleichung (2) stets eine algebra-
ische m-deutige Function von .

Es ist leicht zu erkennen, dass sich der specielle Fall » = o unserer
Aufgabe auch in folgender Weise aussprechen lasst:

Zu jeder m-bldttrigen zusammenhdngenden Riemannschen Fldche, welche
twiber der y-Ebene construirt ist und 2m einfache Verzweiqungspunkte besitet,
lasst sich eine algebraische Function x von der Form

_ 9(=) + h(z)VE(2)
p(z)

Y

bilden, welche auf derselben eindeutig ist.

Um diesen Satz nachzuweisen, kann angenommen werden, dass kein
Verzweigungspunkt der Riemannschen Fliche im Unendlichen liegt. Man
gehe von der Gleichung (5) aus, fur welche 7, = 7, Verzweigungspunkte |
sind und bilde die Riemannsche Fliche T, auf welcher z eindeutig ist.
Die m Blatter von I werden mit B,,..., B,, ..., B,, die Werthe, welche
x auf B, annimmt, mit x, bezeichnet. Fir einen Verzweigungspunkt, der
B, mit B, verbindet, ist 2, = ,; nur in der Nihe eines solchen Punktes
sind zwei Werthe von z unendlich wenig verschieden. Ferner bilde man
die Entwicklungen (20).

In diese setze man y, =%, + dy,, wahrend fiir die anderen Variablen
y die Werthe »; gesetzt werden, das heisst, man verschiebe %] continuir-
lich nach %] -+ oy,. Durch diese unendlich kleine Anderung erhilt z
fir jeden Punkt y den Werth z - gz, der von dem fritheren Werthe an
dieser Stelle im Allgemeinen unendlich wenig verschieden ist; wenn daher
fir eine Stelle der y-Ebene die beiden Werthe #, und z, um eine endliche
Grosse verschieden waren, so sind auch z,4 gz, und z, 4 oz, verschieden.
Nur in der Nahe der Verzweigungspunkte von T konnen durch diese
Anderung zwel Werthe gleich werden. Die Punkte 7, (2> 1), welche
auch nach der Variation Verzweigungspunkte bleiben missen, verbinden
dann genau dieselben Blatter, auf welchen sie vor derselben lagen. Bis
auf die Verschiebung von #{ und % + '0“77{ ist die Riemannsche Fliache
der neuen Function # mit T in allen Verzweigungspunkten und Ver-
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zweigungsschnitten congruent. Einer unendlich kleinen Anderung des
Systems », entspricht eine unendlich kleine Deformation von 7.

Man kann auf diese Weise | nach einem beliebigen Punkte von T'
bringen, welcher nicht mit den anderen Verzweigungspunkten zusammen-
fallt und im Endlichen bleibt. Wenn hierbei kein Verzweigungsschnitt
iiberschritten wird, so verbindet »; dieselben Blitter von T, welche es
vor der Bewegung verzweigt hat; es mégen dieses die Blatter B, und
B, sein. Hat 7, einen Verzweigungsschnitt S tberschritten, welcher B,
und B, verbindet, so wird es auf die Blatter B, und B, zu liegen kommen.
Da # nur einfache Verzweigungspunkte besitzt, so ist jeder derselben nur
mit einem anderen durch einen Schnitt verbunden. Wenn dieser Schnitt
auf B, und B, liegt, so soll er mit §,, bezeichnet werden. Is sel 7,
der Verzweigungspunkt, welcher zu 7| gehort, und da %, die Blitter B,
und B, verbindet, so kommt dem Schnitt zwischen 7; und %; das Zeichen
S, ; zu. Nachdem bei der Anderung von 7, dieser Punkt einen Schnitt
S, uberschritten hat, kreuzt sich derselbe mit S,,. Um dieses zu ver-
melden, muss entweder S,, verlegt werden, oder es muss auch z; tber
S, bewegt werden, so dass aus S, ein Schnitt S, ; wird.

Da T zusminmenhingend ist, so kann man von jedem Punkte dieser
Fliche zu jedem anderen gelangen und im Besondern auch vom Ver-
zweigungsschnitt S, , zu der Fliche B,. Da es gleichgtltig ist, ob man
von B, oder B, ausgeht, so ist es moglich, diesen Weg nach B, auszu-
fuhren, ohne cinen Schnitt S,
ander beide Verzweigungspunkte von S, , nach B, so wird dieser Schnitt
das Blatt B, mit irgend einem anderen verbinden. Iin #hnliches Ver-
fahren fithre man mit allen Verzweigungspunkten aus, so dass alle auf
dem Blatt B, liegen. Alsdann haben wir nur Schnitte von der Form
S, ,, und da dic neue Flache zusammenhiingend bleibt, so muss auf jedem
Blatt B, (st = 1) ein Schnitt licgen, so dass p mindestens cin Mal die
Werthe 2, 3,...,m annimmt. Es gicht nur m Schnitte, daher tritt nur
ein Zeichen §,, doppelt auf; welchen Werth » hat, ist vollstindig gleich-
giltig; durch Anderung der Bezeichnung der Blatter kann jede Zahl von
2 bis m fur v angenommen werden. In dem Blatte B, konnen nun alle
Verzweigungspunkte beliebig verschoben werden.  Die neue Fliche werde
mit 7, bezeichnet. Ebenso wie die beliebige Flache I'in 7| transformirt
werden kann, ist dieses fir jede andere m-blatterige Riemannsche Fliche

selbst zu benutzen. Fithrt man nach ein-

s/t



Uber die Integration gewisser Differentialgleichungen erster Ordnung. 61

T" mit 2m einfachen Verzweigungspunkten der Fall und folglich kann
man mit Hulfe von T, auch 7' in I uberfithren.

Da das System z, bei dieser Transformation stets im Endlichen bleibt
und alle Werthe desselben verschieden sind, so ist die Function z, welche
man schliesslich erhalt, wohl definirt und hat die verlangte Form. Wir
erhalten, wie oben gezeigt wurde, nur dann keine Function von der ver-
langten Eigenschaft, wenn man zwei solche Verzweigungspunkte zusam-
menfallen lagst, welche dieselben Blatter verbinden, so dass sie sich auf-
heben. Nazhert man aber einen Verzweigungspunkt, der auf B, und B,
liegt, und einen Verzweigungspunkt, der B, und B, verbindet, so heben
sie sich nicht auf, die neue Function z behalt die verlangte Form und
hat einen dreifachen Verzweigungspunkt, der B, B, und B, verbindet.

Daher kann man auch zu jeder Flache T, bei welcher die 2m ein-
fachen Verzweigungspunkte in beliebiger Weise zu mehrfachen Verzweig-
ungspunkten zusammenfallen, die Function z bilden, und obiger Satz ist
allgemein bewiesen.

Wir wenden denselben auf eine Riemannsche Fliche 7' ap, welche
zu der algebraischen m-deutigen Function v von u gehort, die durch die

algebraische Gleichung
(22) Fu,v)=o

definirt ist, welche vom Geschlechte Eins ist, so dass v im Allgemeinen
2im Verzweigungspunkte besitzt. s sei:

— ql(“”) + ]"1(‘%) \/R({U)
(23) ‘= 7.(2)

die algebraische Function z von u, welche zu dieser Fliche gehort. Eli-
minirt man aus (22) und (23) die Variable %, so erhalt man eine alge-
braische Gleichung zwischen v und (#, yE(»)) und da zu jedem Punkte
von T nur ein Werthenpaar {v; z, VI (z)} gehort und ferner jeder Stelle
(x, yR(2)) nur ein Punkt auf 7' entspricht, so entspricht jedem (z, JR(z))
nur ein Werth » und die algebraische Gleichung zwischen v und « hat die
Form:

p o 0:(2) + hy(@) VR(x)

P(2)
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Bei dieser Darstellung von # und » durch den Parameter z entspricht
jedem Werthenpaar (u, v) der Gleichung (22) nur eine Stelle (z, E(z)),
wic leicht zu erkenuen ist.

Wie am Anfange dieses Abschuittes erwihnt wurde, konnen z und

’ 2
VR(z) mit Hilfe der Gleichung (\?g) — R(z) = o als cindeutige Functionen

des Parameters z ausgedriickt werden. Es sind dann auch « und v ein-
deutige Functionen von 2.

Wenn die Gleichung (22) vom Geschlecht Null ist, so hat v als Func-
tion von # nur 2m — 2 Verzweigungspunkte; in diesem Falle konnen %
und v als Functionen von z und (R(z) ausgedriickt werden, wenn /R(x)
vom zweiten oder nullten Grade in z ist, und zwar sind fur jede Glei-
chung (22) vom Geschlechte Null beide Fille moglich.

[11R
In dem Abschnitt T wurde gezeigt, dass die Differentialgleichung (1):

flu, U) = o,
(I) U__dn

T dz
folgende Form haben muss, wenn # cine ecindeutige Function von 2 ist:

U™ 4+ £,() U™ 4 oo fura(0)U + fou) = 0;

f,(u), f;(w) u. s. w. bedeuten ganze rationale Functionen von « und zwar
ist f,(#) hochstens vom 2"* Grade in u, f,(«) hichstens vom 4** Grade
und £,,(#) hochstens vomn Grade 2m. Da (1) cine irreductible Gleichung
sein soll, so darf £, («) nicht identisch verschwinden.

In Folge dieser nothwendigen Eigenschaft kann (1) durch eine Sub-
stitution von der Form:

I , 1 >
U=—+a U= —— W
w + w?
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stets in eine solche Gleichung transformirt werden, dass der Quotient:
I (23 : . . g - .
po W fir w = oo m verschiedene Werthe crhalt, welche sammtlich von

Null verschieden sind. Fir w= co wird namlich obige Gleichung auf
folgende Glieder reducirt:

(2) <I—Z>m—— ﬁ(a)<z>m_l+ cor F foa(a). g + fu(a) = o.

w w

Die algebraische Gleichung (2) zwischen a und <%7W> ist irreductibel; es

2

kann daher @ stets so gewahlt werden, dass obige Bedingungen fir die

‘Wurzeln g;z erfullt werden.

Diese neue Gleichung zwischen w und W:
(3) Ow,W)=o0
ist auch eine Differentialgleichung von der Form (1), wenn W=Z—zw ge-

setzt wird und es ist dann w eine eindeutige Function von 2z, wenn dieses
fur » der Fall ist und umgekehrt. Man erhilt fir w= co m verschiedene
Entwicklungen von der Form:

(4) W=Adw*+ 4w*+ .... (2=1,2,...,m)

A, A, ..., A

wyrey A, sind die Wurzeln g der Gleichung (2).

Betrachtet man (3) als algebraische Curve der rechtwinkligen Coor-
dinaten w und W, so hat dieselbe fir w = co und W = co m ver-
schiedene Zweige, welche sich sammtlich in zwei Punkten berithren. Die
algebraische Curve hat daher im Unendlichen m(m — 1) Doppelpunkte,

Wenn w eine eindeutige Function von # ist, so muss die Gleichung
(3), wie im Abschnitt I gezeigt wurde, noch folgende nothwendige Be-
dingungen erfiillen:

1) Das Geschlecht der Curve (3) muss niedriger als zwei sein.

2) Wenn w =ay, @y, ..., @,,... die Wurzeln von @(w,o0)=o0
sind, so muss die Entwicklung von W nach (w— a,) folgende Form
haben:

B+, B4

(5) W = B,(w — )" 4+ Bi(w —a) ¥ 4 ....
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Hierin bedeuten k, und 7, ganze positive Zahlen, welche auch gleich Null
sein konnen. Ist das Geschlecht von (3) gleich Eins, so muss /, stets
verschwinden. Ist aber das Geschlecht von (3) gleich Null, so kann [,
hochstens fir zwei verschiedene Stellen @, grosser als Null sein, und 2.7,
muss kleiner als 3 sein.

Diese Bedingungen sind aber auch hinreichende Bedingungen dafur,
dass w eindeutige Function von ¢z ist. Der Beweis ist leicht zu geben.

Da das Geschlecht von (3) kleiner als zwel ist, so lassen sich w und
W eindeutig mit Hiulfe cines Parameters { ausdriicken, und zwar be-
trachten wir insbesondere die Darstellung, welche im Abschnitt II ent-
wickelt wurde:

_ 9(®) + h(e) VE(z)

v p(@) ’ da\?
(6) _ <d—C> — R(z) = o.
w = G+ H(z)JE(z) '
P() ’

Es sollen hier nur solche Darstellungen gewihlt werden, fir welche
w mnicht unendlich wird, wenn z unendlich gross wird oder verschwindet;
dieses kann durch eine Substitution erreicht werden. Auch wurde oben
gezeigt, dass bei diesen Darstellungen von w und W jedem Werthenpaare
(w, W), welches der Gleichung (3) gentigt, nur ein Werthenpaar (z, yR(x))
entspricht. Zu jedem Werthe w gehoren daher m Stellen (x,\/E(z)) und
den m verschiedenen Zweigen fur w = co miissen m verschiedenec Werthen-
paare (2, R(xz)) entsprechen. Es hat dann p(z) nur cinfache Wurzeln.
Ferner zeigt die Form der Entwicklungen (4), welche fiur w= co gelten,
dass P(z) = p’(x) sein muss.

Man vergleiche W und g—:—:,"

e D@ g(@) + b V@) — L (g0 + (o) V)

i 7@ Vi)

Nur fir w = oo werden W und ?% unendlich, aber j—?—&—, bleibt hier
S

endlich. Dieser Quotient kann daher nur unendlich werden, wenn W ver-
schwindet. Far W = o gelten die Entwicklungen welche durch die Be-
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dingung (2) bestimmt werden. Es kann angenommen werden, dass fiir
w = a, der Parameter x nicht unendlich gross wird. Der Entwicklung
(5) entspricht dann eine Entwicklung von w nach (z — x,), welche zwei-
deutig ist, wenn |R(z,) = O ist:

2y 2y t1

w——a,:-—(),(x-—-—x,)?—{—C;(x—w,)T+.... p=> 1
Setzt man dieselbe in (5) ein, so muss sich W in gleicher Weise nach

(x — m,) entwickeln. Folglich ist, wenn R(z,) % o, <-§'f> == g,(k, 4+ 1), im

anderen Falle: p, = ¢,(k, 4 1); hier bedeutet ¢, eine ganze positive Zahl.

%
dwds _ T
de df

-1
%"0,(56-—56,) ) +...

VE(e).

Wenn die Entwicklungen nach ganzen Potenzen fortschreiten, so ist:

VE(z) = yR(=z,) + Rt — =) + ...,
daher:

I _po—ay B 4 @-):

Fy wenn k'S 1
Zl?— v> .

Py > kv + ’
)

Im anderen Falle ist yE(z) = R,(x — x,)% + ...

(%)

d Y — ky
%:D,(w——a,} 4. B2

; i Wemn kS 1.
v 14

Wenn daher in (5) 7,= o0 ist, so ist, weil dann %, 1 sein muss, der niedrigste

Exponent von (w — a,) in der Entwicklung von <5 grosser als der kleinste

dw
ac
Exponent von (w—a,) in der -Entwicklung von W. Der Quotient

22 wird dann far w = a, nicht unendlich.

Id
Wwa¢

Hat die Gleichung (3) das Geschlecht Eins, in welchem Falle R(z)
vom vierten Grade ist, so verlangt die Bedingung (2), dass stets /,=o
dw 1
acw
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ist. Es wird also jener Quotient niemals unendlich.
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Hat die Gleichung (3) das Geschlecht Null, so kdnnen w und W
als rationale Functionen von z dargestellt werden, so dass in den Formeln

(6): %= VE(z) eine Constante wird. Wird auch hier /, stets Null, so

kann %T}/ nie unendlich werden. Es kann aber auch [, an zwei Stellen

z. B. fur @, und a, gleich Eins werden. Durch eine lineare Substitution
kann immer erreicht werden, dass fiir £ = co w nicht gleich @, oder g,
wird. Es mdgen vielmehr diesen Stellen, fur welche die Entwicklungen
(5) gelten, die endlichen Werthe z, beziehungsweise x, entsprechen, und

dw .
man kann w, W und Ie nach ganzen positiven Potenzen von z — z,

entwickeln:
w—a, = C(x—z)m" .., q > o,

W = Ci(x — z,)?™*Y 4 . ..,

dw _ gk, + 1)C, (& — o)t~ L,

dx

dw 1 gk, + D0 1
de W C, w———a:+

1

Ebenso wird gg% unendlich fitr # = z,. An die Stelle von z substi-

tuirt man folgende eindeutige Function von {:

z—2 " z, — e
log:c———:c::g’ T= I—-e’c
und betrachtet den Quotienten
dw 1 dw1 (z—=z)r—z,)

AEW dz W z, -—x, -

Auch dieser Quotient konnte nur unendlich werden fir w =a, und

w = a,, d. h. fuir z = 2, und 2z = x,; derselbe bleibt aber hier endlich.
Schliesslich kann noch [, fur eine der Stellen a, z. B. fur a, = q,

den Werth 2 erhalten. Dann betrachten wir wieder eine solche Dar-

stellung von w und W als rationale Functionen von x, in welcher der

Punkt # = oo nicht der Entwicklung (5) fur w = a, entspricht. Es
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moge demselben vielmehr ein endlicher Werth x, entsprechen. Fur
x = x, hat man die Entwicklung:

w— 0, = C(x —2) & ., q> 1.

Durch Umkreisung des Punktes w = a, erhalt man fir einen Punkt in
der Nshe von g, z. B. fur w = w', q(k, 4+ 1) verschiedene Werthe z; zu
gleicher Zeit erhalt man aber nur k£, 4+ 1 verschiedene Werthe W in
Folge der Entwicklung (5), da aber bei jeder Darstellung von der Form
(6) jedem Werthenpaare (w, W) nur eine Stelle z entspricht, so muss
g = 1 sein.

W= Ci(x —z)"** 4 .... dwi (k4D 1

Eg-:(kl"‘l)cl(x—xl)h'{'”-- ’ ==

T

Man fithre folgende Substitution ein:

1 . _m,C+I
az—wl_—c’ b= I

so dass w und W eindeutige Functionen von ¢ sind. Der Quotient Z——?%

A )
kann nur fiir w = @, unendlich werden.

dw1  dw1 N
W= @A)
Doch diese letzte Gleichung zeigt, dass auch an der Stelle w=a, , W=o0
der Quotient endlich bleibt.
In jedem Falle haben wir eine solche Darstellung von w und W

als eindeutige Functionen von ¢ gefunden, dass , welches auch al-

dw 1
S T W
gebraische Function von w ist, fur keinen Werth unendlich wird, d. h.
es ist gleich einer Constanten C:

dw
Setzt man Cf = 7, so wird
W w.
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Wenn daher die Gleichung zwischen w und W jene nothwendigen Be-
dingungen erfallt, so kann eine solche eindeutige Darstellung von w und
W nach einem Parameter z gefunden werden, dass W die Ableitung von
w nach z ist.’!

Es ist hiermit folgendes Kriterium abgeleitet worden:

Eine algebraische Differentialgleichung erster Ordnung zwischen % und

3% welche die Variable # nicht explicite enthalt:

fo(u)(d_”)m+ ﬁ(@(%)’“—l 4.+ f,,,_l(u)cil_:‘) + fu(u) =0

dz
hat ein eindeutiges Integral, wenn sie folgende nothwendige Bedingungen
erfullt:
1. Das Geschlecht der algebraischen Gleichung muss kleiner als
Zwei sein.

2. Der Coefficient von (j—j) , welcher mit f,(#) bezeichnet ist, muss

eine ganze rationale Function in w sein, die hochstens vom Grade 2y ist.
Man kann dann durch eine Substitution von der Form:

du_

1 dw
+a, =—

U =
w? dz

I
w
eine algebraische Gleichung zwischen w und % erhalten, welche fur

. dw 1 . .
w=00 m verschiedene Wurzeln y hat, von denen keine verschwindet.

. . . d
3. In dieser neuen Gleichung zwischen w und %’ moge d—:—v ver-

. . . . dw
schwinden fir w = @,, @¢y,...,4,, ..., a,; die Entwicklungen von o =0°

nach w — a, mdgen folgende Form haben:
kL k441

W = B,(w — a)+ 4 By(w — a) %" + ...

Hierin sind B,, B,,... Constanten, %, und [, sind ganze Zahlen; die-
selben missen aber > o sein.

! Auf shnliche Weise lisst sick direkt aus der Darstellbarkeit von w und W in der
Form (6) die Nothwendigkeit jemer Bedingungen nachweisen.
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4. Wenn das Geschlecht der algebraischen Gleichung gleich Eins
ist, so muss [, stets = o sein.

Wenn aber die Gleichung das Geschlecht Null hat, so muss Z_:ll,, < 3 sein.

Am Anfange dieser Arbeit ist das Theorem von BrioT und BouQuer
mitgetheilt worden. Der Vergleich ergiebt nun, dass die Bedingung (4)

jenes Theorems hier durch die Transformation # = IE -+ a ersetzt ist. Ein

wesentlicher Unterschied ist nur darin zu erkennen, dass hier eine Be-
dingung fur das Geschlecht und die Bedingung (4) auftreten, wihrend
das Theorem von Brior und BouqQuer verlangt, dass die algebraische
Function W keine Verzweigungspunkte hat, wenn W == o ist.

Es schien von Interesse, die Beziehung, in welcher diese verschiede-
nen Bedingungen nothwendig stehen miissten, direkt nachzuweisen.

Zu diesem Zwecke betrachte man die Resultante, welche sich durch
Elimination von W aus den Gleichungen:

Ow, W)= W + ﬂ(@% -+ a)w’W"‘“ + ...+ f,,,(;—l; + a)w'”" = 0,

d 2
d—Wcﬁ(w, W)y=mW"! + (m — 1)]§<%+ a)w’ L
+ faa(3p+ @)t =0
ergiebt.
I . I .
Wenn man kurz w?, (q}_;+ a) mit f,, w‘f2<;]+ a) mit £, u. s w.

bezeichnet, so heisst diese Resultante:

1, fis fas R o, O, ..., O
o, I, f;y seey fm—l: fm’ O, «.., O
fa
A =
my, (m—1)f,, (m—2),s eer, fuczy Oy .oy +v.y O
o, m, (m—0)f,y vy 2fngs fmc1y ooy +2vs O
'fm—l
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Der Grad von A = o in w giebt die Anzahl der Schnittpunkte von
obigen beiden Gleichungen im Endlichen an. Dieser Grad ist nur ab-
hingig von denjenigen Gliedern in f,,f,,..., welche die hochsten Po-
tenzen von w enthalten. In £, ist f,(a)w® dieses Glied, in f, ist es f,(a)w*
u. 8. w., daher wird die folgende Determinante D von demselben Grad
sein wie A:

1, fi(a)w?, f,(a)w!, e, o
9, I, f;(a)w2’ ’ o
o folayu™
m, (m— 1)f(a)w’, (m— 2)f,(a)w*, ) o
o, m, (m — N)f(a)w?, , o
. fm——l(a)u‘f‘m”2

Diese Determinante ist aber die Discriminante von:
() W+ @ W™ L fu (@0 4 f(a)u = o,
(8) mW™ 4 (m — 1)f,(a)w*W"? 4 ...+ f(a)w™? = o.

Die erstere von diesen beiden Gleichungen kann auch in folgender
Weise geschrieben werden:

(W — A wW — 4w ... (W— 4d,uw°) = o.

4,,4,,... sind die Wurzeln von (2), also sammtlich verschieden
von einander. Diese Gleichung stellt ein System von m Parabeln vor.
Ebenso reprasentirt die Gleichung (8) ein System von (m — 1) Parabeln;
keine derselben ist mit einer Parabel von (7) identisch, da die Wurzeln
4,,4,,... verschieden sind. Fur endliche Werthe von w und W hat
jede Parabel in (7) nur den Scheitelpunkt w = o0 und W = o mit den
Parabeln (8) gemeinsam, und zwar ist es ein zweifacher Schnittpunkt, da
sich simmtliche Parabeln hier berthren. Folglich hat jede Parabel von



Uber die Integration gewisser Differentialgleichungen erster Ordnung. 71

(7) mit den Curven (8) im Endlichen 2 (m — 1) gemeinsame Punkte, und
die Gleichung (7) mit der Gleichung (8) 2m(m — 1) gleiche Wurzeln:

w = O.

Es ist:

D = Cutnn—,

Auch A ist daher vom Grade 2m(m — 1) in w.

Man betrachte @(w, W) = o als algebraische Curve der rechtwink-
ligen Coordinaten w und W. Aus der Theorie der algebraischen Curven
ist bekannt, dass jeder endliche Werth, fur welchen eine Parallele zur
W-Axe einfache Tangente an die Curve &(w, W) = o ist, eine einfache
Wurzel der Resultante A =o0 sein muss, dass ferner jeder endliche Werth
w, der zu einem Doppelpunkte gehort, zweifache Wurzel und jeder end-
liche Werth w, fur den die Curve einen Riuckkehrpunkt hat, dreifache
Wurzel der Resultante A = o ist.

Man bezeichne die Anzahl der Doppelpunkte im Endlichen mit d,
die Anzahl der Riuckkehrpunkte im Endlichen, fur welche W = o ist,
mit 7, und fur welche W == o ist mit #’. Schliesslich sei die Anzahl
der Tangenten vom unendlich fernen Punkte der W-Axe, fir welche w
endlich und W = o ist, gleich ¢; wenn dagegen W = o ist, so nenne
man die Anzahl derselben #. Es ist dann:

2mim — 1) =t 4+ ¢ 4+ 2d + 3(r + 7),
(9) 2@+ r+r)=2mm—1)— (¢t 4+ r+ ¢+ 1)

Fuar jede k-fache Tangente vom unendlich fernen Punkte der W-Axe
und fur jeden k-fachen Ruickkehrpunkt hat die algebraische Function W
von w einen k-fachen Verzweigungspunkt; ¢ 4 # ist folglich die Anzahl
der Verzweigungspunkte von W, fir welche W = o ist, und ¢ 4 ¢ die
Anzahl dieser Verzweigungspunkte von W, fur welche W == o ist.

Nach einer nothwendigen Bedingung, welche in beiden Kriterien be-
steht, muss fur ¥ = o und w = @, folgende Entwicklung gelten:

B4, B4, 41

W = B,(w — a)»** + Bi(w—a) 5% ..., I,> o.
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Fur W =o0 ist folglich die Anzahl der Verzweigungspunkte (¢ + 1)
gleich X%,.
Es giebt 2 (k, + 1) die Anzahl der Wurzeln der Gleichung:

Pw,0)=o0

an, also:

2k, + 1) = 2m, t+r+ 21, = 2m.

Die algebraische’ Curve @(w, W) ==o0 hat im Unendlichen keine
Ruckkehrpunkte, dagegen eine bekannte Anzahl d’ von Doppelpunkten
(siche Seite 63)

d =m{m—1).

Aus der Gleichung (9) ergiebt sich dann:
2d 4 d& +r+ 1) =g4mm—1)— 2m + (X, — ¢ — 7).

Es ist nun d + &' 4+ r + 7 die Anzahl simmtlicher Doppel- und Rick-
kehrpunkte, welche die Curve (3) besitzt. Nennt man p das Geschlecht
der Curve, so ist

_ (2m — 1)(2m — 2)

—@+d+r+7),

2
Lt I,
(10) p=1+——="

Nach dem Kriterium, welches in diesem Abschnitte abgeleitet wurde,
soll far p = 1 auch X7 =o, fur p = o aber XJ, < 3 sein. In beiden
Fallen muss also # - 7" = o sein, d. h. for W % o darf es keine Ver-
zweigungspunkte geben. Auch ergiebt sich, dass fur p=o0 X7, = 2 ist.

Sollte # -+ ' nicht verschwinden, so ist der Widerspruch nur da-
durch zu erkléren, dass die algebraische Gleichung reductibel ist.

Nach dem Theorem von Brior und BouqQuer soll ¢ 4+ ¢ = o sein.
Fur diesen Fall zeigt die Formel (10), dass » < 2 sein muss; ferner
wenn p = 1, so ist X/, = o, im anderen Falle gleich 2.!

! Auf diese Weise wiirde sich auch der Satz ergeben, welcher von Brror und
BouQuETr aufgestellt ist, dass wenn I, diese Bedingung nicht erfiillt, die Gleichung (3)
reductibel ist.
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In dem Werke von Brior und Bouquer: Théorie des fonctions ellip-
tiques sind mit Hilfe des dort entwickelten Kriteriums die binomischen
und trinomischen Differentialgleichungen aufgestellt, welche ein eindeutiges
Integral besitzen. Die hier aufgestellten Bedingungen fithren natiirlich
zu denselben Resultaten; da in beiden Kriterien einzelne Bedingungen
gleich sind, so wird auch die betreffende Untersuchung mit derjenigen,
welche die Herren Brror und Bouquer gefithrt haben, in einigen Punkten
ubereinstimmend sein. ILs wird im Folgenden nur auf den Unterschied
beider Methoden aufinerksam gemacht. Zum Schlusse wird das ein-
deutige Integral einer einfachen Differentialgleichung berechnet, welche
in dem Werke von Brior und Bouquer nicht behandelt ist.

A. Binomische Gleichungen.

Wie oben erwahnt, hat Herr Fucms die Formen der binomischen
Differentialgleichungen aufgestellt, welche ein eindeutiges Integral besitzen,
dadurch dass er den Satz vom Geschlecht der algebraischen Gleichungen
zu Grunde legte. Indem hierauf verwiesen wird, geben wir nur dic An-
zahl der Doppel- und Ruckkehrpunkte, welche jede dieser Formen besitzen.

Die betreffenden Differentialgleichungen sind:

(1) U? + G(u— a)(u — b)(u — ¢)(u — d) = o,
(2) UP + Gu—a)(u— b)*(u—c)’ = o,

(3) U+ Gu— a)’w — )’ — c)* = o,

(4) U + G — ay’(w — b)*(u — ¢)* = o,

(s) U — G(u— a)u—b) = o,

(6) U* — G(u— a)’(u — b)(u — ¢) = o,

(7) U — Gu—a)® = o,

®) U — G — @ — Oy = o,

Die Curve (1) hat im Unendlichen 2 Doppelpunkte, im Endlichen
keinen Doppel- und Ruckkehrpunkt. Die Curve (2) hat im Unendlichen
6 Doppelpunkte. Dem Punkt U= o0, u =« entspricht ein einfacher

dcta mathematica. 14. Imprimé le 27 décembre 1889, 10
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lickkehrpunkt, dasselbe ist fir U = o und w = b resp. u =c der Fall.
Die Curve (3) besitzt im Unendlichen 12 Doppelpunkte. Im Punkte U= o0
und u = ¢ berithren sich 2 Zweige in einer zur U-Axe parallelen Geraden;
es giebt hier 2 Doppelpunkte. Durch den Punkt U= o, u =) geht nur
ein Zweig, derselbe reprisentirt zwei Riickkehrpunkte und einen Doppel-
punkt; dasselbe ist fir U = o und # == ¢ der Fall. Im Unendlichen der
Curve (4) licgen 30 Doppelpunkte, fiir U = o und u = a beriihren sich
3 Zweige, es giebt hier 6 Doppelpunkte. Durch den Punkt U = o und
u = b gehen zwel Zweige, in beiden beginnt die Entwicklung von U nach

(u — b) mit der Potenz (u—b)%, es fallen hier 2 Riuckkehrpunkte zu-
sammen, welche sich in 6 Doppelpunkten schuneiden. Fir U = o und
# = ¢ giebt cs nur cine Entwicklung nach (v — ¢), dieselbe reprisentirt
6 Doppelpunkte und 4 Riickkehrpunkte. Berechnet man hiernach fur diese
4 Curven das Geschlecht, so ergiebt sich dassclbe bei allen gleich Eins.

Die Curve (5) hat keinen Doppel- und Riuckkehrpunkt, die Curve
(6) besitzt im Unendlichen 2 und fir U = o und « = o einen Doppel-
punkt. Die Parabel (7) kann keinen Doppelpunkt besitzen und die Curve
(8) endlich hat z(m — 1) Doppelpunkte im Unendlichen; fur U=o und
u = ¢ ist nur cine Entwicklung nach (v — «) moglich, die Anzahl der

Doppel- und Riickkehrpunkte an dieser Stelle ist ;m,(m—— 1), unter diesen

giebt es (m — 1) Ruckkehrpunkte. Ebenso giebt es fir U=o0 und u =0
nur eine Entwicklung von % nach Potenzen von U, unter den

; (m — 1)(m — 2)

Doppel- und Riickkehrpunkten giebt es m — 2 Rickkehrpunkte. Die
Curven von (5) bis (8) sind vom Geschlecht Null.’

B. Trinomische Gleichungen.

(1) U 4+ () U™ + f.(u) = o.

Im Unendlichen liegen m(m — 1) Doppelpunkte. Diejenigen Riick-

! Es wurde bei dieser Bestimmung der Singularitit cines Punktes die Methode be-
putzt, welche Herr NOTHER in den Gottinger Nachiichten 1871 angegeben hat.
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kehr- und Doppelpunkte, welche im Endlichen liegen und fiir die U= 0
ist, missen ausser obiger noch folgenden Gleichungen geniigen:

(2) mU 4 (m — 1)f,(u) = o.
(3) [i(w)U" + fi.(u) = o.

Die Elimination von U aus (1) und (2) ergiebt:

L (m — )m—?
,rr""l

(=1 (1) + fulw) = 0 = P(u)

Aus (2) und (3) erhalt man:

(— 1 D et () fr () - fu(n) = 0 = Q(u).

mm— 1

Es ist daher:
()

Q(H) = du

Der Werth u, welcher zu einem Doppelpunkt gehort, muss Wurzel
von P(u) und von ¢(u) sein, d. h. er ist mindestens zweifache Wurzel
von P(u). Es ist somit nothig zu bestimmen, wie viele Doppel- resp.
Riickkehrpunkte zu einer mehrfachen Wurzel von P(u) gehoren. Hierzu
wird folgende eindeutige Transformation eingefiihrt:

I

U=V —-2"2

m

fi(u),

deren Fundamentalpunkte im Unendlichen liegen.
Die transformirte Gleichung (1) heisst:

m me1 (M — D" 2 ‘
(4) Vrt e ()T s (). V' + P(u) = o.

Wenn » = u, gemeinsame Wurzel von P(u) und f,(«) ist, so hat
auch 7,(u) diese Wurzel und U wird fir u = u, verschwinden. Hier
sollen aber nur solche Doppelpunkte betrachtet werden, fur welche Us=0
ist; fur diese ist dann auch f,(u) == o. Es sei w=u, eine p-fache Wurzel
von P(u); wenn p = 2p also eine gerade Zahl ist, so beriihren sich an
dieser Stelle zwei Aste von (4) in p Punkten und bilden p Doppelpunkte.
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Ist dagegen p == 2p + 1, so giebt es an dieser Stelle nur einen Zweig,

derselbe bildet einen Riickkehrpunkt, dessen beide Seiten sich noch in

p— 2 Punkten berithren, so dass es p-— 2 Doppelpunkte und einen

Ruckkehrpunkt gicbt. Da P(x) vom Grade 2m ist, so gicbt es hochstens

m Doppelpunkte und dieses ist der Iall, wenn P(u) cin vollstindiges

Quadrat ist. Eine gleiche Anzahl Doppelpunkte hat (1) selbst.
Betrachtet man z B. dic Curve:

U A — aj(ue — D) U7 4 Clu— ' )(w — V) (u — Y — &) — &Y u — [7) == 0.

Diese erfullt die Bedingungen (3) und (4) des Kriteriums auf Seite
68. Iin Unendlichen licgen 6 Doppelpunkte, fur U= o giebt es keinen
singuliren Punkt, daher missen noch 3 Doppelpunkte fur U == o vor-
handen sein, d. h.

P(u) =24—7ff(u) + f(x)

muss ein vollstindiges Quadrat sein, damit dic Curve das Geschlecht Kins
hat.  Hierdurch werden den 10 Coefficienten «, 0, ¢, ... 3 Bedingungen
auferlegt.

Eine Gleichung 10'* Ordnung, welche den Bedingungen (3) und (4)
gentigt, ist:

U+ A — a)u — DU + Clu — a) (v — b)*u —¢)* = o.

Im Unendlichen liegen 20 Doppelpunkte. Dem Punkte U = o und
# = « entspricht eine Entwicklung nach (« — @), welche mit der Potenz

(u—a)% beginnt, dieselbe reprisentirt 3 Doppel- und 3 Riuckkehrpunkte,
dasselbe ist fur U =0 und w = 0 der Fall. Im Punkte U = o und
u = ¢ liegen 2 Doppelpunkte. Fir endliche Werthe von U, welche von
Null verschieden sind, muss es noch einen Doppelpunkt geben, damit die
Curve vom Geschlecht Eins sei. Far diesen Fall ist:

Plu) = (4 — a) (v — b)4[§—:A5(u — a)( —b) 4+ Clu— c')’].

Der Factor, welcher fir # == @ und % = 0 nicht verschwindet, muss ein
Quadrat sein.
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Wie in dem Werke von Brior und BouQuEr gezeigt wird, lassen

sich die Coefficienten nicht immer so bestimmen, dass die Bedingung fir
P(u) erfullt ist.

C. Eine Gleichung achter Ordnung,
welche die Bedingungen (3) und (4) erfullt, ist folgende:
(1) U + Ap(w)U® + Bp*(u)U? + Cp*(u)r(u) = o,

p(u) = u® + 204 + a,,
r(u) = u® + 2Bu + f3,.

Im Unendlichen liegen 12 Doppelpunkte, fur jede der beiden Wurzeln
von p(u)=o0 und fir U=o gibet es 2 Rickkehr- und einen Doppelpunkt.
Damit (1) vom Geschlecht Eins sei, muss es noch zwel singulire Punkte

geben. Fur diese beiden Punkte gelten ausser (1) noch die Bedingungs-
gleichungen:

(2) 4U* 4 34p(u)U + 2Bp*(u) = o,
(3) Ap'(w)U° + 2Bp'(u) p(w)U* + 3Cp'(u)p*(w)r(u) + Cp*(w)r'(u) = o.
Wenn K, und K, die Wurzeln von
4K} + 3AK, + 2B = o
bedeuten, so kann (2) in folgender Weise geschrieben werden:
{U— K p(u){U— K,p(u)} = o.

Die Elimination von U aus den 3 Gleichungen (1), (2) und (3) ergiebt:

(K! + AK? + BE)p*(u) + Cp*(u)r(u) = o = P,(u),  o=1n»
(4K -+ 2BE)p'(u)p’(u) + CL3p'(w)r(w) + p(u)r'(w)]p*(u) = 0 = @, (),

d > - > 9 ' \
TP (u) = Q(u) + (4K + 3410 + 2BE?)p'(w)p*(u).
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In Folge der Definitionsgleichung fur X, verschwindet der Factor von
P'(#)p*(w) in der letzten Gleichung.

%Py(u) = Q,(lt). ¥=1,%)

Jeder Werth # eines Doppelpunktes, fir welchen U < o ist, muss min-
destens zweifache Wurzel von P(u) sein.
Durch die Substitution

U=V + Kp(u)
wird (1) in folgende Gleichung transformirt:
V' 4+ (4K, + A)pu)V* + (6K? + 34K, + B)p'(u)V* + P,(u) = o.

-Fur eine zweifache Wurzel von P,(u), welche nicht Wurzel von p(«) ist,
hat dann (1) einen Doppelpunkt. Der Factor von P,(u), welcher ver-
schwinden kann, ohne dass dieses fur p(u) der Fall ist, heisst:

R(u) = (K + AK} + BK)p(u) + Cr(u).

Er ist vom zweiten Grade und muss daher ein vollstandiges Quadrat sein.

Bezeichnet man
K! + AK? 4 BK}

mit C,, so wird R, (u):
R,(u) = (C + C)u® + 2(CB, + Coa,)u + (CB, + C,a,) = (M,x + N)*.
Die Bedingung ist daher:
(CB + Ca)* = (C + C)(CB: + Cay).

Hiermit ist gefunden, dass die Differentialgleichung (1) dann ein cin-
deutiges Integral besitzt, wenn

(4) C,= K}! + AK? 4+ BK] (=1,2)

die Wurzeln der quadratischen Gleichung sind:

(5) (@} — ) C* — (@, — 20,8, + B)CC, + (B — B.)C = o.



Uber die Integration gewisser Differentialgleichungen erster Ordnung. 79

Man kann in folgender Weise dieses Resultat direct nachweisen.
Durch die Substitution U = zp(u) wird (1)

(6) p{u)lz* + A2® + Bz®) 4 Or(u) =0 = .
Durch Differentiation nach z erhslt man:

(P(u)(* + 4z° + Ba) 4 Cr'(w)) o

dz

L af
+ (42 + 34z + 2B)p(u)x£é =0=—,

df _ of 7 dx
dz—axp(u) + me(u)dz’
W = 42* + 34z + 2B = 4(z — K,)(z — K,).

Setzt man ferner:
V = z*+ Az® 4 Bz’

so erhalt man fur w, z und Z—:— folgende Gleichungen:
(V+ Cu 4 (2Va, + 2C8)u + (Va, + CB,) =0 = .
d
(7) 2(V + O)u + (2Va, + 208) + W =o.

Durch Elimination von u ergiebt sich folgende Differentialgleichung
for z:

(68— %)V — (o — 2, + BICT + (B — p)C" =L W(55).
Die linke Seite hat in Folge der Gleichung (5) die Wurzeln
V=2, v=r1, 2);
(6 — &)V — OV — €)= 4 — K)o — K,)' ()
Die ganze rationale Function von z:

V—20C, =z*+ Ax* 4 Bz’ — C,
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hat die Wurzel 2z = K, wegen der Bedingung (4), und zwar ist dieses
eine doppelte Wurzel, da

Hv—¢,) ’ o
dV—0)_ 4x* 4 342 4 2Bx

dx

auch fur o = K, verschwindet. ILs ist daher V— C, durch (» — R)*
theilbar:

V—_ C., < ) - 3
Ky~ ' 2K, 4 A)x + (3K} + 244, + D),

(’-“f) =BT L Kt (204 A) B2 e—C) . [K 20+ (2 i+ A) Kz — (),

dz, 4 KIK?

dx_

-~ = VE(2).

Hier bedeutet R(z) eine ganze Function in 2 vom vierten Grade.
Aus (7) erhilt man schliesslich fur « folgenden Werth:

20,8 + 20, A2® + 2a,Ba® + 25,0 + (42 + 34x 4+ 2B) R (x)
22 4+ 24x® + 2Bz + 20 )

U = —




