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SUR LA THEORIE DES GROUPES

PAR

M. DUPORT
4 DIJOXN.

Bien que la théorie des groupes continus de transformation ait fait
I'objet de nombreux travaux, il ne semble pas que l'on soit arrivé encore
au résultat final que comporte cette étude. Il résulte en effet du caractere
fonctionnel des équations qui définissent un groupe que ce groupe doit
forcément étre cherché parmi des expressions précises renfermant des fonc-
tions arbitraires, le cas le plus défavorable étant celui ol ces expressions
seraient les solutions d’un systtme précis d'équations aux dérivées partielles.

I’analyse suivante ot je me suis borné au cas d’'un groupe d’une
variable et un paramétre fera hien comprendre la partie générale des con-
sidérations précédentes. Elle met en plus en évidence un fait nouveau;
c’est I'existence de groupes continus n'admettant pas la substitution unité,
malgré un changement de variable quelconque effectué sur le parametre.

Il s'agit de trouver une fonction y = f(z, @) telle que l'on ait

flif(@, a), b] = f(z, o),

¢ étant une fonction de @ et de b.

Or ce probléme est un cas particulier du suivant: exprimer que les
équations

.?/zf(x)a)>
(1) | fily, b) = F(z,0),
¢c=ygla,?)

se réduisent a deux.
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On a
dy=sz;dw+§£da,
sf‘d + by =L + e,
de = 2% da + £ db;
on en tire

DL o+ Laa]+ Leab=Taw + 2 [Eda+ Fab

d'ou séparément

(2) oF _ of,3f of,3f _ 3¢ of _ 2Fog
oz oy o’ oy a  9c da’ ob  ac 9b’

Ces équations (2) doivent encore rentrer dans (1).

On en tire
oF of
oz I oz
oaF’ 9;0 5f
ac da 5;

ou bien, en prenant les logarithmes
R(x,c)+ S(a, b) = T(z, a).

Si on suppose dans cette équation ¢ remplacé par sa valeur en a et b,
elle doit devenir une identité. On en tire donc

dE _ 4T
de ~ dz’

Cette équation ne contenant que z, a et ¢ doit étre une identité. On
aura donc

R = A(=) + B(0),
A(2) + D(a)
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d’olt
ox of
oz x
55 = M(c)N(z), 5c=P(a)N(az).
2 2a
On en tire

f@, a) =¢[H(2) + K(a)],  Flz,)=¢[H(z)+ L{c).
Les équations (1) peuvent alors étre remplacées par les suivantes
H(z) + K(a)—Q(y) =o,
(3) H(z) 4 L(c) + F\(y, b) = o,
c=g¢(a,b).
En retranchant la premitre de la seconde, on a
(4) F@y, b+ Q) + L{c) — K(a) = o.

Si on suppose dans cette équation, ¢ remplacé par sa valeur en a et b,
elle doit étre une identité; on a donc

%(y,b)+ Qy) =o

d’ou

et I’équation (4) devient

— D(b) + L(c¢) — K(a) = o,
et doit étre équivalente &

c=g(a,bd).
En résumé le systéme (1) est équivalent aux équations suivantes
H(z) + K(a) — Qy) = o,

(5) — Q(y) — D(b) + H(z) + L(c) = o,

— D(b) + L(¢c) — K(a) =0

qui se réduisent bien a deux.
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Supposons maintenant que de plus f, f, et F soient la méme fonc-
tion des deux variables dont elles dépendent.
Il sera nécessaire et suffisant que l'on ait

o[H(y) + K(b)] = ¢[H(z) + K(c)],

¢ étant, on se rappelle, la fonction inverse de .
Cette équation peut s’écrire

(6) ¢[H(y) + K(b)] = ¢[Q(y) + K(c) — K(a)].
D’aprés cette équation, il faut d’abord que
K(c) — K(a)

soit une fonction de &. Donc I'équation

K(c) = K(a) + 0(b).
doit étre identique a
! L(c) = K(a) + D(b)

L(e)
0(?)

On en tire

K(¢) — a,
D(d) +

I

I

a étant une constante. L’équation (6) devient
[

¢[H(y) + K(b)] = ¢[@(y) + D(?) + q].

I

On en tire

H'(y) _ K'(b)

OO

puis
H(y) = Bo(y) + 1
K(b) = pD(b) + &
B,r,0¢ étant de nouvelles constantes. Les équations (5) se reduisent a
Qy) = (=) + r + BD(a) + 4,
pD(c) — a = pD(a) + D(?)
et 1’équation (6) devient
2[BQ(y) + 1 + AD(2) + ] = ¢[Q(y) + D(b) + al.
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Si on pose

2= Qy)+ D(d) + a

cette équation devient

¢(Bz+ 1+ 06— af) = ¢(2);

7 + 0 peut étre remplacé par une seule constante «’; on peut faire un
changement de paramétre de fagcon a poser

D{a) = o, D(b) =V, D{c)="¢
et les équations d'un groupe a un parameétre et une variable peuvent s’écrire
Q) = plQ(z) + o] + «,
pc =4+ pa’ + a.
Dans ces équations la fonction ¢ inverse de @ satisfait a I'équation
9Bz + o —af) = ¢(2).
Les cas les plus remarquables sont:

1° B =1, o = a=0;

R

on a la solution connue jusqu'ici ot la fonction @ est complétement ar-
bitraire.

2° B=—1 ad =a=20

Q

la fonction ¢ inverse de @ doit étre paire.
Dans le cas général la solution peut, ainsi que me l'a fait remarquer
M. E. Picarp, s’écrire

Qly) = @, (=) + 4,

@ et @, étant deux déterminations d’une fonction z satisfaisant a 1'équation

p(2) = p(mz + n),

m et n étant deux constantes arbitraires, A étant le parametre.
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