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DIE INTERMEDIARE BAHN DES MONDES

VON

HUGO GYLDEN

in STOCKHOLM.

Vielfaltig ist die Theoric der Mondbewegung behandelt worden.  Man
hat es an den sorgfiltigsten und mithevollsten Anstrengungen nicht fehlen
lassen, um die Bewegung dieses Himmelskorpers zu erforschen. Seitdem
das NewtoN'sche Gesetz als Fundament der Astronomie angenommen
worden- war, sehen wir die ersten Manner dieser Wissenschaft mit der er-
wihnten Aufgabe beschaftigt, und man kann wohl sagen, dass ihre Be-
mithungen von einem grossartigen Erfolge gekront waren.

Es ist nicht zu erwarten, dass je eine Bewegungstheorie den Beobach-
tungen in dem Maasse entsprechen wird, dass Nichts an ihr zu verbessern
wire; aber die Mangel der jetzt vorhandenen analytischen Ausdriicke fir
die Mondbewegung erscheinen in der That so gering, wenn man sie mit
ihren Leistungen vergleicht, dass man diesen in der That eine hohe Be-
wunderung zollen muss; und wenn auch die Erreichung einer noch gros-
seren Genauigkeit mit grossen Schwierigkeiten verbunden sein muss, so
erscheint sie auf den bercits angebahnten Wegen doch nicht unméglich.

Wenn aber auch das practische Bedurfniss einé neue Behandlungs-
weise der Theorie des Mondes nicht nothwendig erheischen sollte, so ist
eine solche doch aus andern Griinden in hohem Maasse wiinschenswerth., —
Die jetzt vorhandenen Ausdriicke fur die Coordinaten des Mondes ent-
halten nehmlich eine uUberaus grosse Anzahl von Gliedern, grossere und
kleinere durch einander, in deren Reihenfolge und sonstiger Beschaffenheit
durchaus kein Gesetz zu erkennen ist, wenn man bloss die Thatsache
ihres Vorhandenseins beriicksichtigt, sich nicht aber die theoretische
Grundlage ihrer Herleitung vergegenwartigt. Die Resultate der bisherigen
Untersuchungen tber die Mondbewegung haben mit anderen Worten eine
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der Auschauung schr wenig zugingliche Form, obgleich sic zu numerisch
richtigen, oder wenigstens nahezu richtigen Ausdriicken gefithrt haben. Es
stellt sich demnach die Frage, ob diese untbersichtliche Form der Aus-
dricke, wenn sic auch bei rein numerischen Rechnungen gewisse Vorzuge
haben mag, die einzig mogliche sei, oder ob nicht, durch ein tieferes Ein-
dringen in die Natur der Aufgabe, sich andere Formen ergeben werden,
durch dic man die Resultate mehr concentrirt darstellen kann. Da wir
die Bejahung des letzten Theils dieser Frage als ttberwiegend wahrschein-
lich bezeichnen miissen, so haben wir zuzusehen, wie wir die Wege bahnen
konneu, die zu den hoheren Formen der Resultate fuhren sollen.

Man wird zugeben miissen, wenn man sich die Sachlage etwas genauer
vergegenwirtigt, dass die Behandlungsweise der in Frage stehenden Auf-
gabe in mathematischer Hinsicht sehr mangelhaft war. Schon die Grund-
vorstellung, dass die Bahn des Mondes eine Ellipse mit gestorten Ele-
menten sei, ist keineswegs in der Natur der Sache begriindet, obgleich
sie bei den grossen Planeten sehr nahe lag. Sie ist, in Hinsicht der
Anschauung — nicht als eine erste Annaherung der analytischen Ent-
wicklung betrachtet — der Vorstellung von einem excentrischen Kreize
nur sehr wenig wberlegen, und zwar nur durch Grossen, die sehr klein
sind im Vergleiche zu Gliedern, welche in beiden Hypothesen unberiick-
sichtigt gelassene, Ungleichheiten der Mondbewegung reprasentiren. Dieser
Vorstellung entsprechend wurden nun die successiven Anndherungen an-
geordnet, und mussten auch so angeordnet werden, so lange man an
dieser Vorstellung festhielt, trotzdem es sehr bald bemerkt wurde, dass
die Bewegung des Mondperigaums in der ersten Annsherung ginzlich
entstellt herauskam. Man hat zwar diesen Ubelstand in indirecter Weise
umgangen, indem man das formelle Resultat der ersten Anniherung so-
gleich beriicksichtigte und somit gewissermaassen zwei Annaherungen zu-
gleich absolvirte. Durch derartige Operationen verlor aber die Entwick-
lung, wiewohl sie keineswegs an sich unberechtigt war, ihren streng de-
ductiven Character, indem die Form des Resultates durch die erste An-
nidherung schon bedingt war. Auf diesem Wege kann man nicht erwarten,
zu ciner hoheren, und der Natur der Aufgabe mehr entsprechenden Form
des Resultates zu gelangen.

Es ist jedenfalls anzunehmen, dass die vielen Glieder in den Aus-
dricken fur die Mondbewegung aus Entwicklungen einer geringeren An-
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zahl Functionen entstanden sind, obwohl wir bis jetzt nicht diese Func-
tionen selbst, sondern bloss ihre Entwicklungen gefunden haben. Selbst-
verstandlich mussen diese Functionen desto complicirter erscheinen, je gerin-
ger ihre Anzahl ist. Eine einzige Function, aus der man durch alge-
braische Operationen, Differentiationen oder Quadraturen die verschiedenen,
in der Mondbewegung vorkommenden Glieder entwickeln konnte, miisste
als dermaassen complicirt gedacht werden, dass wir vor der Hand gar
keine Aussicht haben, sie zu erkenmen. Unser Ziel diirfen wir daher
nicht ctwa mit der Erforschung einer solchen Function identificiren; wir
missen uns mit einer massigeren Reduction bescheiden. Andererseits aber
werden wir die Fortschritte in der Erkenntniss der Mondbewegung desto
hoher schiatzen miissen, je mehr es uns gelingt Gliedercomplexe als durch
Entwicklung uns bekannter Functionen entstanden angeben zu konnen;
oder, je mehr wir Gliedercomplexe, und namentlich solche, worin grosse
Coefficienten vorkommen, durch Functionen darstellen konnen, deren Eigen-
schaften uns bekannt oder leicht zu untersuchen sind; oder endlich, um
die Sache kurz auszudriicken, eine je elegantere Form der Losung wir
gewinnen konnen. Der Forderung nach mathematischer Eleganz liegt in
der That auch ein tieferes erkenntnisstheoretisches Bediirfniss zu Grunde,
als gewohnlich zugegeben wird.

Die vorliegende Abhandlung bezweckt, die Resultate eines ersten
Schrittes in der angedeuteten Richtung darzulegen. Hierbei hatte ich mir
die Aufgabe gestellt, eine intermedidre Bahn des Mondes von der Be-
schaffenheit zu bestimmen, dass die Unterschiede der, in dieser Bahn be-
rechneten Coordinaten und der wahren (welche Unterschiede ich Stdrungen
der intermediaren Coordinaten nennen werde) stets kleine Grossen seien,
deren Quadrate und Producte man mit sehr wenigen Ausnahmen iibergehen
durfe. — Die Bewegung der Bahnebene habe ich dabei unberticksichtigt
gelassen, da sie nur einen sehr untergeordneten Einfluss auf die Bewegung
des Mondes in der Bahnebene selbst ausiibt, und es besonders auf diese
Bewegung ankommt, weil sie der Untersuchung die meisten Schwierigkeiten
entgegenstellt. Dessgleichen habe ich die s, g. Secularanderung der mitt-
leren Lange nicht in den Kreis dieser Uhtersuchungen gezogen. Die
Schwierigkeiten sie zu bestimmen, sowie die aus den Planetenanziehungen
herrithrenden Ungleichheiten, sind ganz anderer Art, als diejenigen, welche
ich in der vorliegenden Untersuchung zu ttberwinden gesucht habe.
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Man wird finden, dass die Ausdriicke, durch welche die intermediiren
Coordinaten dargestellt werden, sich wesentlich auf solche Functionen
zuriickfuhren lassen, durch die Herr Hermite die Lamg'sche Differential-
gleichung integrirt hat. Die vorliegende Untersuchung wird sich daher
als eine Anwendung der Resultate des berithmten Verfassers von Quelques
applications des fonctions elliptiques herausstellen, und ich kann nicht umhin,
dieser Leistung meine grosse Bewunderung hier auszusprechen, — Die Ein-
setzung numerischer Werthe in die algebraischen Ausdriicke ist mit grosser
Leichtigkeit auszufithren. Es geniigt in diesen Vorbemerkungen der That-
sache zu erwihnen, dass die Bewegung des Mondperigiums in der ersten

Annsherung bis auf TIE des Betrages richtig gefunden wurde, wahrend bei

der fritheren Anordnung der Annaherungen, die erste derselben nur etwa
die Halfte des Betrages ergeben kann. In entsprechend gunstiger Weise
ergeben sich die ubrigen grossen Gleichungen der Mondbewegung, wesshalb
ich nicht in der Meinung zu irren glaube, dass die Theorie der Mond-
bewegung, die bisher als eine der schwierigeren Aufgaben der theoretischen
Astronomie angesehen wurde, gegenwirtig zu den leichteren zu zahlen sind.

Die numerischen Resultate, welche dieser Abhandlung beigefiigt sind,
wurden grosstentheils von Herrn A. Smpaxow berechnet, wofir ich ihm
hier meine besondere Dankbarkeit ausspreche.

Die rechtwinkligen Coordinaten des Mondes, bezogen auf den Schwer-
punkt der Erde und auf eine, durch den Radius-vector und der Tangente
gelegte Ebene, seien z und y; die Massen der Sonne, der Erde und des
Mondes: respective M, 1 und m; indem wir nun unter [* eine Constante
verstehen, deren Werth von der Einheit der Zeit und der Entfernung ab-
hiingt, stellen wir die Bezeichnungen

p, =01 4 m)
p=UM
fest.
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Nennen wir noch den Radius-vector 7, und die Storungsfunction (£),
so sind die Gleichungen, in deren Integration unsere Aufgabe besteht, die
folgenden:

d’z | pzx  3(2)
Tt
d’y . my . a(2)
a T =y

Zunichst werde ich aus diesen andere Gleichungen herleiten, die als
gesuchte Grossen die intermediaren Coordinaten des Mondes enthalten
sollen. Diese bezeichne ich durch z, und y,, und stelle vor Allem die
Bedingungen fest:

(I) %:%_—,1+¢,

wo ¢ eine Function bedeutet, die wir als eine sehr kleine Grosse ansehen,
und als Storung der intermedisren Coordinaten bezeichnen. Die reducirte
Zeit 7 definiren wir durch die Gleichung

14+ 8
wo S eine Grosse von derselben Ordnung wie ¢ bezeichnet.
Wenn nun z,, y, und t statt z, y, ¢ in die urspriinglichen Glei-

chungen eingefithrt. werden, so erhalten wir

Po__1_aSdn (&Y n
dr? I+Sdrd‘r+ +

(1489
T+ ) e

(1-*-8')2 1 dSdy
+I+Sdrdr

xo

I+(,J

d*y 1 dSdy, d’¢ p(I-{-S) 1 dSd¢l vy,
0"—"'2+| s+ Ty ST a|i+ g
(1+S)*9(.Q)
T+ ) oy
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in denen wir uns der Bezeichnung

» =V + = 1(1 + ¢)

bedient haben. Es bedeutet also », den intermediiren Radius-vector.
Wenn die wahre Liange des Mondes in der Bahnebene durch » be-
zeichnet wird, so gelten die Ausdricke:

Z = ) Ccosv, Y = 7sinv;
vermoge der (leichungen (1) haben wir daher auch:
x, == 7, COSV, Y, =1, sinv,

woraus gefolgert wird:

dv
dr

dy dx
Yo g % a

=T(2)

Aus den Gleichungen (3) bilden wir nun zunachst die folgende:

d’ 3L 3(9)

° 3y 70 bz

d*z 1 dS (’I‘ dy,  de)\ (1 +8)
Jodr 14 Sdr\"%dr "dr)-_(l-i-y"'s

¢

_ T+ 8 (2 39
T(r + o) oz

_ (L +8)a(9),
Ty

und das Integral derselben konnen wir in der nachstehenden Form angeben:

14+ 8 3(2)
V”+f<x+¢>' w ¥

wobei /c die Integrationsconstante bezeichnet.
Wir setzen hierauf:

(4) d = (1 + 8)

(5) v=10, + y,
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und bestimmen die intermediare Lange v, aus der Gleichung:

(6) do, _ye

Hiermit erhalten wir:

1+ S 3(&)
Ve i = (+SIV°+1(I+¢Y?U—’T'

oder

[

S A

( )

Die Glieder, welche in — vorkommen, theilen wir in zwei Gruppen:

@, und @, indem wir setzen

(t+8)

T_’%{f_)z (I + S)Qo +|Q1

[

und bestimmen hierauf y aus der Gleichung:

d"/
(7) d—vg = (1)09
wonach wir zur Bestimmung von § die Gleichung

® B |4 s 4 90+ @) = — 0,

zuriick behalten.
Das Integral dieser Gleichung konnen wir, wie man leicht bemerkt,
naherungsweise schreiben

(9) - <1+§1>2

wobei keine Integrationsconstante hinzugefiigt zu werden braucht, indem
sie als in y oder in ¢ enthalten gedacht werden kann,
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Aus den Gleichungen (3) erhalten wir ferner:

d, d*y, 1 dS dy,
Tge T hge 1+Sd*|°d'+‘/0 I

_n d’sJ m(1 + 8) 1 dSdy
+x+¢ : rs +I+Sd1dz‘
SEL JEIJIPLC)

- ([ + ¢,)2 z z + Yy 3y

(8 a(!’)
T+ s/)’

Da aber:

flz'o T 0% =" dru + (dr) +{<%)2+ (dd_!?>2|

d*r, g [dv\?
=’od—f‘“(a 4

so finden wir aus der vorhergehenden Gleichung:

Cdtr, L, (dv 148 dr,
Yo gz ’°(d—r) I+ Sdc odr
r: d’y )7 (I + S) 1 dSdy (1 4+ 8)?* 3(&)
+1+y t +I+Sd_rdr TG+ o

In diesem Resultate haben wir sowobl r durch die Veranderliche v
als auch » durch v, + y zu ersetzen. Wir beachten dabei, dass

I I
dr, . d';____ —da
d—r—_r" dr _‘/°dvo

I
2_
d*r cd T
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und erhalten demzufolge zunichst:

I

1 d d
[£ -—_ —_
7, J/ dy 1 dy 7,
_ﬁg_ ‘I + 2 +( ) l I+_:S—'du0 dv,

5 a*y o op (1 + 8)° 1 dSdy) (1 + S)"lv_r’c)(.Q)
+°’(I+;”—)_F+ > +I+SE(Z—: T U+ e er

I
. {—
d¢ vedd d*J ¢ &) %( 7 d(,)
Tt de " dv, dv

L d—
7, d/ 1 as ¢ T, yZN +\ 2
—m;rb+2 +<)Hﬁﬁ@%;:0+®

I
d¢ 1 (ZS d¢'

1 1 (l2¢ #l -\ 2 o - r
—_-_c—(I + 8¢ — d—d_ r, (1 + 8)dv, dv,

1 +—<,J 7 dv;

+

_ (8
T 14+ ¢ ¢ or

Diese Gleichung multipliciren wir mit einem, vorlautig noch un-
bestimmten constanten Factor a, und zerlegen dabei dic Glicder des Pro-

ductes =29 5, zwel Gruppen P, und P,, so dass die Gleichung
or 0 1
ar*o(82)
T btk

zu Geltung kommt; hierauf stellen wir folgende Bedingung auf:

a2
() e it (@) | ==t
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und erhalten endlich als Bestinmungsgleichung fur ¢ die nachstehende:
a

d—
d’g’/ ap 2 14+ ¢ dS
T it X -y — T — o

e G A T Y LY T )

a
p !

s . g __a_asdy

B (I+¢)ro(28+‘5)+2T0%;dTO 1 + Sdv,dv,

= —(1+ 8, P, — (28 + 8 — ), P,

Dieses Resultat gestaltet sich jedoch fur spatere Anwendungen zweck-

méssiger, wenn man statt ¢ eine neue Function & einfithrt, die mit ersterer
durch die Gleichung

(I I) aﬂb = 7’05

verbunden ist. Man findet dabei die Beziehungen:

I 2
dl art al
dr 4 . 1, d& I s T ,3< ro> :
= ol T M de, a2\, b
und hiermit geht die vorstehende Differentialgleichung in die folgende
uiber:

o] ), 1 a5
di aldel™ ¢ 1”1+ Sdy,dy,
a
d—
_ap 1 as “r, ap ,2___‘r~(,>
LS+ 8)—gshm e = —(+ P, <2S+6 “¢) P,

Ersetzt man aber den Coefficienten des zweiten- Gliedes linker Hand
durch seinen Werth aus der Gleichung (10), so erlangt man:

% dr | (9 1 dS df
Tt g, T (dTJO) IE—_I ¥ S v, dv,
(12) "
d—
1 1 dS A
— @S+ )~y gg a3 = — LS+ S+ R)
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Durch die Integration der Gleichungen (7) und (10) wird die inter-
mediare Bahn bestimmt; die Gleichungen (8) und (12) bestimmen hin-
gegen die Stérungen.

2.

In der Mondtheorie sind sehr wenige Glieder aus der Hauptentwick-
lung der Storungsfunction hinreichend um als Grundlage einer inter-
medidgren Bahn zu dicnen, die nur sehr wenig von der wirklichen ab-
weicht. Diese Glieder sind aus folgendem Ausdrucke zu entnchmen:

1 2

(2) =y ?+i%+i%coszﬂ

Es bedeutet hier: 7 der Radius-vector der Sonne und H der Winkel
zwischen den Radien-vectoren der Sonne und des Mondes. Hieraus er-
halten wir:

r*3(£) _ 34 r' acos2H

c v 4ec¥® v

25 g 3 ! 3
’1"__(‘@=£“_<:) +3—’(-l/-‘<1,> cos 2 H
¢ or 2 ¢ \r 2 ¢ \r

Mit diesen Ausdriicken werden wir einige wesentliche Vereinfachungen
vornehmen konnen, indem wir immer festhalten, nur die grossten, und
fur die Bewegung des Mondes characteristischen Glieder herauszuheben.
Zunachst vernachlassigen wir das Quadrat der Neigung der Mondbahn
uber die Ekliptik; wir haben alsdann einfach, indem v die wahre Lange
der Sonne bezeichnet:
H=vy—

Ferner bezeichnen wir die mittleren Bewegungen des Mondes und der Senne
mit # und #’, und das Verhaltniss beider mit g, so dass:

8|3

= p
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Die mittleren Langen beider Himmelskorper zu einer bestimmten Zeit-
epoche seien 4 und A’; in der Relation:

v — A = plo, — ) + G

bedeutet alsdann @ eine kleine Grosse von der Ordnung der Excentrici-
teten. Um die folgende Darstellung maglichst zu vereinfachen, werde ich
.G zuniichst vernachlassigen, was geschehen darf, erstens weil ihr Einfluss
tiberhaupt gering ist, zweitens aber weil derselbe leicht spiter zu beriick-
sichtigen ist, ohne dass das Wesen der befolgten Methode irgendwie ab-
geandert wird.

Wir nehmen nun an, dass die vorhin eingefihrte Constante a die
mittlere Entfernung des Mondes von dem Schwerpunkt der Erde bezeichne;
die Verinderliche r, ersetzen wir nach dieser Voraussetzung durch eine
neue p,, indem wir die Relation

I
(13) o=

aufstellen, und dabei unter p eine zu unserer Verfugung stehende Con-
stante bezeichnen. Dieser Werth von 7,, in die Gleichung (10) eingeftihrt
giebt uns:

_mr . __p.

y
c 0

1%4_‘_?_/’_0

dZ‘ dy\?
pag T ()

dv,

und wenn wir die Constante p aus der Gleichung

I_ e _ o
P c
bestimmen, so erhalten wir:
&p, | | dr (N dy <£‘§L ?
(14) d%"‘,"""’i@"“(&v‘o) lﬂo"_Qa‘uo_ dvo) - P,

Bei der Mondbahn ist nun p, immer eine ziemlich kleine Grosse;
eine Folge dieses Umstandes ist, dass p von der Einheit um eine sehr
kleine Grosse verschieden ist, dessen Product mit der Sonneneinwirkung
wir bei der intermedidren Bahn vernachlissicen werden. Dass p — 1
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eine Grosse zweiter Ordnung in Bezug auf den Modul von p, ist, kann
man fibrigens leicht nachweisen.

Es seien 4+ e und —e die extremen Werthe von p,; die ent-
sprechenden Werthe von 7, sind dabei

ap . o=

I —e

soll nun die Gleichung
;_(rx + 1'2) =da

bestehen, welche unserer Annahme, dass a die mittlere Entfernung be-
deutet, entspricht, wenigstens in einem gewissen Sinne, so muss p den’
Werth 1 — e® haben. Im Allgemeinen werden aber die absoluten Betrige
der extremen Werthe von p, nicht dieselben sein; der Ausdruck fir p
muss sich daher auch in der Regel etwas anders gestalten, und zwar
findet man

! +‘ex — & — &6,

p= Py T
2

wenn p, zwischen den Grenzen + e, und — e, variirt. Formell genom-
men, ist allerdings die Differenz e, — e, als eine Grosse erster Ordnung
anzusehen, allein in thatsichlich vorkommenden Fallen, insbesondere bei
der Bahn des Mondes ist diese Differenz doch so viel kleiner als e, und
e,, dass sie als eine Grosse zweiter Ordnung angesehen werden muss.

Es kann aber die Constante @ auch in andérer Weise definirt wer-
den als durch das arithmetische Mittel der extremen Werthe von r,, und
in der That scheint auch eine andere Definition dieser Grosse bei der
Mondbahn wesentliche Vorziige zu haben.

Wir nehmen nun wieder die Gleichung (6) vor, dricken in derselben
die Function 7, durch p, aus, und ersetzen die Grosse ¢ durch ihren Werth

c = pap

Wenn wir endlich den, bei dieser Untersuchung zu befolgenden Principien
gemiss, die eigentlichen Storungen vernachlassigen, d. h. hier, die reducirte
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Zeit mit der wahren identificiren, so haben wir aus der betreffenden
Gleichung:

pidu, — ﬂdt
(IS) (l + ;”o)' a%

Die Entwicklung der Grosse linker Hand wird nun, vorausgesetzt, dass
0, schon bekannt ist, ausser zu rein periodischen Gliedern, zu einem, nur
in dv, multiplicirten Gliede Veranlassung geben, dessen Coefficienten wir,
durch eine passende Bestimmung der Grosse p, zu 1 machen konnen.
Durch eine solche Bestimmung wird der Coefficient von d¢ die Bedeutung
der mittleren Bewegung des Mondes erhalten, d. h. die Gleichung

Vit

]
at

n —

zu Geltung bringen. Die Grosse a verliert aber dabei die Bedeutung der
mittleren Entfernung in irgend welchem geometrischen Sinne, und ist nur
als Maass oder Modul der Entfernungen anzusehen.

Far die Sonne konnen wir eine, mit der Gleichung (15) ganz analoge
ansetzen, nehmlich

X p’igdv’0 o
(1490 wat,

in’ welcher selbstverstindlich alle mit Accenten versehenen Grossen dieselbe
Bedeutung in Bezug auf die Sonnenbahn haben, wie die unaccentuirten

Grossen in Bezug auf die Mondbahn, und in’s Besondere hat man

P VH

y

1

” )
ai

und wenn man die Erdmasse neben der Sonnenmasse, wie es hier un-
bedenklich geschehen kann, vernachlassigt, so darf man in dieser Formel
p statt g setzen. — Durch Vergleichung der beiden Werthe von dt er-

([ ,:)
I + p ?

|

=7
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und tberdies:

Indem man sich nun bloss die rein periodischen Glieder in p, und g,
beriicksichtigt denkt, kann man also dic Gleichung

dvy, = p(1 + 2p;— 2p, + .. .)dv,

ansetzen, und findet hiermit als Ausdruck fiir die oben mit G bezeichnete
Function die Formel

(16) G = 2pfpdv, — 2/;fpoduo

-~
D

Unter Beruicksichtigung der Werthe, welche wir fir ¢, », und »; ge-
funden oder angenommen haben, ergeben sich fiir die partiellen Differential-
quotienten der Storungsfunction die nachstehenden Ausdriicke, in denen
wir die Storungen sowie die Function G vernachlassigt, und also auch ¢’
mit v, identificirt haben,

29 (2 21+ ,os . 1’ ,
%% = —% (([—_*—_“’:T))T sin2[(1 — p)v, + y — A + pd]

ar’a(2) 1 L4\ 3 a4+ p\ : L
¢ ar =M <I +pu> +5/1 <l +E> (’O‘\2[<l — MY, + 1 A +/LI]

Diese Ausdriicke werden wir nun nach den steigenden Potenzen von p,
und p, entwickeln und dabei nur die Glieder erster Ordnung beibehalten.
Die folgenden Glieder sind zwar nicht unmerklich, tben aber doch auf
die Resultate, welche wir bei der vorliegenden Untersuchung im Auge
haben, einen ganz unwesentlichen Einfluss aus. Wir erhalten also, indem
wir uns noch der Bezeichnung

3
:81 = ;/“2
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bedienen, die nachstehenden Ausdriicke, mit denen wir die Grossen @,

und P, identificiren,

Q, = — (1 — 4p, + 3pl)sin2[(1 — wv, + y — 4 + pd]
1

P, = 5191(1 — 3p, + 300)
+ A.(1 — 3p, + 3pi)cos2[(1 — v, + x — A + pd]

Die Gleichungen (7) und (10) nehmen nun die nachstehenden Formen
an, wobei wir der Kirze wegen

A= 2(1 —p)
4 =201—pl
gesetzt haben,
dy g N sin (i
d—vé = _/jl<l — 4p, + 3/00> sin (M’o + 2 — 4)
d’o, . d; dz\?
) Tlv%+ I—ﬂl“‘3/91005("”o+2)(""A)+2d_1{0+(g{:) Lo
(17
I ! ’
= gﬁl — By — By cos (Qv, + 2y — A)— 3f,p, cos (Av, + 2y — 4)
dy dy\?
—2at,— ()

Dieses System lasst sich zwar nur durch fortgesetzte Anniherungen
integriren; man kann diese aber so anordnen, dass die Convergenz eine
dusserst rapide wird. Ich muss es mir versagen, . jetzt alle zu diesem
Zwecke dienlichen Hulfsmittel in Anwendung zu bringen, die mir zu
Gebote stehen; theils wiirde ihre Darlegung zu viel Platz in Anspruch
nehmen, theils gelangt man auch ohne dieselben bei der Mondtheorie
leicht genug zum Ziele. Ich will nur beiliufig bemerken, dass dieses
Hilfsmittel in der Anwendung eines veranderlichen Moduls der elliptischen
Functionen seine Wurzel hat.

Einen fiir die Bewirkung einer hinreichend starken Convergenz ge-
niigenden Ausgangspunkt erhialt man, wie ich mich durch numerisches
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Nachrechnen tiberzeugt habe, wenn in der ersten Gleichung des Systems
(17) die Function y in den Argumenten der trigonometrischen Functionen
vernachlissigt wird. Es ergiebt sich alsdann:

dy . PN
di = ‘%icos (v, — A) + 45 f 00810 (Av, — A)dv, — 35, f oo 8in (v, — A)dv,,

[}

aber die Form dieses Resultates ist fur unsern Zwecke nicht die er-
wiinschte, indem die unbekannte Grosse p, unter einem Integralzeichen
vorkommt. Die Umgestaltung, welche hier nothig ware, konnen wir in-

dessen aufschieben bis der angesetzte Werth von ;1{ in die zweite der

Gleichungen (17) eingefithrt worden ist; denn erst bei ihrer Integration
kommt es uns darauf an, eine Form zu erhalten, in welcher die in p,
multiplicirten Glieder, oder wenigstens die einflussreichsten derselben von
dem Integralzeichen befreit sind.

Aus der erwihnten Gleichung findet sich, mit Hulfe des angegebenen

dy .
Werthes von (—va die nachstehende
1]

—_ (ﬂl + 2—?‘) cos (b, — A)
- 319110:: cos ()‘vo - A) - ﬂl/’c’)

- 8:31100 f/oo sin (Avo - A) dvo

wo schon das letzte Glied rechter Hand, und noch mehr dic ibergangenen
bei der vorliegenden Untersuchung unwesentlich sind.

Um grossere Kiirze bei der Darstellung zu bewirken, fihre ich nun
folgende Bezeichnungen ein:
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141

ﬂo =ﬁ1_5}}'
B,

ﬂ = 3ﬁ1—"’27

I 14
Io zgﬂl +ET2

3
{
7 _ﬂl + 2?’

und erhalte hierauf:

(13) s {1 — B, — Beos(in, — )lp,

dv?
= — 88, fpo sin (Av, — A)dv, — y, — s — ricos(dv, — A) 4. ..

Das wesentlichste Glied rechter Hand ist das erste, und eben dieses
muss transformirt werden. Wenn wir die Summe aller tibrigen Glieder
kurzweg mit W, bezeichnen, also die Gleichung
(19) VVl =" ——ﬁlp(’) —n COS()wo - A) - 31?1/0(')005()‘00 - A) e
aufstellen, so haben wir

— 1%,
Po = — 1 — g, dv:

+ g pycos (i, — 4)

v, 8 .
+ I__‘ﬂo — xflﬂofposm@% — A)dv,,

und dieser Werth von p, soll in das zu transformirende Glied eingesetzt
werden. Wir erhalten dadurch:

f 0, Sin (v, — A)dv, = — - _i_ 7 i?;" sin (Av, — 4)dv,
1A .
+ E:E:fpo sin 2 (Av, — 4)dv,

+ I—EE f W, sin (Av, — A)dv,

8 . .
— f‘ﬂofsm (v, — A)dv, fpo sin (Av, — A)dy,
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Nun ist aber:

sin (Av, — A4) — Ao, cos (v, — A)

dv; dv,

j Msin (v, — A)dv, = dp,

— 2 [ p,sin (v, — A)dv,

f sin (Av, — A)dv, f p,sin (Av, — A)dv,
I . .
= — ~cos(dv, — A)f,o0 sin (Av, — A)dv, + 2L).f~'0° sin 2 (v, — A)dv,,

welche Ausdriicke, in der vorhergehenden Formel -eingefithrt, zu der
nachstehenden fithren:

(1 + B, — 1) [ pysin (do, — A)dv, = 2 sin (o, — A) — 4o, cos (o, — 4)

[

+ i(@%. _— ﬂ)f/’o sin 2 (Av, — A)dv,

2

8 .
— ——f—‘ cos(Av, — 4) f P, 8in(Av,— A)dv,

— [ W,sin (v, — A)dv,

Indem wir nun diesen Werth in die Gleichung (18) substituiren,
bedienen wir uns der nachstehenden Bezeichnungen:

B =A + f, —1
__ 83
71_1_%

e (i)

unser Resultat ist alsdann das folgende:
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(20) d’p, Ay, sin (dv, — A)  dp,
dv; 1 + 7, cos (dv, — A)dv,

7,4 cos (v, — 4) |

+ |1 — B — Beosoy — 4) — 4 ST | Po

— 878, . _ ,
= T T ¥ 7, c0s (v, — A)fpo sin 2 (Av, — A)dv

0

74 . o
*y + 7, cos (v, — A)f” L sin (o, — A)dv,

+ W,

Die mit Integralzeichen behafteten Glieder dieser Gleichung gehdren
der zweiten Ordnung in Bezug auf die Grosse p* an. Sie sind daher
sehr klein, und da sie weder durch die Ausfithrung der bezeichneten In-
tegrationen, noch durch die Integration der Differentialgleichung wesent-
lich vergrossert werden, so haben sie hier kein Interesse und konnen daher
vernachlassigt, oder mit anderen, aus ahnlichen Griinden bei Seite gelassenen
Gliedern als vereinigt gedacht werden.

Nach dieser Vernachlassigung werden wir die Gleichung (20) noch
dadurch vereinfachen, dass wir in derselben das zweite Glied wegschaffen,
was dadurch bewerkstelligt werden kann, dass wir die Function p, durch
eine andere E ersetzen, die mit der fritheren durch die Gleichung

(21) Py = E\/I + 7, CO8 (xvo = A)

verbunden ist. Es findet sich hieraus:

dp, _dE ' g y,Asin{dv, — 4)
d’Uo == (l'Uo \/I + 7, CO8 (X’Uo - A) 2 \/I + 7 cos (X’Uo — A)
d’p, d'E dE %, Asin (v, — A)

W 28 o — A) — o —
dvo d’t}gVI +7}XCOS({U° ) d”ovl +77‘COS(lv0—A)

1g 7,A7cos (v, — A) 1 piA’sin (Av, — A)° ’
27 |\T ¥ , cos(lw, — 4y 2[1 + 7, cos (v, — A)}¢
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mit welchen Werthen man aus der Gleichung (20) die nachstehende erhilt

d*F l . : 3 7,4 cos(lv, — A)
(22) T + ' 1 — 3, — ficos (Jv, — A) T 7 cosim, — )

3 giAtsin(dy, — A)*
4 [1 + %, cos (v, — A)}* ’

W

1

A1+ 7, cos(iv, — A)

In dieser Gleichung werden wir nun auch mehrere Glieder hoherer
Ordnung in Bezug auf px* von der linken auf dic rechte Seite hiniiber-
fihren. Indem wir also unter W, eine Grosse verstchen, welche mit E
minltiplicirt ist und also bei der ersten Anniherung nicht beritcksichtigt
werden kann, jedenfalls aber zweiter Ordnung in Bezug auf p* ist, und
indem wir die Bezeichnungen:

- 3 250
B = /90—~§7/,A

=g+
feststellen, erhalten wir:
d*'E — _ w
27 — !I__ - CcO8 )‘,, ___A]E: 1 Iir
( O) dv} + t ﬂo ﬂ ( Y >l \1 + 7,c08 (v, — A) + 2
4.

Auf die Integration der zuletzt gefundenen Differentialgleichung
werden wir nun unsere Aufmerksamkeit richten miissen, und zwar werde
ich dabei die Integrationsmethode in Anwendung bringen, die ich schon
in der ersten Abhandlung tber die Theorie der Bewegungen der Himmels-
korper vorgeschlagen habe. Eine geringe Abinderung werde ich zwar
dabei vornehmen, welche jedoch zu unwesentlich ist um hier einer be-
sonderen Erwahnung zu bedirfen.

Acta mathematica. 7. Imprimé le 28 Mars 1885. 19
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In der in Frage stehenden Gleichung setze ist:

3] —— ﬂ 0
iy — A = 2 %% — 180°

wo K ein vollstandiges elliptisches Integral erster Gattung bezeichnet,
dessen Modul vorldufic unbestimmt gelassen wird. Bezeichnet man nun
der Kiirze wegen:

n
l. ”A+IV7:.IV,
\I1 + %, cosidn, — A)
so erhilt man
w4 +(3%)
d°E 2k) | - = _\2K -
Tt ——lx——,io—}-/?cowﬁ{x E = 3 nw

Nun hat man aber die Entwicklung

216 s 2¢* r

— ey (AN 1 oy l T '
cos2amzr = [ + <2K) Ak __gzcoszsz + - __q‘cos42Kfr + o
wo I'™® eine von %k oder g abhingige Constante bedeutet, deren Werth
wir weiter unten angeben werden. Es folgt hieraus:

7 \? z k(1 — g% k(1 —¢%)
( )(‘OL\QZK.’I’«Z léq—cOSQamx——W—ﬂ,

- \

" @ 2 2 2q = 3(1,
S T

p T
ﬁCO>62K.’(‘ + ...

Mit Ricksicht auf diese Entwicklung erhalt man aus der vorher-
gehenden Differentialgleichung, indem der Modul k* oder vielmehr ¢ aus
der Bedingungsgleichung

(24) o _ BB — g

494
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bestimmt wird, die folgende:

T 2
2 4 .
%+ [k’coszamx + (2,;() (1 —4) —k’l‘(}”JE

T \? ) }
=4<j_f‘>_| W+ A1 ——q“)E[I—Z%COS‘t%” + ”

Bei der Integration dieser Gleichung missen wir damit anfangen, die in
E multiplicirten Glieder rechter Hand wegzulassen. Die Summe dieser
Glieder, welche wir mit W, zusammenschlagen, ist, cbenso wic diese
Function, immer eine sehr kleine Grossc zweiter Ordnung in Bezug auf

g’ Bei der Integration wird zwar die Function, welche E als Factor
enthalt, zu Gliedern Veranlassung geben, welche entweder vergrossert
werden oder auch in v, multiplicirt erscheinen; diese Glieder sind aber
von der Ordnung ;° und konnen, ilires geringen Betrages wegen, it
Leichtigkeit erst spater beriicksichtigt, und in die Hauptglieder von E
aufgenommen werden.

Wir bezeichnen noch

(%)
(25) “ZATK’.(I — B,) — kP =1 —k'sniw’

wo i die Bedeutung der imaginiren Einheit hat, und erhalten alsdann
die obige Differentialgleichung auf die von Herrn HermITE angewandte
Form der Lamg'schen Differentialgleichungen gebracht, nehmlich

T 2
2 . 4
(26) %—[ﬂc’snx“-—1-—k’+k’snéw’]E= <i{{> (W+...

Die elegante, von Herrn Hermire angegebene Form des Integrales
dieser Gleichung ohne das Glied rechter Hand, ist die folgende:
8'(iw) ' (iw)

oy HZ 4+ t0) — Gam © y Hig —i0) 5o ®
(27) E = (/1—9—({”)—8 (i) + 62 ———9(2}) [
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wo C, und C, die beiden Integrationsconstanten bedeuten. Diese Glieder
enthalten die Mittelpunktsgleichung und die Evection und geben einen
sehr genaherten Werth der Bewegung des Mondperigiums.
Die Grosse (.w)> bezeichne ich durch i—=.y, wo v eine reelle positive
G iw) 2K

Zahl, von derselben Ordnung wie sz, bedeutet. Mit Berticksichtigung des
Werthes

T

gL = (1 — v, — ' 4+ pl + ér:

)

findet man also:

& o) . \ , I
'0(1’057 == (I '—/1)10 —_— l + /ll +572'

Wenn wir nun die beiden Constanten €, und C, durch zwei andere x
und /" ersetzen, indem wir die Beziehungen

— o -
o o7 ) i/»—iv(.l'—,u._l— E)viu'—;l,f)

— D w -
C ze K e*i/’+iv(.l‘~//.‘l—§)+i(4l'——/t.l)

2 2

Jv-
Y

feststellen, erhalten wir:

o 2K
(28) B(x)E:M, {H(.L‘—{—iw)-}—H(‘r—iw)}cos;v(l—-—,u)z,’o—['—i—/l'—/;/l]

— ==
.xe 2K

Ve

{H(z+i0)—H(x—io) sin[y(1 —p)o, — '+ A'— pA

Dieses Resultat werde ich etwas niher entwickeln und auf die in
der Astronomie gebrauchliche Form bringen, wodurch man in den Stand
gesetzt wird, die Bedeutung desselben leicht zu ubersehen.

Zunachst- ist an die Entwicklung

2 . T 6 - T
kX — 1 sm3ﬁa¢+q SIN§ 2% — ..
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ru erinnern. Hieraus findet sich sogleich

149

. I - ql—T,m —i‘;—T,.r —:w+iix l

H(z + iw) = ‘—zt/ge“" {e W g KK .
R 1 _ o w i;i,.t —:w—ii,.i l

H(x — iw) = Ve {e”‘ —e X M —

T . . .
und wenn man. den Werth von sk L einsetzt, so gewinnt man die Aus-
driicke:

Hp 4 io) + Hr — io) — 2076% "leosl(n — o, — A + pl

+e Fcos[(1 — pu, — A + pd]

+ g% cos 3 (1 — pwo, — A+ pd]
l
o, |
Hx + iv) — H(x — io) = — 2i§/‘,;eg_}‘7m{sin (1 — o, — A + pd]
_

sin[(1 — p)v, — A" 4+ ]
+ q“’ei‘w sin 3[(1 — p)v, — A" + pd)

Bezeichnet man nun:

¢=p—y(1 —p)
so giebt die Gleichung (28):
8(2)E = xcos{(1 — v, — I']

T
—w

+ xe X cos{2(1 — pyo, — 2(d' — ph) — [(1 — o, — I')

+ xq’e%wcos{z(l — @y, — 2(d — pd) + [(1 — v, — I'}}
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Das erstc Glied rechter Hand ist das Hauptglied der Mittelpunktsglei-
chung, insofern diese in den Ausdruck fiir den Radius-vector eingeht;
das zweite Glied entspricht der Evection; das Argument ¢v, ist endlich

die Bewegung des Mondperigaums.
Mit Hinweglassung der Glieder, welche in hoheren Potenzen von g

multiplicirt sind, hat man:

1 T
o 1 + 2qcos2 SET

= 1—2qcos2 (1 — pmr, — .1 + pd

und mit demselben Grade der Genauigkeit hat man:

VI + g cos(dy, — A) = T + émcos 2[(1 — p)yv, — A"+ p]

Durch Multiplication mit diesen beiden Factoren erhilt mnan aus dem vor-
hergehenden Ausdricke fir 6(z)E, der Gleichung (17) gemiss, den fol-
genden:

(29)  p, = x[l — (q—i>71>(c—7"w + q’ez"'w)l cos[(t — v, — I')

+ :e—'-,}w — (q _i’h)] cos{2[(1 — p)v,— A" +-pd] —[(1—¢)v,— ']}
— -q — ::771 - qﬁe%"‘J cos{z[(l v, — A+ pd) + [(1--¢)v, ,,_[-H

—x|q —iql] e_iwcos{4[(1 — o, — A + pd] — (1 — )y, — I'}}

Dieser Ausdruck von p, ist indessen noch unvollstindig, indem der-
selbe nicht diejenigen Glieder enthalt, welche aus der Function W rechter
Hand in der Gleichung (26) entspringen. Diese Glieder werden, wenn
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man sie zunichst in der Function E beriicksichtigt, aus der nachstehenden
Formel erhalten:

. . A'(iw) .. H'(iw)
. 19 [P O(io)  H + in) ~555" [ HE—10) 565" o
L - iw —_ e Wdr
(30) F 72K KT (i) 1, (i0) @, o) () < o) "o

1 [6(0) 6(iw) H(m—@e%r /"H(m + iw) 674%) W
7 2K KH (i) H, (i) 0,(i0) _ 6() e o

und diese Grosse ist dem Ausdrucke (27) hinzuzufiigen, damit die voll-
stindige Function E erhalten werde.

Die Ermittelung des gemeinschaftlichen Coefficienten der beiden Glieder
in dem vorstehenden Ausdrucke habe ich in der ersten Abhandlung iber
die Theorie der Bewegungen der Himmelskorper durchgefithrt. '  An sich
ist diese Ermittelung nicht von Interesse und kann daher hier iibergangen
werden, und dies um so mehr, da sie leicht, auf Grund bekannter Regeln,
aus der Integralrechnung bewerkstelligt werden kann.

Von den Gliedern in W, gedenke ich nur der nachstehenden, als

1
der grassten und einflussreichsten

W, = — y — fipo — 1 cos (Ao, — 4)

und eben diese Glieder bilden auch den Haupttheil der Function W. Das
zweite dieser drei Glieder ist aber noch nicht auf eine solche Form ge-
bracht, dass die Functionen unter dem Integralzeichen in der Gleichung
(30) unmittelbar integrabel sind, wenn dieses Glied fur W daselbst ein-
gefihrt wird. Aus der Theorie der Erdbewegung hat man aber, wenn
man bloss den intermediaren Werth von p, bericksichtigt,

po = xcos[(1 — ¢')vy — I]

in welchem Ausdrucke » mit der Excentricitit der Erdbahn identificirt
werden, ¢'v; die Bewegung des Erdperiheliums, und 7” die um 180° ver-
mehrte Lange des Perihels (also das Perigaum der Sonne) bedeutet. Indem
man ferner die Lange v; durch v, ersetzt und dabei die mit G bezeichnete
Grosse vernachlassigt, crgiebt sich

0y = 2 cos[(1 — ¢ )y, — pd + ) — 17]

" Bihang till k. svenska Vetenskaps-akademiens handlingar, Bd. 6.



152 Hugo Gyldén.

Mit Anwendung dieses Ausdruckes erhilt man sammtliche Glieder in W
auf solche Form gebracht, dass die in der Gleichung (30) vorkommenden
Integrationen unmittelbar auszufithren sind.

Die Einzelnheiten der hierauf bezitglichen leichten Rechnungen werde
ich nun nicht weiter berithren, indem wir die allgemeine Form der Re-
sultate auch ohne solche Details erkennen werden, und die bereits mit-
getheilten Entwicklungen uns in den Stand setzen, itber die numerische
Genauigkeit, die bel der ersten Annsherung erreicht wird, uns ein Urtheil
zu bildemi. Zum Erkennen der allgemeinen Form der Resultate genibgt
folgende Bemerkung: Wenn in dem Producte

g B = o)
A(r)
cin Glied der Form

heigvo——ili

vorkommt, wo %, ¢ und B beliebige aber doch reelle Constanten bedcuten,
so enthilt das Product

. H'(iew
H("T' +Lu)e‘ H(im))'r
O(x)
das entsprechende Glied
]Ie——igt',,+ iB

Wenn nun diese beiden Glieder in die Gleichung (30) eingesetzt werden,
so erhalten wir das entsprechende Glied in E wie folgt:

B hon [BOF60) 4 i), e
YT T kg 2K FAGe)H (l0)8 (iw)  6(z)
bz [BO)'6ie) HE —ie), D rigrgtin

T iy 2K KB (10)H (i) 0 (iw)  6(x)

. / 1 .
oder, wenn man jetzt B fur B — yk‘j’ — —“57> schreibt,

(31) B =—- 7 18(0)]2 0iw)  H(z+iw)+H(z-—iw)

flg—v(1 — p)|jv,— B
i7g 2 K KH (i) K (i0) O, (110) 8(a) cos{lg —u(1 — 2)}v,— B|

— ]—I = [Q(O)]Z ‘?(i“’) - H (o + iv) Bz — i) sin{{g —u(1 —p)lv,—— B}
Aq 2K KU (iw)H, (iw) 0, (iw) Ar) ’ ’




Die intermediire Bahn des Mondes. 153

5.

Die Glieder, welche wir jetzt theils entwickelt, theils angedecutet
haben, entsprechen den Hauptgleichungen der Mondbewegung, nehmlich
der Mittelpunktsgleichung, der Evection, der Variation und derijahrlichen
Gleichung. Dabei ist auch die Bewegung des Mondperighums, die wir
durch ¢v, bezeichnet haben, ziemlich vollstindig gegeben. Durdh «ine
geringe Abanderung der betreffenden constanten Coefficienten, von der
weiter unter die Rede sein soll, lasst sich die Genauigkeit noch steigern,
ohne dass an der bisher befolgten Behandlung der Aufgabe formell Etwas
getindert wird, so dass die Resultate immer noch als der ersten Anniher-
ung entsprechend anzusehen sind. In der zweiten Annaherung kommen
die Glieder, welche von den hoheren Potenzen der Grossen p, und pg ab-
hangen, mit in Rechnung, in so fern sie nehmlich die Glieder der inter-
medidren Bahn, und namentlich die Bewegung des Perigaums beeinflussen.
Unsere Aufgabe ist nun aber nicht die betreffenden Entwicklungen wirk-
lich auszuftihren, sondern vielmehr, die Resultate unter einer moglichst
concentrirten Form zu erhalten. Zu diesem Zwecke werden wir zwei
Functionen ! und L, bilden, indem wir setzen:

(32) . H(z + io) + H(xr — iw) = 216(x)cosL,
32
|itH(@ + i0) — H(x — iw)} = 216(z)sin L,
Aus diesen Bestimmungen folgen verschiedene Relationen, nchmlich

[8(x))*1’ = H(x + io)H(z — iw)

H(x + 10) — H(z — 10)

tang L, = zH(w + t0) + H@x — 1)
IRy H(z + o)
Ll == E ilogm
dl, 1 |H(z + i0) B (@—iw)

I
dz 2 |H(z + w) H(z — iw)

Acta mathematica. 7. Imprimé le 31 Mars 1885. 20
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Erinnert man sich ferner der Beziehung:

6(0)® H(z + iw)H(z — i)
kB (iw)? [6(=))?

= —sniw’ + sz’

so leuchtet die Richtigkeit des Ausdruckes

sofort ein.
Aus der Gleichung (28) ergiebt sich nun, indem die Gleichungen (32)
beriicksichtigt werden,

*

2K

E = xe;\/; leos[Ly + v(t — p)v, — '+ A — p],

und, wie wir aus der Gleichung (31) ersehen, konnen die Gbrigen Glieder
in E auf eine ihnliche Form gebracht werden. Fassen wir also alle
Glieder in E zusammen, so konnen wir das Resultat, wie folgt, angeben,

(33) E=  xlcos(L, + Av,— B,)
+ xlcos(L, + A v, — B))
+ % cos(L, + Ajv, — B,)

wo die x und die A constante Coefficienten bezeichnen, deren Werthe
ebenso wie die der Winkel B sehr einfach zu ermitteln sind, und daher
hier tibergangen werden. Ins Besondere hat man

e K
X = X—=

vq
Ao = l'(I -—/.L)

B, =1"— /A + pi

Den Ausdruck (33) for E kann man indessen formell noch mehr



Die intermediire Bahn des Mondes. 155

zusammenzichen, was fiur die spateren Operationen nicht ohne Nutzen
sein. wird. Wir bilden die Functionen:

ocos D = %,

+ x, cos{(A, — A))v, — (B, — B,))
+ x, cos [()‘2 — )‘o)vo - (Bg - Bo)]

(34) + e,
osinD = x sin[(2, — i)y, — (B, — B,)]
+ xsin (4, — 4)p, — (B, — B,)]

+ .

Die numerischen Werthe der Constanten sind nun in der Theorie des
Mondes solche, dass x, die Summe der Ubrigen bei Weitem ubertrifft.
Man kann daher annehmen, dass & eine immer positive Grosse bezeichnet;
dabei wird D einen Winkel bedeuten, der wenige Grade zu beiden Seiten
von Null hin und her schwankt.

Far die Function ¢? fihre ich noch den folgenden Ausdruck an

(35) F=n+x+a+.
+ 22, {x, cos[(A, — A))v, — (B, — B,)| + x, cos[(}, — 4,)v, — (B, — B))] + ...}

+ 2 x,{%, cos[(A, — A)v, — (B,— B,)] + , cos[(A, — A, )v,— (B,— B))] + ...}

)

aus dem die Entwicklungen der verschiedenen Potenzen von & erhalten
werden konnen.

In dem Falle, dass von den Coefficienten x,, x,, ..., alle mit Aus-
nahme der beiden ersten verschwinden, gestalten sich die Formeln be-
sonders einfach, und weil dieser Fall factisch in Betracht gezogen werden
wird, so gebe ich die betreffenden Formeln an.

Zunichst bezeichne ich

("1 —Ao)vo - (Bl - Bo) =w
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und! crhalto:
dcos D == x, 4 x cosw

dsinD = x sinw

%, sinw

tang D = ———
e %, + x, cosw

= x5 + 2x,x cosw + x}

dD Lx, cosw + %

(’[,&; - ___;,\2__ (Al — AO)
dé __ xx sinw .,
(—l'lju - Ky (Al )‘o)

Aus der Gleichung (33) ergiebt sich nun, nachdem wir uns der Bezeich-
nungen {(34) bedient haben,

E = ¢.1.cos(L + D);

man findet ferner, indem man der Gleichung (21) gemaiss den Werth von
o, bildet, und dabei die Bezeichnungen

(36) y = 6.1.y1 + 3, cos(dv, — A)
einfithrt, das Resultat

(37) po = 7cos(L + D)

In gewisser Hinsicht ist diese Form des Resultates mit wesentlichen
Vortheilen verbunden, die jedoch andererseits von Nachthcilen aufgewogen
werden, welche ihr eigenthitmlich sind. Wenn man nehmlich, mit Hilfe
dieses Werthes, die reducirte Zeit 7 als Function der intermediiren Lange
v, entwickelt, so treten Glieder langer und kurzer Perioden durch ein-
ander auf, eine Unbequemlichkeit, die man doch auf ein moglichst geringes
Maass zuriickzubringen suchen muss. Eine solche Reduction ist auch
sehr einfach auszuftthren, wenn man von den Gliedern der Gleichung (33)
alle solche abtrennt, die in ihren Haupttheilen entweder constant oder
langer Periode sind. Die Functionen ¢cosD und ¢sin D werden nun
auch diese Glieder nicht mehr enthalten und also wesentlich reducirt er-
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scheinen. In der Mondtheorie wird es sich sogar empfehlen, von diesen
Functionen alle diejenigen Glieder abzutrennen, die nicht in x, oder x,
multiplicirt sind, wobei indessen vorausgesetzt wird, dass das in x, multi-
plicirte Glied der Variation entspricht. Die jahrliche Gleichung ist als-
dann unter den abgetrennten Gliedern zu suchen. Bezeichnen wir die
Summe dieser durch R, so haben wir nun, statt der Gleichung (37), die
folgende

(38) po = R + ycos(L + D)

Es ist aber bei dieser Gleichung zu bemerken, dass R an sich schr klein
ist, aber Glieder enthalt, die im Integrale f Rdv, gross werden. Da nun
die Function ycos(L + D) keine, oder wemgsténs keine wesentlichen
pcos(L + D)

1+ R
vorkommen. Diesem Umstande gemass muss die Entwicklung der redu-
cirten Zeit als Function von v, angeordnet werden.

Mit der Erreichung der angefithrten Resultate ist das Wesentlichste
der vorliegenden Untersuchung absolvirt; denn wir haben in dem ge-
fundenen Ausdrucke von p, bereits einen Werth dieser Grosse, welcher
sehr genshert ist und die wesentlichen Eigenthiumlichkeiten der Mond-
bahn angiebt. Es sind aber noch einige Bemerkungen hinzuzufiigen,
theils in Bezug auf die Ausfihrung der fortgesetzten Annaherungen, um
die Function p, genauer zu bestimmen, theils in Bezug auf die Ermit-
telung der Functionen y und 7.

Glieder langer Periode enthalt, so konnen solche auch nicht in

6.

Sobald ecin gensherter Werth der Function p, oder E gefunden
worden ist, hat man denselben in die rechte Seite der Gleichung (26) zu
substituiren. Im allgemeinen sind die hierbei vorkommenden Operationen
mit keinen Schwierigkeiten verknipft, jedoch mit der Ausnahme, dass
Glieder auftreten, welche z oder v, als Factor haben und welche daher
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Operationen veranlassen diese zu vernichten. Solche Glieder entstehen,
wenn fir W ein Product' der Form

T
1E cos 25

in dic rechte Seite der Gleichung (30) eingesetzt wird, und zwar ist
hierbei 2 der geringstc Werth der ganzen Zahl s, und kommt von E
nur der Theil in Betracht, welcher durch die Gleichung (27) gegeben ist.
Der Coefficient f dieses Productes ist immer eine Grosse wenigstens zweiter
Ordnung in Bezug auf § oder p* und es wird sich zeigen, dass das re-
sultirende, in », multiplicirte Glied wenigstens dritter Ordnung ist. In
Bezug auf dieses Glied, welches wir E, nennen wollen, giebt nun die
Gleichung (30) ein Resultat der Form

ij E fl(ll H('I; + “U) H(HU) / H(«l? + MU)H(QJ - HU) (7] 23’1 rdx

6 (x) [6(=))? 2K

cos 28— xdr 4 ...,

, He — 1(0)6 H(,w) "H(e + i0)H(z — iw)
[6(2)]" 2K

A5 T

wo f, das Product von f und den constanten Factor in der Gleichung (30)
bezeichnet.
Erwagen wir nun, dass

H(z 4+ io)H(x — iw) k@(z’w)’{
(6(=))* ~ ({8

— sniw® + snz’},
und erinnern wir uns der Entwicklung
snz? = const.

7z \?1 84 T
—-(ZK">E§_——I-~1(‘OD2—"E+ LO4— x+

so ersehen wir, dass das Resultat in Bezug auf E, das folgende wird:

H (tw)

. . (lw)
El.__ f <—27r—K> 9(”‘”), 4Sq‘25 i 1 H + i) 8 BGiw) © C He —~ "'w) e }+

K[ 6()]* 1 6(z) 6(z)
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Andererseits erhilt man aus der Gleichung (27), wenn man daselbst, und

zwar nur in dem Quotienten ——z((zzg, die Grosse @ um Aw vermehrt denkt,
. A'(iw) . H'(iw) .
_ H(z + iw) — 55" . H(x — 10) ey = | 4" log Hiw)
AFE = x!C, 10 —e — C, O(w)—e —a Aw

Es geht aus der Form dieses Resultates sogleich hervor, dass man durch
eine passende Bestimmung von Aw, die jedenfalls eine sehr kleine Grosse
bezeichnet, dass Glied E, vernichten kann.

Dass die Anderung von @ ubrigens keine seculiren Glieder ver-
anlasst, ist leicht nachzuwecisen. Zunachst ist ersichtlich, dass sie nicht
durch Differentiation der Functionen H(z 4 iw) und H(z —iw) entstehen
konnen, aber auch in den Gliedern der Gleichung (30) hat eine Differentia-
tion in Bezug auf o kein seculares Glied zu Folge. Wir betrachten den
Ausdruck

A = e” [ Fe“dr

wo a eine beliebige Function von @ und F eine Function von z bedeutet.
Man erhalt hieraus, indem nach o differentiirt wird,

24 da

0 do

= j—ze“’ffFe“”dx’,

ein Resultat, worin die Glieder, welche # als Factor enthielten, einander
aufgehoben haben.

{xe‘”’ Fe“*dr — e** .TFe““’(l;r}

7.

Das Resultat, welches wir fur ;T/ angegeben haben, ist, obschon fur

die bisherige Verwendung hinreichend genau, doch nicht so genahert, wie
wir es in der ersten Annaherung ohne Miihe finden kdnnen. Da wir aber
bereits einen genaherten Werth dieser Grosse besitzen, so konnen wir die
erste der Gleichungen (17) mit Rucksicht hierauf behandeln.
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Wir schreiben diese Gleichung zunichst in der folgenden Weise:

d? . N L ,
d—v)é = — f,sin (v, + 2y — 4) + B,(4p, — 3p,) sin (W, — 4)

+ ﬁl(4100 - 310(’))1008 ()‘vo - A)

und fithren in das dritte und die folgenden Glieder rechter Hand den ge-
niherten Werth

X = %Sin ()‘vo - A) + 4181 ffuoo sin (M’o - A)d'v:_ sﬂl ff/’(’) sin (Avo _A) ([’U?,

ein. Das Resultat, welches wir somit crhalten, bezeichnen wir, wie folgt:

d% ) N

(39) d—vé = ——ﬂl Sin (M)O +2x— A) + ﬂ1(4300 - 3100) s ()‘vo - A)
i
22

+ £ (ap, — 3p;)sin2(ly, — A) + X,

wobei wir gesetzt haben:
(40) X, = afi(4p, — 3p0) cos (v, — A) [ [pusin (v, — A) v}

— 340, — 3p3) cos (v, — A) [ [pisin (o, — A)dv;

Die Function X ist also, wie man leicht erkennt, eine sehr kleine Grosse,
cerstens zweiter Ordnung in Bezug auf 3, dann aber auch zweiter Ord-
nung in Bezug auf die Constanten x und x'.

Far die Integration einer Gleichung der Form (39) habe ich in
der ersten Abhandlung tuber die Theorie der Bew. d. Himmelsk. eine
Methode gegeben, die zwar keine directe ist, sondern das Resultat durch
fortgesetzte Annsherungen giebt. Im vorliegenden Falle convergiren diese
aber ausserst rasch, weil die in der ersten Anniherung vernachlassigten
Glieder eine sehr kleine Grosse, von der Ordnung fi(40, — 3p;)" bilden.
Die Auseinandersetzung der Methode brauche ich hier nicht zu wieder-
olen; es geniigt, die Resultate der ersten Annsherung anzufihren.



Die intermediire Bahn des Mondes. 161

Aus der Gleichung:

k<2K> _ V8B,

T A

bestimmen wir den Modul %, und bezeichnen

_2K1

& =251 (0, — 4);

T

wir erhalten alsdann:
(41) x=amé—: (v, — 4) + V,,

wobei V, aus der nachstehenden Gleichung zu bestimmen ist:

V, = Cdné+ Cdne| gD 4 Ze|

6,(¢)
dné “Krds /‘
+ TR @ Xdné&dé
)
4 \w

Die Buchstaben K und E bedeuten hier, wie gewdhnlich, die vollstin-
digen elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung, und die Grosse X
bezeichnet die Summe aller Glieder rechter Hand in der Gleichung (39).
Die willktrliche Constante C, kann sofort gleich Null gesetzt werden;
die andere Constante Cg'muss man aber in der Weise bestimmen, dass
die Glieder, welche den Factor & erhalten, zum Verschwinden gebracht
werden. Solche Glieder lassen sich ubrigens direct, durch eine geringe
Anderung des Coefficienten f3,, vermeiden.

Handelt es sich nun darum, die y-Function an und fir sich zu ent-
wickeln, so muss der bereits gefundene Werth von p, in die Function X
substituirt werden; beabsichtigt man aber eine neue Annaherung in Bezug
auf p, durchzufithren, so ist diese Grosse als noch unbestimmt in den

. ] d-
Formeln beizubehalten, und man erhalt alsdann ein Resultat fur #,
0
welches in derselben Weise, wie es in dem Artikel 3 gezeigt wurde, zu
verwenden ist.

Acta mathematica. 7. Tmprimé le 7 Avril 1885, 21
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Die Herstellung der Function erheischt indessen noch die Entwick-
lung des Integrales

f ycos(L + D)sin(lv, — A)dv,

und anderer, mit diesem verwandten. Ich werde daher die allgemeine
Form

U — ‘/‘773 L+ D) 4 devyt- ¥ dvo

in Betrachtung ziehen, aus welchem die Entwicklungen der vorkommen-
den Specialfalle zu erhalten sind. In diesem Ausdrucke bedeutet s, nicht
minder als m ganze Zahlen, von welchen m auch negativ sein kann; M
eine Constante, und A, einen beliebigen positiven oder negativen Coeffici-
enten, welcher natirlich auch die, dem Buchstaben 2 vorhin beigelegten
Werth haben kann. — Man konnte nun die Function dU in leichter
Weise, in eine direct integrable Form gebracht erhalten, indem man
die Entwicklung der Function »'¢™**” zuerst durchfilhrte — in welcher
die Differenz s — m immer eine positive gerade Zahl, Null nicht aus-
genommen, bedeutet — allein dadurch wiirde man die concentrirte Form
der Resultate, die wir doch beizubehalten bestrebt sind, aufgeben. Ein
anderer Ausweg, die Integration durchzufuhren, ist daher erforderlich.
Um eine solche vorzubereiten, setze ich:

U= Pvtei[m(L+D)+l,v.+ll]

Wenn nun dieser Ausdruck, nach ausgefohrter Differentiation, mit dem
vorhergehenden verglichen wird, so finden wir die Gleichung:

_’7
1 ﬂ, z
in welcher Gleichung die bekannten Werthe der Differentialquotienten
einzusetzen sind. Man erhalt somit ein Resultat der Form:

”f-(- >+ AO'P+

= [ig — 2esin(lv, — 4) + ¥|P + g;P;

indem man sich unter ¢ und 2¢ zwei constante Coefficienten denkt, von
denen die zweite von der Ordnung des Verhaltnisses zwischen Evection
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und Mittelpunktsgleichung, multiplicirt mit ciner ganzen Zahl, ist. Die
Function ¥ bedeutet dabei e¢in Reihe Glieder, deren Summe immer klein
im Verhaltniss zu 2¢ bleibt.

Wir setzen hierauf:

P=P +P +P +...,

und bestimmen die einzelnen P aus den Gleichungen:

. . {P
1 = [ig — 2esin(dy, — A)| P, + (dv"
»
L . dP,
— P ¥ = [ig — 2¢esin(lv, — A)| P, + oo,
L . dp,
— P ¥ = [ig— 2esin(dv, — 4)| P, + v,
u. s w.
Hieraus findet sich:
—_— igvo—E cos(Aoy—A) igve+ 2 cos (Arp—A)
P, = * fe dv,
—igv0~Ecos(Zvo-—A) igro+Ecos(lvo—A) .
Po=—e " fe™ P, ¥do,
2 2
— igry— — co8 (Avg— fgte+ — cos (Arg—A4)
= T A)/deofngr"C dv,
u. s. w. — Ohne Schwierigkeit wiirde man, auf Grund dieser Ausdriicke,

die betreffenden Functionen entwickeln konnen, allein wenigstens die erste
derselben lasst sich durch die Methode der unbestimmten Coefficienten
noch einfacher ermitteln.

Zu diesem Zwecke setzen wir:

i Po =p, + 2 £0t—2) + », Qi

4 opeT U g et
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welche Bezeichnungsweise die folgenden Bedingungsgleichungen nach sich
zieht:

1=pg + p.e—pe
0=+ g)p, + p, — <p,
0 = (24 + g)p, + ep, —epy
u. 8. W.
0= @A—g)p + ep, — P>
0= (20— g)p_, + ep_, — &P_;

u. 8. W.

Aus diesen Gleichungen folgen, indem s eine positive ganze Zahl bedeutet,

3

£ e
e sAtg ps ____ SA—y :
Ps—1 ; _Pst1r & ’ P—s+1 I — Pos-1 € ’

ps A+ 9 p—s SA—g

und die Beziehungen geben zu den nachstehenden Kettenbriichen Anlass:

&

Pty
Ps—1 o
I
T+ 0it g
Ei
1+
s + 1)2 + gll(s + 2)A + g]
IT4+......
I3
P s —g
P-s+1 52
1+
(s — 9)(s + 1)A—yg]

€

(s 4+ 1)A—g][(s + 2)A —g]

I+[

Diese Ausdriicke erweisen, nicht nur dass die Kettenbriiche con-
vergent sind, wenn s einen hinlanglich grossen Werth hat, sondern auch
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dass die Reihe, welche die Function P, darstellt, immer convergirt, den
Fall jedoch ausgenommen, wo s —g den Werth Null annehmen kann.
Solche Falle konnen indessen vermieden werden.

Hat man nach den angefithrten Formeln die Verhaltnisse P1 ynd B

o Po

gefunden, so ergiebt sich der absolute Werth von p, aus der Gleichung:

! P—1 p.)
—_ g|l— —=
P + <po P,

Die tibrigen Gleichungen des Systems, welches die Function P be-
stimmt, lassen sich in eine Reihe anderer Gleichungen zerlegen, von denen
jede einzelne die Form der soeben betrachteten hat, und also durch die
angefuhrten Ausdriicke integrirbar sind. In der That, wenn die Gleichung:

_ Pn-—l l[J‘ — zrsei()..r.,—A.)
besteht, so setze¢ man:
P, =, P, ("0 + P, 0T L
zur Bestimmung der Function P, , erhilt man alsdann die Gleichung:

dP,
dv,

1 ==[i(g + A) — 2esin(lv, — 4)| P, , + )
welche mit der Gleichung, woraus P, bestimmt wurde, ganz analog ist;
nur steht g + A, anstatt der Constante g.

Wir kommen endlich zu der Aufgabe, die reducirte Zeit z als
Function von v, zu ermitteln: dieselbe ist jedoch nunmehr leicht zu ldsen,
weil die soeben auseinandergesetzte Integrationsmethode auch jetzt Ver-
wendung finden wird. Man hat nehmlich nur den Werth von dr aus
der Gleichung (15) nach den steigenden Potenzen der Grosse p, zu ent-
wickeln, wonach die Reduction auf integrirbare Formen ohne besondere
Vorschriften ausserst leicht auszufiihren ist. — Man hat aber hierbei die
Glieder besonders zu beachten, die aus R herrithren; der constante Theil
dieser Grosse, ebenso wie die constanten Theile von R% R ..., 5%, %%, ...
missen in dem Factor p beriicksichtigt werden, und man kann diesen,
wie schon hervorgehoben wurde, in solcher Weise bestimmen, dass die

mittlere Bewegung durch das Product \//Tla_% ausgedrickt wird. Die
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Glieder langer Periode, welch¢ in den erwahnten Functionen vorkommen,
werden durch die Integration direct vergrossert, und es ist zweckmassig,
sie besonders zu behandeln, d. h. sie nicht mit den Gliedern kurzer
Periode, wie z. B. ypcos(L + D), »*cos2(L + D), u. s. w. zusammen-
zuschlagen. Man kann nehmlich mit den zuletzt genannten Gliedern, oder
vielmehr mit der Function, aus welcher sie entstehen, eine gewisse Trans-
formation vornehmen, wodurch der Ausdruck fir r wesentlich an Uber-
sichtlichkeit gewinnt; ich muss sie indessen hier bei Seite lassen, um
diese Abhandlung nicht zu sehr auszudehnen.

3.

Bevor ich zu der Mittheilung der numerischen Resultate iibergehe,
will ich einiger Zusatzglieder gedenken, welche bisher vernachlassigt
wurden, die aber leicht nachtraglich Berucksichtigung finden konnen.
Es sind dies die Glieder, welche aus der Function

G = 2p [pydv, — 2p [ p,dv,

herrithren. Diese Function, die bisher vernachlissigt wurde, veranlasst
in @, und P, als den wesentlichsten, die Zusatzglieder:

AQ, = — 6p*cos (v, — A) [ pydv,

AP, = — 64°sin(Av, — A)fpodvo

0

Hiermit ergeben sich:

AY 6p3fcos(kvo — A) dvofpodvo

dv, -

—AP— 2A% = 6p’sin(lv, — A)fpodvo +1 2p3fcos(lvo — A)dvofpodvo;

[}
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und wenn man auch hier die im Art. 3 angefithrte Transformation an-
wendet, und dabei alle unwesentlichen Glieder weglisst, so wird zunichst:

d; . dp, ap,
__APO——QA;Z;‘O = —6p*sin (a0, — 4) go2 — 12t f cos (o, — ) r v,

== ~—6p" sin (lv,— 4) j—‘;): —12p° cos(dv, — 4)p,

—1 2,u3/1fsin(/lvo — A)p,dv,

In dem letzten Gliede dieses Ausdruckes setzen wir den Werth:

sin(dv, — A)Z% — Acos(dv, — A)p,

jpo sin ()\'UO —A)d’Uo = 7,1 + 77‘: cos(dv, — A)]

ein, und erhalten, immer mit Hinweglassung unwesentlicher Glieder:
. dy , 1 . dp,
— AP — ZAdT'O: — 6/1“(1 + 25;> sin(lv, — A)d—vo
2

—1 2,;3<1 — ';—) cos(hv, — A)p,

0

Hiernach findet man leicht, als Correction von g, den Werth:
7 — 1865 41—
Ag = 3p (6%+l 4)

Diese Vorbemerkung musste vorausgeschickt werden um eine der
folgenden Zahlen motiviren zu kénnen, die mit Racksicht auf die zuletat
gegebene Correction berechnet worden ist.

Mit den bekannten Werthen der mittleren Bewegungen des Mondes
und der Sonne, nehmlich:

logn = 7.2350019

in 3653 L Tagen
logn’ = 6.1125936 4
ergaben sich:
logp = 8.8775917

logi = 0.2669659
logf, = 7.9312747;
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und hieraunfz:
logf, = 7.9307323
log = 8.2142154
logy, = 7.4557767
logy, = 8.2496706;
ferner:
logn, = 0.3852098
logn, = 8.18218g0
logy, = 7.6266856;
und endlich:
log 8, = 7.9153485
logg = 9.0107692,

in welchem letzten Werthe die Correction A7 Dbereits aufgenommen
worden ist.

Nachdem diese Vorbereitungsrechnungen erledigt waren, ergab sich
die Grosse g aus der Gleichung (24), oder vielmehr aus der, dieser Glei-
chung entstammenden Reihe:

Es fand sich:
logg = 7.8747530

Vermittelst der bekannten Formeln:

k= 4vq

(1 +q?XI+g‘)... 4
U+ o +99- .-

3

2K _ 49 49
= =1 +1—g_1——g3

+ .

ergaben sich ferner:
loghk = 9.5265621

] 2K
Og—z— = 0.0129229
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Zur Berechnung des Gliedes k*7{” dient die Formel:

.2 2K 2 W) ___ q’ q‘ q‘lo
I\ <?> [o —_32 (l_qz)’+(‘—qa)2+([—-‘(llo)2+ ..
= —32¢"{1 + 20" + 40 + .. ]

welche leicht aus der Gleichung

@ _ ;2 (7m\*__8 8¢° l
ro I k’(ZK) '(l_q)2+([_q3)2+"‘

gefolgert wird.
Setzt man nun in die Gleichung (25):

+(7%) +(%)
2K — 2K =
I — ) — R = 22 (1 — ),

so findet man, auf Grund der vorhergehenden Lntwicklung,

Bo=p0— 8¢ (1 + 2¢° + 4" + .. )

Die Einsetzung der bereits angefithrten Werthe in die rechte Seite dieser
Gleichung ergab:
log 3, = 7.8255800;

und da die Grosse sniw aus der Gleichung

2 -
k*sniw’® = 1 —-%(;}) (1 —A)
bestimmt wird, so ist:

logk®sniew® = 8.9771709,

Zur Ermittelung von ¢X° dient die Entwicklung

— iksniw =%{(62—”w—eﬁﬁw)‘ 2\/q(li‘|; . — g
i — g — glen” — %)
2 ’/_s 1+ s
+ \q(LQ) — +l
(1= =@ Ty

Acta mathematica, 7. Imprimé le 27 Mai 1885, 22
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Der Kirze wegen bezeichne ich:

und setze:
o= —iksniw,

so dass
loge = 9.488585s5,

und crhalte hierauf die erste Annsherung in Bezug auf z, wenn ich
diese Grosse aus der quadratischen Gleichung

o(1 —q)® = 2yq(1 + q) x + qor’

bestimme, woraus fiir die Unbekannte dic nachstehende Reihe erhalten
wird:

_ oi—g’ 2K *(l—q)’<2K>’__
2\/q(l +97 I 4(I + q)°

Nachdem z in solcher Weise niherungsweise bekannt geworden ist, setzt
man diesen Nzherungswerth in den Ausdruck:

_ 90 + g% g*(1 + ¢7)
p_(l___qay___qsxz'{_( 9) 5~z+

und erhalt hierauf einen schon sehr nahe richtigen Werth aus der ku-
bischen Gleichung

— T I
o=2yi(t + @) g TP

Nach Einsetzung der numerischen Werthe fand sich:
logxz = 0.2401030
woraus sogleich folgt.
loge’_ﬁ = 0.3412369

Die Berechnung der Grosse, die wir mit v bezeichneten, kann mit
Hiilfe der Entwicklung

Blw) .7 e = ‘s
Al = 2ok "€t ) il s
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gefunden werden, wo wir unter der Bezeichnung x fortwahrend die Grosse

%" — ¢ " yerstehen. Aus diesem Werthe folgt:
= 2 2k JEZ001 NN ST I
g v te ) (I—Q)z—qwg—i— ’

wonach die nachstehende Formel fur ¢ gefunden wird:

c=p—2(—pa e ) ot }

q)‘

Das Resultat ergiebt sich aber aus dieser Formel nicht sehr genau,
weil ¢ sehr viel kleiner ist, als die beiden Zahlen, deren Differenz sic
ausmacht. Eine Formel fir ¢, die schiarfere Resultate liefert, erhalt man
in der folgenden Weise.

Die bekannte Entwicklung der elliptischen Function dniw giebt uns

q1+q I+ ¢
2 . z? 1—4q _ 1—q _
7 (zK)“‘ﬂ"— dnio =1+ 2 e G =R T

Erinnert man sich des Werthes
1
EA = ] —/1,

so leitet man aus der vorstehenden Formel ohne Mihe die folgenden ab,

wobei die Entwicklung von 2K

T

zu berucksichtigen ist,

I—=2

o——;ﬁo+§,9o+...+(1—-,,)(1_[—...)—,1

2

____;3___,
(1 —¢q)"—gz*

q+
+ 2(1 — p)a?

Diese Gleichung addiren wir zu dem vorstehenden Ausdrucke voun ¢, wo-
durch die grossten Glieder sich aufheben, und es bleibt:
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eine Formel, welche unter Berucksichtigung, dass

T
re K

T
~Tw
=1 —e
ist, sowic unter Hinweglassung der Grdssen von der Ordnung ¢° gefunden

wurde und welche endlich in die folgende iibergeht:

=R AT A A g e T — ) — ]

Nach dieser Formel wurde ¢ berechnet, und es fand sich:
¢ = 0.009117

wahrend der wahre Werth 0.008539 betragt. Das in unserer crsten
. ) I
Annaherung gefundene Resultat ist also um etwa 5 des wahren Werthes

zu gross gefunden. Der Unterschied beider hatte noch erheblich geringer
gemacht werden konnen, wenn wir die Glieder, welche vom Quadrat der
Neigung und von den Quadraten der Excentricititen abhingen, berick-
sichtigt, und aberhaupt alle Glieder hoherer Ordnung sorgfaltig mit-
genommen hatten, deren Mitheriicksichtigung die Form unserer Losung
nicht geandert haben wiirde. Dies lag jedoch ausser dem Bereiche un-
serer Aufgabe, die nur eine crste Annaherung bezweckte.




