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..... Il y a quelque temps que vous m'avez fait savoir, comme vous
jugiez désirable, que la relation de Jacosr

1 /dd (w, ¢)
’190(07 9)199(0, 0)193(07 Q) =_< (w 2>(w=0)

T dw

fut établie arithmétiquement. Ces derniers jours jai réussi & en trouver
une démonstration, que vous me permettez de vous communiquer.
Je suis parti de l'observation, que, si I'on représente les fonctions

n=o

9,(0, 9), 8,(0, 9), #,(0, ¢) & I'aide du produit infini II(1 — ¢") = G(g), comme

n=1
dans la lettre que jai eu le plaisir de vous adresser le 20 Décembre
1883, et qui a été imprimée dans les Acta mathematica, T. 4, p.
195—196, de sorte que l'on ait

G’ 1 G (—
#,(0, q) =%qq,§, 8,(0, q) = 2¢* 193_(0, q) = (—9)

G’

le produit des trois fonctions prend la forme

22 @*() (¢ G (— q9)
) ) *(g) ’
qui, par I'équation
G(9)G(¢")G(—9) = G*(¢")
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se change dans lexpression 2¢*G%g®). Or l'équation en question est
transformée dans celle-ci

204 GY(g?) =1

T

(dz?a (w, _@)
dw (10=0)

qui coincide avec la formule (5) de l'article 66 des Fundamenta, et qui
a été ramenée a des considérations purement arithmétiques par Jacosr
dans le travail: Elementarer Beweis einer merkwiirdigen analytischen Formel
nebst einigen aus ihr folgenden Zahlensitzen, Journal de Crenig, T. 21,
p- 13. Cela étant, j'ai essayé de démontrer 1'équation dont il s'agit, en
suivant une route semblable a celle de Jacosi.

En désignant par a et ¢ tous les nombres depuis — c0 a4 4 oC, par
b et f tous les nombres impairs positifs, on a

790(0’ q) = Z(— I)aqazy

b2

8,00, q) = X2¢*
8,00, 9) = X¢°,

=
LI S S

s dw
Dans 1'équation, qui est & établir, je prends les coéfficients différentiels

des deux cotés par rapport & la variable logg, ce qui donne la relation

ey | T30 T 4
a_a? 2 2 T — 2 )
L=t gt T xS

ou bien, en se débarrassant des dénominateurs,
/2

2 2 a .f;l al li" 24
Zzzz(a2+%+c?—’—;—)(—— I)'+ 1y T o

Evidemment il suffit d’établir cette relation pour en conclure I'équa-

tion proposée.
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Comme les lcttres ¢ et ¢ signitient la méme chose et les lettres b
et f pareillement, il est permis de changer a avec ¢, et b avec f. Il y
a donc quatre expressions de la méme séric qui, ajoutées ensemble,
donnent le résultat

YYYY (e + e+ =D+ == A
2 2 -1 az+ﬁz+ce+f
+ XYY (@ e+ L= D= (= T

b—1 f—1
2

(= 2b—(—1)

lor 4o 1
3> NSO

f1

f— r
2 4

I
a+ 2 +c?+

— 0+ (=l—= 1) T E A+ (= 1) T ‘
D’ailleurs en remplacant 2(a® 4 ¢*) par (@ + ¢)* + (e —¢)* le double
de la série devient égal & la somme de la série

for o[0T

2222 b—1 —1 2 f?
a?4 — +e*4+
X | *

(=1 + (=)= b+ (—1)" fle ‘

et de celle qui s'en déduit en substituant — ¢ au lieu de ¢. Mais ces deux
séries se trouvant égales il suffit ‘de démontrer que la premicre s'évanouit.

Or lexposant de ¢ est égal a la quatriémne partie de la somme de
quatre carrés

’

(20)* + 8* + (20" + 1%,

dont deux sont pairs, et deux impairs. Elle représente donc tous les
nombres de l'une des deux formes 8z 4 2 et 8z + 6. Pour la premiére
on a a4+ c=o0 (mod 2), pour la seconde & + ¢=1 (mod 2). Dans le
deuxiéme cas il suit (— 1)* 4+ (— 1)’=0 (mod 2), partant dans notre
série quadruple tous les termes, ot @ 4+ ¢=1 (mod 2), sont nuls. Reste

done le double de la série

2222 ” A
X|[(—=1)* b+ (—1)°flg
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étendue & tous les nombres @ et ¢, qui remplissent la  condition

@ 4+ c¢=o0 (mod2). Mais on peut déduire de chaque combinaison de

nombres a, b, ¢, f une combinaison @', ¥, ¢, ' telle, que, partant de la

premiére on arrive & la seconde, et que Y'on a en méme temps, en posant
p—1 f—1 b—1 f—1

(—1)? = By (—1)? =0, (—1) % =p, (— 1) * = ¢, les deux équa-

tions 1

b2 fﬁ b'! . ]{"2
a? o c? I ot o o'? I
+ot e+ +5t T

(— 1y [+ 0 — BT ) + i)
+ (— 1) I:(a' + ¢)'— (fi:—gg 2] (BY + of) = o.
g — i

sont

Il suit des définitions données, que les quantités a + ¢ et

. P ) . . . . .
paires, la quantité E—-—:—of est impaire. On peut done toujours déterminer

e = + 1 de sorte que la condition

a+c+s<ﬁb+8f>51 (mod 4)

2

soit satisfaite. Maintenant faisons

t_ Nt N 'll »
«+c=PV—3 @ijzs@;fo)

2 2 2
(l—C=(l'—(", ﬂb_bf-_—.a’_}_c'

Alors viennent les équations

7

2a’ = a—o+'8—
2c’=—(a.———c)+&—5_—3f

pb = a+c+e_(ﬂb—-:§[)

§f=—@+d+%&t%.

2
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ou

2¢’ = o, 2¢ = o, BV =1, df' =1 (mmod g),
puis:
2 b_2 2 f_z - ’2 E 22 _/Lz
a+4+c +4_a +4+6 +4?
et:
3 — or\?
[@+ a7 —(Z57) | (g0 + on)
?b’_ Y\ ’ N L
_ —-[(a’ + ) — (*—2 "f) ]s(ﬂ'b + &1,
Il s’agit donc de démontrer la relation
(— 1) = (—1)%s.
Mais nous avons 20’ — 24 = — (a + ¢) + ’%—:—6/,
20/ —2a=— (¢ + ¢) + ¢ ('% ; 6f> (mod 4)
3b 3,
1= (¢4¢) +¢ <’ :- 0f> (inod 4),
partant
20 —2a=— 14 ¢ffb=—1 4 ¢ (mod 4),
ou bien

a —a E# (inod 2),

ce qui donne la relation cherchée. Il est donc fondé, que dans la série

f‘z

Y Y Y Y o+ 9t —(EZE) 4 ane” T,

ou « + c=o (mod 2), tous les termes pris deux 4 deux se détruisent, et
que pour les cas out Pon a les équations ¢ = ¢, ¢ = ¢’ les termes cor-
respondants de la série deviennent égaux & zéro. La série s'évanouit
donc toujours, ce qu’il fallait démontrer.

Pour les combinaisons de nombres «, b, ¢, f, ou ¢ différe de zéro, il
n'est pas sans intérét de considérer la combinaison «”, U7, ¢”, [, = +1,
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qui correspond & la combinaison a, b, —e¢, f. Alors nos équations
donnent
A Ao+ of 3V +
== 2 ’ z 7 2
?
, b — of ,
a + C = ar_cu’ —2__: au + CII.

En éliminant les nombres «, b, ¢, f, on trouve

]t I ’ a4 12y s v ol
¢ —¢ =P AT ﬁ_"i_"“_f_)
2 2 2 ,
Iy — f
@+ =d + ¢, ‘"—*‘2*" ==
ce qui fait voir, qu'a la combinaison @', ¥, — ¢/, ' correspond la com-
binaison a”, ", —¢”, f”. On a donc ces trois couples de combinaisons

(e, b, e, f) et (), U, ¢, )
((l, b, —-C, f) Ct ((l/", Z}”, C”, fﬂ)
(@, U, —¢, ) et (a’, V', —c"y ).

Pour celles, ont a différe de zéro, on peut faire de la maniére semblable;
mais dans les cas ol @ = 0 ¢t ¢ = o les trois couples de combinaisons
rentrent dans un seul.

Bonn, 2 Février 188s.




