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CLASSE D'I QUATIONS DIFF RENTIELLES LINI AIRES. 

PAR 

TORSTEN CARLEMAN 

UVS~L. 

.~ Monsieur  G. I~/IITTAG-LEI~I~LER ~ l 'occasion de son so ixante  quinzibme 

anniversa i re  et  en t6moignage de ma reconnaissance  et  de mon admi ra t i on  pour  

son oeuvre. 
TORSTE~ CARLEMAN, 

POINCAR~ et  d ' au t res  apr~s lui on t  &udi~ les propr i&6s  a s y m p t o t i q u e s  quand  

x t end  vers  l ' infini des solut ions de l '~quat ion diff~rentielle l in4aire 

d n u d n-1 u d ~-e u 
(I) dx-~ + P1 (x) d - - -~  + P2 (x) ~ + . . .  + P,, (x) u -~ o 

en supposan t  que  les Pz,(x) a d m e t t e n t  des df iveloppements  a sympto t iques  

v--O 

les ak, ~ tant  ind~pendants  de x. On a sur ce t te  ques t ion  le th~or~me suivant .  

Soient  a l ,  a s , . . ,  a ,  les racines de l '~quat ion 

(3) a n + alo a n-1 + " "  + a,,o = o 

suppos~es diff~rentes en t re  elles. 1 Alors l '~quat ion (I) ad m e t  un sys t~me fonda-  

men ta l  de solut ions u~ (x), us (x) . . . .  un(x),  qui  sont  repr6sentdes a sy m p to t i q u e -  

m e n t  pa r  des d4ve loppements  de la forme 

1 On suppose ordinairement que les parties r6elles de al, %,... an sent diff6rentes entre elles. 
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(4) U~(X) c~ e"k~X--~'k (Cko + c-k--~ + ck2 ) 
X ~ +  . . . .  

Nous nous proposons ici de d6montrer qu 'un r6sultat analogue subsiste si 
l'on suppose que les coefficients ak,, au lieu d 'e t re  constants, sont des fonctions 

p6riodiques de x de m6me p6riodo T. Nous avons seulement h remplacer duns 

(4) les a, par les exposants earact6ristiques de l 'dquation 

d n u d n-1 u 
(5) d x "  + a'o(X) dxWLq +" "" + a n o ( x ) u  = o 

et les ck, par des fonctions p6riodiques de x de p6riode T. Cependant il faut  

supposer ces exposants non congrus entre eux (module 2-T~ ) �9 

Nous dirons qu'une fonction / ( x )  est repr6sent6e asymptotiquexaent par 
la s6rie 

(6) ao (x) + a, (x) + a2:~) + . . .  
X 

oil a, (x) sont des fonetions p6riodiques de p6riode T, si toutes les fonctions/~ (x) 
d6finies par  

(7) a 2 (x )  ] (x) = ao(x)  + a~(_x) + + . . .  + 
x ---z Y -  

a ,  (x) + l~ (x) 
X ~ 

tendent  vers z~ro, lorsque x tend vers l'infini. En remarquant  qu'une fonction 
p~riodique qui tend vers z~ro pour x-~ ~ est identiquement nulle, il r6sulto de 

cette d$finition qu'h une fonction / ( x )  donn~e ne correspond qu'un seul d6ve- 
loppement asymptotique. 

Nous montrerons d 'abord comment on peut d6terminer les coefficients co (x), 
c, (x) . . . .  c~ ( x ) , . . .  dans la s~rie 

qui correspond h l 'exposant caract~ristique a de (5). En posant dans l'~quation 

(8) ,4,~,, + a,~ ~ + . . .  + an,  . y = o 

y ~ e"~u nous obtenons une ~quation de m~me forme en u 
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(9) d x  n + b~ I '  I + . . .  + b ~  ( x ) ~  u = o. 

L'~quation s coefficients p6riodiques 

(io) 
dnu  d n - l u  

L (u) ~ d - ~  + b~o (x) ~ + . . .  + b~o (x) u = o 

admet done un syst~me fondamental de la forme 

U, (x) = u, (x) 

U ,  (x) = d "  u ,  (x) 

�9 �9 �9 ~ , ~ �9 ~ ~ ~ o �9 

U,  (x) = d -* u~ (x), 

oh u l ( x ) ,  u~(x)  . . . .  u~(x)  sont des fonetions p6riodiques de x et o, •2 . . . .  ft, des 

quantit6s non eongrues entre elles I m o d u l e - 2 ~ / .  En posant dans (9) 
.L ] 

C~ 
U ~  Xv+Z 

d u  = ~ c'~ - -  (v - -  I + )~) c~,-1 
d x  x v§ 

~ 0  

d ~ u _  ~ c:- -2  (~,--i  + Z)c'~-i + 0 , - -2  + Z)(~, --~ + Z)c~_~ 
d x  ~ 

~ - o  

d x  p ~ s-o x ~+z s ~ x ~'Cpv 1 

c(~ q) d~signant la d6riv6e q-i~me de la fonetion p6riodique c, (x), nous obtenons, 

i ( v = o ,  I ,  2 .) les 6quations suivantes on annulant  les coefficients de ~ . .  

( i2 )  L (co) = o 

Dans ces formules il faut remplacer chaque cv i~ indico n6gatif par z6ro. 
Acta  mathematica. 43. Imprim6 le 9 ieptembre 1922. 4l 
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(I2 t) i (c,) - -  ,~ (nC(o n-l) + (n - -  1) b,o c (n-2) + ' "  + b~-a. 0 Co) + b,1 c(o ~-1) + " "  + bnl Co ~ 0 

�9 , �9 �9 ~ . . . . . . .  , . . , ~ ~ , . ~ ~ . ~ ~ , ~ ~ �9 . . . . .  . 

L (c~) --  (~ + )~ - -  x) ~- ~(,-1) .(,-2) ~,,~,,-i + (n - - I )b lo ,~ , -1  + . - . + b , - 1 . 0 c , - 1 ) +  

~(n--D 1. . (n -2 )  
(I3) + bi1 ~-1 + u2, ~,-x + " "  + b,1 c~-1 + 

+ termes eon tenan t  c~-2, c~-3 . . . .  et  leurs d6riv6es = o. 

Avant  d 'al ler  plus loin 6tudions l '6quation non homog~ne 

d"u  
(14) L ( u ) = - d - ~ + b , o ( x )  + . . . + b , o ( X ) U - - - - / ( x )  

off /(x) admet  la p6riode T. 

Pour  plus de simplieit6 nous posons dans la suite bpo (x )=  bp(x). D6signons 

par  W le d&erminan t  wronskien 

UI U ~ . . .  U .  

u; u'. 
�9 �9 ~ . . . . . .  

Vi,,-,) . . 

et par  W~ (x) los d6riv6es partielles de ee d&erminan t  par  r appor t  k U! "-1). Alors 

la solution g6n6rale de (14) peu t  s'6erire 

) ) (15) u--~u~(x)  / ( x ) d x + k ~  +e~,:~u2(x) re / ( x ) d x + k ~  + 

~o xo 

x 

+ . . .  + e ~"~ u ,  (x) 

:co 

oh k,,  k2 . . . .  ks sent  des constantes  arbitraires.  On voit  ais6ment que pour  
Wi (z) 

i > x ~ - ~  est 6gal b. e-Zl * multipli~ par  une fonet ion p~riodique de x, tandis  

W, (x) 
que ~ est p6riodique. 

En  ~erivant  t 

1 Ic i  n o u s  a u r o n s  boso in  do l ' h y p o t h ~ s e  q u ' a u c u n  des ~p ne  pou t  6tre  u n  mu l t i p l e  pos i t i f  
2rr 

ou n~gat i f  ou nu l  de - -  
T 
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2~r ivx  
Wp (x) ~ Ap, e r 

dP ~ . / (z) W (x) 

on aura 
gc 

= e @ ,  ~ 
e~-~- -~pj ~ e~ ~ -  -~p) ~o 

A~,~2~iv + k  . 2~vi r 
] T k ,  ~ - -~  - V - - - &  

I1 s'ensuit que k2, k~ . . . .  k.  peuvent fitre choisis de telle mani6re que la somme 

des n ~ x  derniers termes de ( I5 )dev ien t  une fonction p6riodique. Cela pos6, 
on volt que ]a condition n6eessaire et suffisante pour que (14) poss~de une solu- 
tion p6riodique u (x) est que 

(I6) 

oh 

T x+T 

f ~,(x)/(x)d.= f ,~(x)/(x)dx=o, 
o m 

(x) ~ W, (x). 
W(x) 

Cette condition remplie, il existe une infini~6 de solutions p6riodiques donn6es 
par l'expression 

st (~) + ku, (~) 

k 6taut une eonstante arbitraire3 ~(x) ne peut pas 6fro identiquement nul 

dans aucun interva]le. L'hypothSse que w (x)-~ o entralne,  en effet, que tous 
les mineurs du d6terminant wronskien W(x)  par rapport  g la premiere colonne 

s 'annulent  identiquement ce qui contredit  l'in6galit6 W # o. 
On peut  d6montrer comme il suit que l 'hypothbse que o, ~2 . . . .  ~n sont non 

congrus entre eux {module 2T--~/) entraine l'in6galit~ 

1 La s6rie Apse  T n ' e s t  pas n6cessa i rement  convergente ,  l~6anmoins on pout,  

dans co cas, d 'apr~s la th6orie des s6ries de Fourier ,  la t ra i te r  comme une s6rie convergente .  
2 Par  un l emme 6nonc6 p. 33 x on trouve que chaque solut ion p6riodique est  de cet te  forme.  
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T 

(IS) ~o(x) n dzn_ ~ + ( n - - i ) b , ( x ) - d ~ _  ~- + . . . + b n _ ~ ( x ) u ,  d x  ,~ o 

0 

Consid~rons l '6quation lin6aire 

(I9) L (u) + ~ o~ (x) u, (2) u ~- o 

qui d~pend d 'un param~tre Q. Les solutions de (z9) u~ (x,~)(p ~ z, ~ , . . .  n )qu i  

remplissent les conditions 

d ~ u*  

d x  ~ z ~ , ~  p - -  I 

sent des fonctions enti4res de Q et ferment un syst~me fondamental. D'apr~s 

les propri~t~s des ~quations lin6aires ~ coefficients p~riodiques on a 

(20) u~(~ + T ) :  ~ H ~ u *  (x), 
r--1 

oh Hpa sent des constantes qui d~pendent de Q. Il en r~sulte 

$ 

d~ -1 Up (T) 
(2z) H pq- ~  d T q _  I 

d'ofi l'on eonelut que les Hpq sent  des fonetions enti~res de Q. En d~signant par  

fl un exposant caract~ristique de (zg) et en posant e ~r ~ z nous aeons 

H l l - - z  H,~ . . . H 1 ~  

( 2 2 )  H 2 ~  H : ~  - -  z . . . H ~  
= 0 .  

�9 �9 . �9 . . . .  �9 * , �9 

quantit~s o, ~ ,  fls . . . .  ft, ~tant routes non eongrues entre elles (module ~ ) ,  Les 

on veil  que l'~quation (2z) pour ~ ---- o a routes ses racines diff6rentes entre elles. 

On voit done qu'il existe une s6rie de puissances 

telle que 

satisfait s (2~). 

fl ~ kl0 § k2~ + " "  

;5 ~ e~  ~ e k~~ + k ~ @ + ' ' "  

De l~ on d6duit ais6ment qu'il existe une s~rie 
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u, (x) + e v, (x) + r v, (x) + . - .  

coefficients p6riodiques, telle que 

e(k~o+k~o '+'" "~" [u~ (x) + r v~ (x) + r v~ (z) + - - - ]  

soi$ une solution de (I9) pour [r suffisamment petit. En por tant  cette expres- 
sion dans (I9) on trouve, en eonsid6rant le coefficient de r 

{n d"-lu' d"-2u' .. + b,,-1 (x) u,) to (x) ul L ( v , ) + k , i  ~ . = i -  + ( n - -  x) b, (x) ~-5-.~ + �9 + (x) u, (z) = o. 

D'apr~s (I6) il faut  avoir 

T 

k i . ;  1 d"- lul  

o 

Done 
T 

~ . - : v  
o 

+ (n - -  x) b 1 (x) d"-eul ) ~,~-:~ + . . .  + b.-1 (x) u, to (x) dx  + 

c. q. f. d. 

T 

+ ;I to(x) l*lu,(x) l 'dx= 
t J  

o 

d n - 2 u  ] 
X ' t o ( x ) d x  + (n--  ~) b, ( ) ~- - :~  +... + b.-1 (x) u, ~ 0  

O. 

En nous reportant  aux formules (I2) e~ (I3) nous voyons que c0(x) peut 
6tre pris 6gal be u~ (x), (Iz') se resout par une fonction p6riodique c~ (x) si 

(23) 
T 

)~ / (n  u(~ "-1) + (n - -  I) b~o u ('*-~) + . . .  + b,,-a,o ul) to (x) dx  - -  

o 

T 

- - . ; ( b ~  u(, "-1~ + b2~ u ('-~) + " "  + b.1 ul) to (x) dx  = o. 

o 

En vertu de (x8) il est toujours possible de d6terminer ~ de mani6re h satisfaire 
cette 6quation. Si c*(x) est une solution p6riodique particuli6re de (x2 r) la 

solution p6riodique la plus g6n6rale devient 

c, ( x ) =  c* Cx) + r, u, (x), 
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oh 71 est une cons tants  arbi traire.  En  por tan t  les valeurs trouv~es pour c0(x) 

et cl (x) dans (13) pour  v = 2 nous obtenons 

(24) L (c , )  - -  (Z + z )  H (c~ + 7, u,)  + G (c*~ + 7x u~) + P(co) .= o, 

off P(co) est une expression ind6pendant  de c2 et  cl et 

d n-1 u d n-2 u 
H(u) = n ~ _ x  + ( n - -  I) b,o (x) ~ h ~ _  2 + . . .  + b._l,o(X)U, 

d ~-'1 u d "-~ u 
G(u) = bt,(x) ~-xg:i_ 1 + b,, (x) d ~  +"" + 5.1 (x) u. 

Pour que eet te  6quat ion (24) admet t e  une solution p6riodique c2 (x) il f au t  choisir 

7t de tells mani6re que 

T T 

/ T l  ((]4, "+"r) H ( u l ) - - ~ ( u l ) ) ~ ( x , ) d x  + ; [ ( ~ ,  

o o 

+ I) H (c~) -- G (c*) - -  P (co)] o~ (x) dx = o. 

Cela est toujours  possible parce que, en ver tu  de (23) et (i8) 

T 

0 

T 

+z)H(u,)--a(u,)]~o(x)dx= ;H (u,) ~, (x) dx + 
t/ 
0 

T T 

+ ; [ ,~  H ( u , ) - - G ( u l ) ] ~ ( x ) d x = . ; H ( u l ) o J ( x ) d x  

0 0 

# O .  

On obt ient  pour  c2 une expression 

c2 == c~ + 7~ut, 

ddpendan t  d 'une  cons tante  arbi t ra ire  72. En  con t inuan t  ainsi on peu t  ddterminer  

de proehe en proche tous les coefficients c0(x),c~(x) . . . .  c~(x) . . . . .  En  effet, 

supposons qu 'on ai t  ob tenu  pour  c~-1 (x) l 'expression 

c,,_~ (x) --- c;_~ (~) + 7, -1  u, (x) 

qui cont ient  une cons tan te  arbi t raire  7~-1. L 'dquat ion  (i3) peu t  6tre dcrite 

i (c,,) - -  (~, -]- ~ - -  I )  [ H  (c~_1) + ~v-1 H (u l ) ]  Jr G (C~_l) + ~v-1 G (.t/,t) ..-[- 

+ P ( c o ,  c l ,  �9 �9 �9 c,,_=) = o ,  
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oh P(c0, c l , . . ,  c~_2) est ind6pendant de c~-l et de c,. Pour que cette 6quation 
admette  une solution p6riodique c~ il faut et il suffit que 

T 

0 

T 

v - -  I) H (u,) - -  G (u,)] eo dx + / [ ( g  + v - -  I) H (c~*-1) - -  

0 

- -  O (cL~) - -  P {co, c , , . . ,  c~-2)] ~ d x  = o .  

Cette 6quation d6termine uniquement 7~-1 parce que 

T T 

/ [ ( g  + ~ - - i ) H  (ut)--G(ut)]wdx-----(~,- I ) / / - / (u I )  wdx + 

o o 

T T 

J 
o o 

# O .  

II est done clair qu's ehaque exposant earact6ristique correspond une et 
une seule s6rie asymptotique de la forms 

e a'~ ~ ~-W~" 
~ 0  

I1 nous rests s d6montrer qu'il exists effectivement des int6grales de notre 
6quation diff6rentielle qui sent repr6sent6es asymptotiquement par ces s6ries. 

Consid6rons une queleonque des s6ries asymptotiques 

[ e,(x) e,,(x) ] 
e ~  Co(X) + r (x) + + . . .  + + . . . .  

En posant dans l '6quation diff6rentielle (8) 

(26) Y=ea~X--[c0( ~ ) x x  + c, {x) + ... + ~ + v(x)] 

on obtient pour v (x) une 6quation de la forme 

d n-1 v 
L (v} = H,  (x) d ~  + " "  + H ,  (~) v + h(x) .  (27) 

oh 

( z 8 }  ~ , I h { x ) ] < - -  
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k et k ~ 6 tant  des constantes ,  don t  la premiere k est ind6pendant  de m. D6signons 

par  7t,72 . . . .  7r celles des diff6rences ap--a (ap#a) dont  la par t ie  r6elle est 

positive ou nulle, et par  - -  7'1, - -  y', . . . .  --r'~,, les diff6rences restantes.  D'apr~s 

la th6orie connue de l '6quat ion diff6rentielle lin6aire avec second membre on 

t rouve  faci lement  qu 'une  solut ion de L ( u ) =  [(x) peut  s'6crire 

(29) u = qOo ( x ) j  To(t)l(t)dt+ ev~Ao~ (x) (t)e-V~g j(t)dt + 
'v--1 

et plus g6n6ralement 

~' 'Eo ~ (t) + ~-l~'Je-r"~D~ er'~'/(t)dt 
l 

(3o) 
oo ov 

d,u t,0  , § dxP =q)p(X) (t)l(t)dt + ev~'Ap,~(x) (t)e-7~ t (t)dt 
v - - 1  d 

re . 

+ ~e-v',~Dp~(x) i Eo~ (t)ev'~tl(t)dt 

( p = O ,  1 , 2 , . . . n - - I )  

efp (x), T o (x), A ~  (x), Bo~ (x), Eo~ (x), Dp~ (x) 6 tant  des fonctions p6riodiques de x. 

En  rempla~ant  ici ](x) par le second membre  de (27) et  en posant  

d V d n - ]  v 

u ~ v ~ - V o ,  ~ ~ v I , . . .  d x n _  1 - -  ~)n--I 

on obt ient  pour  v0, vl, v~ . . . .  vn-1 ]e syst~me d '6quat ions  int6grales lin~aires su ivant  

n ~ l  ~ n - x  ~ r 

n - - 1  x. r r 

+ ~-oY-~/ ~-l~e-v'~(~-~ G~(x, t )vq( t )dt+gp(x)  - -  ,S'p (Vo, v, . . . .  v,,_~) + gp (x)  

( p ~ o ,  I ,  2, . . .  n ~ I ) ,  

off M ~  (x , t) Kpq~(x , t) G ~  (x , t) sat is font  aux  in6galit~s 
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IM~q (z,t)]< C 
i 

(B2) IKm~ (x t)l< C Z>Zo 
' t t > x o  

Ia~, (x,t)l< -0 t 

O dtant  une constante ind4pendante de m. gp (x) est la fonction qu'on obtient 

en rempla~ant /(t) dans le second membre de (3o) par h (x). I1 est ais4 de voir 
qu'en vertu de (28) 

k l  
(33) I gp {x) I < :v-~ 

oh k~ est une eonstante. 

D6signons par S*(vo, % , . . .  v,~_l) l'expression qu'on obtient en remplaqant 
t o u s l e s  noyaux qui entrent  dans S(Vo ,  v~ . . . .  v n - i )  par leurs valeurs absolues. 
Cherchons d'abord uno borne sup6rieure de 

On obtient, on tenant  compte de (32), 

(34) t ' t ~ . . . .  ~ < C n  ~ i d t + r n O  t 

$$ aft 

t,~+-- ~ d t  ~ e -  ~ { ~ - o  I m x m + C r ~ n tm+l 

1 

d t  

en d6signant par x la plus petite des valeurs 

Consid6rons l'expression 

R[r R[7'~] . . . .  R[r',]. 

/ J (x) ~ x "~ e - ~ ( x - O t m + l  dr ,  

l 

off I e s t  suppos4 > I Soit fl un nombre positif < i et supposons ~ > ~ 
i - - f l  

On a 
A c t a  m a t h e m a t i c a  43. Imprim4 le 9 ieptembre 1922 4~ 
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(t--fl)x 

J ( x )  < :- . fe-  , - - , ,  t..+, 
1 

I d t w x  m ie_x(x_t) I t , .+ t d t ,  
! 

v 
(t-~)z 

d'ofi il s 'ensuit 

lira J (x) = o. 

Ceei ayant  lieu uniform6ment quel que soit l > I ,  nous pouvons, en ver tu 

de (34), choisir d 'abord m et puis l assez grands pour que 

, - - , - - , . . .  < - -  pour z > l  
t m tm xm 

Ot'l O<~<I, 
Consid6rons maintenant  les 6quations int6grales 

(36) v.  = z 3p (v0, v, . . . .  v .-1)  + gp (x).  

En cherchant ~ satisfaire h c e s  dquations par des s~ries 

co 

v--O 

on obtient  les relations r6currentes 

wp, ~+~ (x) = •p (w0~, wl,, . . . .  w._~,~), 

d'oh l'on conclut, au moyen des in6galit6s (33) et (35) 

Iw~ (x) I < k, ~_. 
X m 

I 
Les 6quations (36) sont donc r6solubles pour ] z l < ~  par des fonctions vp qui 

sont plus peti tes en valeur absolue que 

En partieulier nous obtenons (pour z----I) uue solution du syst~me (3I) et par 

cons6quent une solution de l '6quation diff6rentielle (27), qui tend vers z~ro 

I 
comme ~ au moins. 
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De 1s on conclut ais~ment qu'h chaque r6duite (d'ordre m) des s4ries 

asymptot iques 

eo= ! F~ c~ (x) + c, (x) + ] 
(37) x~. L ~ (x) + x J 

correspond une solution de l '6quation diff6rentielle qui se comporte asymptoti-  

quement comme cette r~duite. Cependant il n 'est  pas d6montr6 par  l~ qu'il 

existe une solution de (8) qui soit repr6sent6e asymptot iquement  par (37) quel que 

soit l 'ordre m de cette r6duite. Pour  d6montrer qu'il en est ainsi nous avons 
besoin du lemme suivant. 

Soient cl(x), c2 (x) . . . .  c~(x) des fonctions continues p6riodiques de p6riode 

T, et Q~, Q2 . . . .  Q, des nombres r6els qui soient non congrus entre eux (module z). 
Alors la fonction 

2~i0 v 

(4 I) ? ( X ) =  ~C~(X) e r = 

ne peut  pas tendre vers z~ro pour x ~  o~ s moins que toutes les fonctions c,(x) 
soient nulles. Multiplions la relation (4 I) par 

I - -  2rdOpx 
i~P(x)e  r 

(cp(x) d~signe la quantit~ conjugu~e de cp(x)) et int~grons de o ~ l. On obtient  
ainsi 

! f ~ I ~" .(Ov--Op) z = z (x)e r F ( x ) d x - - ~ i j e  cp (x ) c , ( x )dx .  

0 0 v ~ p  0 

Parce qu'on 

forme 

et parce qu'on a 

peut  approcher de cp(x)c~(x) uniform6ment par  des sommes de la 

N 2 ~ i  

q - - - - N  

l 

I; m = 
O q f f i - -N  

N �9 z ~ A q T  
= hm ~- 1 ,  

l -~  ~ - -  .276i(O~--Qp+q) q----N 

2 n i  

e ~-(Q~-Qp+q)l- z] = o  O, ,~ p) 
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on voit que 

Si 

on a aussi 

et par consequent 

�9 I / 2'~i(~176 
hm T e 7# cp (x) c~ (x) dx  = o. 

0 

lira F (x)  ~ o 
~ 0 o  

l 

l i m  ~ , 

o 

2 :~i 

~V~ d z  = o T 

l 

lim t f l c p ( x ) l J d x ~  
l--o~ 2-d  

0 

(v ,~ p) 

co qui entralne, en vertu de la p6riodicit6 de c v (x), 

D6signons par 

c ~ ( x )  = o .  

e ~  ( c ' ~  . . . . .  x ) 

la s6rie asymptotique qui correspond h l 'exposant earaet6ristique a~. Consid6rons 

un syst6me de solutions ul (x) ,  u2 (x ) , . . .  un(x) de l'6quation diff6rentielle qui se 

comportent asymptotiquement comme 

~ a ~  z 

x~ C,o(x). 

On ddmontre facilement au moyen du lemme que nous venous d'dtablir que ces 

solutions sont lin6airement ind6pendantes. Soit m un nombre entier positif 

queleonque. D'apr~s ce qui precede on peut trouver une solution V (x) de (I) 

qui se eomporte asymptot iquement  eomme 

i [ 
- -  e ~  ~ C,o ( x )  + c ~  ( x )  
X "~v X 

(,) - - ( ' ) l .  
+ x u  x "  J 

u~ (x), u z (x) . . . .  un(x) 6rant un syst~me fondamental il existe des constantes C1, 

C~ , . . .  C, telles que 
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Y (x) = C, u, ( , )  + O, u, (x) + . . .  + C,  u ,  (~) 

ce qu 'on  peu t  6crire encore  

R [ . p -  ~ ] >  o R [~p-.~] < o 

Au moyen  du  lamina ei-dessus on t rouva  faei lement  qua lu somme 

Cp Up (X) 
tr [ap - ~]  > o 

se r6dui t  g u~ (x). Comme 

R [ap - a~] < 0 

t end  vers z6ro plus v i te  que tou te  puissance de i - on voi t  que 

x ~  X 

quel  que  soit  m. Donc  u , ( x )  a d m e t  bien le d6ve loppement  a s y m p t o t i q u e  

I e_~,,~ c~o(X)+ C,,l(x) + . . .  + x ~ -  + . . . .  X)-v ;~ 

Nous rSsumons le r6sul ta t  ob t enu  comma il suit.  Soi t  

d n u d n- I  u 
(42) dx~-~ + P1 (~) ~ + " "  + P -  (x) u = o 

une  dquation di/ /drentielle den t  lea coe/ / icients  admet tent  des ddveloppements  a s y m p -  

totiquea 

Pk  (x) c~ - - -  , 
v--O 

o~ ak~ (x) sent  d e s / o n c t i o n s  cont inues  pdriodiques de p4riode T .  A ppelons  a~, a2, . . .  ~,~ 

les e~posants  caractgrist iques de l '~quation ~ coe// icients p~riodiques 

d n u d n-1 u 
dx---- ~ + a,o(X) ~ + . . .  +a,,o (x) u = 
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etsupposonsquecesquanti tgssoientnoncongruesentreel les(module ~ J ) .  Alors 

il existe un eyst~me /ondamental u~ (x), u2 (x) . . . .  u,, (x) de 8olutions de (42) qui ad- 
mettent des d~veloppements asymptotiques de la /orme 

~P 
p-O 

ole c~p(x) sent des /onction8 pgriodiques de x de p4riode T. 

Finissons cet article par la d6monstration d 'un th6or6me sur les s6ries de 
la forme 

(43) ~ q~. (x) z-, 
n~O 

oh ~,(x)  est une fonction continue p6riodique de x de p6riode T. On eonstate 

imm6diatement que si cette s~rie est convergente pour toutes les valeurs r6elles 

de z, elle est aussi toujours absolument convergente dans le domaine r6el. En 
eonsid6rant l 'exemple 

~S X5 
sin + . . . .  

on voit qu'une mfime fonction peut  admettre  des d6veloppements diff6rents de 

la forme (43). D6signons par Mn la borne sup6rieure de [9~(x) l. Pour la s6rie 

~$ X 5 
. . . .  

~ M n z  n est une fonction enti~re de z d 'ordre apparent  I. Si, par  centre, on 

suppose que ~ M , z "  soit d 'ordre ~ < I on trouve que le d6veloppement d 'une 

fonction en s~rie de la forme (43) est unique comme le montre le th~or~me suivant. 

Supposons T ~ 2 z (ce qui no restreint pas la g6n~ralit~ du r~sultat). Soit 

(44) / (x) ---- ~ q~,, (x) x'* 
n~O 

une s~rie toujours convergente pour les valeurs r~elles de x, les Cn(x) ~tant des 

fonctions p~riodiques de x de p~riode z z .  D~signons par  Mn la borne sup~rieure 
de [~n(x)[ et supposons que 

(45) ~ M,, z" 
n~O 
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soit une fonotion enti~re de z d'ordre q < x. Alors la fonetion ] (x) ne peut-6tre 

identiquement nulle que si toutes les fonetions Cn(x) sont nulles. 

Pour la d~monstration nous considdrons la fonetion de 

0 

qui est r6guli6re pour R[);] > o. On a dans ce domaine 

co c~ 

W(Z) ~ ~ /e-~=99,,(x)xndx. 
n - - 0  0 

En d6veloppant ~ .  (x) en s6rie de Fourier on obtient 

~ o ~ - -  ao 

et il est ais6 de voir que [pour R [$] > o] 

] 2 ,f 2 , e-X~qJ,,(x)x'~dx ~ A,~, s-x~+iPzzndT ~ Amp/t__~;,n/n+ 1 �9 
0 P ~ - - ~  0 p - - - - o o  

Ddmontrons maintenant  que la sdrie double 

n ~ 0  p ~ a o  

est absolument et uniform6ment convergente par rapport  h 2, dans l 'intgrieur de 

ehaque domaine fini D qui ne contient pas les points i p ( p ~ o ,  4. x, 4. 2, . . . ) .  
On a e n  effet 

2~r 

I ' 

,4~ 
0 

2 ~  

(47) 2 ]A~ 1' ---- I-~-2z~ j'lqoo(x)l'dx<_ M,. 
P ~  0 

Au moyen de l'in~galit~ (47) on trouve faeilement que 
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est absolument et uniform6ment convergente dans D. I1 existe ~videmment une 

constante K ind6pendante de p et n teIle que pour ~. dans D 

De 1s on eonelut que la s6rie 

admet la s6rie majorante 

IZ--ipl >K. 
Ipl+  

. - I  v - - ~  ( Z - - i p ) . + *  

qui est convergente en vertu de notre hypoth~se sur 2~ M,z" .  I1 s'ensuit que 

W(Z) est une fonetion uniforme dans tout  le plan, qui ne peut avoir d 'autres 

points singuliers que les points i p  (p = un nombre entier positif ou n6gatif ou 

nul). On voit aussi facilement que la partie prineipale de ~ (/~) par rapport au 

point singulier p i est 6gale 

Si l 'on a 

on a aussi 

Done 

et par r 

c. q. f. d. 

o v  

V.  Am, . 
(Z - -  i ~o)" +~ 

l(z) = o 

= o .  

i 

A . , v  = o ~n = o,  I , 2 , . . .  

IP = 0 ,  -}- I ,  + 2 j  . . . 

9 , ( z ) = o  ( n = o ,  i ,  2 , . . . )  


