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PoiNcari et d’autres aprés lui ont étudié les propriétés asymptotiques quand
x tend vers l'infini des solutions de I’équation différentielle linéaire

anru dn—l dn—2
(I) W+Pl(x)m_z—f+f’2(x)m};++Pﬂ(x)u=o

en supposant que les Pi(z) admettent des développements asymptotiques
(2) P (x) = zoakvi;

les az, étant indépendants de 2. On a sur cette question le théoréme suivant.
Soient «,, a,,...as les racines de 1’équation

(3) o+ qe 14 Qg =0

supposées différentes entre elles.! Alors I’équation (1) admet un systéme fonda-
mental de solutions wu,(x), u, (%), ...u, (%), qui sont représentées asymptotique-
ment par des développements de la forme

! On suppose ordinairement que les parties réelles de a,, a,, ... an sont différentes entre elles.
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(4) ug () oo e g~k (Cko + )

Nous nous proposons ici de démontrer qu'un résultat analogue subsiste si
I'on suppose que les coefficients ax,, au lieu d’étre constants, sont des fonctions
périodiques de z de méme période 7. Nous avons seulement & remplacer dans
(4) les a, par les exposants caractéristiques de I’équation

dn dn—l
(5) 3£+a10(x)%—,‘—j—f+--~+ano(x)u=o

et les ¢z, par des fonctions périodiques de z de période 7. Cependant il faut
27l
supposer ces exposants non congrus entre eux (module ——T~) .
Nous dirons qu’une fonction f(z) est représentée asymptotiquement par
la série
a, () + % ()

(6) a, (%) + z )

+...’

ou a,(x) sont des fonctions périodiques de période 7, si toutes les fonetions £, (x)
définies par

a, (z) ‘11(172

(7) f(x)=ao(x)+_xf.+ = +...+%’M

z

tendent vers zéro, lorsque z tend vers l'infini. En remarquant qu'une fonction
périodique qui tend vers zéro pour z— o est identiquement nulle, il résulte de
cette définition qu’a une fonction f(z) donnée ne correspond qu’un seul déve-
loppement asymptotique.

Nous montrerons d’abord comment on peut déterminer les coefficients ¢, (z),
¢, (z),...c(x),... dans la série

¢y ()
e 3 )

qui correspond & I'exposant caractéristique « de (5). En posant dans I’équation

n g \ dn— A
© e (Sawi s (Sa @)

vam( / Wwes(

y = e u nous obtenons une équation de méme forme en u
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(9) (Z by (x) ) dzn—1 + -+ (2 buv (%) )“ = 0.
vo=()

L’équation & coefficients périodiques
(IO) L (u) d n + blO (x) d —1 + 3 (:E) U=o0

admet done un systéme fondamental de la forme
U, (2) = u, (x)
U, (z) = e#® u, ()

U; (%) = eP% uy (2)

Un (@) = &7 ua (2),

olt u,(z), 4, (%), ...us(x) sont des fonctions périodiques de x et o, £,,...0s des
quantités non congrues entre elles (module -2——{7;,—@) En posant dans (g)
x C
»
U= 2 x’l’"‘l
y=0

du g e—(@r—1+A)e
——_2 v+
v

z eo—2(v—1+Mey+(v—2+A) (v —1+A) s

W - av+i
i c,”_sl) ( I)s (29) (’V —1I + l) L
dl’u o sm0 § § _
dxp x’l’+;- 2 m’V‘"’}.

ym=( yam(

¢? désignant la dérivée g-iéme de la fonction périodique ¢, (x), nous obtenons,

en annulant les coefficients de —— pos +z (v=o0, 1, 2...) les équations suivantes

(12) L(c)=o0

! Dans ces formules il faut remplacer chaque ¢v & indice négatif par zéro.
Acta mathematica. 43. Imprimé le 9 septembre 1922. 41
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(12)  L(e,)—A(nel=D+ (n—1) b P+ +bn,06) + by e+ +barcy=0

.................................

Lc) —(v+i—1) (nc" + (n—1) by 257 + -+ + buy,0601) +
(13) + bu 05:"—_11) + b21 c'(v'—‘-—l” + e + bnl Cy—1 +
-+ termes contenant ¢,—2, ¢,—3, ... et leurs dérivées = o.

Avant d’aller plus loin étudions 1’équation non homogéne
dnr dn—1
(14) L(w) =52 + by (0) 5+ + bao (@) u = £ (@)
ot f(x) admet la période T'.

Pour plus de simplicité nous posons dans la suite byo(2) = b, (). Désignons
par W le déterminant wronskien

U, U, ... U,

!

U, U ... U,
U{”_l) Uén—l)”. iln—l)

et par W;(z) les dérivées partielles de ce déterminant par rapport & U™ . Alors
la solution générale de (14) peut s’écrire

(15) U =u, () (fli-v@f(x)dx+kl) +eﬁ”u,(x)(j.zfv(—x)f(x)dx +k2) +

+ ---+eﬂ"’un(“’)(fW”Tmf(x)dx+kn)

ou k,, k,,...ks, sont des constantes arbitraires. On voit aisément que pour

t>1 %}% est égal & e~#i= multiplié par une fonction périodique de z, tandis
W, () (1
que W (@) est périodique.

En écrivant!

! Ici nous aurons besoin de I'hypothése qu'aucun des fp ne peut étre un multiple positif
2wt

ou négatif ou nul de T
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LI N

W x) -
on asura
[fW"(x)l(w)d +k,,]

2riw 2miy 1

© ( —Bp) « ® (T —fp) @

8 [4 [

=&t | Bty — D ApS o .

¥y es—eo i —Bp y=— i — B

Il s’ensuit que k,, k,, ...k, peuvent étre choisis de telle maniére que la somme
des n—1 derniers termes de (15) devient une fonction périodique. Cela posé,
on voit que la condition nécessaire et suffisante pour que (14) posséde une solu-
tion périodique u (x) est que

T z+T

(16) f o (@) (@) dz = f o (@) ] (z)da =
on

Cette condition remplie, il existe une infinité de solutions périodiques données
par Pexpression
% () + ku, (v)

k étant une constante arbitraire.® w(x) ne peut pas &tre identiquement nul
dans aucun intervalle. L’hypothése que w(z)=o0 entraine, en effet, que tous
les mineurs du déterminant wronskien W (x) par rapport & la premiére colonne
s’annulent identiquement ce qui contredit P'inégalité W = o.

On peut démontrer comme il suit que I’hypothése que o, §,, ... sont non

congrus enfre eux (module %,@) entraine P'inégalité

o 2naiva
! La série 2 dpve T nlest pas nécessairement convergente. Néanmoins on peut,
Y v D
dans ce cas, d’aprés la théorie des séries de Fourier, la traiter comme une série convergente.
? Par un lemme énoncé p. 331 on trouve que chaque solution périodique est de cette forme.
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T

dn—1 . dn—2
(18) f 0(@) (1T + (0B () S e b () ) da o
0
Considérons 'équation linéaire
(x9) L(u)+ oo @) u, () u=o0
qui dépend d’un parameétre ¢. Les solutions de (19) uj(x,0) (p=1, 2,... n) qui

remplissent les conditions

v 0% —
d’up _ov=p

I
dx’ Iv=p—1(v<n)

sont des fonctions entiéres de ¢ et forment un systéme fondamental. D’aprés
les propriétés des équations linéaires a coefficients périodiques on a

(20) up(z+ T) = Hprul (2),

r=1
ot Hp, sont des constantes qui dépendent de ¢. Il en résulte

(21) Hy =22,

d’olt ’'on conclut que les H,, sont des fonctions entiéres de g. En désignant par
B un exposant caractéristique de (1g) et en posant e’T = z nous avons

H,—z H, .o Hyn
(22) H,, H,,—z...Hja —o.
H. H,, ve e Hon—2
Les quantités o, 3,, 3,, ... 8, étant toutes non congrues entre elles (module zg i) :

on voit que 'éguation (22) pour ¢ = o a toutes ses racines différentes entre elles.
On voit done qu’il existe une série de puissances

B=rkyo+ko+-
telle que

2= eﬂ —_ efq()-i'kao”#“ .

satisfait & (2z). De la on déduit aisément qu’il existe une série
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(%) +evy (@) + @'y (%) + -
a coefficients périodiques, telle que
elaetied'+ Vo [y (x) + ov, (@) + 020, (w) + -]

soit une solution de (19) pour || suffisamment petit. En portant cette expres-
sion dans (19) on trouve, en considérant le coefficient de ¢,

d"lu,
d wn—l

dn—zul PR —
L)+ (155 =05, @ T+t b @) ) + 0@ e @ @) —o.

D’aprés (16) il faut avoir

T
n—1 n—2
b [ (n G+ (=0, @) T b)) 0 (@) do +
0

T
+f|w(w)|”|u,(x)|’da:=o.
0

Done

T
dr—1 dr—2
f[n%”—__z% + (n——I) bl (:c) W‘—_z—bzl + .- +bn~l (x)ul]w(x)dx # 0

0

c. q. f. d.

En nous reportant aux formules (1z) et (13) nous voyons que c,(z) peut
étre pris égal & u, (), (12') se resout par une fonction périodique c, (x) si

T
(23) lf(n U4 (n—1) by w2 -+ byrou,) w(z) dx —

0

T
- [(bn = + b,y w2+ + bpa 4,y) w () dx = 0.
0

En vertu de (18) il est toujours possible de déterminer A de maniére & satisfaire
& cette équation. Si c¢*(z) est une solution périodique particuliére de (12') la
solution périodique la plus générale devient

¢, (@) =c}(x) + 7,4, (x),
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ol y, est une constante arbitraire. En portant les valeurs trouvées pour ¢, ()
et ¢, (z) dans (13) pour » = 2 nous obtenons

(24) L(c)— A+ 1) H (el +7,m) + Gel +7,u) + Ple,) = o,

ol P(c,) est une expression indépendant de ¢, et ¢, et

dn—l dn—2
H(u) = n%,f‘f + (n—1) by, (2) @,.—_'Z Foo ot baro(®) u,

dn—1 dn—2
G ) = by (2) G + b0 (@) g + o+ b (@) w

Pour que cette équation (24) admette une solution périodique ¢, (z) il faut choisir
7: de telle manidre que

T T
fyl((l + 1) H (u,) — G (u) 0 (z) dz + [[(z + 1) H(et) — @ (et)— P(c)]w(z) dz = o.
;

0

Cela est toujours possible parce que, en vertu de (23) et (18)

T T
f[(uz)ﬂ(ul)—aw.nw (x)dx=fﬂ<ul>w(x)dx+
1] (1]

T T
+ | A H(u)— Q)o@ de = | H(w,)w(x)dr =o.
J J

On obtient pour ¢, une expression
C,=C3 + ¥, %,

dépendant d’une constante arbitraire y,. En continuant ainsi on peut déterminer
de proche en proche tous les coefficients ¢, (z),¢,(x),...cv(x),.... En effet,
supposons qu'on ait obtenu pour ¢,—;(x) lexpression

Cr—1 (%) = 651 (2) + Y1 %, (2)
qui contient une constante arbitraire y,.,. L’équation (13) peut &tre écrite

L{c,)— A+ v—1)[H (c3-1) + yva1 H (u)] + G (ci—1) + 701 G (u,) +

+P(cy, €y -+ - Cvg) =0,
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ot P(cy, ¢y, ... Cr—z) est indépendant de ¢,—; et de ¢,. Pour que cette équation
admette une solution périodique ¢, il faut et il suffit que

T T
Yo | A4y —1)H (u,)— G (u)]wdz + | [(A+v—1) H(c3) —
/ /

—G(er1)—P(cy) €y - - . Crp)]wdx =0,

Cette équation détermine uniquement y,—; parce que

T T
f[(}.+v—I)H(u,)—-G(u,)]wdx——:(a/——I)fH(u,)wdx+
1] 0

T T
+f[(lH(u,)—G(ul)]cudx=(w—1)fH(ul)wdw o.
0 0

Il est done clair qu’a chaque exposant caractéristique correspond une et
une seule série asymptotique de la forme

® ¢, ()

eazz avti ’

y=0

Y

Il nous reste & démontrer qu’il existe effectivement des intégrales de notre
équation différentielle qui sont représentées asymptotiquement par ces séries.
Considérons une quelconque des séries asymptotiques

[co()+°‘(x)+°’(x)+ +°”‘(”)+ ]

En posant dans I’équation différentielle (8)

(26) y=er o @+ 2By g By
on obtient pour v(x) une équation de la forme

—ly

(27) L =H, @5

+ -+ Hy(x)v+h(x).
ol

(28) 18, ()| < Eophy < -
g x am+1
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k et k' étant des constantes, dont la premiére k est indépendant de m. Désignons
par ¥,,%,,...7, celles des différences ap—a (zp =) dont la partie réelle est
positive ou nulle, et par —y,, —7,,...— 7., les différences restantes. D’aprés

la théorie connue de I'équation différentielle linéaire avec second membre on
trouve facilement qu'une solution de L (u)=f(x) peut s’écrire

(z9) u =, (z) quo(z)f(t)dw 2 "= Aow (x) j Bov (t)e=nt f(8)dt +

yeml

ve=1

+ Bt D (@) ]'Ewm ervt (1) dt
i

et plus généralement

(30) o2 j B0 dt+ Y ene Ay (a) ] "Bow (@) et [(§)di +
vl

+ 2 e~ 7' D,“,(x) "’-Eov ervtft)dt
veml }/

(p=o0,1,2,...—1)

¢Pp (), ¥y (), Apy (%), Byw (%), Egw (), Dy, (x) étant des fonctions périodiques de z.
En remplagant ici f(x) par le second membre de (27) et en posant

dv dr—ly
u=v=vo,ﬂ=v,,...ﬂm=vn_1

on obtient pour v,, v,, v,,...v,—1 le systéme d'équations intégrales linéaires suivant

n—1 ot n—1 °°'
vp—= 2 ij (1) vg(t)dt+ X fz e e Koo, (x,t)vg(t)dt +

g=0 g=0 ye=l

n—1 z r!
+ Z 2 e~ 7w @1 Glog, (2, 1) vg (1) At + gp () = Sp (v0, ¥y, . - - Vn—1) + gp ()
g=0 ym]

(p=o0,1,2,...0—1),

olt Mpg(x,t) Kpgu(2,1) Gpgv (,¢) satisfont aux inégalités
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C
| My (2,0)] <

C x>,

(32) |Kpgr (2, 0)| < 7 1>z,

|G (@)1 < §

C étant une constante indépendante de m. g,(z) est la fonction qu’on obtient
en remplagant f(¢) dans le second membre de (30) par % (x). Il est aisé de voir
qu’en vertu de (28)

k
(33) lgr @) < o
ol %, est une constante.
Désignons par 8*(v,,v,,...vs-1) Pexpression qu'on obtient en remplacant
tous les noyaux qui entrent dans S(v,,v,,...v,—1) par leurs valeurs absolues.

Cherchons d’abord une borne supérieure de
I I 1)
S;(W’Tm’”’tTn)l'

On obtient, en tenant compte de (32),

@

I I I I I
& &
z z
_}_0?,:%]8_”(@_:){;"%&:__(I_m‘*‘_’;)ﬁ%”-f-cr’n] e—”‘z“”i%ﬂdt
i

en désignant par x la plus petite des valeurs

R[A) B7) - B[y}
Considérons 1’expression
J (@) = xmfe—x(w—t)_I. dt
{m+l 7 7?
i

\ . . - I
ou ! est supposé >1. Soit # un nombre positif <1 et supposons x> p—
On a
Acta mathematica. 43. Imprimé le 9 septembre 1922 42



330 Torsten Carleman.

(1—3)z z

J(z) < xmfe_—Z(‘_t)tm—I‘f-i dt + am e—x(r_t)trr»—i-_fdt’
1)z
d’ou il s’ensuit
=0

Ceci ayant lieu uniformément quel que soit > 1, nous pouvons, en vertu
de (34), choisir d’abord m et puis I assez grands pour que

(35)

(L, r,x I &
Sp(tm,tm, )|<x"' pour x >1

m T m

ol 0<&<1.
Considérons maintenant les équations intégrales

(36) vp=zsp(vo»vn- -'”n—1)+gp(x)'

Y

En cherchant a satisfaire & ces équations par des séries

vp = pr,,(x) z’

v=(

oun obtient les relations récurrentes
Wp, v+1 (IL') = SP (w0v s Wiry o vt wn—-],v))

d’odl 'on coneclut, au moyen des inégalités (33) et (35)

k v
(@] < 2.
Les équations (36) sont donc résolubles pour |z|<§ par des fonctions v, qui

sont plus petites en valeur absolue que

k I

-————1 * — o
1—&|z] am

En particulier nous obtenons (pour z = 1) uue solution du systéme (31) et par
conséquent une solution de 1’équation différentielle (27), qui tend vers zéro

I .
comme — au moins.
am
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De 14 on conclut aisément qu’da chaque réduite (d’ordre m) des séries
asymptotiques
(37) ool o @+ 28 2@ ]
correspond une solution de I’équation différentielle qui se comporte asymptoti-
quement comme cette réduite. Cependant il n’est pas démontré par la qu’il
existe une solution de (8) qui soit représentée asymptotiquement par (37) quel que
soit 'ordre m de cette réduite. Pour démontrer qu’il en est ainsi nous avons
besoin du lemme suvivant.
Soient ¢, (), ¢, (x),...c.(x) des fonctions continues périodiques de période
T, et 9,,0,,...0n des nombres réels qui soient non congrus entre eux (module 1).
Alors la fonotion
n - 2mig,
(41) F@)= Yc,(@e? *
ve=1
ne peut pas tendre vers zéro pour x— « & moins que toutes les fonctions ¢, ()
soient nulles. Multiplions la relation (41) par

(cp(x) désigne la quantité conjuguée de c,(x)) et intégrons de o & I. On obtient
ainsi

1 : l _T.Qp_z l2.7u'
-‘l—f|,,p(x)|=dx=;fc,,(x-)e T F)de— Y ?fﬁ(%_@”’ & @) o (@) da.
g 0 vEP S

Parce qu’on peut approcher de ¢,(z)c, () uniformément par des sommes de la
forme

N 2w

Z AgeT ¥

g=—N
et parce qu’on a

(ev—ep)® < 2y
lim eT VR EAeT dx =
lo=on ; g=—N
N 2nt
i I A, T T (ev—ep+9)l _
lll'%lquZ”i((’v—Qp‘*‘!I)[e —I]_O (v p)
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on voit que

S )
%l_n;gi e T “ey(x)e,(x)dz=o0. (v = p)
b
Si
lini F(zx)=o0
on a aussi

! 2
lim % F(x)cp(z)e T
¥

#dx =0
et par conséquent
!
lim %flcp(x)l’dx= )
I ==
6

ce qui entraine, en vertu de la périodicité de c,(z),

¢ (x) =o.

Désignons par
esv’T Cvi (x)
-:I:Tv (cvo(x) + -*x_ + )

la série asymptotique qui correspond & l’exposant caractéristique «,. Considérons
un systéme de solutions u, (z), 4, (%), ... u.(x) de ’équation différentielle qui se
comportent asymptotiquement comme

ea,‘,.‘l
;:7; Cyo (Z) .

On démontre facilement au moyen du lemme que nous venons d’établir que ces
solutions sont linéairement indépendantes. Soit m un nombre entier positif
quelconque. D’aprés ce qui précéde on peut trouver une solution V (z) de (1)
qui se comporte asymptotiquement comme

+cv1(x)+cvz£x)+.__+cv_m@].

1
— pCyuT
PN [c,o (2) z x xm

u, (), U, (x),...u,(x) étant un systéme fondamental il existe des constantes C,,
C,,...C, telles que
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V(x) =0Cyu (x) + Cou, (x) +--- + Crun(x)

ce qu'on peut écrire encore

V(z)= 2 Cpup (%) + 2 Cpup(x).

Riop—a,] >0 Riop—a,] <0

Au moyen du lemme ci-dessus on trouve facilement que la somme

2 Cp up (x)

R[ap—av]?_o

se réduit & u,(z). Comme

e—"‘v"” 2 Cpup
R[ap—a,,]<0

. . . I .
tend vers zéro plus vite que toute puissance de = on voit que
x

lim am™ [xlv Uy (X) e~ % — (c,,o (x) + — En (x) 4+ w—))] =0

Z=® am

quel que soit m. Donec u,(x) admet bien le développement asymptotique

c'vl(x)_*_ . +CV;"”(‘$)+...].

—% e T [c,,o () +

Nous résumons le résultat obtenu comme il suit. So:t

dru
(42) dm”+P( )d "_1-{— -+ Pp{z)u=0

une équation différentielle dont les coefficients admettent des développements asymp-
totiques

Py(a) o 3 222,

=0

ot ag, () sont des fonctions continues périodiques de période T. Appelons a,, o, .. .0
les exposants caractéristigues de I'équation & coefficients périodigues

dan dn—1
;ﬁ% Gm(x)d?f—f + - +ano(z)u=o0
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el supposons que ces quantités soient mon congrues enire elles (module 2-77,—@) . Alors
1l existe un systéme fondamental u, (x), u,(x), ... us(x) de solutions de (42) qui ad-

mettent des développements asymptotiques de la forme

L
Uy, (r) = eTr—H 2
p=90

Cop (7)
a?

ol ¢,p(x) sont des fonctions périodiques de x de période T.

Finissons cet article par la démonstration d’un théoréme sur les séries de
la forme

(43) i Pn () 2,

n=0

ou @, (x) est une fonction continue périodique de x de période 7. On constate
immédiatement que si cette série est convergente pour toutes les valeurs réelles
de z, elle est aussi toujours absolument convergente dans le domaine réel. En
considérant l'exemple
. x® 2
sin =g —— 4 —-—--
I3 Is
on voit qu’une méme fonction peut admettre des développements différents de
la forme (43). Désignons par M, la borne supérieure de |@.(2)]. Pour la série

x8  2b
X —i— + e ——. e s
3 Is
2 M,2 est une fonction entiére de z d’ordre apparent 1. Si, par contre, on
suppose que I M, 2" soit d’ordre ¢ < 1 on trouve que le développement d’une
fonction en série de la forme (43) est unique comme le montre le théoréme suivant.
Supposons 7 = 2 (ce qui ne restreint pas la généralité du résultat). Soit

(44) @) =3 gn(@)an

n=0

une série toujours convergente pour les valeurs réelles de x, les @, (z) étant des
fonctions périodiques de x de période 2 =. Désignons par M, la borne supérieure
de |@. (z)] et supposons que

(45) 2 M,

n=0
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soit une fonction entiére de 2z d’ordre ¢ < 1. Alors la fonction f(z) ne peut-étre
identiquement nulle que si toutes les fonctions ¢, (x) sont nulles.
Pour la démonstration nous considérons la fonction de 4

Tl ﬁfe—lzf(x)dz
0
qui est réguliére pour R{A]>o0. On a dans ce domaine

fe—“fw (z)ardz.

n=0

En développant ¢, () en série de Fourier on obtient

@n () 0O 2 Ay eiP®

p=—wx
et il est aisé de voir que [pour R[A] > o]

@® ©

/e““cp,.(x)x"dx—: 2 An,pfe—-lm+ipzxndx= 2 An,p L
0

nel’
0 p=--o —ip)

p=—c>

Démontrons maintenant que la série double

n
(45) 2 2 Anp (A— !@—p)ﬂ+l

n=0 p=—o

est absolument et uniformément convergente par rapport 3 i dans l'intérieur de
chaque domaine fini D qui ne contient pas les points ip(p=o0, + 1, £ 2,...).
On a en effet

0

(46) 1455]= jtp,,(x)e iredal< M,
0
(47) > le,plﬁ—-—~j|qoo(x)|=dx<M.
p=—x

Au moyen de l’inégalité (47) on trouve facilement que
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est absolument et uniformément convergente dans D. Il existe évidemment une
constante K indépendante de p et n telle que pour 4 dans D

|2 —ip]

K
Ipl+1 ~

De 14 on conclut que la série

5 3k

— ﬂ+l
nw=l pem—w (}' zp
admet la série majorante

N N Man 3 I \ |7 [1\»
2 2 proere < 2 e 220k &)

n=} p=—o

qui est convergente en vertu de notre hypothése sur X M,z*. Il s’ensuit que
¥ (A) est une fonction uniforme dans tout le plan, qui ne peut avoir d’autres
points singuliers que les points ¢p (p = un nombre entier positif ou négatif ou
nul). On voit aussi facilement que la partie principale de ¥ () par rapport au
point singulier p7 est égale &

¥ Ae
(A—ipp+

n=0

Si l'on a

fz)=o
on a aussi

¥ (A) =o.
Donc

Anp—o {n=o, I, 2,...
p=o0, +1I, +2,...

et par conséquent
Pn(®)=0 (nR=0,1,2,...)
c. q. f. d.



