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30 Harald Bohr.

Einleitung,

In zwei Abhandlungen unter dem gemeinsamen obigen Titel, von denen ich
hier die erste vorlege, werde ich die Theorie einer gewissen Klasse von Funktionen
einer reellen Variabeln entwickeln.! Obwohl die beiden Abhandlungen innerlich
mit einander verbunden sind und die zweite auf den Resultaten der ersten basiert,
wird jede der Abhandlungen doch insoferne ein Ganzes bilden, als sie ihre be-
sondere Problemstellung behandelt.

1°. Es sei f(x) eine Funktion der reellen Variabeln z, die :m ganzen Inter-
valle — oo <z < o defintert und stettg ist. Der bequemeren Formulierung halber
werde ich die Funktion f(x) nicht als reell voraussetzen, sondern zulassen, dass
S(x)=ul(r)+iv(x) ist, wo u(x) und v(x) stetige reelle Funktionen der reellen Varia-
beln = bedeuten. Wenn, bei einem vorgegebenen &>o0, die reelle Zahl z=7(f,¢)
fiir alle  der Ungleichung

If(@+7)—f(2)|=e

geniigt, werde ich = eine zu der gegebenen Zahl ¢ gehirige Verschiebungszahl der
Funktion f(z) nennen. Die Definition unserer Funktionenklasse lautet nun folgen-
dermassen:

Eine (fiir —o<x< o stetige) Funktion f(x) soll fast periodisch heissen,
wenn es zu jedem e>o0 erme Linge l=l(s§)>0 derart gibt, dass jedes Intervall
e<x<f der Linge 8—a=I mindestens eine Verschicbungszahl 1=1(f, ¢) enthdlt.

Mit anderen Worten: zu jedem festen ¢ soll es unendlich viele Verschie-
bungszahlen z==7(¢) geben, und die Menge dieser Verschiebungszahlen z(¢) soll
nirgends beliebig grosse Liicken aufweisen. Ich fiige gleich hinzu, dass es diese
letzte Forderung (also die Forderung der Existenz der Zahlen I(e)) ist, welche erst
die ganze Theorie ermoglicht. In dem ersten der Zusiitze, welche dieser Ab-
handlung hinzugefiigt sind, will ich auf diese Frage niher eingehen.

Es ist klar, dass die (stetigen) rein periodischen Funktionen in der Klasse
der fast periodischen Funktionen enthalten sind; denn es konnen ja, falls f(z)
rein periodisch mit der Periode p ist, fiir jedes ¢ die simtlichen Perioden #p
(n=o0, +1, +2,...) als Verschiebungszahlen verwendet werden, und es kann also
hier die Linge l=I(e) sogar von & unabhiingig (etwa !=2p) gewihlt werden.

! Eine kurze Mitteilung iiber einige der wesentlichsten Resultate habe ich in zwei Noten in
den Comptes rendus der Pariser Akademie »Sur les fonctions presque périodiques» (22. Okt. 1923)
und »Sur l'approximation des fonctions presque périodiques par des sommes trigonométriquess
(26. Nov. 1923) gegeben.
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2°. Das Hauptresultat unserer Untersuchungen besteht in dem Nachweis,
dass — allgemein gesprochen — die fast periodischen Funktionen mit denjenigen
Funktionen iibereinstimmen, welche ¢n eine abzdhlbare (oder endliche) Anzahl von
periodischen Schwingungen a.e*n* aufgelist werden kinnen, wobei die Exponenten
An ganz beliebige reelle Zahlen sind. Ebenso wie die rein periodischen Funk-
tionen als diejenigen Funktionen charakterisiert werden konnen, welche in eine
harmonische Folge von Schwingungen, d. h. in Schwingungen a,e*"*?, zerlegt
werden konnen, ergibt uns also die Klasse der fast periodischen Funktionen
S(x) die Klasse derjenigen Funktionen, welche in eine beliebige (harmonische
oder unharmonische) Folge von Schwingungen a.e‘*n® aufgelost werden kénnen.

3°. Die vorliegende erste Abhandlung bringt eine Verallgemeinerung der
Theorie der Fourierreihen rein periodischer Funktionen. Als Haupt-
satz dieser letzteren Theorie mag der folgende bekannte Satz bezeichnet werden:

Zu jeder rein periodischen (stetigen) Funktion f(x) mit der Periode p=—%’—t

gehirt eine bestimmie Reche der Form 2 ane’™ die Fourierrethe der Funktion, welche

threrseits die Funktion f(x) eindewtig bestvmmt, und die im Mittel gegen f(x) kon-
vergiert in dem Stnne, dass der Awusdruck

P
SN=5f
P
¢

Jiir N> gegen o konvergiert.
Das Ziel dieser ersten Abhandlung ist vor allem die Herleitung des folgenden

N 2
f(x)—Za,,ei"“ dz
~N

Satzes iiber fast periodische Funktionen, welcher das vollstindige Analogon
des eben erwihnten Satzes iiber rein periodische Funktionen bildet.

Zu jeder fast periodischen Funktion f(x) gehirt eine esndeutig bestimmie Folge
von reellen Zahlen Ay, As, . . ., I, . . . und etne Rethe der Form = anet’n®, die »Fou-
rierrethe> der Funktion f(x). Diese Fourierreihe bestimmt ihrerseits die Funktion
S(@) in eindeutiger Weise und konvergiert sm Mittel gegen f(x) in dem Sinne, dass
der Ausdruck

-dx

N
f(x)__z aﬂeﬁ.nz

T
I
Sy=lim =
ol T—-bn:)Tf
1}

Jir N— w gegen o konvergiert.
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Dagegen braucht die zu einer fast periodischen Funktion f(x) gehérige Fou-
rierreihe nicht im gewdhnlichen Sinne zu konvergieren; es gibt ja schon unter
den stetigen rein periodischen Funktionen f(x) Beispiele von Funktionen, deren
Fourierreihe nicht iiberall konvergiert. Es scheint mir aber von einem gewissen
Interesse zu sein, dass in der allgemeinen Klasse der fast periodischen Funktionen
— im Gegensatze zu der spezielleren Klasse der rein periodischen — die Nicht-
konvergenz einer Fourierreihe doch gewissermassen als ein » Ausnahmefall> be-
trachtet werden kann; in der Tat kann, wenn f(z) eine »ganz beliebige» fast perio-
dische Funktion und 1,4, ... ihre zugehorige Exponentenfolge ist, »im Allge-
meinen» erwartet werden, dass keinerlei lineare Verkniipfungen zwischen den 4
bestehen, d. h. dass die Grossen A, linear unabhdingig sind, und in diesem Falle
werden wir beweisen, dass die Fourierreihe 3 ane'*n* tm gewdhnlichen Sinne gegen
S(x) konvergiert, sogar gleichmdissig im ganzen Intervalle — o0 <zx< .,

4°. Wenn es sich bei einer Untersuchung iiber rein periodische Funk-

tionen, etwa mit der Periode p=2—7—t, speziell darum handelt die iiberall stetigen

Funktionen f(z) herauszugreifen und zu charakterisieren, ist die Betrachtung der
Fourierreihe bekanntlich kein besonders geeignetes Mittel, weil man ja keine ein-
fache notwendige und hinreichende Bedingung kennt, welche eine Zahlenfolge
{avn} erfiillen muss um die Folge der Fourierkonstanten einer stetigen Funktion
zu sein. Hier ist ein wesentlich andersartiges Verfahren bequemer, nimlich das-

N
jenige, bei dem man die Funktion f(z) nicht gerade durch die Abschnitte ) ane"**

~N

ihrer Fourierreihe, sondern durch ganz beliebige trigonometrische Poly-
N

nome Zbﬂe“"”‘ zu approximieren sucht und dabei die Giite der Approximation
—N

nicht durch die Grosse des mittleren Fehlers

j-
_j
y 4
[}

sondern einfach durch die obere Grenze des absoluten Wertes der Differenz

dx,

N
f(x)__z baeinkz
—N

N
f(:l‘)— Z bnei'nkx
—N
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beurteilt. Es gilt nimlich nach Wrierstrass der Satz, dass eine notwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir, dass eine Funktion f(x) (— o <z < ®) eine iberall stetige

27T

rein pervodische Funktion der Periode 7

ist, darin besteht, dass f(x) durch eine Folge

N

von trigonometrischen Polynomen der Form 2 bae™*= gleschmdissig approximiert wer-
—N

den kann.

Eine Verallgemeinerung dieses letzten Satzes wurde von BomnL in seiner
sehr interessanten Magisterdissertation' gegeben. Borr stellt sich dort die
folgende Aufgabe: Es ser eine endliche Anzahl von positiven Grissen ky, ks, . . ., by
gegeben; dann soll die Klasse derjenigen stetigen Funktionen f(x) charakterisiert
werden, welche sich durch eine Folge von trigonometrischen Summen der Form

2 bﬂef(mkl+~ st agkg)e

gleichmdssig approximieren lassen.

Diese Aufgabe wurde von BonL dadurch geldst, dass er die folgende Ant-
wort gab:

Dafiir, dass die Funktion f(x) der erwdhnten Forderung gemiige, ist notwendig
und hinreichend, dass sie die folgende »>quasi-periodische> Eigenschaft besilzt: Zu
Jedem e>o0 soll es ein >0 geben, derart, dass die Ungleichung

|flx+a)—flz)|=e (— o<z < x)

bet jedem © besteht, fiir welches sich die q Grissen ki, ks, ..., kgv von ganzen
Multipla von 2 n um weniger als & unterscheiden. Mit anderen Worten, es soll jedes
7 mit der erwithnten Eigenschaft eine Verschiebungszahl z=7(f, &) sein.

Man sieht somit, dass schon in den Untersuchungen von Bomxn die Idee
der Einfiilhrung der Verschiebungszahlen den Ausgangspunkt fiir die Verallge-
meinerung des Begriffes der reinen Periodizitit bildet. Aber ganz abgesehen
davon, dass die Exponenten 2, in den von Bonr betrachteten trigonometrischen
Summen nicht, wie bei uns, beliebige reelle Zahlen sind, sondern Zahlen der
speziellen Art, als lineare Funktionen mit ganzzahligen Koeffizienten einer end-
lichen Anzahl von Gréssen %, .. ., k, darstellbar zu sein, besteht ein prinzipieller

* P, Bomn, Uber die Darstellung von Funktionen einer Variabeln durch trigonometrische
Reihen mit mehreren einer Variabeln proportionalen Argumenten (Dorpat, 1898). Ich verdanke es
einer freundlichen Mitteilung von Herrn HADAMARD, auf die schonen Untersuchungen von BoOEL
(und die spiiter zu erwihnenden von ESCLANGON) aufmerksam geworden zu sein, welche mir bei
der Einsendung meiner ersten Comptes rendus Note unbekannt geblieben waren.

5—2484. Acta mathematica. 45. Imprimé le 1 juillet 1924.
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Unterschied zwischen den Problemstellungen der Borwi'schen Theorie und der
hier zu entwickelnden. Bei Bomi werden niimlich die Exponenten 4, (d. h.
bei ihm die Grossen k,, ..., k%;) als im voraus gegebene Zahlen angesehen,
in dem Sinne, dass diese Zahlen in der oben angefiihrten quasiperiodischen
Charakterisierung seiner Funktionen explizite auftreten, wihrend in unserer
Definition einer fast periodischen Funktion von den Exponenten i, gar nicht die
Rede ist, und es bei uns vielmehr eine Hauptaufgabe ist zu zeigen, dass zu jeder
fast periodischen Funktion f(z) eine bestimmte Exponentenfolge {i.} gehort.
Die vorliegende erste Abhandlung, wo es sich um die Verallgemeinerung
der Theorie der Fourierreihen handelt, hat fast gar keine Beriithrungspunkte
mit der Bouv'schen Untersuchung. Ganz anders verhilt es sich mit den Unter-
suchungen, welche wir in der zweiten Abhandlung bringen werden, wo es sich

darum handeln wird, eine fast periodische Funktion f(z) durch beliebige
. N

trigonometrische Summen der Form Zb,;e“u’, und nicht gerade durch die
1

Abschnitte der Fourierreihe der Funktion, zu approximieren, und wo wir u. a.
den folgenden allgemeinen Satz beweisen werden:
Fiir die Fastperiodizitat einer Funktion f(x) ist notwendig und hinreichend,

N
dass sie sich durch irgend eine Folge von trigomometrischen Summen Zb,.e“n’ (ewo
1

den reellen FExpomenten A, gar keine Bedingungen auferlegt sind) gleichmdssig
approximieren ldsst.

Es wird daher gzweckmissig sein, bis zu der zweiten Abhandlung damit
zn warten, auf die Untersuchung von BoBEL — und einige damit eng zu-
sammenhiingende Untersuchungen von EscraNeoN — niher einzugehen, und
zu zeigen, wie das oben erwihnte Bomr’sche Resultat sich von selbst in den
Rahmen der allgemeinen Theorie der fast periodischen Funktionen einordnet.

5°. Schliesslich sei noch erwiihnt, dass die Theorie der fast periodischen
Funktionen wichtige Anwendungen auf die Theorie der Dirichlet'schen Reihen
erlaubt und vor allem dazu dienen kann, Licht iiber die bisher nur sehr unge-
niigend aufgeklirte Frage zu werfen, welche Eigenschaften eine analytische Funk-
tion besitzen muss um in eine Dirichlet'sche Reihe entwickelbar zu sein. Von
dieser Anwendung — wie auch von etwaigen Anwendungen auf Probleme der
Mechanik — werde ich aber in diesen beiden Abhandlungen ganz absehen, hoffe
aber bei einer spiiteren Gelegenheit ausfiihrlich darauf eingehen zu konnen.
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KAPITEL I

Die allgemeine Theorie der Fourierreihen fast periodischer Funktionen.

§ 1. Die Invarianz der Fastperiodizitiit gegeniiber einfachen Rechenoperationen.

Wir werden zunichst zwei Sitze beweisen, welche zeigen, dass gewisse
Eigenschaften von Funktionen die in einem endlichen (abgeschlossenen) Intervall
stetig sind, also auch von stetigen rein periodischen Funktionen, ebenfalls unseren
fast periodischen Iunktionen zukommen. Die sehr einfachen Beweise beruhen
auf der in der Definition einer fast periodischen Funktion geforderten Existenz
der Linge !=l(¢); aus der Eigenschaft dieser Zahl I=1I(s) folgt niimlich sofort,
dass wir, falls wir ein festes Intervall I der Linge ! betrachten, z. B. das Intervall

— §<x< El , im Stande sind (siehe Fig. 1) zu jeder beliebig gegebenen Zahl z, eine

Verschiebungszahl z=1(g)=1(s,2,) so zu finden, dass 2, bei einer Verschiebung

A
R Gmmmm e
; e — B
A X Z X
pl 4 -+ Z o
Fig. 1.
um 7 in einen Punkt x, =x,+7v dieses Intervalles I iibergeht — wir haben

ja nur die Verschiebungszahl z(¢) so zu wilhlen, dass sie dem Intervalle
—xo—é <x<—x0+—zl~ der Linge ! angehort — wodurch es bei den Beweisen
ermoglicht wird die Betrachtungen so zu sagen auf ein festes endliches Intervall

zu beschrinken.

Satz I. Jede fast periodische Funktion f(x) ist beschrinkt, d. h. es gibt eine
Konstante G=G(f) derart, dass die Ungleichung |f(z)|< G fiir alle = besteht.

Beweis. Es sei ¢ etwa gleich 1 gewiihlt und I=I(1) die zugehorige Linge.
Es bezeichne ferner g das Maximum der stetigen Funktion |f(z)| im endlichen
(abgeschlossenen) Intervall -———i éxéé. Dann hat offenbar die Zahl G=g+ 1 die

erwiinschte Eigenschaft; denn zu jedem beliebig gegebenen x, lisst sich ja (siehe
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Fig. 1) eine Verschiebungszahl 7=z (1) so bestimmen, dass die Zahl x;,=x,+7 im

Intervalle —§<x<£ gelegen ist und daher

If(xo)lglf(xl)l + If(wo)—f(w1)| sg+1=0G.

Satz II. Jede fast periodische Funktion f(x) ist gleichmdssig stetig im ganzen
Intervalle — w<x< o, d. h. zu jedem &¢>o0 gibt es ein d>o0 derart, dass fiir
jedes Punktepaar «’, " mit |«'—2"' | <d die Ungleichung | f(z")—f(z"")| <¢ besteht.

Boweis. Zu der gegebenen Zahl g bestimmen wir die Linge I=={ (g), betrach-

ten das abgeschlossene Intervall — 2-—1 =z= g +1 und bestimmen eine Zahl § <1
derart, dass fiir jedes Punktepaar #', ¥’ mit einem Abstand |y'—y"| <9,

welches in dem festen Intervalle (~£—I, §+ I) gelegen ist, die Ungleichung

1Y) — £l < g besteht. Dann geniigt dieses ¢ offenbar der Bedingung des Satzes.
Denn fiir ein beliebiges Punktepaar «’, 2" mit |’ —2” | < d konnen wir eine zu
;—) gehorige Verschiebungszahl z=1z (g) so wiihlen, dass die Zahl y'=x"+7 in das
11

Intervall (— > ;) fillt; dann liegt (wegen |x'—2" | < 1) die Zahl "' =z" + ¢ gewiss

im Intervall (——i—r, §+ 1), und es ist

&)=/ ENS @)~ + 1)~ 6N+ W)~ <5+ 5+ =
Aus dem Satze II folgt sofort das in der Folge sehr oft zu benutzende

Corollar. Es se: f(x) eine fast periodische Funktion und & >0 sowie &> ¢,
beliebig gegeben. Dann gibt es esn 6=2 (&, &) >0 derart, dass, falls T, trgend eine
2u & gehorige Verschiebungszahl unserer Funktion f(x) ist, jede Zahl v,, deren Ab-
stand von T, kleiner als § ist, eine zu &, gehirige Verschiebungszahl sein muss.

In der Tat brauchen wir nur (mit Hilfe des Satzes II) die Zahl 6>o0 so
zu wihlen, dass fiir jedes Punktepaar ', ” mit |2'—2"|<d die Ungleichung
|f(@)—f(=")| < e3—e; besteht. Falls nimlich 7, eine zu & gehorige Verschie-
bungszahl ist, gilt ja fir jedes 7, mit |7,—7;,|<d (und alle x) die Ungleichung
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lf(-”"‘"‘z)_f(x)l——<—|f(x+'52)"‘f(x+"1)l +f @t r)— @] <(ea—e)+e=¢,.

Nach den obigen vorbereitenden Sitzen gehen wir nunmehr zum Beweise
des folgenden ersten Hauptsatzes iiber.

Satz IIL. Die Summe zweier fast periodischer Funktionen f{x) und g(x) ist
wieder eine fast periodische Funktion.

Boweis. Der Satz wird offenbar bewiesen sein, falls wir zu einem gegebenen
e>o0 eine Linge I=1(f, g, &) derart angeben konnen, dass jedes Intervall a<z<g
der Linge ! mindestens einen Punkt z* enthiilt, welcher gleichzeitig eine zu

Z gehorige Verschiebungszahl der beiden Funktionen f(x) und g¢(x) ist; denn ein

solches z* wird ja, wegen der fiir alle z giltigen Ungleichung
Kflz+e9)+ge+a)} —{f(&)+g @} =|fle+e*)—f )|+ g lz+%)—g (2],

gewiss eine zu ¢ gehorige Verschiebungszahl der Summe f(x)+ g (z) sein. Um die
Existenz solcher gemeinsamer Verschiebungszahlen der beiden Funktionen
JS(x) und g (x) zu beweisen, werden wir natiirlich gewisse charakteristische Eigen-
schaften der von den Verschiebungszahlen einer fast periodischen Funktion ge-
bildeten Menge heranziehen miissen; die wesentlichste Eigenschaft (neben der
im obigen Corollar ausgesprochenen »Unbestimmtheit> der Verschiebungszahlen),
die wir zu benutzen haben, ist die folgende: sind z; und z, zwei beliebige zu
einer Zahl s, gehorige Verschiebungszahlen einer fast periodischen Funktion f(z),
so wird die Summe 7, +7; und daher auch (da mit ¢, auch — 7, eine Verschiebungs-
zahl ist) die Differenz z,—7, wiederum eine Verschiebungszahl der Funktion
JS() sein, die zwar nicht zu &, zu gehéren braucht, wohl aber zu 2¢,.

Der Beweis verliuft nun folgendermassen: Nach dem Corollar des Satzes II

wird die Zahl d so bestimmt, dass, falls z eine beliebige zu i gehorige Verschie-
bungszahl der Funktion f(x) ist, jede Zahl z+d’ mit |d’'|<J eine zu Z gehorige

Verschiebungszahl dieser Funktion f(x) darstelll. Und es wird ferner — was
nach der Definition der fast periodischen Funktionen méglich ist — die Lange

Lb=0(f,9,¢) so bestimmt, dass jedes Intervall der Liinge I, sowohl eine zu §€

! Es sei ansdriicklich bemerkt, dass die Richtigkeit dieses Satzes wesentlich durch die, in
der Definition geforderte, Existenz einer Linge I=I[(¢) bedingt ist (vgl. Zusatz 1).
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gehorige Verschiebungszahl z;=1; (g) der Funktion f(x) als auch eine zu 3 gehorige
Verschiebungszahl z,=1, (i) der Funktion g(x) enthilt.

Wir betrachten nunmehr (siehe Fig. 2) die simtlichen Intervalle I, der Form
nly<e<(n+1)l, (h=o0, £1,..) und bestimmen in jedem dieser Intervalle I,

8
bezeichnen. Wir bilden die Differenzen d™ =1l —z" (n=0, t1,...), welche

zwei Verschiebungszahlen ;=1 (f) und z,=1, (i), die wir mit # und

Cl) e~ 0) MY )
T Iyt Tg Ip LIy
~lo o lo 2L, ni, (i,
Fig. 2.

simtlich numerisch kleiner als /, sind, d. h. im Intervalle —/,<x <l liegen. Das
Intervall —{,<z <[ teilen wir in eine endliche Anzahl, M, gleiche Teile, wobei M so

gross gewihlt ist, dass die Teillinge %l[o kleiner als die obige Zahl d ist, und sehen

bei jeder der unendlich vielen Differenzen d™ nach, in welches der M Teil-

2l . .. N .
EIQ sie fillt. Esseien im,, tmy; . . .\omp

(wo 1=P=M ist) diejenigen der Teilintervalle 7», in welche iiberhaupt eine
der unendlich vielen Differenzen d™ zu liegen kommt, und es sei die Zahl X >, so
gross gewiihlt, dass unter den im Intervalle (— X, X) enthaltenen Intervallen I, gewiss
P solche existieren, deren entsprechende Differenzen d™ je in eines der obigen
P Teilintervalle ¢m,, ¢m,,. .., %mp fallen, also dass jede tiberhaupt moégliche Differenz
d™ bereits im Intervalle (—X, X) »vertreten» ist.

Ich behaupte alsdann, dass die Linge |=4 X die gewiinschte Eigenschaft
besitzt, d. h. dass in einem beliebigen Intervall dieser Linge, etwa dem Inter-

intervalle 7,, 45, ..., 7y der Form an <z<am +

valle (¢—z X, a+2 X), eine Zahl z* existiert, welche eine zu 2 gehoérige gemein-
same Verschiebungszahl der beiden Funktionen f(x) und g(x) ist. Wir betrach-
ten das mittlere Intervall (¢e—X, ¢+ X) der Linge 2 X; dies enthiilt gewiss (da
seine Linge > 21, ist) eines der Intervalle I,, etwa das Intervall I, (siche Fig. 3).

4AX
o ks ‘ Tff)?v ) \
X ) '“};’ X o & « Je j
X 2X

Fig. 8.
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Danach wihlen wir, was nach dem obigen méglich ist, in dem festen Inter-
valle (— X, X) ein solches Intervall I,, etwa I, dass die zu I; gehorige Differenz
d¥ =0 —!9 demselben Teilintervalle ¢m, angehért wie die zu I, gehorige Diffe-
renz d® =¢#)—z#). Dann ist |dP—d9[ <4 und somit

| 6 —l0) — (a0 — ) [ = | AP — 30 | <.

Ich werde zeigen, dass die Zahl 7! —7{9==z* von der gewiinschten Art ist. In
der Tat:

1) Diese Zahl v*=1¢)—:{0) liegt im Intervalle (—e+2X,a+2X), weil
7#) im Intervalle {(¢—X, ¢+ X) und 7 im Intervalle (—X, X) gelegen sind.

2) Es ist 7*==1l)—29) eine zug gehorige Verschiebungszahl der
Funktion g (z), weil s) und % beide Verschiebungszahlen dieser Funktion g (z)
sind, welche zu f{ gehoren.

3) Es ist aber z* auch eine zu 2 gehorige Verschiebungszahl der

Funktion f(z); denn die Zahl ¢! —4? ist eine zu i gehorige Verschiebungszahl
der Funktion f(z), weil sowohl &P wie #{? Verschiebungszahlen dieser Funktion
sind, welche zu g gehoren, und es wird daher nach der Bestimmung von J, da
die Zahl 7*=:#)—7!9 yon der Zahl )2} um weniger als ¢ abweicht, die Zahl
7* eine zug gehorige Verschiebupgszahl der Funktion f(x) sein.

Aus dem Satze III folgt sofort, dass die Summe einer beliebigen endlichen
Anzahl von fast periodischen Funktionen wieder eine fast periodische Funktion
ist. Da eine rein periodische stetige Funktion einen Spezialfall einer fast perio-
dischen Funktion darstellt, ist hierin das Corollar enthalten:

Corollar. Die Summe einer endlichen Anzahl von stetigen rein periodischen
N

Funktionen — also speziell jede Summe 2 an €*®, wo die A, beliebige reelle Zahlen
1

sind — st erne fast periodische Funktion.
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Dieses Corollar hat eine interessante Beziehung zur Theorie der diophan-
tischen Approximationen, indem man zeigen kann, dass es seinem eigent-
lichen Inhalte nach mit einem bekannten DiricriET-KRONECKER'schen Satze dieser
Theorie — in einer von Borrn und WeNNBERG verschirften Form — iibereinstimmt.
Um den Gang der Entwicklung nicht zu unterbrechen, werde ich aber erst in
Zusatz 2 am Ende der Abhandlung auf diese Beziehung niher eingehen.

Mit Hilfe des Satzes III beweist man leicht, unter Benutzung eines bekannten
Kunstgriffes, den folgenden

Satz IV. Das Produkt zweier fast periodischer Funktionen f(x) und g (x) st
wieder fast periodesch.

Beweis: In dem Spezialfall, wo der eine Faktor eine Konstante ist, ist der
Satz trivial. Es ist also mit g (x) auch —g(x) eine fast periodische Funktion,
und nach dem Satze III daher auch jede der beiden Funktionen f(x)+g¢ (x) und
f{x)—g (x). Nun gilt aber die Identitit

f@g@)= f; {f @) +g @ ~(f &) —g @)

und es geniigt daher zu beweisen, dass das Quadrat einer beliebigen fast
periodischen Funktion ¢ (x) wieder fast periodisch ist. Dies ist aber sofort klar;
denn nach dem Satze I ist ¢ (x) beschriinkt, etwa | (x)| = @, und es ist daher
bei jedem 7

Koty —{p @) |=lpx+r)+p @] lp+tr)—p)]=2G|lp+7)—p ]

aus welcher Ungleichung hervorgeht, dass die Zahl ¢ gewiss eine zu & gehorige
Verschiebungszahl der Funktion {p (z)}® ist, falls sie eine zu 2—%} gehorige Ver-
schiebungszahl der urspriinglichen Funktion ¢ (x) ist, womit die Fastperiodizitit

von {p (x)}* offenbar bewiesen ist.

Corollar. Mit f(x) ist auch | f(x)|* fast periodisch.

Denn aus der Ungleichung || f(x+)|— |/ (@) || =|f (@+2)—f ()] folgt sofort,
dass mit f(z) auch |f(x)] und daher, nach dem Satze IV, auch das Quadrat
| f(x)|® fast periodisch ist. Wir hiitten natiirlich auch so schliessen konnen: Es

ist |f(@))® =S(x) flx), wo f(x) die zu der Funktion f(z)= u{x)+iv(z) konju-
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gierte Funktion w (x)—¢v (x) bezeichnet, welche offenbar gleichzeitig mit f (x) fast
periodisch ist.

Satz V. Ist f(x) fast periodisch und die untere Grenze g von |f(x)| grosser

1
als o, so ist auch ——; fast periodisch.
7 St

Beweis. Bei jedem 7z ist

X r 1

_ I |_|flet)—f(x)
fletd)  f(z)

S @) flx+7)

égglf(w)—f(x)l,

und es ist somit die Zahl 7 eine zu ¢ gehorige Verschiebungszahl der Funktion

‘?(ITCS’ falls sie eine zu g®¢ gehorige Verschiebungszahl der urspriinglichen Funk-

tion f(z) ist.

Aus den Sitzen III, IV und V folgt, dass jede rationale Operation mit fast
periodischen Funktionen immer wieder zu fast periodischen Funktionen fiihrt, wenn
nur nicht durch Funktionen, die beliebig nahe an Null kommen, dividiert wird.

Wir beweisen schliesslich den

Satz VI. Die Grenzfunktion F(x) einer im gamzen Infervalle — o <z <o
gleichmdissig konvergenten Funktionenfolge f,(x), f; (@), ..., fa (%), ..., deren eincelne
Funktionen fo(x) fast periodisch sind, ist wieder eine fast periodische Funktion.

Beweis. Wir bemerken zuniichst, dass, wegen der Stetigkeit der Funk-
tionen f.(z), die Grenzfunktion F(x) gewiss auch stetig ist. Es sei nunmehr
&£>0 beliebiz gegeben. Wir wiihlen die Zahl N =N () so gross, dass fiir alle

x die Ungleichung | F(x) — fw(x)| =<_.§ besteht. Dann gilt offenbar fiir jedes =
die Ungleichung

IF(w+¢)-F(w)IéIfN(wﬂ)—fn(w)H?f (—oo <z< ).

Es ist daher jede zu g gehorige Verschiebungszahl der Funktion fv(z) gewiss

eine zu & gehorige Verschiebungszahl unserer Funktion F (x); und weil /v (z) fast
periodisch ist, gibt es also eine Linge l=1(¢) derart, dass jedes Intervall dieser
Linge eine zu ¢ gehorige Verschiebungszahl der Funktion F () enthiilt.

Corollar. Jede fiir — o <x<w gleschmdssig konvergente Rethe der Form
6—2454, Acta mathematica. 45. Imprimé le 1 juillet 1924.
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2 ane**n®, wo die Expomenten A, beliebige reelle Zahlen sind, stellt dwrch thre
1

Summe F (x) eine fast periodische Funktion dar.

Denn die Abschnitte fi(x) der Reihe sind ja nach dem Corollar des Satzes
IIT fast periodische Funktionen, und nach Voraussetzung konvergiert f,(x) fiir
n—® gleichmissig gegen F(x).

§ 2
Der Mittelwertsatz.

Wir beweisen nunmehr den folgenden Satz, welcher uns (zusammen mit dem
Satze IV) den Schliissel zu der Avflosung einer fast periodischen Funktion in
rein periodische Schwingungen gibt.

Satz VII. (Mittelwertsatz.) Fiir jede fast periodische Funktion f(x) existiert
der » Muttelwert»

g%ff(x)dw,

T
d. h. der Ausdruck Z,I; f S(x)dx strebt fiir T— gegen einen bestimmien endlichen
(1}

Grenezwert, den wir mit M{f (x)} bezeichnen werden.

Beweis. Wir wenden das allgemeine Konvergenzprinzip an. Es sei also
£>0 beliebig gegeben; wir haben die Existenz einer Zahl T,=1T,(¢) derart zu
zeigen, dass fir T,>1T,, T, > T, die Ungleichung

T, 7,
%,—lff(ac)dac——%ff(x)dm <:

besteht.
Zunichst bestimmen wir die Liinge l,=I, (¢) derart, dass jedes Intervall dieser

Linge eine zu ;85 gehorige Verschiebungszahl der Funktion f(z) enthilt. Nach-

dem [, festgelegt ist, bestimmen wir die positive Zahl X so gross, dass
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L@ ¢

X I0

ist, wo G die obere Grenze der (beschriinkten) Funktion |f(x)] bezeichnet. Und
schliesslich sei 7,> X so gewiihlt, dass auch

X@a F)
T, <10

ist. Ich behaupte, dass T, die gewiinschte Eigenschaft besitzt; dies wird offen-
bar nachgewiesen sein, falls wir gezeigt haben, dass bei jedem 7' > T der

Ly
Ausdruck _11'_ f Sf(@)dxz von der (von T unabhiingigen) Zahl
o

X
%ff(w)da:=U

um weniger als -: abweicht.
Es sei also T'>7, Wir bestimmen (durch successive Wahl) eine Folge
Ty, By, Ty, Ty, - - - VOIL ZU —i% gehorigen Verschiebungszahlen der Funktion f(z) der-

art, dass 7,=o0 ist und ,,7,,%,... respektive in den Intervallen der Linge I,

(Xs X+lo): (’51+X,11+X+l0), (Tz+X:Ts+X+lo),~-

liegen (siche Fig. 4),

o X 7 X T, BX T BaX . 7
~ S A\ -
1% 7> 7o
Fig. 4.

und schreiben

 75+X 17 n+X T

ff(x)dx=fx+f+.f+f+f+---+ff(x)dx.

5 wiX n

Es bezeichne M die Anzahl der Intervalle der Linge X, d. h. der Intervalle (o, X),
(ty, 7+ X), ..., so dass (va—1, 7s—1+ X) das letzte dieser Intervalle ist. Dann ist
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i T o

2

wo das Restglied — weil die Gesamtlinge der »Restintervalle» offenbar kleiner
als M+ X ist — der Ungleichung

|R|-T G(Ml,+X)= GML + = X<+ 226

X T0 10 I0 5§

geniigt. Ferner ist

n+X Ty +X
%{f f ff “’)dw} f{f(w)+f(w+z1)+---+f(x+m—1)}dx

wo

I e MX ¢ £
| Byl =5 Xo(M—1) o< o<

ist, und schliesslich haben wir

X X
%fo(x)dx=%ff(x)dm+Rs,

mit
r MX MX T—-MX
I , I'—
| Bs|= Xff(x){T—I}dx §G~(I— T ).._(, T
[
ML+X _ Ml X s _&
=6=7 _GMX+GT<0+10—_5

Es ist also, indem wir die obigen Ungleichungen zusammenfassen,

%ff(x)dx—;—}fxf(x) dx

& & & &
< - —_— ——=—.
=IRl|+|R,|+|1‘z,|<5+m+5 ;
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In dem Satze VII war, bei dem Grenziibergang 7— o, der Mittelwert ge-
rade iiber das Intervall o<x<<T genommen; es ist aber, weil f(x) beschrinkt ist,
unmittelbar klar, dass wir ebensogut den Mittelwert iiber das Intervall e<zx<a+ T
hiitten nehmen kénnen, wo « eine beliebige Konstante bedeutet. Fiir eine spitere

Anwendung (beim Beweise des Hilfsatzes 2 in §7) ist es aber von wesentlicher
o+ T

Bedeutung, dass die Limesgleichung lim —;,— f f@)dx=M{f(x)} auch gilt, wenn

a, statt einer Konstanten, eine ganz beliebige Funktion von T ist; oder anders
ausgedriickt:

Satz VIII. (Verschirfter Mittelwertsatz.) Die bei jedem festen a giiltige

Limesgleichung .
a+

lim %—ff(x)dw=l![{f(x)}
T—s
gilt gleichmdssig in o.

Boeweis. Hs sei £ > o beliebig gegeben; die Aufgabe besteht darin die Existenz
einer solchen Zahl T,=1T,(s) zu beweisen, dass fir 7> 7, und jedes a die

Ungleichung
at+?T

7 [ @ de—u (| <o

T
besteht, wo M {f(x)} die Zahl lim -;—, f flx)dx des Satzes VII bezeichnet. Zu
1]

diesem Zwecke bestimmen wir die Zahl T, derart, dass fir 7'> T,
T
1 €
7 [ reas—airen| <
0

ist, und ferner die Zahl l,=1[,(s} so, dass jedes Intervall der Linge [, eine
zu § gehorige Verschiebungszahl der Funktion f(z) enthilt. Ich behaupte, dass

eine Zahl T,, welche > T, und >1, ist und der Ungleichung

7, 64
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geniigh, wo G die obere Grenze von | f(x) | bezeichnet, die gewiinschte Eigenschaft
besitzt. In der Tat, es sei « eine beliebige Zahl und 7> T,. Wir wiihlen eine

Verschiebungszahl r—=r(§) im Intervalle (¢, a+1[,) und finden zunichst

a+T «+T

-;,—ff(x)dx=—;,—ff(x)dw+Rl,
wOo

IR | = <—(z G+ZOG)<—

{ff(x)dx—ffx)dx}

a+T

Ferner ergibt sich
T

—ff(ac)dx———ff(x)dx+R
mit

|R,| = <

f Slotd— Sy da[< S,

und, wegen 7'>1T,,

7 [f@de=M{s@+ B,

mit | Ry | < 53- Durch Zusammenfassung erhalten wir nun sofort die gesuchte

Ungleichung

8
<|R,| + | BRy| + |R3|<3‘3‘=5-

at+T
7 [F@as—m s

Corollar. FEs st

hm—ff x)dx=M{f(x)} wund hm*ff(xd:v M{f(x)}.
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§ 3.

Herleitung der Fourierreihe und Aufstellung des Fundamentalsatzes.

Es sei f(x) eine gegebene fast periodische Funktion; dann ist, bei jedem
reellen A, die Funktion g (x)= f(z) e—*** als Produkt der fast periodischen Funk-
tion f(x) und der rein periodischen Funktion e—?** wieder eine fast periodische
Funktion (Satz IV); es existiert somit (Satz VII) der Mittelwert

T
M{f(x) e—%*=} =£mi,—ff(x)e“““dw.

Wir bezeichnen diese Zahl M {f(x)e—***} mit a (), wodurch also eine zu der
gegebenen fast periodischen Funktion f(x) gehirige Funktion a (i) (—o <i<w)
definiert wird. .

Aus der bekannten Limesgleichung (wo u eine reelle Zahl bedeutet)

T
M (e} = lim -%fe‘“dx-—-—{z i
0

ergibt sich sofort, nach einer in der Theorie der orthogonalen Funktionen ge-
liufigen Schlussweise, der

Satz IX. Es set f(x) eine fast periodische Funktion, 4y, . . ., A beliebige unter
etnander verschiedene veelle Zahlen uwnd b,,...,bn beliebige komplexe Zahlen.
Dann st

N . ~
(1) M{lf(w)—z b,,gﬁ.na:r} = M{ lf(x) lz}_z [a )|+ Z l b — () I?‘,

wober a(A) die obige Bedeutung a (A)=M {f(x) e—***} hat.

Beweis. Wir bemerken zuniichst, dass die in der Formel (1) vorkommenden
beiden Mittelwerte einen Sinn haben; denn die beiden Funktionen f(z) und

N
flx) —Z bref*a?, und daher auch (nach dem Corollar des Satzes IV) die Quadrate
1

ihrer absoluten Betriige, sind ja fast periodische Funktionen. Es folgt nunmehr
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durch eine einfache Rechnung, in welcher das Uberstreichen einer Grosse den
Ubergang zu der konjugierten Grosse bedeutet,

u{|f@)— S et '} =2{(s @) - S\ etin) (f @) — S\, e~itn?))
= M{f(@)f ()} '—ﬁ b M{f () e‘“ﬂ}-% b M { f(x) e?*n7}

N N _
+2 2 b"‘ b,,' M{ei(l”.—zn,):},

m=1 ny=1

also, wegen

o fir n,4+n,
1 fir n,=mn,’

M@mMﬂwﬂ={

N _—
Ba (k) + S b b

n=1

M| — ﬁ baettn |} =M {1 /(@)% — éwm -

~M=

N N B
=M{|f @[} — > aldn)a@n) + 3 (bn—a (k) (ba—a (4s))

=M{|f@F}—Dla@)® + X ba—a @) [

Werden in der Formel (1) die Konstanten b, speziell gleich den Zahlen
a(4n) gewihlt, geht (1) in die Formel

(2 () £6)— S ae) ese]') = ML S @Y~ SHa )]

iiber.

Da die anf der linken Seite der Formel (2) stehende Grosse — als Mittel-
wert einer reellen, nicht negativen Funktion — offenbar ein reelle, nicht negative
Zahl ist, ergibt uns die Formel (2) sofort die Ungleichung

N
3) Sla) F=M {1 @3,
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und aus dieser Ungleichung, in welcher die Zahlen 4,, ..., Ay ganz beliebige (unter
einander verschiedene) reelle Zahlen in beliebiger Anzahl sind, folgt weiter, dass es
zu jedem &> 0 hochstens eine endliche Anzahl von Zahlen A geben kann, fiir die

|a{d)]| > & ist, nimlich héchstens ;IéM {|f(x)}®. Hieraus schliessen wir, indem &

successiv etwa gleich 1, 3, é, ... gewihlt wird, das folgende fundamentale Re-

sultat:

Satz X. Zu jeder fast periodischen Funktion f(x) gibt es hichstens eine ab-
zihlbar unendliche Aneahl von Zahlen A, fiir welche der Mittelwert

a()=M{f(x)e**%}
von o verschieden 1st.
Wir bezeichnen diese 4 {in einer beliebigen Reihenfolge} mit

A, N, A
und die zugehorigen Mittelwerte a(A4,), a(4,), . . ., a(4y), . .. mit
T R

Die mittels dieser Zahlen 4, und A, gebildete Reihe I A,¢é'4n* werden wir dse
zu f(x) gehirige »Fourierrethe> mnennen; wir schreiben (nach dem Vorgang von
Hurwirz fiir gewohnliche Fourierreihen)

fl@) e ) Ay én.

Ferner werden wir die Grossen 4, und A, als die »Fowrierexponenten> bzw.
» Fourierkoeffizienten> der fast periodischen Funktion f(z) bezeichnen.

Um den Gebrauch des Wortes »Fourierreihe» fiir unsere Reihe I 4, ¢/ 4a® zu
rechtfertigen haben wir vor allem den folgenden Satz zu beweisen.

Satz XI. In dem Spezialfalle, wo die gegebene fast periodische Funktion f(x)

retn pertodisch ist, etwa wmit der Periode =% stemmt unsere » Fourierreihe»

2 Ap &4n® mit der gewohmlichen Fourierreihe

oo
Zaneinkx
—

T—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 1 juillet 1924,
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dieser Funktion tiberein (wenn in dieser letzteren Reibe eventuelle Glieder a, ****
mit e¢,=0 weggelassen werden?).

Boweis. Hs handelt sich darum zu zeigen, dass

) fir A=nk
N=M ~idz ={“"
sW=M@I=N e ani
ist. Dass a{d)=a, ist fir A=nk, folgt sofort aus der Definition der Fourier-

konstanten «y:

p
I

ap = — r)etrkz g
poff( )

denn aus der Periodigitiit von f(x)e*"** ergibt sich ja:

T mp p
a(n k)=}3ﬂ%ff(w)e“4"k’dx-4—ﬁm "~:—p f(a:)e“”""dw=;ff(w)e_"""’dx=a,..
0 0 0

e O

Und dass andererseits a (A)=o ist fiir jedes 4, welches kein ganzzahliges Multiplum
von % ist, folgt z. B. daraus, dass die rein periodische (stetige) Funktion f(x) be-

kanntlich mit beliebiger Genauigkeit durch ein trigonometrisches Polynom der
N
Form Zﬂ,. ¢"¥% approximiert werden kann; d. h. bei einem vorgegebenen & lisst
—N
sich ein Polynom so wihlen, dass
N

f@)= D gaetnt=+ R ()

—~N

ist, wo | R(x)}|<e ist fiir alle 2. Denn hieraus folgt ja, dass bei festem A<nk

N
a(A)=M{f(x) e““‘}=2 Bn M {22} + M{R(z)e **=y=M{R(z)e***}
-N
ist, also dass Ja{d)] =, 4. h. a(d)=o0 ist.
Zur weiteren Verdeutlichung des Begriffes der Fourierreihe einer fast perio-
dischen Funktion schieben wir hier den folgenden Satz ein.

! Der Grund, weshalb wir in unseren »allgemeinen» Fourierreihen, im Gegensatz zu den
sgewdhnlichen» Fourierreihen, Glieder mit Nullkoeffizienten nicht zulassen, ist ein prinzipieller.
Weil niimlich hier die Menge der grundsitzlich moglichen Exponenten aus dem Kontinuum sdmt-
licher reellen Zahlen besteht und somit nicht abzihlbar ist, kbnnen sie nicht alle als »Fourierexpo-
nenten» herangezogen werden, wihrend zu einer bestimmten Auswahl natirlich kein Grund vorliegt.
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Satz XII. Fs se die Rethe Sane'n®, wo die (reellen) Exponenten A, alle
unter etnander verschieden wnd die Koefficienten an alle <=0 sind, tm Intervalle
—oo < <o glerchmdssig konvergent (oder sie bestehe aus nur endlich vielen Gliedern),
und also thre Summe f(x) (nach den Corollaren der Sétze IIT und VI) eine fast
periodische Funktion. Dann ist die Fourierrethe I Anet4n® dieser Funktion f(x) mit
der gegebenen Reihe Zané*n* identisch.

Beweis. Die Behauptung launtet, dass

a(l)=M<f(x)e—ilz}={Zn :1;;' ;:;’"

ist. Die Richtigkeit dieser Gleichung folgt aber sofort aus der Voraussetzung,
dass die Reihe Zane'*n®, falls sie unendlich viele Glieder enthilt, im ganzen In-
tervalle —o <z<w gleichmiissig gegen f(x) konvergiert. In der Tat folgt

b i

T
offenbar aus dieser Annahme, dass der Prozess lim % f fiir die Reihe Zanet*n®
]

gliedweise ausgefiihrt werden darf, dass also — da die Hinzufiigung eines
Faktors e~*** die gleichmiissige Konvergenz nicht stort — bei jedem festen
A gilt:

T T
_ —iieY — lim — | g—ite i don e iy iz
a (A) = M{f (x) e—t**} 11'1'21“1'. e Y anettnrdz 11‘1_13109 TfZa,.e‘ dz
0

(1] . |

= ZanTli_lp _:?l.,fez(z,,—z)zdx:{“n f“r A=hn

s o fiir Asin
Corollar. Die Fourierexponenten An einer fast periodischen Funktion sind
keinerlet Bedingungen unterworfeh, in dem Sinne, dass wir jede beliebig gegebene
(endliche oder abzihlbare) Folge von reellen wnier einander verschiedeaen Zahlen in
als Fourierexponenten einer passend gewdhlten fast periodischen Funktion erhalten
kénnen. (Es kann also z. B. die Exponentenfolge {,} sehr wohl Hiufungspunkte
im Endlichen besitzen, oder sogar im ganzen Intervalle — o <A< o iiberall

dicht liegen.)

Falls niimlich zu den beliebig gegebenen Exponenten A, die Koeffizienten a0
so gewihlt werden, dass 3]an| konvergiert, wird ja die Reihe = ane’’n® gewiss
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eine »Fourierreihe> sein, néimlich (nach dem Satze XII) die Fourierreihe ihrer
Summe f(x)=23 ay ¢! *n=.

Nach dieser Einschaltung nehmen wir den Faden der Entwicklung wieder
auf, d. h. wir betrachten nunmehr wieder eine beliebige fast periodische
Funktion f(z)o3 Anéf4n*. Wir wenden die Ungleichung (3) an und finden, bei
der Wahl A,=.4,, dass bei jedem N

2 4a" = M{ /@) I}

. n=1
ist, also

Satz XIII. Dze aus den Quadraten der absoluten Betrdge der Fourierkoeffizienten
A, einer fast periodischen Funktion f(x) gebildete Reihe 3| An|* ist konvergent® —
Salls sie iiberhaupt unendlich viele Glieder besttzt — und thre Summe ist = M {| f(x)|%}-

In dem speziellen Fall, wo die fast periodische Funktion f(x) rein perio-
disch ist, etwa mit der Periode p, besagt ein Fundamentalsatz aus der Theorie der
gewohnlichen Fourierreihen (der Parsevar'sche Satz), dass 3| 4,|* immer gleich

p
dem Mittelwert % f If(x)|?dx, also auch gleich unserem Mittelwert M{|f(x) |}
0

T
=lim %, f |f(@)[Pdz ist. Wir werden in Kapitel IT den Beweis dafiir erbringen,
0

dass auch in dem allgemeinen Fall der fast periodischen Funktionen der
analoge Satz besteht, d. h. wir werden den folgenden Satz beweisen:

Satz XIV. (Fundamentalsatz) Fir jede fast periodische Funktion f(x)
mat der Fourterentwicklung = A, et4n* gilt die Gleichung

2 AaP=M{f ).

Ganz wie bei den gewchnlichen Fourierreihen rein periodischer Funktionen
kénnen wir auch hier bei den allgemeinen fast periodischen Funktionen dem
Fundamentalsatz eine andersartige Formulierung geben, aus welcher seine zentrale
Stellung in der Theorie deutlicher hervorgeht. In der Tat ersicht man aus der Formel

M {|f 61— 3, dn e [Y=H Q1@ Y= S| A

! Hierin ist speziell enthalten, dass An—0 fir n— o,
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welche aus der Formel (2) bei der Wahl A,=, hervorgeht, dass der Inhalt
des Fundamentalsatzes, d. h. die Relation 3|4, |*=M {|f(x)[|®}, in dem speziellen
Fall, wo die Fourierreihe nur endlich viele Glieder, etwa N, Glieder, enthiilt,
mit der Gleichung

(1o~ 3 duete[} o,

und in dem allgemeinen Fall, wo die Fourierreihe unendlich viele Glieder ent-
hilt, mit der Limesgleichung

Jim B {3t

gleichbedeutend ist, welech letztere besagt, dass die Abschnitte der Fourierreihe
»im Mittel> gegen f(x) konvergieren. Wir sprechen den Fundamentalsatz in dieser
Formulierung so aus:

Satz XV. (Satz von der mittleren Konvergenz) Die zu einer fast
periodischen Funktion f(x) gehirige Fourterreshe = Ane'4n® konvergiert im Inter-
valle —o <x<®o ¢m Mittel gegen die Funktion f(x).

Wir bemerken noch zur Orientierung, dass man — ganz unabhingig von
dem tiefliegenden Fundamentalsatz, welcher die Frage erledigt, ob es moglich ist
eine fast periodische Funktion mit beliebiger Genauigkeit durch die Ab-
schnitte ihrer Fourierreihe im Mittel zu approximieren — ans der Formel (1) 8. 47

sofort schliessen kann, dass man, wenn man eine fast periodische Funktion f(x) durch
N

eine endliche trigonometrische Summe 2 bn €4n® em Mittel 2u approximieren wiinschi,
1

die Glieder bné'*n* wuniter den Gliedern der Fourierrethe der Funktion wdihlen
muss. Denn einerseits zeigt ja die Formel (1), dass man die Exponenten A,
unter den Fourierexponenten .4, wihlen soll, weil man eine bessere Ap-
proximation, d. h. einen kleineren mittleren Fehler, erhiilt, wenn etwaige Glieder
bnet*a®, fiir welche A, keiner der Fourierexponenten ist, einfach aus der Summe
weggelassen werden; und andererseits besagt sie, dass man, nachdem die Expo-
nenten i, alle unter den Fourierexponenten .4, gewiihlt sind, die Koeffizenten
bn gleich den entsprechenden Fourierkoeffizienten A, wihlen soll,
weil jede andere Wahl der Zahlen b, offenbar ein schlechteres Approximations-
resultat ergibt.
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Ehe wir dazu iibergehen den recht schwierigen Beweis des Fundamental-
satzes anzufangen, werden wir zunichst in den beiden folgenden Paragraphen
itber einige weitere Konsequenzen des Fundamentalsatzes berichten.

§ 4

Der Eindeutigkeitssatz.

Bei der niheren Untersuchung des Zusammenhanges einer fast periodischen
Funktion f(x) mit ihrer Fourierreihe I 4,¢'4n® erhebt sich zunichst die funda-
mentale Frage, ob eine Funktion durch ihre Fourierreihe eindeutig bestimmt
wird, d. h. ob 2u zwei verschiedenen fast periodischen Funktionen vmmer zwei ver-
schiedene Fourierrethen gehoren. Da die Fourierreihe der Differenz f(x)—g ()
zweier fast periodischer Funktionen f(z) und g(x), wegen der Gleichung

M{(f(x)—g @) e**=y=M{f(x) e **=}— M {g (x) e~*=},

offenbar durch formale Subtraktion der beiden zu f(x) und ¢ (z) geborigen Fou-
rierreihen entsteht, kann diese Frage auch so gestellt werden, ob es eine nichi
tdentisch verschwindende fast periodische Funktion gibt, deren Fourierreihe gar keine
Glieder enthdlt.

Im Gegensatz zu dem Spezialfall der rein periodischen (stetigen) Funktionen,
wo diese Frage sehr leicht direkt zu losen ist, scheint die Antwort fiir die allgemeine
Klasse der fast periodischen Funktionen ziemlich tief zu liegen. Wenn wir aber
den — erst im Kapitel II zu beweisenden — Fundamentalsatz heranziehen,
konnen wir die Frage sofort erledigen, und zwar durch den folgenden

Sats XVI. (Eindeutigkeitssatz.) FEime fast periodische Funktion f(x),
welche der Bedingung a(l)=o fiir alle A geniigt, muss fiir alle x gleich o sein.

Boweis. In der Tat folgt aus dem Fundamentalsatz, dass f(z) die Be-
dingung M {|f(x)|*}=o0 erfiillen muss, so dass es sich also nur darum handelt zu
beweisen, dass eine fast periodische Funktion f(x), fiir die M{]f(z)|*}=0
ist, identisch (d. h. fiir alle ) verschwinden muss.

Wir fiihren den Beweis dadurch, dass wir zeigen, dass, falls f(x) nicht iden-
tisch o ist, die Zahl M {] f(x)|*} gewiss grosser als o ist. Es existiere also ein Punkt
%y mit f(x))+0, und es sei die Zahl f(x,) mit ¢ bezeichnet. Da f(x) stetig ist,
konnen wir ein Intervall (x,—h,x,+h) so wihlen, dass |f(x)| iiberall in diesem
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Intervall > §|c| ist. Wegen der Fastperiodizitit von f(x) kénnen wir ferner

eine Linge /, so bestimmen, dass jedes Intervall der Liinge [/, eine zu & = ilcl

1 |

A

o s v e
o o s s
be ce o -

-

o - v
T

reilrmcn

TE X, agh Xt X Xp 7
Fig. 6.
gehorige Verschiebungszahl r=1z(s) der Funktion f(x) enthilt, so dass wir eine
Folge von (zu ¢ gehorigen) Verschiebungszahlen o=1,<7, <7,<<--- <zp<<--- succes-
sive so wihlen konnen, dass, fir alle n=1,

'tn—l"" 2 h<‘tn<f1|—-—1+ 2 h+lo

ist, d. h. (siehe Fig. 5} dass die Differenz z,—z,—1 zweier anfeinander folgender
Zahlen der Folge

xo, wi=wo+'[1, wg'—::xo'l"'tg, v ey xn=x0+'[n, .o

zwischen 2h und 2h+1{, liegt. Nun gilt aber bei jedem » im ganzen Intervalle
(zn—h, 2o+ h) die Ungleichung

@Izl ~ 1) —fle—m)| > -1 12l

da ferner die betrachteten Intervalle (x,—h, x»+h) der Liinge 2k nicht iiber ein-
ander greifen, weil ja @n—an—1>2h ist, und der Abstand x,—n— zZwischen
den Mittelpunkten zweier auf einander folgender Intervalle kleiner als 2 A+, ist,
ergibt sich hieraus sofort, dass

T
n_ g I . 2h el
ws@=tin 7 [Ir@larz 2 1
0

ist, also dass M {]f{x}|*} gewiss grosser als o ist.
Als eine unmittelbare Folge des Eindeutigkeitssatzes nennen wir das
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Corollar. Falls die zu einer gegebenen fast periodischen Funktion f(x) gehirige
Fourierrethe = Anet4n® fiir alle x gleichmdssig konvergiert (oder nur endlich viele
Glieder enthdlt), ist f(x) gleich der Summe S(x) dieser Reihe.

Denn nach dem Satze XII hat ja die Summe S(z) dieselbe Fourierreihe,
S A,64n% wie die gegebene Funktion f(z), und es muss daher nach dem Ein-
deutigkeitssatz S (x) mit f(x) identisch sein.

Es seien die beiden folgenden Bemerkungen zur Erginzung hinzugefiigt.

1°. Aus dem Eindeutigkeitssatze folgt sofort — da man bei Bestimmung
des Mittelwertes a (1)==M{f(xr)e—***} ein nur nach der einen Seite ins Un-
endliche reichendes Intervall, etwa ¢<x < o, zu betrachten braucht, und da
die fast periodische Funktion f(x) nach dem Eindeutigkeitssatz durch die Funktion
a (i) eindeutig bestimmt ist — dass zwei fast periodische Funktionen f,{(x) wnd
Jalx), die nur in einem nach der eimen Seite ins Unendliche reichenden Intervall,
etwa c<x<o, zusammenfallen, viberhaupt identisch sind. Die Richtigkeit dieser
Bemerkung geht iibrigens auch aus der Definition der Fastperiodizitit in Ver-
bindung mit dem Satze, dass die Differenz zweier fast periodischer Funktionen
wieder eine solche ergibt, hervor; denn eine fast periodische Funktion f(z) (in
unserem Falle die Funktion f; (x)—f;(x)), welche im ganzen Intervalle c<z<®
gleich o ist, muss offenbar iiberall o sein, da ja zu jedem festen Punkte x, des
Intervalles — w<x < ¢ und jedem >0 eine Verschiebungszahl z=1(¢) bestimmt
werden kann, fiir die 2,++ im Intervalle c<az<<oo liegt, weshalb schliesslich
| f < [f o) —f@t o+ flw+r)[<e d b fle)=0 ist.

o

2°. Wenn f(z) (0 <a< ) eine beliebige (d. h. nicht notwendig fast perio-
dische) stetige Funktion ist, von der nur bekannt ist, dass bes jedem reellen A der Mittel-

T
wert M { f(x) e—*4*} =lim -%ff(w) e—*2dx gleich o ist, kann man natiirlich
)]

nicht schliessen, dass f(z) identisch o ist. In der Tat hat z. B. jede stetige
Funktion f(x), die fiir x—® gegen o strebt, die erwiihnte Eigenschaft. Von
grosserem Interesse mag vielleicht die Bemerkung sein, dass man aus die-
ser Voraussetzung auch mnicht schliessen darf, dass der Mittelwert M {|f(x)|%}

T
=lim % f |f@)|* dz gleich o ist. So hat z. B., wie durch eine einfache Ab-
o

schitzung einzusehen ist, jede der beiden Funktionen f(z)=e'V% und f(x)=e¢'*



Zur Theorie der fast periodischen Funktionen. 57

(von denen die erste »sehr langsame», die zweite »sehr schnelle» Schwingungen
ausfilhrt) die Eigenschaft, dass M{f(x)e %%} bei jedem reellen A gleich o ist;
und trotzdem ist M{|f(z)[*}=1, da ja |f(x)] iiberall gleich I ist.

§ s.

Das Rechnen mit Fourierreihen.

Wir stellen zunichst einige Sitze zusammen, deren Beweise aus der Defini-
tion der Zahlen «(), d. h. aus der Gleichung a(A)=M{f(x)e**%}, unmittelbar
folgen.

Satz XVII. Die Fowrierrethe der Summe f(x)+ g (x) von zwes fast periodischen
Funktionen entsteht durch formale Addition der beiden zu f(x)und g(x) gehorigen
Fourierrethen,

Satz XVIII. Aus f(z)oo3 Anet4n® folgt
¢ fl@)o D) ¢ Ay €407,

wo ¢ eine beliebige Konstante =0 bedeutet.

Aus den Sitzen XVII und XVIII folgt z. B., was wir schon in § 4 erwiihnt
haben, dass die Fourierreihe der Differenz f(x)—g(x) durch formale Subtraktion
der Fourierreihen von f(x) und g(z) ensteht.

Satz XIX. Aus f(x)oo3 Anei4n® folgt
& f(x)NZAn ¢ lantoiz
wo v erne beliebige reelle Zahl bedeutet.

Satz XX. Aws f(x)>3 Anéet4n® folgt

Fla)oo DA, ez,

Von diesen Sitzen behandeln zwei (XVIII und XIX) die Multiplikation
einer beliebigen fast periodischen Funktion mit einer ganz speziellen solchen
Funktion. Im Gegensatze zu diesen beiden Sitzen, die ja ganz auf der Ober-

fliche liegen, ist der folgende allgemeine Multiplikationssatz ein tiefliegender
8—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 2 juillet 1924,
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Satz. In der Tat werden wir zeigen — durch eine bei den rein periodischen
Funktionen bekannte Schlussweise — dass der Multiplikationssatz mit dem
Fundamentalsatz inhaltlich ganz aequivalent ist.

Satz XXI. Die eu dem Produkte f(x)g(x) zweier fast periodischer Funktionen
gehirige Fourierrethe = Cnéf ¥n® entsteht durch formale Multiplikation der zu den
beiden Faktoren f(x} wnd g(x) gehirigen Fowrierrethen = Ayé4a® und = By efMa®,
d. h. der Exponent N. durchliuft die Zahlen der Form A,+M,, und der ent-
sprechende Koeffizient Cp tst durch die Summe

o=\ 4, B,

dp+Mg=N,

gegeben, wo die letzte Rethe, falls sie unendlich viele Glieder enthdlt, absolut konver-
giert (und wo natiirlich eventuelle Glieder Cye'¥s* mit (=0 weggelassen werden
sollen).

Boweis. Der Satz besagt offenbar, dass bei jedem reellen » die Gleichung

(4) M{f@)g@ et D=3 4, B,

Ap+Mq=7

besteht (wo die rechte Seite die Zahl o bedeutet, falls die Summe leer ist), und
dass die Reihe rechts absolut konvergiert, falls sie unendlich viele Glieder ent-
hilt. Wir bemerken zuniichst, dass es geniigt die Gleichung (4) (und die abso-
lute Konvergenz der rechten Seite) fiir den speziellen Wert »v==0 zu beweisen,
wo es sich um das konstante Glied der Fourierreihe 3 Crp¢!¥»® handelt; denn
die allgemeine Gleichung (4) geht — unter Verwendung des Satzes XIX —
offenbar aus der spezielleren Gleichung

(5) M{f(x)g (=)} = 2 4p By

Ap+l{q=0

hervor, falls in (5) die Funktion f(x) durch f(x)e *** ersetzt wird.
Mit Hilfe der Zerspaltungen

, gl)=1

. @+i@) , 1@—7()
22 2

21



Zur Theorie der fast periodischen Funktionen. 59

ersiecht man ferner durch eine einfache Betrachtung (unter Benutzung der obigen
Siitze XVII, XVIII, XX), dass es geniigt die Gleichung (5) fiir den Fall zu be-
weisen, wo f(z) und g(x) beide reelle Funktionen sind, und aus der schon
frither benutzten Identitidt

f(x)g(x)=§<(f(x)+g(x»*—(f(x)—g (@)

folgt weiter, ebenfalls durch eine triviale Betrachtung, dass man in (5), statt
des Produktes zweier beliebiger fast periodischer Funktionen, nur das Qua-
drat einer solchen Funktion zu betrachten braucht. Wir diirften uns somit beim
Beweise der Gleichung (5) auf den Fall beschriinken, wo f(z) und g (x) beide reell
wiren, und f(x)=g(z) wire. Es ist aber bequemer den etwas allgemeineren Fall
zu betrachten, wo f(xr) eine beliebige (also nicht reell angenommene) fast
periodische Funktion ist, und g(x) =f(x) ist. Die zu beweisende Gleichung
(5) nimmt hier, wegen

flz) NZ Apett—4n=
M{f(z) .7(-75)} = ZAP Zq

Ap+(—4g)=0

M @)= 2 4al?

an, wo die letzte Summe iiber alle Fourierkoeffizienten A, zu erstrecken ist (und
wo absolute Konvergenz der Reihe mit gewshnlicher Konvergenz gleichbedeutend
ist, da die Glieder siimtlich positiv sind). Hiermit ist die Richtigkeit unserer
Behauptung der Aequivalenz des Multiplikationssatzes mit dem Fundamentalsatz
nachgewiesen, und somit — unter Annahme der Richtigkeit des Fundamen-
talsatzes — der Beweis des Multiplikationssatzes vollendet.

Wir erwihnen schliesslich noch einige Sitze iiber das formale Rechnen
mit Fourierreihen, deren Beweise unmittelbar — ohne Gebrauch des Fundamen-
talsatzes — zu fithren sind.

die Gestalt

d. h. die Gestalt

Satz XXII. Es sei f(x) eine fast periodische Funktion und = Ane*n® ihre
Fourierentwicklung. Dann ist, bec jedem reellen ¢, die Funktion f(x-+c) ebenfalls
JSastperiodisch und thre Fourierentwicklung lautet

Sflowte) o3 Aneidne . efn®,
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Boweis. Dass f(x+c¢) fast periodisch ist, ist klar; sie hat ja sogar, bei
jedem ¢, dieselben Verschiebungszahlen z(¢) wie die gegebene Funktion f(z). Und
dass f(r+c) die angegebene Fourierentwicklung besitzt, ergibt sich sofort durch
die folgende Rechnung (in welcher i eine beliebige reelle Zahl bedeutet)

M{flx+c)e *}=lim —; ffx-l—c Je—edx = hm —ff Je—ite—0) d g

T—‘w

=gl M{ f(x)e—47}.
Satz XXIII. Aus flx) o SAne4n® folgt, ber jedem reellen ¢ + o, die Relation

flea) > 3 Aneitind,

Beweis. Die Funktion g(x)=f(cz) ist offenbar wieder fast periodisch, und
bei jedem reellen A gilt die Gleichung

x

T ceT
L. st
M{g(x)e—"**} =lim Lfg(x)e—‘“dleim Lff(x)e—'c dx=M{f(x)e ‘e -
Tl o T T—+® C_To
0 .

Satz XXIV. Es sei f(x) fast periodisch und f(x) & S Ane4n®. Dann ist bes
jedem positiven ¢ das Integral

z+e

Flo)= f F)dy

x

wieder eine fast periodische Funktion, und thre Fourierentwicklung lautet

I .
. QtAﬂx’

F(x) (\)ZA,. ¢

wo, falls ein konstantes Glied A€ in der Fourierrethe = Aneé'dn® vorkommt, der
106 ___
entsprechende Faktor %O—E durch die Zahl ¢ zu ersetzen ist (und eventuelle sons-

tige Glieder, fiir welche der Faktor (e“4n® —1) verschwindet, natiirlich weggelassen
werden sollen).
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Beweis. Dass F(x) fast periodisch ist, ist klar; denn F(x) ist stetig, und
es ist offenbar jede zu z gehorige Verschiebungszahl der urspriinglichen Funk-

tion f(x) eine zu & gehorige Verschiebungszahl der Funktion F(z), wie aus der
Ungleichung

| Flo+o)— I—Uf )ay— ff )ay| = U{fyﬂ)—f bay|= o=

hervorgeht. Um nunmehr die Fourierreihe von F(z) herzuleiten, haben wir bei
jedem reellen A die Zahl

b(A)=M{Flz)e %

zu berechnen. Wir finden (siche Fig. 6)

8_—_—------._—_-

4
il r
Fig. 6.
T
b(A)= lim L F(x)e*’“dx-—-hm——f “"”d:cff(y
T 1
]
y
~—hm ——{ff(y)dy[ e dry R —.Rg},
y—C

wo R, und R, die Doppelintegrale der Funktion f(y)e—** iiber das Dreieck A,
bzw. 4, bezeichnen. Jedes dieser Doppelintegrale R, und R, ist aber numerisch

. ' I
kleiner als eine feste (d. h. von 7 unabhiingige) Konstante, nimlich = 2 2@,
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wo @ die obere Grenze von |f(r)| bezeichnet; es diirfen daher die Restglieder
R, und R, beim Grenziibergang T — o einfach vernachlissigt werden, d. h. es ist

T ¥
b(1)= tim % f fly)dy f ey,
e
0 y—C

Hieraus folgt fiir A o0

V(1 —efic) I

T
=lim et _I—e® gy I
R e e Ty B
0
und fiir A=o0

bo)= lim = f o fly)dy=c M{f(x)}=ca(o),

womit der Satz bewiesen ist. Es sei noch bemerkt, dass das »*gewohnliches»

x
Integral f Sy)dy einer fast periodischen Funktion im Allgemeinen nicht wieder
c

eine fast periodische Funktion ergibt; auf diese Frage werden wir in Zusatz
3 zuriickkommen.

Wir betrachten zuletzt eine fast periodische Funktion f(z), die als Grenz-
funktion einer gleichmiissig konvergenten Folge von fast periodischen Funk-
tionen fn(x) entstanden ist (vgl. Satz VI), und fragen, wie ihre Fourierentwicke-
lung aus denen der Funktionen fn(x) abgeleitet werden kann. Es lautet die
Antwort:

Satz XXV. FEs sei eine Folge von fast periodischen Funktionen
Sul@)oo D, A‘,:"’e“:n)“ m=1,2,..)

gegeben, die glerchmdssig fiir alle x einer Grenmzfunktion f(x) zustrebt. Dann ldsst
sich die Fourierentwicklung = Anetn® dieser Funktion f(x) durch den formalen
Grenziibergang

S Ayt =lim B Amein =

M — O
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ableiten, in dem Sinne, dass ber jedem festen L die Limesgleichung
M{f(x)e~} = Lim M{fn(z)e =}

gelt (iibrigens gleichmiissig fiir alle ).

Beweis. Hs ist

T

M{f ) —zlac} Tllnt ._1_7 f f *ilxdx == hm % e—'ilxmh:l.lwf m (%') dzx.
0

Hier diirfen aber, wegen der im ganzen Intervalle — o <2< bestehenden
gleichmiissigen Konvergenz von fn(z)e , die beiden Grenziibergiinge vertauscht
werden, d. h. es ist (sogar gleichmissig in 2)

7
M {f(x)e~*} =lim 1}im % e f, (:c)d:)c—-hm M{fn(x)e i},
M = 0 — 0

0

KAPITEL II.

Beweis des Fundamentalsatzes.

§ 6.

Angabe der Beweismethode und Einfiihrung der rein periodischen
Hilfstunktionen fr(z).

Wir gehen jetzt zu dem schwierigeren Teil der Untersuchungen iiber, nim-
lich zu dem Beweis des Fundamentalsatzes:

2N 4P = ML f () .

Es seien zuniichst zur Orientierung einige Worte vorausgeschickt iiber die
Wege, welche, bei einem Versuch den Beweis dieses Satzes zu erbringen, einzu-
schlagen am naheliegendsten wire. HEs werde die Differenz
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ML f@) P} — D 4]

mit I bezeichnet; wir wissen (Satz XIII), dass D = o; es handelt sich darum

zu beweisen, dass D =o0 ist. Aus der Formel

x|

geht hervor, dass die Zahl D auch als die untere Grenze des Mittelwertes
N

M{ Sflw)— D) Anetn®
1

men durchlduft, welche aus einer endlichen Anzahl von Gliedern der Fourier-

fla)— 3 dqeitns |} — M@ — 3| 4l

2 N
} charakterisiert werden kann, wenn ZA,.e"“n”‘ alle Sum-
1

reihe bestehen. Von dieser Charakterisierung der Zahl D aus zu einem Beweis
der Gleichung D=0 zu gelangen — d. h. direkt nachzuweisen, dass die Ab-
schnitte der Fourierreihe im Mittel gegen die Funktion f(x) konvergieren — scheint
aber ziemlich hoffnungslos zu sein; es ist ja bekanntlich selbst in dem Spezial-
fall der rein periodischen Funktionen nicht gelungen den Beweis des Funda-
mentalsatzes in dieser Weise zu fithren. Ein etwas anderer Versuch konnte
darauf basiert werden, dass, nach den Ergebnissen des § 3, die obige Differenz

N
D auch als die untere Grenze des mittleren Fehlers M { flz) -—Z bpein?
1

2
} ‘charak-

N
terisiert werden kann, wenn Zb,.e”n” simtliche trigonometrischen Sum-
1

men tiberhaupt durchliuft, und nicht nur solche, die aus Gliedern der Fourier-
reihe besteht. Obwohl wir wissen, dass Summen dieser letzten spezielleren Art
die »besten» Approximationen liefern, wire es ja sehr wohl moglich, dass es bei
gewissen anderen trigonometrischen Summen viel einfacher wire zu beweisen,
dass sie die Funktion f(z) gut approximieren, weil sie z. B. nicht nur im
Mittel, sondern in jedem Punkt gegen f(x) konvergierten. Auf diesem Wege
wird bekanntlich der Beweis des Fundamentalsatzes in der Theorie der rein
periodischen Funktionen gefiihrt, indem man dort ziemlich leicht Folgen
von trigonometrischen Polynomen Py(x) auffinden kann, die sogar gleich-
missig gegen f(x) konvergieren, woraus sofort folgt, dass der mittlere Fehler
M{|f(x)—Pxn(x)|*} gegen o strebt, und dass somit die Zahl D gleich o ist; als
solche Polynome Py(x) kann man z. B., nach dem Festr’schen Satze iiber die
gleichmissige Césaro-Summabilitit einer gewohnlichen Fourierreihe, einfach die
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arithmetischen Mitteln der Abschnitte der Fourierreihe benutzen; oder man kann
zuniichst die Funktion f(x) durch eine »einfache» Kurve (z. B. einen Polygon-
zug) annihern, und dann wieder diese einfache Kurve durch ein trigonometrisches
Polynom approximieren. Wenn man in dem allgemeinen Fall der fast periodi-
schen Funktionen versuchen wollte diesen Weg einzuschlagen, stosst man aber
auf grosse Schwierigkeiten, die zu iiberwinden mir nicht gelungen ist. Kiner-
seits haben wir nicht, wie bei den rein periodischen Funktionen, einen Summabi-
litdtssatz wie den Frsfr’schen zur Verfiigung; und eine allgemeine Summations-
methode auszubilden — ohne den Fundamentalsatz zur Verfiigung zu haben —
scheint mir hier eine schwer anzugreifende Aufgabe. Andererseits treten auch
grosse Hindernisse auf, wenn man versucht die beliebig gegebene fast periodische
Funktion f(x) durch eine »einfache» fast periodische Funktion g(z) (@. h. eine
solche, fiir welche man direkt trigonometrische Anniherungssummen aunffinden
konnte) derart zm approximieren, dass der mittlere Fehler M {|f{x)~—g(x){®} klein
wird. Hierbei muss man nimlich vor allem bedenken, dass es, wegen der Rela-
tion M{|fl@)—g@) |’} = 2| Cul® wo 3 Cn.ei™:* die Fourierreihe der Differenz
flx)—g(x) bedeutet, von vorneherein klar ist, dass die »einfache» Funktion g(xz)
gewiss so gewiihlt werden muss, dass ihre Fourierreihe 3B,eMn® (vielleicht abge-
sehen von belanglosen Gliedern) genau dieselben Exponenten wie die Fou-
rierreihe S A4,en* der gegebenen Funktion f{x) besitzen muss, damit iiberhaupt
die Moglichkeit eines kleinen mittleren Fehlers M{]f(x)—g(x)|®} besteht; und
schon diese Bedingung macht das Aufsuchen solcher Funktionen g(z) zu einem
unangenehmen Unternehmen.!

Ich habe daher einen ganz anderen Weg einschlagen miissen, dessen Aus-
gangspunkt die folgende Uberlegung ist. Fiir jede fast periodische Funktion
f(@) konvergiert die Quadratsumme I|4.|* der absoluten Betriige ihrer Fourier-
koeffizienten, so dass die Summe S= 3|4,|* eine fiir die Menge E aller
fast periodischen Funktionen f(z) definierte » Funktionenfunktion» (oder Funk-
tional) ist, die wir mit ®@(f{(x)) bezeichnen. Es handelt sich darum zu be-
weisen, dass fiir die ganze Funktionenmenge F die Gleichung @ (f(x))=M{|f(=)|*}
besteht. Nun gibt es aber in der Funktionenmenge FE eine spezielle Klasse

! Wie in der Einleitung erwihnt, werden wir uns in der Abhandlung IT mit der Anf-
gabe heschiftigen, eine beliebige fast periodische Funktion f{x) mit vorgegebener Genauigkeit (und
zwar nicht nur im Mittel, sondern sogar gleichmissig fiir alle x) durch eine endliche trigono-
metrische Summe zu approximieren. Wir bemerken aber sogleich, dass uns die Losung dieser
Aufgabe nur dadurch gelingt, dass wir den Fundamentalsatz benutzen, und es somit uner-
laubt wiire die Resultate der Abhandlung II zum Beweise des Fundamentalsatzes heranzuziehen.

9—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 2 juillet 1924,
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von Funktionen f(x), nimlich die Klasse E* der rein periodischen (stetigen)
Funktionen, fiir welche wir schon wissen, dass der Fundamentalsatz gilt, d. h.
dass O(f(z))=M{|f(x)|*} ist. Und es ist daher naheliegend zu fragen, ob nicht
die genannte spezielle Funktionenklasse E* vielleicht in einem gewissen {unserer
Aufgabe entsprechenden) Sinne iiberall dicht in der Gesamtmenge E aller fast
periodischen Funktionen liegt, d. h. ob man nicht die Richtigkeit der Gleichung
O(f(x))=M{|f(=)|*} fiir eine beliebige Funktion f(x) der Menge E durch Ste-
tigkeitsbetrachtungen aus ihrer bekannten Giiltigkeit fiir die Funktionen
der spezielleren Klasse E* ableiten konnte. Es zeigt sich, dass es in der
Tat so ist, dass man also den Fundamentalsatz fiir den allgemeinen Fall
einer fast periodischen Funktion f(z) dadurch beweisen kann, dass man sie
durch rein periodische Funktionen annihert. Um Missverstindnisse zu
verhiiten, sei aber sogleich hinzugefiigt, dass der Begriff dér » Anniherung» hier-
bei in einem ganz anderen (und viel weiteren) Sinne aufzufassen ist, als der,
von welchem oben die Rede war; weil nimlich die Fourierexponenten einer rein
periodischen Funktion p(z) immer eine Differenzenreihe bilden, kénnen wir prinzi-
piell nicht erreichen, dass sie mit den Fourierexponenten .4, der gegebenen fast
periodischen Funktion f(x) iibereinstimmen, und es ist daher (nach einer obigen
Bemerkung) von vorneherein ausgeschlossen, dass der Mittelwert M{|f(z)—p(=)|®}
klein ausfillt.

Die rein periodischen Funktionen, mit welchen wir die gegebene fast perio-
dische Funktion f(x) anniilhern werden, hiingen von einem Parameter 7 > o ab,
der die Periodenlinge angibt (und welcher nachher ins Unendliche wiichst). Die
zum Parameterwert T gehérige Funktion, fr(x), wird einfach so definiert, dass
Sr(®) in dem Periodenintervall o <x < T gleich der gegebenen Funktion f(x)
ist, also:

Sr(@)=f(=) fir o<z <T; Srle+ T)=frlx).

Diese Funktionen fr(x) sind (abgesehen von gewissen speziellen Werten von
T) nicht iiberall stetige, sondern nur streckenweise stetige Funktionen von
x, weil sie ja in den »Periodenpunkten» #T(n=o0, t 1,...) Spriinge aufweisen;
dies schadet aber gar nicht, da der Fundamentalsatz ja auch fiir solche Funk-
tionen (sowie iiberhaupt fiir alle im Lebesgue'schen Sinne quadratisch integrier-
baren rein periodischen Funktionen) giiltig ist.'! Wir entwickeln, bei einem

! Man konnte iibrigens die Benutzung von unstetigen rein periodischen Funktionen Sl
leicht umgehen, was aber kein weiteres Interesse darbietet.
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beliebigen T > o, die rein periodische Funktion fr(x) in ihre (gewshnliche) Fou-
rierreihe:

<

Jr (a’)("z, anen®,
—®
wo nicht nur die Exponenten
27w
1”'“:7” ("=0, t1 %z )t

sondern auch die Koeffizienten
T T
op = %ffr(x)e"?‘n”dx = %ff(x)e—f"n”‘dx
0 0

von dem Parameter 7' abhingen. Hierbei gilt, weil fr(x) rein periodisch ist, die
Relation

T T
3 el =5 [lrtaa— 7 [oras

und wir sehen somit unmittelbar, weil ja die rechte Seite der letzten Gleichung
fir T— o gegen M{|f(x)|*} konvergiert, dass die Summe 3|an|® fiir T —
einem bestimmten Grenzwert, nidmlich dem Grenzwert M{|flx)|?} zustrebt. Bs ist
daher der Beweis des Fundamentalsatzes: 3| A4a|* = M{|f(x)|?} damit gleich-
bedeutend zun zeigen, dass die Fourierreihe Zo,e'#n® der Funktion fr(x) fiir
T-—> in solcher Art in die Fourierreihe 3 A4.e¢s® von f(x) »iibergeht», dass
die Limesgleichung 21,_1_1.1010 S)an|? = 3] As|® besteht. Nun wissen wir aber schon

(Satz XIII), dass 3| 4.[]? < M{F(=)]*}, also dass 3| A4.[* = 1lim 3|an|® ist, und
s 0

es geniigt daher nachzuweisen, dass 3|4,]? ;]]'jm S)ex]® ist. Mit anderen

Worten: Unsere Aufgabe, den Fundamentalsatz zu beweisen, ¢st gelost, wenn wir

zeigen konnen, dass es zu jedem 8,> 0 ein To=1Ty(d,) > o derart gibt, dass fiir
T > T, die Ungleichung

ow

(6) Z 'an|’<Z|A.,,|’+6o

-—

besteht.
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§ 7

Zuriickfiihrung des Fundamentalsatzes auf ein Lemma iiber f7(x) (Lemma I).

Es sei, wie iiberall in diesem Kapitel,
f(x) e 2 AneiA,,:c

eine beliebig gegebene fast periodische Funktion, und

® . 2
frix) e § aneiin® (,u,. = Tﬂ n)
die »zugehorige> rein periodische Funktion der Periode T, welche durch die
Gleichung
Sr{z)=flz) firo<a<T

bestimmt ist. Wir haben (nach § 6) zu beweisen, dass fiir hinreichend grosse
T die Ungleichung Z]ea|* < 3] 4x]*+ 8, besteht, und miissen also die Summe
S|ex]® nach oben abschitzen. Zu diesem Zwecke werden wir zuniichst drei
Hilfssiitze beweisen:

Hilfssatz 1. Zu jedem d > o lassen sich die Zahlen > o und Ty, > o so
wdahlen, dass fir T > T, die Ungleichung

() Zla”|’<6

|#n]=2

besteht. Mit anderen Worten, bei jedem hinreichend grossen I geben diejenigen
Glieder der Fourierentwicklung fr(x) o Saae#n® welche den sehr grossen Werten
von |u.| (d. h. den sehr schnellen Schwingungen) entsprechen, fast keinen Bei-
trag zur Summe 3|an|’.

Boweis. Wenn man den Beitrag der sehr schnellen Schwingungen
abzuschiitzen wiinscht, liegt es nahe zuniichst eine Differentiation vorzunehmen;
denn durch eine (formale) Differentiation der Fourierreihe = a,en® treten ja
die Faktoren 7u, hinzu, so dass gerade diejenigen Glieder, welche den grossen
Werten von |u.| entsprechen, bevorzugt werden. Nun ist es aber nicht erlaubt
die Relation fr{x) & Sa,en* ohne weiteres formal zu differentieren; es braucht ja
die Funktion fr(x) iiberhaupt nicht differentierbar zu sein. Wir miissen daher
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zundchst unsere Funktion fr(x) durch eine andere (ebenfalls mit der Periode T’ perio-
dische) Funktion @(z) approximieren, die so beschaffen ist, dass ihre Fourier-
entwicklung @(z) & 3g8.¢¥n* formal differentiert werden darf; wir benutzen einen
moglichst einfachen Typus einer solchen Funktion ¢(z), nimlich eine Funktion,
welche iiberall stetig?! ist (also nicht, wie fr(x), in den Punkten nT Spriinge
aufweist) und im Periodenintervall o £ x =< T streckenweise linear ist.

Um den Kernpunkt des Beweises, nimlich die Benutzung der gleichmiissigen
Stetigkeit (vergl. Satz II) unserer fast periodischen Funktion f{z), deutlich her-
vortreten zu lassen, werden wir zuniichst die Funktion f{z) selbst (und nicht die
Funktion fr(x)) durch eine iiberall stetige, streckenweise lineare Funktion ()
approximieren. Zu diesem Zwecke bestimmen wir, mit Hilfe der gleichmissigen
Stetigkeit von f(z), zu dem gegebenen J eine positive Zahl y=y(d)<1 derart, dass
fiir jedes Punktepaar z’, z”" mit |’ —2”| <y die Ungleichung

e)-ani<2 /¢

besteht, und definieren dann die Approximationsfunktion ¥ (x) dadurch, dass sie
in den Punkten x=ny(n=o0,* 1, ...) mit der Funktion f(x) zusammenfillt, wihrend

/

<
g

\
n

-

Nyt Dy

s,-_____

i
i
!
2/ ny (Iu'/)y
Fig. 7.

A M.

|
!
i
'
: .
..y 0

sie zwisghen zwei Punkten ny und (n+ 1)y linear verliuft (siehe Fig. 7, wo f(z) reell
angenommen ist). Es ist klar, dass diese Funktion (z) fiir alle  numerisch <G
ist, wo G (wie iiberall im Folgenden) die obere Grenze von |f(x)] bezeichnet, und

dass Y(x) unsere Funktion f(x) bis auf V% approximiert, d. h. dass in jedem

v <}/

besteht; denn, falls x im Intervalle ny<z<(n-+1)y liegt, ist ja

Punkte x die Ungleichung

! Vergl. A. HurwiTz, Uber die Fourierschen Konstanten integrierbarer Funktionen, Math.
Ann. Bd. 57, (1908), S. 426—4468. (Siehe insbesondere S. 440.)
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[f@—y@)] = | f@)—fnn)]| + [w@)—f )] = |f @A) + |An+ 1)) — fnr)]
I d 1 F) d
<ViiVi-Vi

Was ferner den (streckenweise konstanten) Differentialquotienten y’(x) anbe-
langt, so erfiillt er offenbar fiir alle x4 ny (d. h. abgesehen von den Ecken von
Y(x)) die Ungleichung

5 7_271/_—

Wir betrachten nunmehr, vorliufig bei einem beliebigen 7> 2, die rein
periodische Funktion fr(z) und definieren ihre approximierende (ebenfalls rein
periodische) Funktion g(x) folgendermassen: Es sei N(>2) die grosste ganze Zahl,
fiir die Ny<T ist (siche Fig. 7); dann wird @{x) im Periodenintervall osz<T
dadurch bestimmt, dass sie im Intervalle 0 <z =< (N—1)y mit ¢(z) zusammenfillt,
im Punkte x=1T gleich f(o) ist (damit die Gleichung ¢(T)=¢(o) bestehe) und
zwischen (N—1)y und T linear verliuft. Diese Funktion g(x) geniigt offenbar,

wie die Funktion ¢(z), der Ungleichung |@(z)] = G, und ihr Differentialquotient
@'(x) ist im Intervalle o<z <(N—1)y gleich ¢/ (z) und im >Restintervalle»
2 @G

(N—1)y<z<T, wo ¢@(x) linear verliuft, numerisch < = 2—;(3, so dass

= I'—(N—1)y
¢'(x) iberall im Periodenintervall (o, T), bis auf die Ecken, der Ungleichung
Vé 26
8 (@) | < Max
® 9/t = Max |0, 2P =

geniigh, wo ¢ nur von 4, d. h. nicht von 7' abhingt.
Wir vergleichen nun die beiden Fourierentwicklungen

x) o 2 anetn® und () D) neftnt

und finden o
(N—1)y T
Zlau—ﬂnl’ I f \frle)—pl@) I dz = f 1@ — v dz+ X f 1) — )| de

(N—1)y

<(N_;1ﬂ’(l/§) +Zv:_(l;;1)( Q) <2+T4Gz
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und es gilt daher fiir jedes T'>T,, falls T (>2) so gross gewihlt wird, dass

2
SZ,G < g —g ist, die Ungleichung
0

(9) 2 Ian—ﬁnl2< 3

Wir benutzen nunmehr, dass die Fourierentwicklung des (streckenweise kon-
stanten) Differentialquotienten ¢’(x) aus der Fourierentwicklung X3 pgne'¢n® der
Funktion @(z) selbst durch formale Differentiation hervorgeht, dass also

@' (@) Di pnfueitn”

ist, und dass somit, wegen (8),

T
Slmbl =7 [ly@razse
& :

2
ist. Hieraus folgt, falls 2—Q(d) gleich ]/ig_ gewiihlt wird, dass

I I < d é
(z0) 2ll=5 Zlﬂnﬁnlgéﬁélmﬂnlzéﬁ'&':;

'."n'gg leplz 2

ist. Pir dieses £ und das obige T, ist dann offenbar die Ungleichung (7) fiir
T> 1T, erfilllt; denn aus (9) und (r0) ergibt sich sofort, nach der Ungleichung
a+bP<sz2(|alt+ |0}, dass

Zla'nl’éz{ Zlﬂnlz+2|an—ﬁnl”}éz{ Zlﬂnl’+ZIan—ﬂnl’}
“"n'gﬂ lﬂmlaﬂ Il‘«n‘g-‘z |y,,n|§32 —®
<2(é+é)=6.
4 4

Hilfssatz 2. FEs sei A, emne feste Zahl, dve von den sdmtlichen Fourierexpo-
nenten A, der Funktion f(x) verschieden ist, d. h. es sei a(hy)=M{f (x)e "% *}=o0.
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Dann ldsst sich zu jedem d>o0 ein w>0 und ein Ty>o0 derart finden, dass fiir
I>T, die Ungleichung

(x1) S el <4

| by blso
besteht.

Beweis. Wir teilen den Beweis in zwei Teile, indem wir zuniichst den
Spezialfall A, =0 betrachten, und dann den allgemeinen Fall auf diesen zuriick-
fihren.

I. Es sei =0 angenommen. Der Satz besagt hier, dass, falls die
Fourierentwicklung f(x) & 3 A4,6'42% kein konstantes Glied enthilt, fiir hin-
reichend grosse T diejenigen Glieder der Fourientwicklung fr{x)o Zane’tn?, welche
den sehr kleinen Werten von Jua| (4. h. den sehr langsamen Schwingungen)
entsprechen, fast keinen Beitrag zur Quadratsumme 3|a.|® geben.

Wihrend der Beweis des vorhergehenden Hilfssatzes (wo von den schnellen
Schwingungen die Rede war) auf einer Differentiation beruhte, wird der jetzige
Beweis auf einer Integration der Reihe Saei#n* basieren; bei einer solchen

wird ja das Gewicht, durch die hinzukommenden Faktoren ——, eben auf die

T lUn

langsamen Schwingungen gelegt. Diese Integration werden wir aber nicht
+e¢

k4 x
in der Form f , sondern in der Form f ansetzen, weil wir dabei die Voraus-
¢ F 3
setzung: a{d,)=alo)=M {f(x)}=o0 sofort ausniitzen kionnen; in der Tat folgt aus
dem Satze VIII (verschiirfter Mittelwertssatz), dass wir zuo dem gegebenen d eine

feste, d. h. von z unabhiingige, Zahl c=c¢(d) so gross bestimmen konnen, dass
die Funktion (der Mittelwert)

re) =, [ 1wy

fiir alle @ der Ungleichung
]
1Fal<)/ ¢
D

geniigt. Hs ist aber nicht die Funktion f(x) selbst, sondern die Funktion fr(x),
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wo T vorliufig eine beliebige Zahl >¢ bezeichne, auf welche wir die Integration
anwenden sollen, weshalb wir die Funktion

=—I(;ffr(y)dy (— o <z< )

zu betrachten haben. Weil fr(x) periodisch mit der Periode 7' ist, wird @(x) offen-
bar wieder periodisch mit der Periode T sein (und @(x) wird sogar iiberall stetig,
und nicht, wie fr(z), nur streckenweise stetig sein); wir bekommen nach einem
bekannten Satz iiber die Integration einer gewiihnlichen Fourierreihe, die Fourier-
entwicklung von @(x) durch gliedweise Integration!' der Fourierentwicklung
Sane#n® des Integranden fr(x), d. h. es ist

€én¢ —1
Tty ®
@(m)wgan s n
i € —
wo der Faktor %76—5 fiir n=o0 (d. h. uy=0) die Zahl 1 bedeuten soll. Hier-
n
aus folgt
w . Py T
etbnt—7x _ T 2
(12) Wzmlan TG —TfltD(x)l dzx.
0

Nun ist aber, wegen fr(x)=f(x) fir o<z<T, die Funktion @(x) im Inter-
valle o<z<T—¢ mit der Funktion F(z) identisch, und daher | @(z)]| < ]/—d:

fiir o<z<T-—c; weil ferner, wie sofort ersichtlich, die Funktion | @(x)]| tiberall
= @ ist, ergibt sich die Ungleichung

d d , cG*:,
~—f|(D |”dm< f(V)dx+fG2dx <3+—T—

somit ist nach (12) fiir jedes 7> T,, falls 7,(>c) so gewihlt wird, dass

! Vergl. HURWITZ, a. a. O. 8. 438. Wire fp(x) eine iiberall stetige — und nicht nur
streckenweise stetige ~— Funktion, so kdnnten wir @ibrigens die Entwicklung von &(x) auch direkt
aus dem Satze XXIV iiber die Integration von fast periodischen Funktionen entnehmen, weil
ja dann fp(2) ein Spezialfall einer fast periodischen Funktion wiire.

10—2484. Acta mathematica. 45. Imprimé le 2 juillet 1924.
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¢ _8_
T, =2

wia,

ist, die Ungleichung
g |€bn 9
S| <

erfilllt. Wir bestimmen nunmehr das w=w(c)=w(d)>0 derart, dass fir |u|= o
die Ungleichung

gre—1ff 1
; ==
Tuc 2

besteht; dies ist moglich, denn fiir g — o strebt die Zahl auf der linken Seite
gegen den Grenzwert 1 (und fiir u=o0 bedeutet sie die Zahl 1 selbst). Fiir dieses
w und das obige T, ist dann die Ungleichung (11) fiir 7> T, erfiillt; denn es ist

ity €
etént II<22laﬂ|2

eitnt — r é
<

2-=4.
TnC 2

Slalsz3lal

Il"n'éw I[l Isw

II. Nachdem der Hilfssatz 2 fiir den Fall A;=o0 bewiesen ist, betrachten
wir nunmehr den Fall eines beliebigen Ay==0. Wir setzen

S (@)=¢"%*g(x) d. h glx)=f(a) e~ %2,

Dann erfiillt, nach Voraussetzung, die (fast periodische) Funktion g(x) die Be-
dingung
M{g(x)} =HM{f(x)e **} =o,

und wir wissen daher (nach dem schon bewiesenen Fall A,=o), dass, falls die zu
g(x) »gehorige» rein periodische Funktion gr(z) in ihre Fourierreihe

yT(m)NZﬂnei“ﬂ”

entwickelt wird, die Summe 3|8,]?, erstreckt iiber die »sehr kleinen» u,, einen
ssehr kleinen> Wert ergibt. Wir wollen die Entwicklung fr{x) ™ Zaye#n* auf
die von gr(xr) zuriickfiilhren. Dazu muss zuniichst die zu dem Faktor e'»®
»gehorige», mit der Periode 7' periodische, Funktion e/%* in ihre Fourierreihe

€fe & Dnetin®

entwickelt werden; denn nach dem Multiplikationssatz der gewohnlichen Fourier-
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reihen (der auf streckenweise stetige Funktionen angewandt werden darf) erhalten
wir, wegen der Identitit fr(x)=gr(z)eifo®, die gesuchte Entwicklung Sa,e'*n® von
Jr{z) durch formale Multiplikation der beiden Entwicklungen 3gp¢'#s® und
Synettn® von gr(x) bzw. ¢f0%. Was die Entwicklung Iy,e#n® von eio® betrifft,
werden wir zeigen, dass nur endlich viele Glieder y,e*» und zwar diejenigen

fiir welche p, »sehr nahe» an 4, liegen, eine »merkbare» Rolle spielen. Dazu
haben wir den Ausdruck

T T T

I Y . I
—_ 1 _ . — —— — ,
In= Tfeif"”e “n® d g Tfe”u"e n® g Tfe“‘o un)® d g
0 0

0

abzuschiitzen; wir finden, dass fiir un=4,

Q-

I ei(lo*ﬂ«n) T I

|;’n| - lzﬁ Z'('lo"‘ﬂn>

I

=T

2
27
— 5 R

do— 5

2,?1—__,4
27T

ist, woraus (wegen der Konvergenz der Reihe = n%) sofort erhellt, dass wir eine von
T unabhingige ganze Zahl N=N(d) so bestimmen konnen, dass, falls 7,=n,(T)

. . A
denjenigen Index bezeichnet, fiir welchen u,, = 4y <pin,+1, d. h. ;= % <my+1I

ist, die Ungleichung
7l <=2
z ’n 4G?

Jn—ne|>N

besteht. Wir teilen daher die (iibrigens konvergente) Fourierreihe Syne#s® von
eth® in zwei Teile:

ng+ N
épom = Dyt + D ynetn®=Hlz)+ R(x).
q=n—N |n—nyl> N

Hierbei ist

T
I ]
Tf|R(x)|2dx=Z|yn|=<_—4G2,
0

ln—no) >N
und, wegen

T
2 Irnl”z’%fle“"zlgdxﬂ,
el '
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ist
o+ N

2'7«1'25— I.

q=mng—N

Wir bilden nun das Produkt

Sr(@)=g1() e}o* = grlx) H(z) + gz(z) R(x)

T - b
~ D ditn + Dal et (@, +a,=a,),

wo, wegen |g(r)|=|/(x)| =< G, die Fourierentwicklung des »Restes»> gr(x)R(x) der
Ungleichung

T T
@ ., 5
(3) S = %flgT(x)R(x) o< G- %flR(x) raz <2
] , )

geniigt. Die Koeffizienten o, der Entwicklung des »>Hauptgliedes> gr(x)H(x)

bestimmen wir direkt durch formale Mnultiplikation der Fourierreihe Z&,e"*“n“
ne+ N B

mit der endlichen Summe Z y,€'#9%; wir finden, unter Benutzung der Gleichung
ng—N

Mn+ g=tn+q, den Ausdruck

ng+ N

C‘;n = 2 YaBm—q,

q=n—N

und hieraus, mit Hilfe der Schwarz'schen Ungleichung,

not+ N ng+ N ne+ N
(14) [a;,.|2=_<_2|7q|2.Zlﬂm_qlzézwm_qls‘
q=ng—N q=ng—N g=ng—N

Wir wihlen nun das w=w(d) und 7,=17,(d) derart, dass fiir 7> T,

. g
AL <GNTD

L’*‘n‘é?‘w

2x(N+1)

Die letzte Forderung 7T,= p

ist, und setzen T,= Max (Tn ZL(J\_TLI_))

ist so gewilhlt, dass fiir 7> T, jede der 2N+ 1 Differenzen | u,—4,|, die offenbar
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alle < (N+1) 27” sind, kleiner als w ausfillt; hieraus konnen wir niimlich schlies-

sen, dass, falls pu, im Intervalle |u—2,| < o liegt, die 2 N+ 1 Zahlen pn_4 alle in
das Intervall |u]=<zw fallen; in der Tat folgt ja aus |u;—2|=w und
lun—2| < o, dass

[tm—g| =l um—npq| = lum—12,] + | pg—2] = 200
ist. Aus der Ungleichung (14) folgt nunmehr durch Summation, dass

np+ N

(15) DlelP= 2 2 | Bn—al’,

'.um,-aﬂl =w I F"m"'lo l sw gq=n—N

wo, nach der vorhergehenden Bemerkung, fiir jeden Index m—gq auf der rechten
Seite die Ungleichung |pm—| < 2w gilt, falls 7> T, gewihlt ist. Da ferner ein
Glied |8 |* offenbar héchstens (2N+1) Mal auf der rechten Seite auftritt, konnen
wir aus (15) folgern, dass fiir 7>7,

J d
(16) le, P=@N+1) D |lP<(eN+1) ==+
Ium—zloléw Iﬂnlzé’m 42N+1) 4

ist. Hiermit sind wir am Ende des Beweises; denn aus (13) und (16) folgt, fiir
jedes T>T,,

3 lab=Sleraps{  3laP+ 3k}

Iﬂn“}oléw I(”n“'lolgw ‘Mn“&)|§w ll"n_zoléw

éz{ S e+ S ;a;;|2}<z{g+ g}=a.

l,u,n—ﬂoléw —®

Hilfssatz 3. FEs set An ein Fourierexponent der Funktion f(x), also
M{f(x)et4m*} = An =+ 0.

Dann gibt es zu jedem d>0 ein w>o0 und ein T,>o0 derart, dass bei jedem T>T,
die Ungleichung

(x7) Slenlr<|dnft+0
ll‘n‘Aml =0

besteht.
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Beweis. Die Richtigkeit dieses Satz folgt leicht aus dem vorigen Hilfssatz.
Wir setzen
fl@)=Anétns+g(a), also gla)=f ()~ Anetint,

und bilden, vorliufiz bei einem beliebigen T'>o0, die Fourierentwicklungen der
drei rein periodischen Funktionen mit der Periode T':

fT(x)NZ anen?, gT(x)NZ Bnetn®, (AmeiAmx)TNZ Vn €002,

wo die erste Entwicklung durch formale Addition der beiden letzten entsteht,
d. h. wo a@p=F.+y, ist. Nun erfiillt aber die Funktion g¢(z) fir ly=An die
Bedingung des Hilfssatzes 2, d. h. es ist

M{g(z)e~t4n=} = M{f(a)e " 4n"} — An=o,

und es lidsst sich daher zu dem gegebenen d>o0 ein w und ein T, so bestimmen,

dass
2 62
Zlﬁnl <26+4|A:|§

I lepg—4Ay, I=w

ist. Ferner ist
T

> I .
1ol =7 [ dnsttndz=]duf

(]

Um bei der Abschitzung von |en|*=|8:+7a|® den Faktor 2 zu vermeiden, der
auftritt, wenn man die Ungleichung |a+b[?=<2(|a|*+|b|®) verwendet, bedienen
wir uns hier der etwas allgemeineren Ungleichung

|a+b|2§(1+c)|a|’+(1+ 2)“"2»

2
wo ¢ eine beliebige Zahl > o bedeutet. Wir setzen ¢ = Z—I—‘%"i und erhalten

S lal= S1gtnl s+l Sk + (i3 S in

lop—Apl s w lap—dpyl = w lep—4pl=w lag—Apl=w

=(x+o sl + (I+—E) i ly P <

lop—4pl=w

2| 4n ] d? ( é ) 2 0 ( 2 ‘_’)__ )
(1+ ) |’+ I+_—_2|A,,.|” | 4] =2+ | A | + =|A4m|*+4.
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Mit diesen drei Hilfssiitzen sind wir offenbar ein Stiick auf dem Wege nach
unserem Ziel vorwirts gekommen: dem Beweis, dass fiir hinreichend grosse Werte
von T die Summe 3I|a.|?® nicht »merkbar> grosser als 3| A4.|® ist; wir haben ja
durch diese Siitze erkannt, 1) dass die Glieder ane*»% mit sehr grossen p, nichts
‘wesentliches zur Summe 3|a,|? beitragen, 2) dass die Glieder a,ei#s?, fiir welche
ga in der unmittelbaren Umgebung einer von den Fourierexponenten
A, verschiedenen Zahl A, liegen, auch nichts wesentliches beitragen, und 3) dass
die Glieder, fiir welche die zugehorigen p, in der unmittelbaren Umgebung
eines Fourierexponenten 4, liegen, nicht mehr beitragen, als sie »diir-
fen», d. h. nicht wesentlich mehr als die Zahl | A, |°.

Der Inhalt dieser drei Hilfssiitze reicht aber andererseits lange nicht aus
um den Beweis unserer Behauptung, 3|e.|* <3| 4.2+ 6 (fiir T>T,), streng zu
filhren. In der Tat wiire ja fiir alle grossen Werte von 7, d. h. fiir enge aneinan-
der liegende 15, z. B. das folgende Verhalten der Reihe Zae’#n? mit diesen drei Siitzen
vereinbar: Fiir alle u,, die in einem gewissen Intervall, z. B. dem Intervalle o<p <1,

. . . . ' . I
liegen, in welches etwa gar keine Fourierexponenten 4, fallen, sei ¢, = V—_—_N , wo N

die {(mit 7 ins Unendliche wachsende) Anzahl der im betrachteten Intervalle gelegenen
Exponenten u, bezeichnet. Dann giiben diejenigen u,, welche in einem Teilintervalle
der Linge o gelegen sind, einen Beitrag zur Summe 3| a,[?, der asymptotisch (d. h.

2
fir 7—w) gleich N w(i) = wire, so dass, in Ubereinstimmung mit dem

VN,

Hilfssatze 2, eine »unendliche kleine> Umgebung eines beliebigen Punktes 4, un-
seres Intervalles nur einen »unendlich kleinen» Beitrag zur Quadratsumme liefern
wiirde; trotzdem gibe aber das Gesamtintervall o<u <1, obwohl es gar keine
Fourierexponenten 4, enthilt, einen Beitrag, der nicht mit 7— oo unendlich
klein wiirde, niimlich den konstanten Beitrag 1.

Was ung fehlt, ist offenbar ein Satz, welcher besagt, dass fiir grosse Werte
von T' der »wesentliche» Beitrag zur Summe 3|, |* nur von Gliedern ane’#n® her-
rithrt, deren Exponenten u, in der Umgebung gewisser einzelner Punkte
liegen, und somit eine Moglichkeit wie die des obigen »Beispieles», wo ein wesent-
licher Beitrag von einer ganzen Strecke kam, ausschliesst. Wir werden nun in der
Tat (in den niichsten Paragraphen) einen solchen Satz beweisen niimlich das folgende

Lemmsa I. (Lemma iiber frlz).) Zu jedem gegebenen 0*>o0 und 2>o0 gibt
es tn dem abgeschlossenen Intervalle —Q =u < Q eine endliche Anzahl M=DM(6*, Q)
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von Punkten (Zahlen) P,, P,,..., Py, mit der folgenden Eigenschaft: Falls w
beliebig klesn gewdhlt wird, gilt fiir alle hinreichend grossen T, d. h. fiir jedes
T>T1y="Ty(w), die Ungleichung

Z*Ian|2<6*,

wo Z* bedeutet, dass mur tiber diejenigen m summiert werden soll, fiir welche die
Exponenten pn innerhalb des Intervalles (—2, Q) aber ausserhald der M Inter-
valle (Pn— w, Pn+ o) (m=1, 2,..., M) gelegen sind.

Wir schliessen diesen Paragraph mit dem Nachweis, dass der Bewets des
Fundamentalsatzes, wenn wir das obige Lemma vorweg nehmen, unmittelbar zu
Ende zu fiihren ist. Es sei also d,>>o0 beliebig gegeben; wir haben die Existenz
eines T, derart zu beweisen, dass fiir 7'> 7,

Dl <2 A +4,

ist. Zu diesem Zwecke bestimmen wir zuniichst nach dem Hilfssatze 1 das Q>0
derart, dass fir 7> 7, die Ungleichung

d
Slanf<®

=0
IEE

besteht. Danach setzen wir &% =(~;9 und bestimmen zu diesem ¢* und dem obi-

gen Q eine endliche Anzahl von Punkten P,, ..., Py im Sinne von Lemma I. Diese
M Punkte teilen wir in zwei Klassen, indem wir in die erste Klasse diejeni-
gen aufnehmen, welche Fourierexponenten der gegebenen Funktion f(x)
sind, etwa

P,=An,, Py=An,,...,Pr= Adug,

und in die zweite Klagse diejenigen, welche nicht Fourierexponenten sind,
etwa
Pi=},, P;=1k,..., Pi=ig (R+S=M).

Wir wihlen nun, nach den Hilfssiitzen 3 und 2, das @ so klein, dass fiir jedes
T>T,=T,(w) die M Ungleichungen
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zlanl <|Amr|2 (7‘—’:1, 2,...,R)
] <

und

Zlan|2<—— (s=1,2,...,8)

I‘u —).8|<w

bestehen, und wihlen schliesslich zu diesem w, nach dem Lemma, ein Ty(> T, T})
derart, dass fir 7> 7, die Ungleichung

*la, I < §* = _Q
Stal <o =2
besteht, wo 3* im Sinne von Lemma I bedeutet, dass iiber alle diejenigen » zu
summieren ist, fir welche pu, innerhalb des Intervalles (—£2, L) aber ausser-
halb der M Intervalle (P, —w, Pn+w) liegen. Hiermit ist der Beweis zu Ende;
denn fiir jedes 7>T, haben wir ja die Ungleichung

R 8
Zla F=2*lal + Jlaal+ 3 DlalP+ 3 3 el
|p,n|>52 r=1 Iun-—AmrI_S_w §=1 |‘u,n—2.8|§m

8 R
<§ "°+Z(|Amr|2 a") Z( )'6o+Z|Amr|”é‘fo+2|Anlg‘
. r=1

§ 8.

Zuriickfiihrung von Lemma I auf ein Lemma iiber Verschiebungszahien
(Lemma II).

In den Beweisen der Hilfssiitze des § 7 haben wir die Voraussetzung, dass
S(x) fast periodisch ist, nicht voll ausgeniitzt; z. B. haben wir beim Beweise des
Hilfssatzes T nur benutzt, dass S () beschrinkt und gleichmissig stetig ist. Bei
den folgenden Untersuchungen dagegen, wo es sich um die Herleitung des viel
tiefer liegenden Lemma I handelt, werden wir die charakteristischen Eigen-
schaften der fast periodischen Funktionen, welche in ihrer Definition angegeben

sind, direkt heranziehen miissen. Den Ausgangspunkt der Untersuchung bildet der
11—246¢. Acta mathematica. 46. Imprimé lo 2 juillet 1924,
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folgende Hilfssatz, welcher die leicht verstindliche Tatsache ausspricht, dass die
Fourierreihe I a,e#n? der, mit einer hinreichend grossen Periode T' periodischen,
Hilfsfunktion fr (z) nur eine »geringe Anderung» erfihrt, wenn man x durch x+7
ersetzt, soferne 7 eine Verschiebungszahl der urspriinglichen Funktion f(x) ist.

Hilfssatz 4. Zu jedem >0 gibt es ein ¢>o0 derart, dass, falls >0 eine be-
liebig gewdhlte zu & gehdrige Verschicbungszahl der Funktion f(x) ust, fiir alle hin-
reichend grossen T, d. h. fiir T>T,=T,(8, & ), die Ungleichung

@
Slanltle— et} <6
-

besteht.

Boweis. Es sei ¢= l/é gesetzt; danach sei eine beliebige Verschiebungs-
2

G

]

behaupte, dass dieses &, das beliebig gewiihlte z(z) und dieses 7, die Bedingungen

des Satzes erfilllen. Es sei also 7'> T und

p(®) = frlx) o 2 anetns;

wir bilden die ebenfalls rein periodische und streckenweise stetige Funktion
plx+7), welche — wie aus der Definition der Fourierkonstanten sofort folgt —
die Fourierentwicklung

8
zahl T=1(¢e) >0 gewiihlt, und schliesslich sei T ,=Max {’t, } gesetzt. Ich

plr+1) & D) agein® gflent
besitzt. Es ist daher

T
_%f I P (x)—p (1’—}-¢) I2 dx :2 | Qp anew"‘tl2 = Z I Oy ISI I—¢tn® '2
0 —® i

—-—

Nun ist aber p(x)=fr(x)=f(x) fir o<z<T, also plr+)=flz+7) fir
—z<xz<T—«¢, und wir erhalten somit die Ungleichung

7 [l —petab as=7 [Ifo—ferabie+ § [Ip@—peral

T—=
T

IA

ey T s_ 2. T ol g:
£+T(2G)<e +T0 4G §2+2 d,

womit die Behauptung 3|a,[*|1—e*n*|*<d bewiesen ist.
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Bevor wir auf die Bedeutung dieses Verhaltens der Fourierreihe von fr(z)
eingehen, miissen wir erst dem Hilfssatze 4 eine etwas erweiterte Fassung geben,
bei der nicht nur eine, sondern beliebig viele (zu demselben ¢ gehorige)
Verschiebungszahlen auftreten.

Hilfssatz 5. Zu jedem 6>0 ¢gibt es etn ¢>o0 derart, dass, falls N eine belie-
big gewdhlte Anzahl ist, und =,, %, ..., T~ beliebige zu ¢ gehirige positive Verschie-
bungszahlen der Funktion f(x) sind, fiir T>Ty=1T, (4, ¢, =i, . . . , Tn) die Ungleichung

il“n‘z Jr—enn]® + |I—e””§;|2+ - 4| 1—etnn|? <8
besteht. ?

Boweis. Die Richtigkeit des Satzes ergibt sich unmittelbar aus dem vorigen
Hilfssatze. In der Tat, es sei e=&(d) eine Zahl ¢ im Sinne des Hilfssatzes 4;
danach seien die N zu ¢ gehorigen positiven Verschiebungszahlen 7;, 5, ...,7x5 be-
liebig gewiihlt, und schliesslich seien T,=1T,(d, ¢, v,), T, = T,(d, &, %), ...,
TN =T, ¢ zy) die zugehorigen Zahlen T, ebenfalls im Sinne des vorherge-
henden Hilfssatzes. Dann hat die Zahl 7Ty,=Max (T,, T,,..., T¥) offenbar die
erwiinschte Eigenschaft; denn fiir 7> T, ist ja

Dl li—eenn]f <8, Qlanlt|1—ctnn]t < d,..., Dlan|? | 1—enn]t < 8

also auch

Zlan lzll—giunnlﬂ -+ |1__emn1,|z + - +| I—e"ﬂn’le -

N

Aus dem Hilfssatze 4 lisst sich offenbar folgern, dass hochstens diejenigen Glie-
der ane*n® einen »merkbaren> Beitrag zur Summe 3| e, |® liefern konnen, fiir welche
der Faktor | 1—e*#n?| klein ist, d. h. fiir welche u,z, mod. 2z betrachtet, klein
ist, dass also diejenigen Glieder ene®s®, fiir welche pn7 (mod. 272) nicht klein
ist, »belanglos» sind; Hilfssatz 4 liefert also ein »Sieb», das uns erlaubt, mit
Hilfe einer Verschiebungszahl z, gewisse belanglose pu beiseite zu schaffen.! Leider
diirfen wir dieses Siebverfahren nicht unter Hinzunahme von neuen z successive

2nm

! Obwohl dadurch ein System von discreten Punkten herausgehoben wird, so dass

die g, ausserhalb kleiner Umgebungen dieser Punkte belanglos sind, ist dies noch keineswegs die
Behauptung von Lemma I. Die Lage jener Punkte ist niimlich von der gewiinschten Feinheit der
zugehdrigen Umgebungen abhingig (weil ja das ¢ in Hilfssatz 4, und damit auch das 7, von ¢
abhiingt), weshalb diese Punkte nicht als feste Punkte P, im Sinne von Lemma I verwendet
werden kénnen. Dies ist der Grund, der uns im Folgenden nétigt, nicht nur mit einem 7 sondern
gleichzeitig mit vielen = zu sieben.
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fortsetzen, weil eine Summe vieler einzeln »belangloser» Grossen nicht wieder
belanglos zu sein braucht; mit anderen Worten: man darf nicht schliessen,
dass — wie gross auch N gewihlt wird — alle diejenigen Glieder a,e*n* be-
langlos sind, fiir welche unter den N Produkten p.7,, pn%,, . . ., oty mindestens
eines (mod.z2s7 genommen) nicht klein ist. Dies geht auch aus dem Hilfssatz
5 hervor, wo ja der ganze Bruch unter dem Summationszeichen nicht »gross»
auszufallen braucht, wenn nur ein einzelnes Glied im Zihler »gross» ist.
Wir konnen offenbar nur so viel schliessen, dass solche Glieder belanglos sind,
fir welche ein gewisser fester Prozentsatz dieser N Produkte merkbar von
o entfernt ist; dies geschieht durch den folgenden Satz (in welchem wir iibrigens

statt iN und ;—t eben so gut 6, N und d, mit beliebig kleinen d, und J; hitten

schreiben konnen).

Hilfssatz 6. Zu jedem &' >0 gibt es ein ¢ =2¢(8") derart, dass, falls t,, ©,. .., TN
beliebige (und beliebig viele) zu & gehirige positive Verschiebungszahlen der Funktion
S (@) sind, fiir alle hinreichend grossen T, d. h. fiir T>Ty=T,(d, ¢, =, ..., o5),
die Ungleichung ,

Z len|?<d

besteht, wo = bedeutet, dass die Summation nur tiber solche n zu erstrecken ist, fir
welche mehr als ein Viertel der N Zahlen

UnTy, UnTay ...y UnTN

auf der Kreisperipherie (d. h. mod. 2n) betrachtet numerisch grisser als gsind

(d. h. in Intervalle der Form 2p = +7_6v <z<z2(p+1)m— 7—5 fallen).

Boweis. Tiir jede Zahl y, welche mod. 2z numerisch grisser als ;—t ist, ist

offenbar
=P ® I
|I——e"1’|”>|1—e Gl > sin’g=2'

Falls von N beliebigen Zahlen 8,, f,, ..., 8~ mehr als iN numerisch grosser als
;—r (mod. z7) sind, wird daher

li—e [+ |1—e| i—enst_ sV

1—ei P 4+ Jx—eP ] + -+ | 1—efN 4" 4 1
(18) N TN T 16
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/

sein. Wir wiihlen nun nach dem Hilfssatze 5 (mit d =§6—) die Zahl ¢ so klein,

dass, falls 7;, ..., 7y eine beliebige Anzahl von positiven zu ¢ gehorigen Verschie-
bungszahlen sind, fiir hinreichend grosse T die Ungleichung

© SII_eiun11|2+ et lI——ei“n’ng &
(19) _2; | el 5 < o
besteht. Hier ist aber, nach (18), der Bruch unter dem Summationszeichen gros-

I

ser als 6 fiir jedes #, das in der X’ mitgenommen werden soll, und es folgt somit

aus (19), dass
S et 163 [ pLEZA P xm e
n = n

N
o I__iuz,2+,,,+ I,_tyzNS ,
§I6-Zw|anl2l 6"' 7 I ern '<6
ist.
Die Charakterisierung derjenigen #, iiber welche die Summation 3’ in dem
Hilfssatze 6 zu erstrecken ist, nimlich »von den N Zahlen u,7;, a7y, ..., Uty

sollen mehr als iN numerisch grisser als Zsf (mod. 27) sein» ist keine besonders

iibersichtliche. Wir werden aber zeigen, dass es von diesem Satze aus moglich
ist zu dem Lemma I hiniiberzukommen, in welch letzterem die auftretende
Summation 3* ja viel einfacher erklirt wurde. Der Ubergang geschieht durch den
folgenden Satz, der nicht — wie die fritheren — von der rein periodischen Hilfs-
funktion fr(x) und ihrer Fourierentwicklung handelt, sondern eine direkte
Aussage iiber die Verschiebungszahlen = enthilt, und sich darauf bezieht,
wie sich N Grossen der Form purt,, uv,, ..., ury, wo u eine stetige reelle
Variable ist, mod. 27z verteilen,

Lemma II. (Lemma iiber Verschiebungszahlen.) Es set e>0 und >0
beliebig gegeben. Dann gibt es in dem abgeschlossenen Intervalle —Q=p=8Q eine
endliche Anzahl M=DM (e, Q) von festen Punkten P, P,, ..., Py mit der folgenden
Figenschaft: Falls w>o0 beliebig Elein gewdihlt wird, lisst sich eine (von « abhdngige)
Anzahl von zu & gehirigen positiven Verschiebungszahlen ., ,, . . ., Ty so bestémmen,
dass fiir jede Zahl u, welche innerhald des Intervalles (— 8, Q) aber ausserhalb
der M Intervalle (Pp—w, Pn -+ w) gelegen ist, mehr als ein Viertel der N Produkte
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UTy, BTy ..., BTy

numerisch gréosser als ;—E(mod. 27) sind.

Den Beweis fiir dieses Lemma, welcher ein genaueres Studium der Eigen-
schaften der Verschiebungszahlen erfordert, werden wir erst im nichsten Para-
graphen erbringen. Dagegen werden wir schon hier zeigen, wie man mit Hilfe
von Lemma II sofort ém Stande ist das Lemma I aus dem Hilfssatze 6 abzulerten.
Es sei also ¢*>o0 und 2>o0 beliebig gegeben; wir haben die Existenz einer end-
lichen Anzahl solcher, im Intervalle — 2= u < Q gelegener, Punkte P, P,, ..., Py
nachzuweisen, dass, falls w>o0 beliebig klein gewihlt wird, fiir alle hinreichend

grossen 7' die Ungleichung
Z*Ian |?<d*

besteht, wo 3* bedeutet, dass nur iiber diejenigen » summiert werden soll, fiir
welche die Exponenten p, innerhalb des Intervalles (—£, Q) aber ausser-
halb der M Intervalle (Pn—w, Pn+w) gelegen sind. Zu diesem Zwecke be-
stimmen wir zunichst zu der gegebenen Zahl ¢’=¢* ein ¢ im Sinne des Hilfs-
satzes 6, und danach zu diesem ¢ und der gegebenen Zahl Q die Punkte P,,
Py, ..., Py im Sinne von Lemma II. Ich behaupte, dass diese M Punkte der
oben angegebenen Forderung von Lemma I geniigen. In der Tat kénnen wir
nach dem Lemma II, falls o beliebig klein gewiihlt wird, eine gewisse Anzahl
von zu & gehorigen positiven Verschiebungszahlen z,, 7,, ..., zy so finden, dass
fiir jede reelle Zahl u, welche innerhalb des Intervalles (—£2, 9) aber ausserhalb
der M Intervalle (P, —w, Pn+ w) gelegen ist, mehr als ein Viertel der N Produkte

LTy, UT3y ..., Ty

numerisch grosser als g (mod. 27) sind; somit werden — falls wir in dem Hilfs-

satze 6 eben diese Verschiebungszahlen 7, 7,, ..., T~ benutzen — gewiss simt-
liche Zahlen #, fiir welche u, innerhalb des Intervalles (—&, 2) aber ausserhalb
der Intervalle (Pn—w, Pn+ o) liegen, in der Summation 3 des Hilfssatzes 6
miteinbegriffen, d. h. es wird

Selel's 3wl
Hiermit sind wir aber mit dem Beweise zu Ende; denn nach dem Hilfssatze 6
ist ja X'|an|?*<d’=4d* fiir alle hinreichend grossen 7T, und diese Ungleichung gilt
also a fortiori, wenn 3'|an|* durch 3*|an|® ersetzt wird.
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§o9.

Beweis von Lemma II.

In dem vorhergehenden Paragraphen haben wir den Beweis von Lemma I
— und damit den Beweis des Fundamentalsatzes — auf ein Lemma II zuriick-
gefithrt, das nichts mehr mit Fourierreihen zu tun hat, sondern lediglich von
den Verschiebungszahlen einer fast periodischen Funktion handelt. Bevor wir
aber dieses Lemma II beweisen konnen, miissen wir zuniichst einige vorbereitende
Bemerkungen und Hilfssiitze tiber Verschiebungszahlen vorausschicken.

Falls 7 eine zu ¢ gehorige Verschiebungszahl unserer Funktion f(x) ist, d. h.
falls die Ungleichung

(20) Ifle+d—rfla)l s s

fiir alle = besteht, wird z natiirlich a fortiori als Verschiebungszahl zu jedem ¢,
gehoren, das >¢ ist. Im Folgenden wird es zweckmiissig sein, bei einem gege-
benen 7, von seinem »>Minimalfehler» e=e(z) zu sprechen, d. h. von der unteren
Grenze e aller Zahlen &, eu welchen t als Verschiebungszahl gehort; weil wir in
der Ungleichung (20) das Zeichen = (und nicht <) gewiihlt haben, wird diese
untere Grenze offenbar selbst zur Menge der ¢ gehoren, d. h. die Zahl ¢ kann
auch als die kleinste derjenigen Zahlen ¢ charakterisiert werden, zu welchen 7
als Verschiebungszahl gehort. Weil f(x) beschrinkt ist, mit der oberen Grenze
G, und daher bei jedem beliebig gegebenen reellen z fiir alle x die Ungleichung
| fle+2)—f(x)] = 2G besteht, ist der obige Minimalfehler e(z) fir alle reel-
len 7 definiert, und diese Funktion e(z) geniigt im ganzen Intervalle —o <7<
der Ungleichung o=e(r)<2G.

Aus der — schon in § 1 gemachten — Bemerkung, dass, falls z;, und 7,
Verschiebungszahlen sind, welche zu &, bzw. ¢ gehdren, die Summe 7z, +7; ge-
wiss eine zu g -+é&, gehorige Verschiebungszahl ist, folgt sofort, dass der Mini-
malfehler e(z) fir jedes Wertepaar z,, 7, der Ungleichung

(21 a) e +125) S elz) +elzy)

geniigt. Es ist also auch e(r,) < e(—1,)+e(r, + 7,), und, weil e(— 7)=e(+ 1) ist, folgt
hieraus weiter, dass

(21 b) e(v, + 1) =e(z,)—e(z).
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In unseren weiteren Uberlegungen werden wir der Bequemlichkeit halber
nicht mit beliebigen reellen 7, sondern nur mit ganzzahligen z operieren.
Dass es moglich ist mit den ganzzahligen z allein auszukommen, riithrt von
dem folgenden, auch an sich ganz interessanten, Satz her:

Hilfesatz 7. Zu jedem ¢>o0 gibt es eine Linge L= L(e) derart, dass jedes In-
tervall dieser Linge L mindestens eine ganze Zahl n mit e(n)=e enthdlt, 4. h.
mindestens eine zu ¢ gehorige ganzzahlige Verschiebungszahl » enthilt.

Beweis. Die Richtigkeit dieses Satzes folgt sofort aus dem Satze ITI des § 1,
dass die Summe zweier fast periodischer Funktionen wieder eine fast periodische
Funktion ist, oder vielmehr aus der dort bemerkten Tatsache, mit welcher dieser
Satz begriindet wurde, dass es zu zwei fast periodischen Funktionen und einem be-
liebig gegebenen ¢ immer eine Linge L, derart gibt, dass jedes Intervall dieser

Liénge eine Zahl 7 enthiilt, welche gleichzeitig eine zu 8; gehorige Verschiebungs-

zahl der beiden Funktionen darstellt. Wir wenden — indem wir die gegebene
Zahl ¢ kleiner als 2 annehmen — diese Bemerkung auf unsere Funktion f(x)
und die in der Fig. 8 durch die voll ausgezogene Linie angegebene rein

AR

-1 00

Of - - — =

Fig. 8.
periodische Funktion p(x) der Periode 1 an, wobei d<§ 80 klein gewiihlt ist

(vergl. das Corollar des Satzes II), dass, falls = eine beliebige zu £ gehorige
2

Verschiebungszahl der Funktion f(z), und 4’| < ist, v+0’ gewiss eine zu

¢ gehorige Verschiebungszahl der Funktion f(x) ist. Wegen §< 1, muss offen-

bar (wie aus der Figur sofort erhellt) jede zu 2 gehorige Verschiebungszahl

der rein periodischen Hilfsfunktion p(z) von der Form n+4d’ mit |6’ | <4 sein.
Wir bestimmen nunmehr die Linge L,=L, (f, p, ¢ derart, dass jedes Intervall

der Linge L, eine zu ~:— gehorige Verschiebungszahl z* der Funktion f(x) ent-
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hiilt, die gleichzeitig eine zu 2— gehorige Verschiebungszahl der Funktion p(z)

ist, und also gewiss die Form ¢*=n"*+ §* besitzt, wo | §* | < ¢ und daher, nach der
Bestimmung von J, die ganze Zahl »* eine zu ¢ gehérige Verschiebungs-
zahl der Funktion f(x} ist. Hieraus folgt aber sofort, dass die Linge L=L,+1

die erwiinschte Bigenschaft hat; falls nimlich (a — %, a+£) ein beliebiges Inter-

L L
vall dieser Linge I ist, konnen wir ja im kleineren Intervall (a——?", a-l—;g)

der Linge L, eine der obigen gemeinsamen Verschiebungszahlen z*=n* + ¢* fin-

den, und wegen |d*] < 0 <,;_ wird hierbei die ganze Zahl #»* in das Intervall

(a — £, o+ £) fallen.
2 2

Fiir einen spiiteren Zweck verallgemeinern wir diesen Hilfssatz 7 folgender-
massen:

Hilfssatz 8. [FEs sez v eine reelle Zahl =+ o, und e>o0 sowie 171>0 beliebig ge-
geben. Dann lisst sich eine Linge L'=L'(v, ¢, n, f) derart bestimmen, dass jedes
Intervall der Linge L' mindestens eine ganze Zahl n mit e(n)<e enthdlt, deren
Abstand vorn einem gamzen Multiplum von v kleiner als 7 ist.

Beweis. Es sei zuniichst, wie oben, die Zahl ¢ < ; s0 bestimmt, dass, falls =

eine zu 2 gehorige Verschiebungszahl der Funktion f(x) ist, jede Zahl z+ 4" mit
|6'| <0 eine zu ¢ gehorige Verschiebungszahl der Funktion f(x) sein muss, und

danach werde die Zahl e¢<d und <g gewihlt. Wir benutzen hier zwei rein
periodische Hilfsfunktionen, p,(x) mit der Periode I, und p,(x) mit der Periode
|»{, welche durch die Figuren g a und 9 b definiert sind. Weil p,(0) + p,(0) =2 ist,

Fig. 9 a.
12—2464. Acta mathematica. 45. Tmprimé le 3 juillet 1924.
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i
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1
1

— Vi -0 vl
Fig. 9 b.

folgt sofort — falls die gegebene Zahl ¢ kleiner als 2 angenommen wird — dass jede
zu % gehorige Verschiebungszahl der fast periodischen Funktion p,(x)+p,(x) die
Form n,+0,=nyv+d, mit |d,|<e, |d,]<e haben muss. Wir bestimmen nun die
Linge L', derart, dass jedes Intervall der Linge L', mindestens eine zu iz
gehorige Verschiebungszahl 7* der gegebenen Funktion f(z) enthilt, welche
gleichzeitig eine zu 2 gehorige Verschiebungszahl der fast periodischen Hilfs-

funktion p,(xz)+ p,(x) ist und also, nach der vorhergehenden Bemerkung, gewiss
die Form

¥=n]+ 0] =n}v+0, mit |d}]|<aq, |0} <e

besitzt. Dann ist offenbar n} eine Zahl »n im Sinne des Satzes, d. h. eine ganze
Zahl mit e(n)=<e¢, deren Abstand von einem ganzen Multiplum von » kleiner

als 2¢<\7 ist; und wegen |n] z*| <§ wird daher die Linge L'=L'j+1 die er-

wiinschte Eigenschaft besitzen.

Im folgenden werden wir immer nur mit ganzzahligen Verschiebungs-
zahlen ¢ operieren; zur Abkiirzung nennen wir die Menge aller ganzzahligen
Verschiebungszahlen (), welche zu einem gegebenen & gehort, die Verschiebungs-
menge E, unserer Funktion f(x). Bevor wir zu der niheren Untersuchung dieser
Verschiebungsmenge iibergehen, fiigen wir, um den innern Kern der Betrachtungen
besser verstindlich zu machen, die folgende Bemerkung ein.

Bemerkung. In dem speziellen Falle, wo die gegebene fast periodische
Funktion rein periodisch mit der Periode 1 ist, besteht offenbar, bei jedem
g>0, die Menge FE,. aus simtlichen ganzen Zahlen, d. h. sie ist einfach eine
arithmetische Progression. Bei einer beliebigen fast periodischen Funktion wird
die Menge FE. natiirlich nicht mehr diese Eigenschaft haben; trotedem hat sie
aber gewisse Ziige mit ewmer solchen Progression gemeinsam. Nicht nur, dass
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sie niemals beliebig grosse Liicken aufweist!, ist ihr eigentiimlich, sondern auch
von der besonders charakteristischen Eigenschaft der » Aequidistanz» hat sie etwas
beibehalten. Bei einer streng aequidistanten Punktmenge geht diese in sich
iiber, wenn man sie so verschiebt, dass ein beliebiger Punkt auf einen beliebigen
anderen Punkt der Menge fillt; bei unserer Verschiebungsmenge E, werden wir
mit Hilfe der Ungleichungen

e(n)—e(n") S e(n' +n") < e(n’) + e(n”)

beweisen, dass sie, wenigstens bei passend gewihltem &, doch »anndherungsweise»
diese Eigenschaft besitzt, nimlich, dass sie bei gewissen Verschiebungen »fast»
in gich iibergeht.

Uberhaupt beruht unsere ganze Untersuchung iiber die Verteilung der Zahlen
1Ty, BT, ..., uty {mod. 2 7z), in welche der Beweis von Lemma II ansmiindet, im
Prinzip auf dieser hier angedeuteten » Ahnlichkeit> zwischen der Folge der ganz-
zahligen Verschiebungszahlen <, 7,, 75, ... und den Zahlen einer arithmetischen
Progression. Auch das Lemma II selbst — welches behauptet, dass nur
fir die u aus gewissen spirlich verteilten kleinen Intervallen der u-Achse
die Grossen pw, ut,, ..., uty so unregelmissig auf der Kreisperipherie gelegen

! Diese Eigenschaft der Verschiebungsmenge hiitte uns fiir den TUbergang von Hilfssatz 4 zu
Lemma I geniigt, wenn es dafilr ausreichend gewesen wiire (vgl. die Bemerkung von 8. 83) statt unseres
Lerama IT einen etwas weniger aussagenden Satz zu besitzen, in welchem ein g schon dann als »unschéid-
lich» angesehen wird, wenn nur eines der N Produkte ut,, #7y, ..., 47y, statt eines festen Prozent-

satzes, mod. 27 nicht zu nahe an 0 kommt. Der Beweis eines solchen »vereinfachten» Lemma IT wire
niimlich so zu fithren: Zuniichst wire aus Stetigkeitsgriinden sofort ersichtlich, dass, falls fiir ein be-

stimmtes y das Produkt mit einem der z, etwa 7,,, numerisch grisser als g (mod. 2 ) ist, dasselbe,

und zwar mit demselben 7, fiir eine gewisse Umgebung dieser Zahl y gelten muss. Ferner
ist auch klar, dass die Menge derjenigen y, welche die Eigenschaft haben, dass die siimtlichen
Produkte w7, numerisch = g (mod. 2 ) sind, keine Hiufungspunkte haben kann — und dass
somit im Intervalle (—&2, £2) nur endlich viele solche w, etwa u = Py, P,, ..., Py, liegen konnen
— denn, falls die unendlich vielen Zahlen ut,, ut,,... alle in das Intervall (— ;—t s %t) fallen

und % eine Grosse von hinreichend kleinem Betrage ist, miissen notwendig, wegen 7, 1 T <¢,
gewisse Zahlen der mneuen Folge (u+h)t,, (u+h)1,,... aus diesem Intervall herauswandern.
Aus diesen beiden Tatsachen erschliesst man nun leicht, dass sich, bei hinreichend grossem N, die
sunangenehmen> g nur in beliebig vorgeschriebenen Umgebungen der obigen Punkte Py, Py, ..., Py
befinden kénnen.

Der Leser wird sehen, dass der Beweis des »wirklichen» Lemma II, nach Gewinnung von
Hilfssatz 9, welcher auch eine Art von »Aequidistanz» der Verschiebungszahlen nachweist, wesent-
lich nach diesem Schema verlduft,



92 Harald Bohr.

sind, dass ein unverhdltnismissig grosser Bruchteil dieser Zahlen in eine feste
Umgebung des Nullpunktes fallen — kann als eine Verallgemeinerung eines
bekannten Satzes aus der Theorie der Verteilung der Zahlen g,2y4, 34,...
(mod. 2 ) betrachtet werden, welcher besagt, dass, wenn nur u von der Um-
gebung gewisser Punkte, nimlich der Punkte 2 z» wo r eine rationale Zahl
mit einem skleinen» Nenner bedeutet, ausgeschlossen wird, bei jedem »grossen»
N gilt, dass die N Zahlen u, zu, ..., Nu sich »sehr» regelmiissig auf der Kreis-
peripherie verteilen, d. h. so, dass die Anzahl derjenigen von ihnen, die in ein
bestimmtes Intervall der Kreisperipherie fallen, einen Prozentsatz ausmacht, wel-
cher anniherungsweise gleich der relativen Linge dieses Intervalles ist.

Wir gehen nun zur genaueren Formulierung der in der obigen Bemerkung
angedeuteten Aequidistanzeigenschaft der Verschiebungsmenge F. tiber; um aber
den diesbeziiglichen Hilfssatz bequem aussprechen zu konnen, fithren wir die
folgende Definition ein:

Definition. Die Verschiebungsmenge E. unserer Funktion f(z) soll »fast perio-

disch bis auf 212» heissen (wo Q eine positive ganze Zahl ist), wenn es eine positive

Grisse o<<e¢ und eine Lénge I, derart gibt, dass, falls t eine beliebige Zahl der
Menge E, ist (und also gewiss auch eine Zahl der Menge Eg), und wir alle
Zahlen © der Menge E., welche in einem Intervalle (o, I) mit I>1, gelegen sind,

um t verschieben (d. h. die Zahlen t+t bilden), mehr als (1 — %) von den so

verschobenen Zahlen wieder unserer Menge E. angehoren.
Es lautet dann der

Hilfssatz 9. Fs sel die positive Grosse &, und die positive ganze Zahl Q beliebig
gegeben. Dann ldsst sich eine positive Grosse e=e, so bestimmen, dass die Verschie-

bungsmenge E: fast periodisch bis auf % ist. Mit andern Worten: obwohl die

Summe zweier, zu ¢ gehérigen, Verschiebungszahlen nicht wieder zu & sondern
nur za 2¢ gehoren muss, 80 kann man doch in der Verschiebungsmenge E. so
»feine» (zu p<e¢ gehbrige) Verschiebungszahlen auffinden, dass, wenn man nur
um diese verschiebt, doch die »Gesamtheit> der Verschiecbungszahlen »fast ganz»

in gich iibergeht, d. h. nur einen Verlust von 1 ihrer Anzahl erleidet.

Q
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Boweis. Die Idee des Beweises ist, ein ¢ so zu suchen (iibrigens > 8—2",
damit die simtlichen Verschiebungszahlen z(¢) nicht zu diinn gesiit liegen, ndmlich,
gemiiss Hilfssatz 7, in jedem Intervall der festen Liinge L(a—;’) mindestens eine),

dass bei jedem hinreichend grossen I nur ein sehr geringer Prozentsatz
derjenigen 7 der Menge F., welche dem Intervalle (o, I) angehoren, einen Minimal-
fehler e(r) besitzen, welcher sehr nahe an & heranreicht; denn fiir alle iibrigen «,
fiir welche also e(zr) nicht sehr nahe an ¢ kommt, etwa < ¢—p ist, wird ja,
falls ¢ eine beliebig gewihlte Zahl der Menge E, bezeichnet, der Minimalfehler
e(z+1) = e(r)+e(f) =< e(t)+ o kleiner als ¢ ausfallen, d. h. es wird die verschobene
Zahl v+t wieder der Menge F, angehoren.

Wir haben im ganzen drei Zahlen ¢, p<e¢ und I, zu bestimmen. Die Zahl ¢

schreiben wir in der Form
o

szN’

wo N eine ganze Zahl >8 ist, iiber die wir spiter als Funktion von ¢

und ¢, verfiigen werden, und teilen das Intervall g’< z2=¢, in N gleichgrosse

Teile der Linge o (siche Fig. 10). Zur Abkiirzung werden wir von einer Zahl
o

#n mit ;< e(n) =&, sagen, dass sie in »die r*® Schublade» fillt (wo » eine der

Zahlen 1, 2,..., N ist), falls ihr Minimalfehler e(n) dem 7*® Teilintervall

&o &
-~ — < < —
2+(¢ I)e z_2+rg

Kleinsch.
& 1 1 N I £ " e}
4 Lo . - d %
2 Grossch.
Fig. 10.
angehort. Wir werden bald im Beweise — wo es sich darum handelt, in dhn-
lichem Sinne wie beim Beweise des Mittelwertsatzes, die Untersuchung auf ein
festes Intervall o<a<<I, zuriickzufithren — eine ganze Zahl 7, von der nur be-

kannt ist, dass sie in einer gewissen, sagen wir der r,*®, Schublade liegt (wo 7,
eine der Zahlen 2, ..., N—1 bedeutet) um eine ganze Zahl ¢ verschieben miissen,
von der wir nur wissen, dass sie der Verschiebungsmenge FE, angehort. Uber die
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verschobene Zahl 74¢ kdonnen wir dann offenbar nur so viel mit Sicherheit aus-
sagen, dass ihr Minimalfehler e(z+# den Ungleichungen

g + (ro—2)e < e(n)—e(t) < e(z+1) < er) +e(t) =

geniigt, dass also z+f¢ in der 7t (r,—1)*® oder (r,+1)*® Schublade liegt,
weshalb es bequem sein wird, ausser von den N obigen Schubladen, den »Klein-
schubladen», auch von N—2 »Grosschubladen», mit den Nummern 2, 3, ..., N—1,
zu sprechen, indem wir von einer Zahl » sagen, dass sie in die 7* Grosschublade
fillt, falls ihr Minimalfehler e(n) dem Intervall

Z—°+(r—2)g<z§%’+(r+z)g

angehort (siehe Fig. 10).
By sei nun Iy>2 L (%O) eine feste Liinge itber die wir ebenfalls spiter, und

zwar als Funktion von @,¢ und g, verfiigen werden. Bei jeder ganzen Zahl
n im Intervalle o<x<1I,, welche der Menge FE, aber nicht der Menge

Ee angehort, d. h. fiir welche %’<e(n)§so ist, sehen wir nunmehr nach, in
2

welcher der N—2 Grosschubladen sie liegt, und greifen diejenige Grosschublade,
oder eine derjenigen von ihnen, heraus, welche die kleinste Anzahl solcher
Zahlen # enthilt. Es sei R ihr Nummer. Weil es offenbar zumindest

N—2 (> g) Grosschubladen gibt, welche nicht iibereinander greifen, wird unsere

3
Rt Grosschublade gewiss weniger als 10:2 = 4—1\{" von den erwihnten Zahlen

n im Intervalle (o, I;) enthalten. Die Zahl ¢ des Satzes soll dann die Zahl

<o
=4 R
£ 2+ 0

sein, d. h. die grosste Zahl der R'® Kleinschublade.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den Beweis unschwer zu Ende fiihren.
Es sei also I eine beliebige Zahl > I,, und ¢ eine beliebige Zahl der Menge
E,; wir betrachten das Intervall o <z < I und werden die Anzahl 4 derjeni-
gen, im Intervalle (0,7} gelegenen, Zahlen = der Menge FE. abschitzen,
welche bei einer Verschiebung um ¢ nicht wieder in Zahlen der Menge
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E. iibergehen. Diese Zahlen 7z sind offenbar unter denjenigen Zahlen der
Menge E. zu suchen, die der E*® Kleinschublade angehdren; denn fiir jede Zahl
7 der Menge E,, welche nicht in dieser »dussersten» Kleinschublade liegt, d. h. fiir

welche e(z) = 82—0 +{(B—1)o ist, wird ja e(z+?) =e(z)+o=¢ sein, d. h. es wird

7+t wieder der Menge E, angehdren. Wir teilen nun das Intervall (o, I) in der
in der Fig. 11 angedeuteten Weise, d. h. wir tragen zuniichst die Linge J;, vom

<L <L(p)
. I B i ——red !
P T e i 7
A WA >
Fig. 11.

Punkte o ab, bestimmen danach (nach dem Hilfssatze 7) eine Zahl ' der Menge E,
in einem Abstand < L (¢) von dem Endpunkte x=1I,, danach tragen wir wieder, vom
Punkte ¢ aus, die Liinge I, bis zum Punkte ¢ + I, ab, bestimmen eine zu E, gehorige
Zahl t” in einem Abstand vom Endpunkte, welche kleiner als L () ist, usw. Wir be-
trachten zuniichst ein beliebiges der Intervalle der Linge I,, etwa das Intervall
(¢®), ¢ + I). Falls 7 eine darin gelegene ganze Zahl ist, welche der R*® Klein-
schublade angehort, muss — mnach einer obigen Bemerkung — der »entspre-
chende> (d. h. um —#® verschobene) Punkt r—¢* des Intervalles (o, I,) gewiss
der R*" Grosschublade angehéren. Nun liegen aber im Intervalle (o, I) we-

niger als ilé) Punkte der R%*" Grosschublade, und die Anzahl der Punkte <

unseres Intervalles (¢7), ¢® + I), welche der R'*® Kleinschublade angehoren, wird

daher a fortiori kleiner als 4—;" gsein. Da ferner die Anzahl P der betrachteten

Intervalle der Form (t®, ¢® + I) kleiner als j[ ist, finden wir fiir die Anzahl 4,
0

der in diesen P Intervallen gelegenen z der Menge FE,, welche bei der Verschie-
bung um ¢ nicht wieder in Punkte der Menge F. iibergehen, die Ungleichung

A4, <

2[5
2%

SN~

Was ferner die Anzahl A, derjenigen solcher z betrifft, welche in den »Rest-
intervallen» liegen, finden wir durch eine grobe Abschitzung — indem wir fiir
die »Zwichenintervalle» mit Lingen < L(g) einfach die Anzahl aller darin ge-
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legenen ganzen Zahlen abschitzen, und fiir das eventuelle »Schlussintervall> die
41,

obige Abschitzung N benutzen — dass

4, T 41
A, < PL(g) + ¥ <IOL(9)+ i

Die gesuchte Gesamtanzahl A=A, + 4, geniigt somit der Ungleichung

(22) A<87V{+TIOL(9)=I(§+L_(€))

Andererseits ist die Anzahl B gimtlicher Zahlen 7 der Menge F., welche

dem Intervalle (o,I) angehoren, offenbar (wegen &> %’) grosser als ——— — 1

da ja in jedem Intervall der Linge L(%O) mindestens eine solche Zahl 7 liegt;

wegen I>1,>z2L (%’) ist also

“ Nl
() ey

Wir erhalten somit, aus (22) und (23), die Ungleichung

v ) 5) == ()
4<i(_{v:JL=2L(go) §+L(e>);“ o), 2 HR) e
B I 2/ \N I, N I,
2 L (ﬂ’)
2
Durch Wahl von N, also auch von ¢= zij\?’ und danach von J, kbnnen wir offen-
bar jeden der beiden Summanden < ;I@ machen, so dass die gewiinschte Un-
gleichung
4 _1
B ¢

gilt, womit der Satz bewiesen ist. Wir werden ihn im Folgenden iibrigens nur
mit Q=4 verwenden.
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Da uns nun dieser Satz itber die »Fastperiodizitit> der Verschiebungsmenge
E, zur Verfiigung steht, konnen wir unserem Ziele, dem Beweis von Lemma IT,
direkt zusteuern. Da dieses Lemma, falls es fiir ein gewisses ¢ bewiesen ist, a
fortiori fiir jedes grissere ¢ gilt, diirfen wir offenbar beim Beweise annehmen,
dass die gegebene Zahl ¢ aus dem Lemma die Bedingung des Hilfssatzes 9 (mit
Q=4) erfiillt, d. h. dass die Verschiebungsmenge E. fast periodisch bis

auf i ist. Ferner werden wir, nachdem von hier ab fiir alles folgende & fest-

gelegt ist, unter ¢(<¢) und I, Zahlen ¢ und I, im Sinne dieses Hilfssatzes, d. h.
im Sinne der Fastperiodizitit von FE., verstehen, und mit z,, 7,, 7;,... die der
Menge E. angehorigen positiven (ganzen) Zahlen bezeichnen, wachsend geordnet.

In Lemma II dreht es sich darnm, die Gesamtheit aller reellen x mit Hilfe
einer passend gewiihlten festen Anzahl N von Verschiebungszahlen ¢ , ..., 7y 2u
»sieben». Wir stellen zunichst die Frage etwas anders, indem wir eine beliebige
feste Zahl p und die Gesamtheit aller 7, betrachten und fragen, wie dieses u
beschaffen sein muss, damit fir jedes hinreichend grosse N, d. h. fiir
N> N,=N,(u), mehr als ein Viertel der N Produkte

BTy, UTgy..., WTN
numerisch grosser als % (mod. z 7) sind.

Um wunsere Antwort (die eine einfache hinreichende Bedingung liefert)
bequem formulieren zu kénnen, sei die folgende Ausdrucksweise eingefiithrt:

Falls eine Zahl x mod. 27 numerisch = 3 ist, werden wir sagen, dass sie in der

»o-Schublade» gelegen ist (siche Fig. 12); falls « dagegen mod. 2 numerisch

zZ
3

-3
Fig. 12.

13—2454. Acta mathematica. Imprimé le 3 juillet 1924.
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7T

>3% ist, soll sie der »grossen 7-Schublade> angehorig heissen, bzw. der »klei-

nen w-Schublade», falls  mod. 2z numerisch >;—t- ist. Es ist klar, dass eine

Swumme x,+x, in die grosse m-Schublade fallt, wenn =z, in der o-Schublade, x,
in der Eleinen r-Schublade liegt. Wir geben nunmehr die folgende Antwort auf
die oben gestellte Frage:

Hilfssatz 10. Dafiir, dass die reelle Zahl u so beschaffen ist, dass fiir jedes
N> N,=N,(u) mehr als ein Viertel der N Produkte pv,, ut,,..., utx numerisch

grasser als % (mod.z7) sind (d. h. in die grosse m-Schublade fallen), ist hin-

reichend, dass p die folgende Eigenschaft besitzt:

>Rigenschaft xv.> Es soll in der Verschiebungsmenge E, (wo ¢ die obige Zahl
<& 9st) eine positive Zahl t derart existieren, dass das Produkt ut in der kleinen
7t-Schublade liegt.

Mit anderen Worten: falls es nur eine »feine» Verschiebungszahl ¢ gibt,
fiir die das Produkt ut in die kleine m-Schublade fillt, so wird es sehr viele von
den »groben» Verschiebungszahlen z geben, fiir welche pur in die grosse z-
Schublade fillt.

Beweis. Der Beweis basiert darauf, dass die Verschiebung um ¢ einerseits
die Menge der z fast ganz in sich tiberfiithrt, wihrend sie andererseits ein Pro-
dukt uz aus der o-Schublade in ein Produkt u(r+f) der (komplementiren)
grossen m-Schublade verwandelt.

Bs sei also u eine Zahl mit der Eigenschaft s, und ¢ eine positive Zahl
in E,, fir welche ut in der kleinen z-Schublade liegt. Wir wiihlen N, derart, dass

Ny>4t und N,>1,

ist, wo I, die obige (von g unabhiingige) Zahl bedeutet, und behaupten, dass
dieses N, unsere Forderung erfiillt. Es sei also N> N,, und es bezeichne A die
Anzahl derjenigen der N Zahlen 7,, 7., ..., 7y, deren Produkte mit dem Faktor u
in die grosse n-Schublade fallen, dagegen B=N—A die Anzahl der iibrigen
dieser N Zahlen, deren Produkte mit ux also in die o-Schublade fallen. Wir
haben zu beweisen, dass

N

4 >-
4
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ist. Bs bezeichne hierzu B, die Anzahl derjenigen unter den obigen B Zahlen,
welche im Intervalle o<z =ty—t liegen (wo zy—¢ wegen 7y =N positiv ist);
dann ist B,=B—{f weil ja das Intervall tx—t<x =<y iiberhaupt nur ¢
ganze Zahlen enthilt; also ist (wegen N> N,> 41)

BlgB"—t>B’_‘§‘

Es seli nun ¢ irgend eine dieser B, Zahlen; wir verschieben sie um £, d. h.
wir bilden die Zahl z+¢. Diese Zahl z+¢ wird dann im Intervalle
o<z =<y liegen, und ihr Produkt mit u wird in die grosse 7- Schublade
fallen (weil ja uz in der o-Schublade und p ¢ in der kleinen n-Schublade liegt),
woraus folgt, dass 7+ ¢ gewiss eine der obigen 4 Zahlen sein wird, falls
sie iiberhaupt zur Menge F, gehort. Nun wissen wir aber nach dem Hilfs-
satze 9, wegén ty= N> N,> I,, dass von den simtlichen N Zahlen v, 7,,...,7x

(und also um so mebr von den B, Zahlen) weniger als iN bei der Verschiebung

um ¢ nicht wieder in Zahlen der Menge E. iibergehen, und erhalten somit

A>BI—E>B—E-
4 2

Hiermit ist aber der Satz bewiesen; denn aus A>B——g und 4+ B=N folgt
ja, dass 4> ? ist.

Wir werden nunmehr untersuchen, wie sich die Zahlen, welche die Eigen-
schaft s besitzen, auf die u-Achse verteilen. Hierzu beweisen wir zunfichst den
folgenden Satz, der besagt, dass die Menge dieser Zahlen eine offene Punkt-
menge ist, und iberdies eine wichtige Gleichmigsigkeitseigenschaft be-
hauptet:

H{lfssatz 11: Falls die Zahl u, die Eigenschaft s besitet, komnen wir ein so
klesnes Intervall ¢ um p, legen, dass

1) jede Zahl p in diesem Intervalle i, ebenfalls die Eigenschaft m besitel
und somit fiir jedes hinreichend grosse N wmehr als ein Viertel der N Produkte

BTy, ... uTN numerisch grisser als G mod. 2z sind, und dass
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2) in der letzten Aussage die Worte »fiir jedes hinreichend grosse N> gleich-
mdssig tn u gelten, d. h. dass ein von u unabhingiges Ny=2N,({,) derart existiert,
dass es fir jedes u im Imtervalle i, geniigt, N> N, zu wdhlen.

Beweis: Dass u, die Eigenschaft m besitzt, bedeutet, dass wir in E, ein
positives ¢, etwa t=t{,, so finden konnen, dass u,?, in der kleinen n-Schublade
liegt. Nachdem £, festgelegt ist, wihlen wir das Intervall 7, so klein, dass
filr jedes u in diesem Intervalle das Produkt ui,, ebenso wie pf,, in
der kleinen n-Schublade liegt, was offenbar aus Stetigkeifsgriinden moglich
igt, weil die kleine n-Schublade ein offenes Intervall ist. Dieses Intervall 7, wird
alsdann den Bedingungen des Satzes gentigen; denn 1) besitzt jede Zahl u in 4,
die Eigenschaft =, da ja ihr Produkt mit einer passend gewihlten positiven
Zahl t der Menge E,, nimlich mit der Zahl {=¢{,, in die kleine 7-Schublade
fillt, und 2} gibt es ein von u unabhingiges N, derart, dass fir jedes y in
7o und jedes N> N, mehr als ein Viertel der N Zahlen w<z,,..., w7y numerisch

i .
6
Hilfssatzes 10, ausser der von g unabhiingigen Bedingung N, > I,, nur der ein-

grosser als — (mod.27) ist; in der Tat wurde die Zahl N, im Beweise des obigen

zigen Bedingung N,> 4t unterworfen, und wir haben ja hier fiir alle u in 7,
dasselbe ¢, ndmlich {=¢,, verwenden konnen.

Wir betrachten danach die »unangenehmen» p, d. h. die Zahlen u, welche
nicht die Bigenschaft s besitzen.! Wir beweisen den folgenden Satz, womit
wir uns dem Lemma II sehr niihern:

Hilfssatz 12. Die Menge der Zahlen p, welche nicht die Eigenschaft m be-
siteen, hat keine Hdufungspunkte, und es liegt somit in jedem endlichen Intervall nur
etne endliche Anzahl von solchen Punkten.

Boweis. Es sei u, eine ganz beliebige reelle Zahl; wir sollen zeigen, dass
sie nicht Hiufungspunkt von Zahlen p ist, welche nicht die Eigenschaft x be-
sitzen, d.h. dass wir um den Punkt x, ein kleines Intervall (u,—h,, u, +h,) derart

! Es sei bemerkt, dass diese Menge gewiss alle Multipla von 27 enthiilt und also nicht leer
ist; in der Tat wird, falls =2 n ist, fiir jede Zahl ¢ der Menge F, gelten — da { ja ganz-
zahlig ist — dass das Produkt ut kongruent 0 mod. 27 ist, so dass also keine Zahl ¢ in Ejp
existiert, fiir welche g ¢ in die kleine n-Schublade fillt. Dass die Multipla von 2 diese besondere
Rolle spielen, liegt iibrigens nur daran, dass wir, sus Bequemlichkeitsgriinden, eben mit den ganz-
zahligen Verschiebungszahlen operiert haben.
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legen konnen, dass sidmtliche Zahlen p < u, innerhalb dieses Intervalles die Eigen-
schaft 7 besitzen. Falls u, selbst die Eigenschaft & besitzt, haben wir dies schon
in dem Hilfssatze 11 bewiesen; wir diirfen daher (was iibrigens keine Hilfe beim
Beweise ist) annehmen, dass u, selbst nicht die Eigenschaft s besitzt, also dass
es keine positive Zahl ¢ in F, gibt, fiir welche g, t in der kleinen 7-Schublade
liegt. Dagegen gibt es gewiss Zahlen ¢ in E,, fiir die pu,¢ in die o-Schub-
lade fdllt; und @ zwar »ziemlich viele»; wir werden nimlich zeigen, dass
es eine Linge L'=L(u,) derart gibt, dass jedes Intervall dieser Linge L’
mindestens ein solches ¢ der Menge FE, enthdlt. In der Tat:

1) Falls p,=o ist, ist dies sofort klar, weil hier fiir alle ¢ in E, das Pro-
dukt p, t gleich o ist und also in die o-Schublade fillt, so dass wir daher als L’
einfach eine Linge L(¢) im Sinne des Hilfssatzes 7 verwenden kénnen, d. h.
eine Linge L mit der Bigenschaft, dass jedes Intervall dieser Linge mindestens
eine Zahl der, Menge E; enthilt.

2) Falls u,=Fo, lautet die Behauptung: Es gibt eine Liinge L’ derart, dass
jedes Intervall dieser Liinge eine Zahl ¢ der Menge FE, (also eine zu ¢ gehorige
ganzzahlige Verschiebungszahl ¢) enthiilt, fiir welche das Produkt u,¢ von

einem ganzen Multiplum von 2x um weniger als % abweicht, d. h. deren Ab-

stand von einem ganzen Multiplum von »= 27” kleiner als 6|—n_‘u| =7 ist. Die Exi-
1 1

stenz einer solchen Linge L’ haben wir aber, eben mit Hinblick auf diesen Be-
weis, in dem Hilfssatze 8 nachgewiesen.

Nachdem die Existenz dieser Linge L’ festgestellt ist, konnen wir nun leicht
den Beweis des Hilfssatzes 12 zu Ende fiithren. In der Tat konnen wir zeigen,

dass die Zahl
7T

m=LT

von der erwiinschten Art ist, dass also jede Zahl u=yu,+h mit o <|h| <h, die
Bigenschaft s besitzt, d. h. dass es zu jeder solchen Zahl u=pu,+ h eine
positivé Zahl ¢ in F, gibt, fiir welche das Produkt x¢ in der kleinen
nm-Schublade liegt. Zu diesem Zwecke markieren wir in jedem der Intervalle
(o, L), (L',2L),...,(n—1) L', nL'),..., eine Zahl ¢ der Menge E, mit der vorher
erwihnten Eigenschaft, d. h. eine solche Zahl ¢, fiir welche das Produkt u,¢ in
die o-Schublade fillt, und bezeichnen diese ¢ mit
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ich behaupte, dass es unter diesen Zahlen eine gibt, deren Multiplum mit
u==p,+h in der kleinen m-Schublade liegt. Hierzu brauchen wir nur zu be-
denken, dass wegen der Ungleichung

1<t g IS

die Folge ht', ht”,...,ht™ ... monoton ist und der Ungleichung
o< |h| = |tV —tWp|<2L'|h| < n

geniigt; denn hieraus folgt sofort die Existenz eines ™, fiir welches ht™ (mod. 2 )
im Intervalle (g; —3;) liegt, und fiir dieses t™ wird ja (u, + h) t™ =p, t™ + K™

in die kleine =-Schublade (%z, é;—t) fallen, weil u,t™ in der o-Schublade

—n .
(T, E) gelegen ist.

Nunmehr sind wir im Stande das Lemma II, und damit den Fundamental-
satz, zu beweisen.

Beweis von Lemma XI. Es sei also ausser unserem ¢>>o0 eine Zahl 2>o0
beliebig gegen. Wir markieren diejenigen Zahlen p des abgeschlossenen Inter-
valles —Q=<u=<Q, welche nicht die Eigenschaft s besitzen. Von solchen
Zahlen u gibt es, nach dem Hilfssatze 12, hochstens eine endliche Anzahl; wir
bezeichnen sie mit P;, P,,..., Py und behaupten, dass diese Zahlen P, die
Forderung des Lemma erfiilllen. In der Tat werden wir zeigen, dass sich, falls
o beliebig klein gewihlt ist, die Zahl N = N(w) so gross bestimmen lisst, dass,
wenn wir die N ersten positiven ganzzahligen Verschiebungszahlen z,, 7,,...,ox
der Menge FE. betrachten, fiir jedes u, welches innerhalb des Intervalles
(—9, 2) aber ausserhalb der M Intervalle (Pn— w, Pn + w) liegt, mehr als ein
Viertel der N Produkte

BTy, UTsy ..., WTN

numerisch grosser als % (mod. 2z #) sind.

Zu diesem Zwecke bestimmen wir, nach dem Hilfssatze 11, zu jeder
Zahl p im abgeschlossenen Intervalle — Q2 <u=£, welche nicht eine der
obigen M Zahlen P, ist, d. h. welche die Eigenschaft s besitzt, ein kieines In-
tervall 7(u) um den Punkt u herum und eine zugehorige ganze Zahl N, derart,
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dass fiir jedes N> N, mehr als ein Viertel der Produkte der N Zahlen 7,,7,,...,7nx

mit einer beliebigen Zahl des Intervalles ¢ (1) numerisch > % (mod. 2 #) sind. Dann

»gehort> zu jedem Punkte p des abgeschlossenen Intervalles —Q=pu<Q
ein gewisses Intervall um den Punkt herum, némlich, falls u eine der M Zahlen
Py, ist, das Intervall (Pp—w, Pn+w), und falls u==P,, P,,..., Py ist, das Inter-
vall 7(u). Folglich gibt es nach dem Hrine-Borrr'schen Uberdeckungssatz
unter diesen Intervallen eine endliche Anzahl, welche schon fiir sich das ganze
Intervall —Q=u<2 iberdecken. Von diesen letzten Intervallen lassen wir
nun die (etwaigen) Intervalle (P,—w, P,+w) weg; dann bleibt eine endliche
Anzahl von Intervallen der Art ¢(u) zuriick, etwa

7’.(”’1), i(ﬂz)a vy g (["R):

welche gewiss alle Punkte u, welche innerhalb des Intervalles (—£, Q)
aber ausserhalb der M Intervalle (Pp—w, Pn+w)liegen, iiberdecken. Zu
jedem dieser R Intervalle gehort aber ein Zahl N,, etwa N,, N.,..., N{® und

es ist klar, dass eine Zahl N, welche grosser als diese R Zahlen ist, unserer
Forderung geniigt.

KAPITEL IIIL

Fourierreihen mit linear unabhiingiger Exponentenfolge.

Es sei flx) eine fast periodische Funktion, deren Fourierreihe 3 A4,6n®
unendlich viele Glieder enthilt. Das Ziel dieses Kapitels ist der Beweis
des folgenden Satzes:

Ronvergenzsatz. Falls die Fourierexponenten A, der Funktion f(x)oo3 A, e4n®
linear unabhdngig sind, d. h. falls bei keinem N eine Relation der Form

Cydy+ Cydy+ - + CyAy=0

met rationalen nicht samilich verschwindenden Zahlen C,, C,, ..., Cx besteht, wird
nicht nur die Reihe 3| An|?, sondern auch die Reihe 3| An| selbst konvergieren.

Hieraus folgt sofort das
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Corollar. Fiir jede fast periodische Funmktion f(x)oo3ZAnen® mit linear un-
abhingiger Exponentenfolge ist die Fourierresthe = Aneé™n®* m gewdhnlichen Sinne
konvergent, und zwar gleichmdssig fiir —oo <z < o, mit der Summe flx).

Denn die gleichmissige Konvergenz der Fourierreihe fiir —oo < <<
folgt sofort aus der Konvergenz der Majorantenreihe 3| 4,|, und aus der gleich-
miissigen Konvergenz von I A,e*a® folgt weiter (nach dem Corollar des Eiu-
deutigkeitssatzes), dass die Summe der Reihe mit der gegebenen Funktion f(x)
itbereinstimmt,

Der Beweis verliuft so, dass man aus der mittleren Konvergenz der
Fourierreihe 3 A4, ¢*4n%, also aus der Limesgleichung

N
(24) lim M{If(x)——z Ay} =0
N—r0 1
auf die gewohnliche Konvergenz, ja sogar auf absolute Konvergenz, schliesst.
Der Grund fiir die Moglichkeit eines solchen Schlusses besteht darin, dass aus der Di-

N
vergenz von | 4a| folgen wiirde, dass bei grossem N der Abschnitt ) Ane?n®
1

nicht nur‘ in gewissen Punkten der a-Achse numerisch sehr gross sein wiirde,
sondern dass diese Punkte sogar Intervalle ausfiillen wiirden, deren relative Linge
(im Vergleich zur ganzen a-Achse) fiir N—® nicht unendlich klein wire; dies
ist aber mit der Limesgleichung (24) nicht vertriglich.!

Wir teilen den Beweis in drei Paragraphen ein.

§ ro.

Hilfssiitze aus der Theorie der diophantischen Approximationen.

Neben dem Fundamentalsatz aus Kapitel IT ist das wesentlichste Hilfs-
mittel beim Beweise des Konvergenzsatzes der berithmte Approximationssatz:

! Dieses Benehmen im Spezialfalle der linearen Unabhingigkeit der Exponenten steht in
interessantem Gegensatz zu dem Verhalten in dem entgegengesetzten Sonderfalle, wo die Exponenten
eine einfache arithmetische Progression bilden und also besonders stark linear verkniipft sind. In der
Tat kann man hier nicht, wie ans der Theorie der gewohnlichen Fourierreihen bekannt ist, aus

N
der Divergenz der Reihe Zlanl schliessen, dass die Abschnitte Z a, einkz beliebig grosse Werte
— N
annehmen; und selbst wenn dies eintritt, liisst sich darams nicht folgern, dass die relative Lénge
der entsprechenden Intervalle der x-Achse fiir N— o ober einer festen positiven Schranke bleibt.
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Kronecker'scher Satz. s seien Ay« oo, Ay linear unabhdngige reelle Zahlen,
und py, ..., ux beliebige reelle Zahlen. Dann gibt es zu jedem ¢ > o ern reelles
x und dazu gehorige ganze Zahlen g, ..., gn, so dass die N Ungleichungen

|zdn—pn—gn]| < & p=1,...,N)

samilich erfillt sind.

Geometrisch sagt dieser Satz aus, dass im Einheitswiirfel o < 7, <1
(n=1,...,N) des N-dimensionalen Raumes die Punkte @., die aus den Punkten
der Geraden

M=%k, =Tz, ..., Ny=hy (—o<z<w)

durch Reduktion der Koordinaten modulo 1 entstehen, iiberall dicht liegen.

Um im folgenden eine den Rand des Einheitswiirfels betreffende, im Wesen
der Sache nicht liegende Schwierigkeit zn vermeiden, ziehen wir vor, mit Weyz,
statt von dem gewdohnlichen N-dimensionalen euclidischen Raum Ey, lieber von
dem »geschlossenen» N-dimensionalen euclidischen Raum Gy (der mit
einem N-dimensionalen Torus hom&omorph ist) zu sprechen, welcher aus Ex ent-
steht, wenn jedes System von unter einander modulo 1 kongruenten Punkten
(D1, .-, Mn) als ein einziger »>Punkt> aufgefasst Wir&, wenn also zwei Werte-
systeme (1,,..., 7y und (3, ...,7y), fir welche 7, =17, (mod. 1) sind, identifi-
ziert werden; dieser Raum Gy heisst »euclidisch», weil zu jedem Punkt desselben
eine Umgebung gehort, wo die euclidische Geometrie giiltig ist.

Wir brauchen den Kroneckgr'schen Satz — dass die Punkte der obigen Ge-
raden im geschlossenen Raum Gy iiberall dicht liegen — in einer von WEevL
verschiirften Form, wo er besagt, dass diese Punkte sogar itberall gleich dicht
liegen.! Fiir die spitere Anwendung wird es bequem sein, diesen verschirften Satz
so zu formulieren, dass die betrachtete Gerade des N-dimensionalen Raumes
nicht eben durch den Anfangspunkt (o, o,..., 0), sondern durch einen beliebig
gegebenen Punkt (6, 6;,. .., Oy) des Raumes gezogen wird.

Rronecker-Weyl'scher Satz. FEs seien ,,..., Ay linear unabhéngige, und 0,,...,0x
beliebige reelle Zahlen. Es sei ferner im geschlossenen Rawm Gy ein parallel den
Achsen orientiertes Parallelepiped P mit den Seitenlingen dn <1 wund dem Rawm-

! H. WEv1, Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins, Math. Ann. Bd. 77, (1918),
S. 313—8562.

14—2454. Acte mathematica. 45. Imprimé le 5 juillet 1924,
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tnhalt I=d, dy - dy beliebig gegeben, und es bedeute Q= Q (P, T) die Menge
aller Werte ©x im Intervalle — T <x < T, fiir die der durch die Koordinaten
0, +zdy, ..., O0k+xdy) bestimmte Punkt dem Parallelepiped P angehort. Dann
besteht bei jedem T > o die Menge Q aus den Punkten einer endlichen Anzahl
von Intervallen, und es gilt, wenn L{T) die Summe der Linger dieser Intervalle
bezeichnet, die Limesgleichung

lim L(T) _ I,

T ZT—

Mit anderen Worten: es ist die relative Linge der Intervalle der x-Achse,
fir welche der Punkt Q.: (8,+zk,,..., Ox+xiy) dem Parallelepiped P ange-
hort, gleich dem Inhalte I des Parallelepipedes, d. h. gleich der apriorischen
Wahrscheinlichkeit, dass ein willkiirlich gewiihlter Punkt (yy,..., nx) in das
Parallelepiped hineinfallt.

Was den Beweis dieser Verschirfung des Kronkcker'schen Satzes anbe-
langt, sei bemerkt, dass die darin behauptete gleichmissig dichte Verteilung,
wie vom Verfasser gegeigt!, direkt aus dem Uberalldichtliegen gefolgert werden
kann. Es muss aber gleich hinzugefiigt werden, dass sich bei vielen anderen
Problemen iiber gleichmiissige Verteilung die urspriingliche Wxyr'sche Beweis-
methode als die »eingig richtige» erwiesen hat.

§ 11
Ein Hilfssatz iiber geometrische Wahrscheinlichkeit.
Bevor wir den vorhergehenden Satz iiber diophantische Approximationen

auf unser Problem anwenden konnen, miissen wir zunichst den folgenden
Hilfssatz beweisen.

Hilfssats. Es sei D\r« eime divergente Reihe mit positiven Gliedern wnd
1

die Zahl K> o beliebig gegeben. Dann gibt es eine positive Zahl w und eine
positive ganze Zahl N, mit den folgenden FEigenschaften: Bei jedem N > N, ldsst
sich im geschlossenen euclidischen Raume Gy eine endliche Anzahl v=v(N) von

! Vergl. H. BouR und R. COUBANT, Neue Anwendungen der Theorie der diophantischen
Approximationen auf die Riemannsche Zetafunktion, Crelles Journal, Bd. 144, (1914), 8. 249—274.
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nicht vber eimander greifenden, parallel den Achsen orientierten Parallelepipeden
Puse.., Pv (mit Settenlingen < x) so finden, dass thr Gesamtinhalt > w st, und
Siir jeden Punkt (n,, 1, ..., un) eines dieser Parallelepipede die Ungleichung

(25)

N
2 r,,ew‘f’?n > K
1

besteht. Mit anderen Worten: es ist bei jedem N > N, die Wahrscheinlich-
keit, dass der absolute Wert der Summe

N
Snyn,, ..., nn)= Z LIt
1

die Zahl K iibersteigt, grosser als w.

Boweis. Es werde die ganze Zahl N, so gewihlt, dass

No
Z tn>K+4

=1

ist, wo J eine beliebige positive Zahl, etwa 1, bedeutet, und es sei dann, was
offenbar aus Stetigkeitsgriinden moglich ist, im Nj,dimensionalen Raum Gy, ein
kleiner, parallel den Achsen orientierter Wiirfel ¢ um den Punkt (o,..., 0) so
bestimmt, dass fiir jeden Punkt (5,,...,yn,) dieses Wiirfels die Ungleichung

Ny
Bl (Z rne“"“’n) >K+94

n=1

besteht. Es bezeichne 4,(< 1) den Rauminhalt dieses Wiirfels ¢'; ich behaupte,
dass die obige Zahl N, und die Zahl.
w="2
3
den Forderungen des Satzes geniigen.

Es sei also N eine feste ganze Zahl > N,. Wir betrachten zuniichst einen
beliebigen Punkt (qy, ..., gy, UN+1, - - ., 7x) des Raumes Gw, fiir welchen die N,
ersten Koordinaten (x,...,75) einen Punkt des Raumes Gy, bestimmen,
welcher im obigen Wiirfel ¢’ gelegen ist. Dann gilt die Ungleichung
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N N Ny N
Z rpe¥iml = R 2 rpeim) = R Z ra€¥m) + R Z Fp€¥ it
1 1

1 No+1

N
>K+d+R (Z r,.e”""n),

No+1

woraus sofort hervorgeht, dass die gewiinschte Ungleichung

N
(25) el > K
1

gewiss besteht, falls die (N—N,) letzten Koordinaten (ny,+1,..., 7~) 8o gewihlt
werden, dass sie die Ungleichung

N
(26) R ( Z 1‘,.62”"%) >—94

Ny+1

befriedigen.! Es ist daher unser Hilfssatz bewiesen, falls es gelingt die Existenz
einer endlichen Anzahl »=v(N) von nicht iiber einander greifenden,
parallel den Achsen orientierten Wiirfeln ¢,,..., ¢, des (N—N,)-dimen-

. . . . I
sionalen Raumes Gy-n, mit einem Gesamtinhalt >§ derart nachzu-

weisen, dass fiir jeden Punkt (gy,+1,...,7n~) eines dieser Wiirfel die obige
Ungleichung (26) besteht; denn die » Parallelepipede p,, ..., p, des N-dimen-
sionalen Raumes Gy, welche dadurch bestimmt werden, dass jedes von ihnen bei
Projektion auf den Raum Gy, den Wiirfel ¢’ ergibt, wihrend ihre Projek-

! Es mag zur Erliuterung bemerkt sein, dass es bei der folgenden Ahschitzung der Wahr-

N N,
scheinlichkeit dafiir, dass der Rest 2, den Anfang 2 nicht herunterdriickt, also dass etwa
No+1

N N
R Z rneﬂm'nn) >0 ist, darchaus wesentlich ist, dass man die ganze Vektorsumme Z r, €378,
AN+l Not+1

zusammenh#lt und nicht etwa so grob verfihrt sie in ihre einzelnen Glieder aufzulosen und zu
verlangen, dass jedes Glied fiir sich einen positiven Realteil haben solle. Denn hierbei wiirde bei

1
Vergrosserung von N um eine Einheit offenbar jedesmal ein neuer Faktor 3 hinzukommen — ent-

sprechend der Wahrscheinlichkeit, dass der neue Vektor gerade in die positive Halbebene zeigt —
und man bekime also nicht fiir N—> o eine feste positive untere Schranke fiir die gesuchte Ge-
samtwahrscheinlichkeit,
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tionen auf den komplementiren Raum Ga_y, je auf einen der » Wiirfel ¢;,.. ., ¢,

fallen, werden ja alsdann von der im Satze erwiinschten Art sein, d. h. ibr
Gesamtinhalt ist >4, - ;: = und in jedem Punkt (z,,...,7y) eines dieser Paral-
lelepipede gilt die Ungleichung (25).

Um die Existenz solcher Wiirfel ¢7,..., ¢, des (N — N)-dimensionalen

Raumes Gy—n, zu beweisen, betrachten wir zunichst die Menge E der simt-
lichen Punkte (gn,+1, ..., yy) des Raumes Gy—y,, fiir welche die Ungleichung (26)
besteht. Hs ist diese Menge K offenbar (aus Stetigkeitsgriinden) eine offene
Menge, d. h. falls @ ein Punkt der Menge ist, wird eine gewisse Umgebung
von Q ebenfalls der Menge angehoren, und es ist daher die Menge E im Lebes-
gue’schen Sinne messbar, etwa mit dem Masse I Um unsere Behauptung,
dass die Menge FE eine endliche Anzahl von nicht iibereinander greifenden, parallel

den Achsen orientierten Wiirfeln mit einem Gesamfinhalt >§ enthilt, zu be-
griinden, geniigt es daher nachzuweisen, dass das Mass I’ der Menge E gros-

I, . o . ..
ser als 5 ist; denn aus jeder offenen Punktmenge mit einem Mass > ¢, lisst

sich bekanntlich eine endliche Anzahl von Wiirfeln herausgreifen, deren Gesamt-
inhalt ebenfalls > ¢ ist.

Es ist hiermit der Beweis auf die Ungleichung F>§ zuriickgefiithrt; wir

werden iibrigens zeigen, dass

~
[\
[SES

ist. Zu diesem Zwecke betrachten wir gleichzeitig mit unserer Menge E, welche

aus allen Punkten (gy,41,...,7y) des Raumes Gn—n, besteht, fiir welche die
Ungleichung
N
(26) %R( > rnez’“'"n) > —4
Not1
gilt, die Punktmenge E* welche aus denjenigen Punkten (nn,+1,...,ny) des

Raumes Gy-n, besteht, welche die Ungleichung

N
(26%) R ( Z rnem""n) <4

No+1
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befriedigt. Es ist klar, dass die beiden Mengen E und E* mit einander
kongruent sind und daher dasselbe Mass besitzen; denn falls der Punkt
Q:(yn+1, ..., 7n) einer dieser beiden Mengen angehort, wird der Punkt

Q,: (WNDH + g, N T 2), welcher aus @ entsteht, wenn alle Koordinaten um

]2—: geiindert werden, offenbar der anderen Menge angehéren, so dass die eine Menge

aus der anderen durch eine einfache »>Parallelverschiebung» hervorgeht. Nun
erfilllt aber jeder Punkt (yw+1,..., y~) des Raumes mindestens eine der Un-
gleichungen (26) und (26*), d. h. die Vereinigungsmenge der beiden Punktmengen
E und E* gibt uns den ganzen Raum Gy_n, Hieraus folgt aber sofort, da E
und E* beide das Mass I haben und der ganze geschlossene Raum Gy_», vom

Masse 1 ist, dass 2 "= 1 sein muss, d. h. dass l"gg ist.

§ 12.

Beweis des Konvergenzsatzes.

Es sei f(x) ZA,.e“n” eine fast periodische Funktion mit linear unab-
1

hingiger Exponentenfolge; wir haben die Konvergenz der Reihe 3|A4,| zu be-
weisen. Wir filhren den Beweis indirekt und nehmen also an, dass 3| 4.|
divergiert. Es sei

Ap=1rae¥n (r,>0) und Ad,=27h,

gesetzt; wir betrachten gleichzeitig mit der Fourierreihe

(27) Z Apéidn® = Z €37 Ont2n2)
1 1
die Reihe
(28) Z Tn e i’ln’
1
WO 7y, 7g, .-+ Tny... von einander unabhingige Variable bedeuten. Wir

setzen nunmehr K=@G+1, wo G wie immer die obere Grenze von |f(x)] be-
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zeichnet, und wenden den Hilfssatz des § 11 auf die divergente Reihe mit posi-

tiven Gliedern 3r, und die Zahl K > 1 an, Der Hilfssatz ergibt uns alsdann

die Existenz einer positiven Grosse w und einer positiven ganzen Zahl N, der-

art, dass fir jedes feste N> N, die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der
N

Abschnitt Zrne‘“"ﬂn der Reihe (28) numerisch grosser als K ist, grosser als w
1

ausfillt. Hieraus folgt aber weiter nach dem Kroxecker-WEryL'schen Satze,

dass fiir jedes N > N, die relative Linge der Intervalle der x-Achse, fiir welche
N N

der Abschnitt D)r,e?™?*#= der Fourierreihe (27) numerisch grosser als K
1

ist, ebenfalls grésser als w sein wird. Nun gilt aber in jedem Punkte z, in
welchem

>K

N
Z A edn®
1

ist, die Ungleichung

=

N
Sl — 3 dnettae

N
> A,.e“n"l —1f@)] > E—G=r1,
1

und es wire somit fiir jedes N > N,

2 1
M{ }==h'm———

Te—ow 2 T
-7
Dies vertriigt sich aber nicht mit dem Fundamentalsatz, nach welchem fiir
N—-> w
2
M { }—9 0.

Hiermit ist der Konvergenzsatz bewiesen.

Wir bemerken schliesslich noch, dass sich durch Kombination des Konver-
genzsatzes mit dem Satze XII des § 3 das folgende Resultat ergibt: Es ses
Ay, Ay, ... eine beliebig gegebene Folge von linear unabhingigen Zahlen; dann ist
dafiir, dass etne Rethe = An,é4n® als Fourierreshe zu einer fast periodischen Funk-
tion gehort, notwendig wnd hinreichend, dass 3| An| konvergiert. Denn einerseits

N

f(0) — 3 Aneitnr

1

2
dxr > w.

y N
() — 3 dactin®

N
f(fl') '_' 2 AneiA"x
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wird, falls 3| A.| konvergiert, (nach dem Satze XII) die Reihe I A,e"n® gewiss
eine Fourierreihe sein, nimlich die Fourierreihe der Summe flz)=23 A, ¢4r*; und
andererseits ist, falls 3 A4,¢4n* die Fourierreihe einer fast periodischen Funktion
bildet, (nach dem Konvergenzsatz) die Reihe 3| A,| konvergent,

Diese Tatsache zeigt besonders deutlich, wie gross der Unterschied ist
zwischen Fourierreihen mit linear unabhingigen Exponenten und den gewohn-
lichen Fourierreihen rein periodischer Funktionen, wo die Exponenten eine arith-
metische Progression bilden. Denn es scheint bekanntlich nicht méglich zu sein,
einfache notwendige und hinreichende Bedingungen aufzustellen, welche eine
Zahlenfolge {a.; erfilllen muss, um die Folge der Fourierkonstanten einer rein
periodischen stetigen Funktion zu sein.

ZUSATZE.

1. Zur Definition der Fastperiodizitiit.

Die Definition, durch welche wir aus der Gesamtheit aller (fiir — o< <
stetigen) Funktionen die Klasse unserer »fast periodischen» Funktionen heraus-
gehoben haben, war die folgende: Zu jedem e>0 soll es eine Ldnge 1=I(¢) derart
geben, dass jedes Intervall dieser Linge mindestens eine zu ¢ gehirige Verschiebungs-
zahl der Funktion f(x) enthdlt. Es erhebt sich von selbst die Frage, ob man
nicht vielleicht -— unter Beibehaltung des Gedankens, die Existenz von »Ver-
schiebungszahlen» zu fordern — andere und noch einfachere Definitionen hitte
aufstellen konnen, die ebenfalls zu wichtigen und abgerundeten Klassen von
Funktionen hiitten fithren konnen, welche anch als natiirliche Verallgemeinerung
der Klasse der rein periodischen Funktionen anzusehen wiiren. In diesem Zu-
satze sollen einige Bemerkungen zu dieser Frage gemacht werden, welche zeigen,
dass die bei einem ersten Versuche etwa am naheliegendsten erscheinenden
Definitionen nicht zu diesem Ziele fiihren.

I. Zunichst konnte man, um zu einer Verallgemeinerung der rein perio-
dischen Funktionen zu kommen, von den zu betrachtenden Funktionen (die immer
stetig gedacht sind) nur verlangen, dass es tiberhaupt zu jedem &>o eine von Null
verschiedene Verschiebungszahl w(g) geben soll. Dass aber hierdurch keine Klasse
von Funktionen abgegrenzt wird, welche auch nur irgend etwas Charakteristisches
von den Eigenschaften rein periodischer Funktionen beibehalten haben, geht z. B.
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daraus hervor, dass schon jede Funktion, die nur gleichmissig stetig ist,
zu dieser Klasse gehort; in der Tat lisst sich ja zu jeder solchen Funktion f(x),
falls £>o0 beliebig gegeben wird, ein & so klein bestimmen, dass fiir alle z die
Ungleichung | f(z+0)—f(x)|<e besteht.

II. Es ist nach der obigen Bemerkung klar, dass man, um wirklich
periodenartige Eigenschaften zu erhalten, dafiir sorgen muss, dass zu jedem ¢>o0
Verschiebungszahlen z==z(c) existieren, die nicht mit ¢ gegen Null konvergieren.
Es wiire demnach natiirlich die folgende Definition aufzustellen: Zu unserer
Funktionenklasse sollen diejenigen Funktionen f(x) gerechnet werden — wir wollen
sie zur Abkiirzung »periodenartig> nennen — fiir welche es erne absolute Konstante
c¢>o0 derart gibt, dass bes jedem ¢>0 eine Verschiebungszahl tv=v(s) existiert, die
>c 4st. Bs sei sogleich die Bemerkung hinzugefiigt, dass diese Definition von
dem besonderen Werte von ¢ unabhingig ist, weil die aufgestellte Forderung
tatsiichlich damit aequivalent ist, zu verlangen, dass es zu jedem & unendlich
viele Verschiebungszahlen z(¢) gibt und unter ihnen beliebig grosse. Falls

. ‘
N
bungszahl ist, wo die ganze Zahl N so gross gewiihlt ist, dass Ne>T ausfillt,
wird die Zahl =Nz, offenbar eine zu ¢ gehérige Verschiebungszahl sein, welche
>T ist.

Das Ziel dieses Zusatzes ist nun vor allem der Nachweis, dass auch diese
Definition — im Gegensatz zu unserer Definition der fast periodischen Funk-
tionen, wo ja »etwas» mehr verlangt wurde — nicht zu einer abgerundeten
Klasse von Funktionen fithrt. In der Tat werden wir den folgenden, auch an
sich ganz interessanten Satz beweisen:

nidmlich T beliebig gross gegeben wird und z,>¢ eine zu — gehorige Verschie-

‘Es braucht die Summe zweier periodenartiger Funktionen nicht wieder perioden-
artig zu sein. ‘

Wir werden zunichst ein charakteristisches Beispiel einer periodenartigen
(iibrigens beschrﬁnkten und gleichmiissig stetigen) Funktion konstruieren’, aus dem
wir dann den obigen Satz unmittelbar werden ableiten kinnen.

Beispiel einer periodenartigen Funktion. Wir bemerken zuniichst,
dass es, um die »Periodenartigkeit> einer Funktion zu erkennen, offenbar geniigt,
an Stelle aller £>o0, nur eine Folge von gegen Null abnehmenden Zahlen &, etwa

! Nur aus Bequemlichkeitsgriinden werden wir sie aus geradlinigen Stiicken aufbauen; dass
hierdurch ihre Ableitung unstetig wird, ist vollig belanglos.

16~-2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 5 juillet 1924.
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. I I I . o .
die Folge 23 U ins Auge zu fassen; so werden wir in unserem Bei-

spiel die Periodenartigkeit der angegebenen Funktion f(z) dadurch nachweisen,
dass wir eine Reihe von wachsenden positiven Zahlen 7,<7,<--- <7,<<--- derart

angeben, dass 7, eine zu }1 gehorige Verschiebungszahl ist, d. h. dass bei jedem
n=2, 3, ... die Ungleichung

(29) |f @+ ) —fla)|=
fiir alle « besteht.

Wir gehen nun schrittweise vor.

1*r Schritt. Zunichst bilden wir eine Funktion f(z), die iiberall gleich
o ist, ausser in einem endlichen Intervalle, etwa die Funktion

Sim

1—|z] fir —1=x=r1
o fir |z|>1
(sieche Fig. 13a, S. 115, wo der besseren Ubersichtlichkeit halber der Masstab der
Ordinate vergrossert wurde).
2% Schritt. Die zweite Funktion f,(x) wird durch die Gleichung

=1 flo+a)+fil@)+ filz—n)

definiert (siche Fig. 13 b), wo die positive Zahl 7, beliebig gewihlt ist, mit der
einzigen Einschrinkung, dass die »Hiigel> nicht iibereinandergreifen, d. h. dass
T,—1>1, also 7,>2 ist. Wie aus der Figur unmittelbar zu sehen, erfiillt diese
Funktion f,(z) fiir alle x die Ungleichung

|+ z)—fi(@)] =

NI

Unter der »Liinge» I, der zweiten »Higelkette» werden wir die Linge des Inter-

valles (—~27,—1, 27,+1) also die Zahl 2(27,+ 1) verstehen; hierbei haben wir

auch die beiden »>Nullhiigel», die »iiber» dem Intervalle (—27,—1, —27,+1)

bzw. »iiber» (z7,—I, 27,+ 1) liegen, mit zur Hiigelkette gerechnet (vgl. die Figur).
3% Schritt. Die dritte Funktion f,(x) wird durch die Gleichung

fs<w)=§fg<x+u,)+§ﬁ(m+r,)+f,(x)+§ﬁ<x—rs)+§f2<x~zrs)
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definiert, wo 7, eine beliebig gewiihlte Zahl bedeutet, die nur >/, d. h.
>2(27,+1) sein soll. (Vgl. Fig. 13 ¢; in dieser Figur ist nur die rechte »Hiilfte»
von f;{x) gezeichnet; ausserdem ist der Masstab der Ordinate neuerlich getindert.)
Es ist klar, dass fy(z), sowie f;(x), die Ungleichung

I
VAR ACI B
erfiillt; f;(x) erfiillt aber offenbar ausserdem noch die Ungleichung

|falz+ o) —fil@) =

[SVEN o]

Unter der Liange l; der dritten Hiigelkette werden wir nun die Linge des Inter-
valles (—373—27;—1, 3753+27,+1), d. h. die Zahl z(37;+27,+ 1), verstehen.
Wir fahren in dieser Weise fort und bestimmen die Funktionen f,(x),
JSs(@), ..., indem wir die Funktion f,(x) folgendermassen aus der Funktion fr—:(x)
ableiten:
n** Schritt. HEs wird gesetzt:

n—1

fﬂ(x):" (x"*'m'[u +fn— + Z da— fn—-—l x—mzn)

m==n—1 m=1

wo 7, beliebig gewihlt wird, nur so, dass z,>1I,—;, d. h. {wie durch Induktion
sofort zu sehen) so, dass 7 >2((n—1)%n—+(m—2) 70—t --- +27,+1) ist. Diese
Funktion fn(x) befriedigt offenbar nicht nur (wie fa—;(x)) die —2 Ungleichungen

I
?

Ifn(w‘*"”r)_.ﬁl (x)l =—

(r=2,3,..., n—1)
sondern auch die neue:

| fulz+m)—fule) | =

3|H

Grenziibergang. Wir definieren nunmehr die gewiinschte Funktion f(x)
durch die Limesgleichung

Slz)=1m f(z).

7L =

Es ist klar, dass dieser Limes existiert; denn bei jedem festen x haben die
Funktionswerte fu(x) von einer gewissen Stelle an, d. h. fiir n>N=N(x), einen
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konstanten, d. h. von » unabhingigen Wert. Und es ist ferner klar, dass die
Funktion f(z) periodenartig ist, da sie bei jedem festen n=2 (und alle z) die
Ungleichung

(29) |f @+ e~ @)= >
erfilllt; in der Tat gilt ja fir N=» die Ungleichung
|fle+m)—fula)| < -

welche, wenn wir N gegen Unendlich wachsen lassen (wibrend x und 7. fest-
gehalten werden), in die Ungleichung (29) iibergeht.

Wir gelangen nunmehr zum Beweise unserer Behauptung, dass zwei
periodenartige Funktionen existieren, deren Summe nicht wieder
periodenartig ist. Wir benutzen hierzu zwei Funktionen g(z} und ¥(x) vom
Typus des obigen Beispieles, deren entsprechende Zahlenfolgen 7, wir mit z, und
7, bezeichnen. Es ist klar, dass unsere Aufgabe, die Nicht-Periodenartigkeit von
@(x)+y(x) zu zeigen, gelost ist, falls wir durch Wahl der Gréssen 7, und =, er-
reichen konnen, dass keiner der Hiigel der einen Funktion mit einem
der Hiigel der zweiten Funktion irgend einen Punkt gemeinsam hat,
abgesehen natiirlich vom »Ausgangshiigel> iiber dem Intervalle —1=x=r1; falls
ndmlich dies erreicht ist, wird ja die Summe ¢(x)+1(z) im Punkte z=o0 den
den Wert 1+1=2 haben, aber in jedem Punkte x mit |x| > 1 einen Wert <=

. . I . . o
besitzen, so dass zu einem gegebenen ¢<1 (z. B. zu e=5) gewiss keine beliebig

grossen Verschiebungszahlen existieren. Wir bemerken zuniichst, dass es offenbar
geniigt die ' und 7’ so zu bestimmen, dass bei jedem festen » keiner der
Hiigel der n'® Hilfsfunktion @.{x) mit einem der Hiigel der #t*® Hilfsfunktion
Ya(z) einen Punkt gemeinsam hat (natiirlich immer abgesehen vom Ausgangs-
hiigel). Um nun die Mdglichkeit einer solchen Bestimmung darzutun wenden wir
das Verfahren der vollstindigen Induktion an. Wir bestimmen zuniichst 7, und
7, 80, dass @,(z) nicht mit ¥,(x) in dem erwihntem Sinne kollidiert; dies ist
moglich, weil wir ja die Zahlen z, und ¢, ganz frei wihlen konnen, nur so, dass

sie beide >2 sind. Wir denken uns nunmehr auch noch die Zahlen 7, 7,, ...,7,_,
und 7, 7, ..., 7, , 8o bestimmt, dass @u—i(z) und Yn—i(x) kollisionsfrei sind;

es handelt sich dann darum, nachzuweisen, dass es moglich ist 7, und 7z, so zu
wihlen, dass auch @a(x) und Wa(z) nicht kollidieren. Zu diesem Zwecke wihlen
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wir zuerst 7, so gross im Verhiiltnis zu 7, ,, dass @n(z) nicht mit W,;(z) kolli-
diert, und dann 7, so gross im Verhiltnis zu 7, dass Yn(z) nicht mit @.(z)
kollidiert. Die Durchfiihrbarkeit dieses Verfahrens ist offenbar dadurch gegeben,
dass, falls 7, ..., vo—, festgelegt sind, 7z, ganz beliebig, nur oberhalb einer

gewissen Schranke gewdhlt werden kann. Hiermit ist unsere Behauptung
bewiesen.

Nachdem sich somit gezeigt hat, dass bereits die Frage nach der Invarianz
des Begriffes der »Periodenartigkeit> gegeniiber Addition verneinend zu beant-
worten ist und daher auch diese Definition als nicht gut brauchbar beiseite ge-
legt werden muss, bietet sich wohl unsere Definition der »Fastperiodizitit> als
eine sehr naheliegende dar. Gerade die bei ihr aufgestellte Forderung der
Existenz einer Linge l{s), durch die der Abstand der Verschiebungszahlen auch
nach oben eingeschrinkt wird, macht ein derartiges gegenseitiges Verhalten
zweier Funktionen g(x} und {z), wie es eben im Falle der »Periodenartigkeit»
geschildert wurde, unméoglich. Trotzdem muss es wohl {iberraschend erscheinen,
dass man bereits durch eine so einfache Art der Verallgemeinerung des Begriffes
der Periodizitit zu einer Funktionenklasse gelangen kann, die nicht nur in sich
abgerundet ist, sondern genau diejenigen (stetigen) Funktionen umfasst, welche
in periodische Schwingungen aufgelost werden konnen; es wire wohl kaum von
vorneherein zu erwarten, dass man diese Funktionenklasse durch Verschiebungs-
eigenschaften charakterisieren kénnte, ohne gezwungen zu sein den Verschiebungs-
zahlen ganz andersartige Einschrinkungen, die etwa durch die Schwingungs-
exponenten bedingt wiren, aufzuerlegen.

Ich fiige hinzu, dass mir bei der Aufsuchung der Definition der Fast-
periodizitit der im niichsten Zusatz zu besprechende BoriL-WENNBERG'sche Satz
iiber diophantische Approximationen sehr niitzlich gewesen ist, aus welchem
unmittelbar gefolgert werden wird, dass jede Summe von endlich vielen rein
periodischen Funktionen den in der Definition der Fastperiodizitit aufgestellten
Forderungen geniigt.

Schliesslich sei noch in diesem Zusammenhange, wo von der Definition einer
verallgemeinerten Periodizitit die Rede ist, darauf aufmerksam gemacht, dass
man sich bei gewissen Fragen — vor allem bei der Frage, wann eine gegebene
Reihe = 4, ¢'4n% eine >Fourierreihe» ist, d. h. zu einer bestimmten fast periodischen
Funktion gehdrt — nicht, wie es in diesen beiden Abhandlungen geschieht, anf
die Betrachtung stetiger Funktionen beschrinken kann. Schon im Falle der
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rein periodischen Funktionen wurde ja eine einfache Beantwortung der erwiihnten
Frage (wie sie durch den Rigmsz-FiscHer'schen Satz _‘gegeben wird) erst dann
moglich, als man die beliebigen, nur im Lebesgue'schen Sinne integrierbaren
Funktionen in die Betrachtung einfithrte. Solche Untersuchungen, welche fiir
den Fall der fast periodischen Funktionen nicht ganz einfach erscheinen, wurden
bei diesen ersten Veroffentlichungen ganz ausser Betracht gelassen.

2, Aequivalenz des Corollares zau Satz IIIl mit einem Satz iiber diophantische
Approximationen.

In § 1 haben wir als Corollar des Satzes, dass die Summe zweier fast
periodischer Funktionen wieder eine fast periodische Funktion ist, das folgende
Ergebnis fiir den Spezialfall rein periodischer Funktionen gewonnen:

Satz A. Die Summe

N
Fla)=2), fu(@)

etner beliebigen endlichen Aneahl von stetigen rein periodischen Funktionen ist eine
JSast periodische Funktion.

Wir wollen hier zeigen, dass dieser Satz A seinem eigentlichen Inhalte nach
mit einem bekannten Satz (dem unten stehenden Satze B) iiber diophantische
Approximationen vollig aequivalent ist. Dieser Satz, welcher wohl zuerst von
Boni! bei Gelegenheit seiner Arbeiten iiber die in der Einleitung genannten
squasi-periodischen> Funktionen aufgestellt und dann spiter von WeNyBERG®
bei einer Untersuchung iiber Dirichlet'sche Reihen wiedergefunden wurde, bildet
eine Verschirfung des bekannten DiricELET-KRONECKER'SChen Satzes, nach
welchem in N arithmetischen Progressionen {mp,}, {mp,}, ..., {mpy}, welche
alle vom Nullpunkte ausgehen, immer wieder Punkte m, p;, my Dy, ..., mypy zu
finden gind, die mit beliebig vorgegebener Genauigkeit zusammenfallen.

! P. BoHL, Uber eine Differentialgleichung der Storungstheorie, Crelles Journal, Bd. 131
(1906), 8. 268—321. (Vergl. insb. 8. 279.) Hier ist der Satz zwar nur fiir den Fall ausgesprochen,
wo die reziproken Werte der Zahlen p linear unabhiingig sind, aber daraus folgt sofort seine Giil-
tigkeit fiir beliebige p.

® 8. WENNBERG, Zur Theorie der Dirichlet’schen Reihen, Dissertation (Upsala 1920), S. 19.
Es bedeutet nur eine andere Formulierung des Satzes, wenn er hier fiir stetige statt fiir ganz-
zahlige Parameter ausgesprochen wird.
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Satz B. Es seten p,,...,pn beliebige reelle Zahlen =+ o, und 6> 0 beliebig
gegeben. Dann gibt es eine Lange 1=1(p,,...,pn,d) derart, dass jedes Intervall
dieser Ldnge wmindestens eine Zahl v enthdlt, welche den N diophantischen Un-
gleichungen

|e—m;pi] < 6 (¢=1,..., N; m; ganz)

gentigt, d. h. dass in jedem Intervall dieser Linge ! eine Zahl 7 gelegen ist mit
der BEigenschaft, dass das Intervall (t—d&, 7+ ) einen Punkt jeder der N arith-
metischen Progressionen {mp,}, ..., {mpxy} enthiilt.

Beweis der Aequivalens von Satz A und B. 1) Wir zeigen zuniichst, dass der
Satz A unmittelbar aus dem Satze B gefolgert werden kann. Es seien
also die N rein periodischen Funktionen f;(z),..., fv(x) mit den entsprechenden
Perioden p,,...,pr beliebig gegeben; wir haben bei jedem e>o die Existenz
einer Linge ! derart zu beweisen, dass jedes Intervall dieser Linge eine zu &
gehorige Verschiebungszahl der Summe F (z)=23 f, (z) enthiilt. Zu diesem Zwecke
withlen wir zuniéichst, was aus Stetigkeitsgriinden moglich ist, zu dem gegebenen
¢ das d>o0 so klein, dass bei jedem festen n=r1,..., N die simtlichen Zahlen
der Form

mpnt+d (m ganz, |4’ |<d)
&

2 gehorige Verschiebungszahlen unserer Funktion f (x) sind, und bestimmen

danach zu diesem ¢ und den gegebenen Perioden p,,...,py eine Linge ! im
Sinne des Satzes B so, dass jedes Intervall dieser Linge eine Zahl 7 enthiilt,
welche die Form besitzt

T=m, p,+0,/=m, py+ 8= =my py+dy,
wo gleichzeitig

16, 1<d, |6,/ |<0d,..., |oyl<d

ist. Dann hat dieses ! offenbar die gewiinschte Eigenschaft; denn in jedem

Intervall der Liinge [ liegt ja eine Zahl 7, welche gleichzeitig eine zu —sﬁ ge-

hérige Verschiebungszahl jedes der N Summanden f (x) und daher gewiss eine
zu & gehorige Verschiebungszahl der Summe F(z) ist.
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2) Andererseits ist aber auch klar, dass der Satz B aus dem Satz A
gefolgert werden kann. Wir haben nur (ganz wie bei den Beweisen der Hilfs-
sitze 7 und 8 in § ¢} zu den gegebenen Zahlen p, und der gegebenen Zahl §
des Satzes B die durch die Fig. 14 angegebenen stetigen rein periodischen Funk-
tionen f, (x) (r=1,..., N) mit den Perioden p, zu bilden und zu benutzen, dass

e

=Pl -§ 04 1P
Fig. 14.

nach Satz A die Summe F(z)=X3f, (z) fast periodisch wird. Denn hieraus folgt
ja die Existenz einer Linge ! mit der Eigenschaft, dass jedes Intervall dieser

Linge eine, etwa zu s=§ gehorige, Verschiebungszahl = der Funktion F (x) ent-

hiilt, welche Zahl 7, wie aus der Figur sofort hervorgeht, die gewiinschte Form

T=my p;+0,= - =mypy-+dy (19,1<9)

besitzen muss. v

Wir figen hinzu, dass Bomz aus dem Satze B unmittelbar hat folgern
konnen, dass es zu jeder seiner »quasi-periodischen> Funktionen f(x) eine Linge
I=1(¢) derart gibt, dass jedes Intervall dieser Liinge eine zu ¢ gehirige Ver-
schiebungszahl = enthilt, also, in unserer Terminologie, dass jede quasi-periodische
Funktion auch fast periodisch 7st. Wie schon in der Einleitung bemerkt, werden
wir in der Abhandlung IT ausfiihrlich auf diese Frage eingehen und dabei zeigen,
wie die Bomr'schen Funktionen innerhalb der allgemeinen Klasse der fast perio-
dischen Funktionen in #ibersichtlicher Weise charakterisiert werden konnen.

3. Uber die Integration fast periodischer Funktionen.

Es sei f{x) ® 3 4,é4n* eine beliebige fast periodische Funktion und F (x)
irgend ein unbestimmtes Integral von f(z). Da sich die verschiedenen un-
bestimmten Integrale nur um eine additive Konstante unterscheiden, ist es gleich-

giiltig welches unter ihnen wir betrachten, z. B.
16—2464. Acta mathematica. 45. Imprimé le § juillet 1924,
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F(w)=ff(y)dy-
0

In § 5 haben wir ohne Weiteres beweisen konnen (Satz XXIV), dass bei

jedem festen ¢>o0 das Integral
z+c

ff(y)dy,

x

also die Differenz F (x+¢)— F (x), wieder fast periodisch ist. In diesem Zusatze
werden wir die viel tiefer liegende Frage erdrtern, wann auch die Funktion ¥ (z)
selbst fast periodisch ist.

Man sieht unmittelbar, dass es zur Fastperiodizitit von F(x) notwendig ist,
dass die Fourterrethe von f(x) kein konstantes Glied enthalt, dass also

M{f(@)}=0
ist. In der Tat folgt aus M{f(x)}=c=+o0, d. h. aus

T

. I RT3 _
lim ——ff(x)dx——}_l-lew TF(T) e,

dass F(T)=cT+0o(T) ist, so dass also F(T) nicht einmal beschrinkt bleibt.
Die Bedingung M {f(x)}=o0 geniigt aber nicht — wie es bei den rein perio-
dischen TFunktionen der Fall ist — um die Entwickelbarkeit von F(x) in eine
Fourierreihe, d. h. ihre Fastperiodizitit, zu sichern. Fiir diese Tatsache hat
bereits Bort ein Beispiel gegeben, indem er eine quasi-periodische Funktion f(x)
der erwihnten Art konstruiert hat. Innerhalb der allgemeineren Klasse der fast
periodischen Funktionen wird es aber noch leichter sein ein solches Beispiel unter
den Funktionen mit linear unabhingigen Fourierexponenten anzugeben, wie wir
am Ende dieses Zusatzes zeigen werden.

Bevor wir die Frage behandeln, wann F'(x) wieder fast periodisch ist, be-
merken wir zunichst, dass man mit Hilfe partieller Integration sofort zeigen
kann, dass, falls das Integral F(x) fast periodisch wird, seine Fourierentwicklung
durch die Reihe
A,

Flx)oC+ Zi et4n® (C=const.)
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gegeben ist. In der Tat findet man bei jedem Z==o0

M{F (@) o ti%)= lim % f Flo) =i dar

)_ ——12,T+_M{f( )e Az ___M{f —H.x}’

da ja nach einer obigen Bemerkung die vorausgesetzte Fastperiodizitit von F (x)
die Gleichung M {f(z)}=o, d. h. die Limesgleichung F (7)=0¢ (T}, zur Folge hat.

Fiir seine spezielle Klasse der quasi-periodischen Funktionen hat Boxr die
Frage nach der Quasiperiodizitit des Integrales ¥ (x) vollstindig erledigt, indem
er zu dem schonen Resultat gelangt ist!, dass die blosse Forderung der Be-
schrinktheit von F(x) fiir die Quasiperiodizitit dieser Funktion geniigt. Bei
Betrachtung des scharfsinnigen Bomi’'schen Beweises findet man, dass er unmittel-
bar auf die fast periodischen Funktionen ibertragen werden kann, indem die
einzige Eigenschaft der Funktion f(x), die Bonr zum Beweise heranzieht, eben
diejenige ist, welche unserer Definition der Fastperiodizitit zu Grunde liegt.’
Unser Beweis des folgenden Satzes iiber fast periodische Funktionen ist daher
eine fast wortliche Wiedergabe des Beweises, den Bonw fiir die quasi-periodischen
Funktionen gegeben hat.

Satz. Fiir die Fastperiodizitit des Integrals F(x) ist nicht nur notwendig
sondern auch hinreichend, dass F (x) beschrinkt bleibt.

Beweis. Bs darf offenbar f(z), und also auch F(x), reell angenommen
werden. Nach Voraussetzung ist die Funktion F (x) beschrinkt; wir bezeichnen
ihre untere und obere Grenze mit %, bzw. &, {wo %, <<k, angenommen werden kann,
da im Falle %,=%, das Integral F (x) konstant ist).

! Vgl. P. BoBL, Uber eine Differentialgleichung der Stérungstheorie, L. c., S. 288.

? Gerade dieses Integrationsproblem ist es gewesen, das BoHL zur Aufstellung seines im
Zusatze 2 besprochenen Satzes tiber diophantische Approximationen gefithrt hat, aus welchem er
schliessen konnte, dass seine Funktionen »fast periodischen» Charakter tragen, d. h. dass eine
sLinge I(g)» existiers.
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Es sei ¢>o0 beliebig gegeben. Der Beweis wird dadurch erbracht, dass
eine Zahl ¢ =¢, (¢, f(x)) so angegeben wird, dass jede zu ¢ gehorige
Verschiebungszahl der gegebenen Funktion f(x) auch eine zu & ge-
horige Verschiebungszahl des Integrales F () ist.

Zu diesem Zwecke wihlen wir zwei feste Werte x; und x, (wir werden im
folgenden den kleineren unter ihnen mit ¢ und ihren Abstand |z,—x;| mit d
bezeichuen) derart, dass

&

¢ wd  Flo)>k— £

Flx)<k + €

£
6d
&

dieser Linge mindestens eine zu 6d gehorige Verschiebungszahl ¢ der Funktion

f(x) gelegen ist. Wir werden zuniichst nur beweisen, dass die Schwingungen von

ist, und bestimmen danach die Linge l=l( ) derart, dass in jedem Intervall

F(x) eine gewisse »Regelmissigkeit> aufweisen, ndmlich, dass sich in jedem
Intervalle (¢,ac+ L) der Linge L=I0+d zwei Werte 2z, und 2z, so finden
lassen, dass

(30) F(zl)<k,+§ und F(zz)>k2—-§

ist. In der Tat konnen wir nach der Definition der Linge [ eine Verschiebungs-

&
6d
(o, ¢+1) fillt und daher die beiden Zahlen z,+7=2, und x;+7=¢; in das
grossere Intervall (¢, ¢+ L) zu liegen kommen; dann gilt die Relation

zahl r=z( ) der Funktion f(x) so wihlen, dass die Zahl §+7 in das Intervall

Fle)—F (e)= (F (@) —F () + f F) dy— f F9) dy

— (F (o) —F o) + f (Fly+9—rl) dy
also die Ungleichung
& 2¢ &

&
Fz)—F(z) = (F(xz)"F(%)) —dﬁ—a > ky—ky— 6 6 = ky—k;— E§
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diese Ungleichung F(z,)— F'(2,) > 702_701“2 ist aber nach der Bedeutung von

k, und %, nur moglich, wenn F(z,) und F'(z,) die gewiinschten Ungleichungen
(30) erfiillen.

Wir behaupten nun, dass die »kleine» Zahl ¢ = 2—2 die oben erwihnte

Eigenschaft besitzt, dass also jede sfeine», d. h. zu ¢, gehorige, Verschiebungszahl
z der Funktion f(x) eine zu ¢ gehorige Verschiebungszahl der Funktion F (x) ist,
d. h. die Ungleichung

(31) | Flet+)—Flx)|<e

fiir alle z befriedigt.
Es ist ein von Bomry herrithrender Kunstgriff den Beweis der Ungleichung
(31) dadurch zu erbringen, dass die beiden »einseitigen» Abschitzungen

(322) Fla+d)—F(w) = —e
und
(32 b) Fla+o)—F)<s

fiir sich abgeleitet werden.
a) Zum Beweise der Ungleichung (32 a) wihlen wir zu dem beliebig gege-

benen x eine Zahl z, aus dem Intervalle (x, z+ L), fiir welche F'(z)< k1+—:— ist.

Dann ist

x4z

Floto) —F@)=(F (6, +7)—F () + f Fl) dy— f £ dy

A znte
—(Ple+9)—F (o)) + f F@) dy— f F@) dy

> (—(8+2)) - f P+~ W ay|> =2~ L5 ——e

b) Der Beweis der Ungleichung (32b) verliuft ebenso, nur dass wir hier

einen Punkt 2, im Intervalle (x, z+ L) benutzen, in welchem ¥ (22)>k2-—§ ist.

Wir erhalten dann in analoger Weise:
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z+T i+t

Flot0)—F @) =(F (e +1)— F (2) ff(ydj—ff

5t

= (F e +9—F(2) ff(ydy—f()dy

<(k k—— ff(gﬂ)—f(y))dy <§+L2—%=s.

Hiermit ist der Beweizs zu Ende.

Wir beschliessen diesen Zusatz mit einigen Bemerkungen iiber den Fall einer
linear wunabhdngiger Expomentenfolge, wo die Verhiltnisse besonders iibersichtlich
liegen, weil ja hier die Fourierreihe 3 A, ¢i4n* wegen der Konvergenz von 3| A,|
im gewéhnlichen Sinne konvergiert, sogar gleichmissig fiir alle xz. Es sei
S{x)o3 4, ¢4n® eine beliebige fast periodische Funktion mit einer derartigen
Exponentenfolge (womit iibrigens speziell gesagt ist, dass die Reihe kein konstantes
Glied enthilt). Dann gilt der Satz, dass eine notwendige und hinreichende Bedin-
gung dafiir, dass das Integral F (x) wieder fast periodisch ist, einfach darin besteht,
dass die Rethe

3|&

konvergiert.
Einerseits ist klar, dass diese Bedingung notwendig ist; denn, falls F'(x)
fast periodisch ist, lautet ja nach einer obigen Bemerkung ihre Fourierentwicklung

F(x)NC+Zi$'

T4,z
e “ne,

8o dass die Reihe mit linear unabhingigen Exponenten
A id g2
Z t A er

die Fourierreihe einer fast periodischen Funktion, nimlich der Funktion F (x)—C,
ist und somit nach dem Konvergenzsatz (Kapitel IIT) absolut konvergieren muss.

Andererseits ist die Bedingung aber auch hinreichend. Denn aus ihr
folgt, dass die Reihe
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A‘" g4, 2
(33) Zidne n

gleichmiissig konvergiert und daher (nach dem Corollar des Satzes VI) durch ihre
Summe G (z) eine fast periodische Funktion bestimmt; diese Funktion @ (z)
ist aber auch ein unbestimmtes Integral von f(z), weil ja die aus der Reihe
(33) durch gliedweise Differentiation entstehende Reihe I A, ef4n* gleichmissig
konvergiert mit der Summe f(z), und somit @ (x) differentierbar ist mit dem
Differentialquotienten @ (x)=f ().

Mit diesem Satze ist auch die Richtigkeit der obigen Bemerkung bewiesen,
dass das Fehlen des konstanten Gliedes ¢n einer Fourierentwicklung f{x)o= 4, e'4n%
nicht fiir die Fastperiodieitit des Integrales F (x) gentigt. In der Tat konnen ja
Koeffizienten 4, und linear unabhingige Eprnenten An so gewihlt werden,
dass zwar die Reihe

pAPY

aber nicht die Reihe

konvergiert.



