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Introduction

1. The motivation of the paper

In the seventh volume of Acta Mathematica, for 1885-86, Georg Cantor published a
paper on various properties of n-dimensional point sets [20]. He put to its title the sub-
heading “second communication” (zweite Mitteilung), with a footnote that it was a sequel
to the “first communication” (premiére communication) on the same subject, which ap-
peared in 1883 as a letter to Mittag-Leffler in the second volume of his journal [17]. Yet
the zweite Mitteilung bears an even closer relation to an erste Mitleilung destined for the
same seventh volume, in which Cantor gave a comprehensive account of the properties
of ordered sets. But this paper never appeared: while he was proofreading the first eight
pages, he accepted Mittag-Leffler’s suggestion that it should not be published at that time,
and in fact it never appeared.

To appreciate the circumstances of this strange affair, we must go back to 1882 and
the founding by Mittag-Leffler of Acta Mathematica. Like all editors, Mittag-Leffler hoped
to give his journal a noteworthy start by publishing important work. Doubtless he re-
membered the good fortune of Crelle, who had begun the Journal fiir die reine und ange-
wandte Mathematik with a plentiful supply of work from Abel: indeed he put a portrait of
Abel as the frontispiece to the first volume of Acta Mathematica. But it was the French
school which dominated his early pages, with important work from Hermite and his pupils,
especially Appell, Picard and Poincaré.

Mittag-Leffler had another idea for promoting his journal, for which he drew further on
his friendship with Hermite. Cantor’s papers on analysis and set theory had been appearing
in German in recent years, mostly in Mathematische Annalen, and Mittag-Leffler secured
Hermite’s cooperation in the preparation of French translations of the most important
papers by the pupils. He obtained Cantor’s consent for the project, and indeed came into
intimate correspondence with him as a result of this approach. The opposition to Cantor’s

work had left Cantor isolated at Halle University, relying on frequent correspondence
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with friendly colleagues, and in 1882 he switched his main contact from Dedekind [see
[36], [29], 177-251] to Mittag-Leffler. During the next three years many letters passed
between them, of which about 170 have survived in Cantor’s originals and Mittag-Leffler’s
copies in the Institut Mittag-Leffler, Stockholm (formerly his home). They give a remark-
able picture of Cantor’s work and his personality, which was only partially revealed in
Schénflies’s review [39] of this period of Cantor’s life; for Cantor passed through a profound
emotional disturbance at this time in which the opposition to his work and the new territory
into which it was moving helped to provoke bouts of mental illnes from which he was to
suffer intermittently for the rest of his life.

But we confine our present interest to Cantor’s unpublished paper on ordered sets.
The result of the collaboration with Hermite’s pupils was a series of translations in the
second (1883) volume of Acta Mathematica [[11]-[16]], followed by the premiére communica-
tion on n-dimensional sets and part of a letter to Cantor from Mittag-Leffler’s student,
Bendixson [1]. The complete collection was reviewed by Jules Tannery in the October
1884 number of the Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques [40], at the end
of a survey of the first two volumes of Acta mathematica; and it was the receipt of a copy

of this article from Mittag-Leffler that motivated Cantor to prepare his paper on ordered
sets during the winter of 1884-85.

2. The preparation of the paper

Cantor passed through the first depressive phase of his life in the summer of 1884:
in a letter to Mittag-Leffler on the 21st June (apparently the first for about seven weeks)
he complained of feeling unwell, and doubted the progress of his researches. But the climax
of his anxieties came during a holiday in Friedrichroda in August, when he brought himself
to attempt a reconciliation with his opponent Kronecker—a gesture which Kronecker
accepted, although Cantor was still to suffer fixations against him—and a few days later
found great uncertainty over the proof or disproof of his Continuum Hypothesis that the
cardinality 0 of the non-infinitesimal continuum equalled ¥, in his series of cardinals ¥,,
¥, .... On the 26th August he sent Mittag-Leffler a proof that 0 = ¥,; but on 14th November
he announced not only that the proof was wrong but also that he had found a “strong
proof” that 0 did not belong to the series of cardinals at all. The next day he withdrew
his “strong proof”’ and returned to his assertion that 6 =8,, giving on the day after details
of a new proof [see [39], 9-11, 16-19; [34], 237-243]. And it was during this period that
he began writing his paper on ordered sets. v

It was a practice in Cantor’s time to draft letters in detail in a letter-book, in order

to write out an unaltered version for posting. Cantor used twenty such letter-books in
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the course of his life, and they remained among his papers after his death in 1918. His
descendants have continued to occupy his house to this day, but his magnificent library
was sold for a modest sum in the 1920’s and most of his papers have been lost. But a few
items have survived: among them, the manuscript on ordered sets, and three of the letter-
books. One of them was used by Cantor from October, 1884 to July, 1888: it begins with
the draft of an important letter to Mittag-Leffler begun on the 20th October, 1884 (which
we shall consider later), continues with a letter of the 6th November which became the
paper on ordered sets, and was interrupted by the letter of the 16th November in which
Cantor explained his new proof of the Continuum Hypothesis. By his own dating in the
letter-book some of the paper was prepared by the 18th November, but it was not completed
until 25th February, 1885. He had announced his intention of writing it in an addendum
of the 28th October to the letter of the 20th, and reported its commencement in a short
note to Mittag-Leffler of the 6th November, 1884 as a reply to Jules Tannery’s review
of the Acta Mathematica papers [Documents I and III]: on the 18th November he sent off
the completed articles, promising the rest in two weeks and also three other papers (of which
only the zweite Mitteilung was written) for early in the following year [Document IV].
During November he sent a few minor corrections in letters and posteards: on Christmas
Day he sent an inscribed photograph of himself, which we reproduce here on the title-
page. In January, 1885, the page-proofs of the first eight pages were sent to him from
Stockholm, and late in February he completed and sent off the manuscript and asked to
receive the rest of the proofs as soon as possible [Document V]. Mittag-Leffler agreed to
this request in a letter of the 26th February; but on the 9th March he sent another letter,
suggesting that it would be better if Cantor were not to publish his results until he had used
them to solve some outstanding problem such as the Continuum Hypothesis, and allow
the results to be rediscovered in, say, 100 years’ time, when it would be found that Cantor
had had the ideas long previously [ Document VII]. Cantor agreed to the idea on the 15th
[Document VIII], and asked for the return of the manuscript then, and again on the 23rd
[Document IX]. Mittag-Leifler returned the part of the manuseript (pp. 9-20) not in proofs,
retaining the rest, and the matter was never referred to again. Apart from the zweite Mit-
teilung and a short paper of 1892 where he gave his diagonalisation proof of the non-
denumerability of the real line continuum [24], Cantor published little more on set-theory
until the survey article on transfinite arithmetic in two parts in 1895 and 1897 [[25],
[277]. But he had not forgotten his old manuseript, for in a letter of January, 1896 to Ger-
baldi, the translator into Ttalian of the first part of the new paper [26], he recalled in rather
aggrieved terms that Mittag-Leffler had told him that it had been “100 years premature”
[Document X]. He also mentioned the incident in a lecture given in Brunswick in Sep-
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tember 1897 (doubtless at the constant Dedekind’s invitation); (1) but his feelings towards
Mittag-Leffler remained warm, for in a letter sent to Poincaré shortly after the one to
Gerbaldi he reminisced on the event in more detail, and then in moving language reaffirmed
the importance he still felt for Mittag-Leffler’s friendship [Document XT].

3. Cantor’s new ideas for his theory of point sets

The first eight pages of the manuscript and a set of the proof-pages were filed by
Mittag-Leffler in his house: he sent back to Cantor the rest of the manuscript, which Cantor
then put with his corrected proof-sheets. Mittag-Leffler’s judgement implies that the paper
does not contain any major new results in set theory, but in fact his remark shows only
his own failure to appreciate the new stage in Cantor’s thought that had begun with the
letter started on the 20th October, 1884. Cantor’s work on set theory up to that date may
be summarised as follows. The first results had been produced in the early 1870’s in con-
nection with the problem of the uniqueness of representation of a function by a Fourier
series. He had extended the ideas of Riemann and his Halle senior colleague Heine on the
possibility of the series not being convergent at a number of points, by inventing point
set theory to consider non-convergence of the series over sets of points of the first and
second species (Gattung), defined by the property that the sequence of derived sets P,
P, ... did or did not lead to the empty set. Hence a set of the second species could have a
non-empty derived set P{®), which would itself possess a derived set P®+D; and so arose
the tramsfinite numbers, without reference to the question of the cardinality and ordinality of
points sets themselves. Indeed, in a paper of 1880 Cantor recalled that he had developed his

sequence of infinite numbers
o0, 00®, co®®

ten years previously—that is, in 1870, when he had only just started to publish his work on
Fourier series [[7], 358; not in [15] or [28]]. The recollection came in the second of a series
of papers in Mathematische Annalen, in which he did take set theory away from its applica-
tions in analysis into a separate study of its own and so to a new, more abstract, phase,
where transfinite arithmetic was applied to the examination of the cardinality and ordi-

() No manuscript survives of the lecture, but a set of notes made by Stackel was seen by Fraenkel
when preparing his biography of Cantor [see [30], 265-266]. In his book Absiract set theory, Fraenkel
cited these notes to remark that Acta Mathematica had rejected the survey paper of 1895-97 at some
earlier time for being “100 years too early” [see [31], 1~2, 249; and also [30], 213]. But Cantor must
have been referring to the manuscript of 1884: thus there was either a misunderstanding of Cantor’s
lectures by Stiickel, or of Stiackel’s notes (which we have not yet traced) by Fraenkel.

In his review of the correspondence, Schénflies thought that the manuscript on ordered sets—whlch
of course he did not find—appeared as part of a later publication [that is, [23], §§ I, VIII; see [39], 15].
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nality of sets, where the Continuum Hypothesis became the chief unsolved problem, and
where decomposition theorems such as the ““Cantor-Bendixson theorem™ [[1), 419] were
developed partly for the purpose of solving it. ‘

After his depressive phase in the summer of 1884 Cantor explained new ideas in his
October letter [Document I] which opened a third, specifically topological, period, surpassing
the previous phase in the sophistication of its methods of set decomposition. So far he had
relied on fundamental set-theoretic relations between a set P and its derived set P’ to

categorise sets: for example, in modern notation:

closed SP
P is { perfect if Ps=P. (2)
dense—in—itself cP

Now he introduced a whole series of new types of sets, defined by more sophisticated rela-

tions, which he claimed to have conceived during the previous winter.
1. Coherence of P, written ¢cP and defined by
¢cP=PNP. (3
2. Adherence of P, written aP and defined by
aP=PN(P-P). (4)
These two ideas gave the decomposition
P=aPUcP, (6)

and led not only to new series of iterated sets similar to the sequence of derived sets, that is

c2P, *P, ... (6)
and a?P, a®P, ..., (7
but also to a new type of mized iteration:

acP, caP, ... (8)

{8) led to a new decomposition theorem.

P=(U (ac*P)) U (c*P), 9)

a'<ax

(where « is an ordinal of the first (finite) or second number class) and thus to the new
categories:

3. Inherence of P, written ¢P and defined by

P =c2P (10}
and
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4. The set seP, defined by
seP= U (ac*P), (11)

w<e
in terms of which (9) would be written
P =sePUiP. (12)

Cantor used the notation seP in his letter because the set was separafed, that is, in his
terminology, it contained no dense-in-itself subset. Next Cantor briefly discussed another
new idea: a homogeneous set of the a-th order. If the accumulation point p’ of a set Pissuch
that the points of intersection of P with a sphere centre p’ and radius p is of a-th cardinality
for all g, then p’ is an accumulation point of the a-th order. For a dense-in-itself set each point
is of course an accumulation point; and if in addition it is an accumulation point of the «-th
order, then the set is homogeneous of the a-th order. This property led Cantor to another
decomposition of a dense-in-itself set into homogeneous subsets, reducible to a result
similar to the “Cantor-Bendixson theorem’:

P=PyUPy, (13)

where P, and Py, are homogeneous of the first and second cardinalities. Now 7P is dense-
in-itself: thus (12) became
P = (seP)V (3, P)U (4, P). (14)

Finally Cantor introduced a new notation for the

5. Derived set of P, now to be written 8P and defined by
oP=P, (15)
and then defined his last new category:
6. Supplement of P, written sP and defined by
sP=oP—P. (16)
From (3) and (5) follow the new decompositions
oP =cPUsP a7
and PUSP =aPVUcPUsP. (18)

Cantor concluded the mathematical part of his letter by noting the iterative and
combinatorial possibilities of a, ¢, @ and s: and in a post card of the 4th November (which
clarified that the results assumed that the various sets and subsets were non-empty) he
changed the notation seP of (11) back to the P that he had first written in the letter-book,
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called the set the remainder (Rest) of P, and pointed out that there were now siz set opera-
tors to examine: a {adherence), ¢ (coherence), & (derivative), ¢ (inherence), 7 (remainder)
and s (supplement) [Document IT]. Thus he had available much new machinery for set-
theoretic investigations, and he began them with his paper on ordered sets [Document VI]
in reply to Jules Tannery’s review of the Acta Mathematica papers.

Tannery had surveyed certain principal features of Cantor’s work as revealed in the
translated articles—rational and irrational numbers, set decomposition theorems, and the
theory of ordinals—and in connection with the latter theory, he briefly described the idea
of a denumerable well-ordered set and the different ordinalities which follow from rear-
rangements of a set [[40], 169-170]. He had gone no further than these elementary steps,
and in the opening paragraphs of the paper Cantor implied possible misunderstandings
and an interest by Tannery in the philosophical problems, as opposed to the mathematical
content, of the theory of ordered sets. The ordering that a set might show he called an
order-type, or briefly, type, and often he just called a simply ordered set an order-type. After
a survey of the possible applications of the theory in pure and applied mathematics and
a summary on the property of cardinality, he turned to simple ordering in detail, distin-
guishing between the order-type of the first number class (w), the rationals in (0, 1) (),
and the real line continuum (9), and for each order-type « specified the inverse order-type
*« (changed later to o). Then he turned to well-ordering. It is well known that Cantor
believed that every set could be well-ordered: the developments which led to the detection
of the axiom of choice and its equivalence to Cantor’s belief did not take place until the
the beginning of this century. In this paper Cantor noted that an infinite well-ordered set
and the set of inverse order could not be of the same order-type, and showed that the
laws of addition and multiplication could hold for simply as well as for well-ordered sets.

So far Cantor had basically been collecting together and reassembling his results from
earlier papers, and it was this section of his paper that he completed and sent off to Mittag-
Leffler on the 18th November. During the next three months he wrote the last two articles
of his paper, which almost doubled its length and began to use the ideas summarised in the
October letter. He dealt only with coherence and adherence, as defined for a simply ordered
set, calling an accumulation point e of the simply ordered set 4 of type « a chief element
(originally limit element, but changed by Cantor in proofs), if between any earlier and later
elements ‘e and ¢’ in the ordering lay an infinity of elements of A. Then the coherence and
adherence were defined by

Ac = {z|x is a chief element, and also a member, of 4} (19)
and Aa = {z|x is not a chief element, but is a member, of 4} (20)

{where he now placed the operator letter after, rather than before, the set letter), from
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which the decomposition (5) again follows. Cantor devoted the rest of the article to more
sophisticated decompositions of 4 using the sets of (6)—(8), and to particular examples
of ordered sets corresponding to the types of set (dense-in-itself, etc.) that he had introduced
in his earlier work. Then in his last article he generalised the results to sets over which »
independent orderings would apply. The example of this which he had in mind was of
n-dimensional sets, for which the natural ordering applied along each dimension. He
discussed the different order-types derivable in such a case from a given type «, and in
particular the type «,, in which the »th order-type is reversed. Then he ountlined the rela-
tions between n-dimensional sets, defining the similarity between two such sets and addi-
tion and multiplication of them, their coherence and adherence, and the properties of
particular types.

This work on n-dimensional ordered sets seems to have inspired Cantor to write his
zweite Mitteilung on general n-dimensional sets, which appeared with the dating “29th
January, 1885” slightly later (pp. 105-124) in the same volume of Acte Mathematica for
which the erste Mitteilung (pp. 49~ ) had been intended. After the completion of the second
paper Cantor sent in an addendum for the first, in which he referred to the second by page
location and contrasted the approaches in the two of them. The second work followed more
closely the October letter, presenting in a rambling form the new ideas for general (n-
dimensional) rather than ordered sets [20]; but neither there nor later did he develop in
published work the formal possibilities of his new set operators. Doubtless he was hoping
to find a proof of the Continuum Hypothesis by means of the new kinds of decomposition
theorem that were within his grasp, and from his presumed failure in his aim perhaps
there remained in his memory the advice of Mittag-Leffler not to publish work which did
not contain the solution of some important problem. Thus with his agreement to Mittag-
Leffler’s unfortunate if prophetic request for the withdrawal of the erste Mitteilung, the
new era of set-theoretic development that it was to open made little impact, being obscured
from the start by the identification of the zweite Mitteilung as the successor to the 1883
premiére communication because of the superficial common interest in n-dimensional sets,
rather than to the unknown erste Miiteilung on ordered sets and the letter to Mittag-
Leffler of the 20th October, 1884.

Documents

In preparing the various manuscripts, we have preserved contemporary spellings and
occasional grammatical errors but have incorporated intended alterations. We complete
Cantor’s references and indicate other occasional matters within square brackets in the
text: more substantial points are discussed in footnotes. The pagination of each document

§7

§8



(14)

15

74 I. GRATTAN-GUINNESS

is indicated by a double line || in the text with the page number in the margin.

We recall certain terminologies and notations of Cantor which are not now familiar
or are used in other senses:

+, 2 Union of (two, many) sets.
D(...) Intersection (Durchschnitt) of the sets ....
0 Empty set.

Grenzelement }

Accumulation point (Hdufungspunkt).
Hauptelement

Cantor intended the term Hauptelement, and the notation o, for the inverse order-type,
to be used throughout his paper; but in the other letters which we cite we follow his use there
of Grenzelement and *a.

I. Extracts from a letter by Cantor to Mittag-Leffler, written 20th-28th October, 1884 :
new ideas on set theory

Original, in the Institut Mittag-Leffler, Stockholm. Draft in the 1884-88 letter-book,
pp. 1-10. Most of the first seven pages of this letter are quoted in [34], 247-248.

... Ich bin bereits im vorigen Winter zu erheblichen Erweiterungen meiner bisher in
den ,,Acta‘’ und den ,,Annalen‘ publicirten Arbeiten in der Mengenlehre gelangt, habe
aber bis jetzt mit deren Publication gewartet, sowohl aus dem Grunde, um die Sachen
reifer werden zu lassen, wie auch hauptsichlich || weil ich mich gezwungen sehe, fiir
mehrere neue wichtige Begriffe auch Namen einzufithren, mit deren Wahl ich ausseror-
dentlich vorsichtig bin, da ich von der Ansicht ausgehe, dass es fiir die Entwickelung
und Ausbreitung einer Theorie gar nicht wenig auf eine gliickliche, moglichst zutreffende
Namengebung ankommt. Ich habe aus diesen Griinden auf eine Besprechung mit dem
Herrn Dr. L. Scheffer in Miinchen gewartet, welcher, wie Sie wissen, zu den talentvollsten
unter den jungen Leuten gehort, welche sich in ihren Arbeiten den meinigen angeschlossen
haben. (1) Diese Besprechung habe ich vor kurzer Zeit in Berlin gehabt und nachdem
H. Scheffer sich mit der von mir getroffenen Wahl der Namen einverstanden erklért hat,
bin ich schon seit zwei Wochen dabei, die Sachen fiir die Acta auszuarbeiten; ich thue
dies, weil ich es doch einmal angefangen habe, auch weiter in franzdsischen Sprache, was

hoffentlich eine Entschuldigung bei unseren franzésischen Collegen finden wird; um das

() [Scheffer died a fow months later, in his 27th year. For Cantor’s obituary notice, see [21].]
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Urtheil der deutschen kiimmere ich mich im Allgemeinen sehr wenig, wie dies durch die
Umstéinde mir zur Zeit gerechtfertigt erscheint.

Zundchst habe ich zu erkldren, dass es zweckmdissig ist, fiir die Ableitungen einer
Punctmenge B, welche wir mit P, L@, .. B, .. P@, ... P&, ... bezeichnen, neben
dieser Bezeichnungsweise noch eine andere einzufiihren, nimlich dafiir resp. zu setzen:

OB = B, 2P, ... O, ... 0P, ... B, ....

Man hat alsdann allgemein:
BQeP= AP ... 1)

|| Und nun komme ich zum Neuen!

Es werde: D(P, #P)=cP ... 2)
o(cP)=c*P
ofc?P)= ¥

genannt; offenbar ist stets ¢*$ Divisor von ¢+%; man definirt daher ferner:
DB, P, B, ..., P, .)=coP ... (3)
el )= oo 15p

Allgemein wenn « eine transfinite Zahl der ersten Art, so definirt man:

*P=c(c*'P) ... (4)
und wenn « eine transfinite Zahl der zweiten Art, so definirt man:
cP=D(... P ..) ... (5)

wo o alle ganzen Zahlen, die <« sind, durchlduft. (N. B. Man hat auch hier das Gesetz:
cherPB=ca+b.)
Dies vorausgeschickt, so ist nach (2) ¢ ein bestimmter Divisor von P3; der Inbegriff

aller Puncte von %, die nicht zugleich Punete von ¢B sind, werde mit a$} bezeichnet; man
hat alsdann:

P=aP+cP ... (6)

a'P ist, wie man sieht, stets eine isolirte Menge, sie ist die Menge der tsolirfen Puncte von
P, P ist die Menge derjenigen Puncte von P, welche zugleich Grenzpuncte von P sind.

| Ich nenne nun ¢ die Cohdrenz von P, a$ nenne ich die Adhirenz von P; ferner
werde ¢*} die «*® Cohiirenz von  genannt.

Unter ¢® werde P selbst verstanden.

16

17
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Man hat zunéchst die leicht fiir jede feste Zahl y beweisbare Gleichung:
P= > ac”P +P.... (7
¥

y'=0,1, ...<

Unter ac?” P wird hier die Adhirenz der ' Cohédrenz von ‘| verstanden: es sind
also alle diese Summanden ssolirte Mengen und daher von der ersten Machtigkeit.

Ich hebe nun hervor, dass, nach (2) und (6), wenn 3 eine ¢nsichdichte Menge, alsdann
P =P und «P =0 ist und dass offenbar auch das Umgekehrte gilt.

Es ist daher von vorn herein zu erwarten, dass von einem gewissen y and ¢’3 immer
entweder o oder eine insichdichte Menge wird; dies wird bestétigt durch folgenden Satz:

| -Was auch B sei, es giebt stets eine der ersten oder zweiten Zahlenclasse angehérige
kleinste Zahl «, so dass:

=P )
entweder o oder eine insichdichte Menge wird.*

Diesen Satz beweise ich mit absolufer Strenge und in der einfachsten Weise, indem
ich mich nur auf die Theoreme I und III der Annalen abh. Bd. XXIII, § 15 und auf gewisse
Theoreme der ,,Grundlagen® stiitze. [[19], § 15; [10], § 10.]

Setzen wir nun in (7) fiir y das in jenem Theorem () gefundene «, so haben wir:

B =, 12 ch“’SB +c*P... (8)

Daraus ergeben sich nun wichtige Folgerungen. Ist § eine separirte Menge, d. h. eine solche
die keinen insichdichten Bestandtheil hat, so muss offenbar ¢c* gleich Null sein; daher in
diesem Falle:

SBEE 2: acwﬂi

'=0,1,.,.<a

In dieser Summe ist nun jeder Summand als ¢solirfe Menge von der ersten Michtigkeit,
ebenso der Inbegriff || aller Glieder von der ersten Méichtigkeit; mithin ist {5 selbst von der
ersten Machtigkeit. Wir haben also den Satz:

»Jede separirte Menge ist von der ersten Michtigkeit.” R3]

Ferner: ist P nicht eine separirte Menge, so ist ¢*% eine insichdichte Menge, die ich mit
P bezeichne und die Inhdrenz von P nenne. Wird ferner in diesem Falle die Summe:
Dar=0.1...<c @c* P mit sefP bezeichnet, so iiberzeugt man sich leicht, dass seP eine separirte
Menge ist; denn jeder insichdichte Bestandtheil von se$y wire auch insichdichter Best-
andtheil von ¢ und daher auch von ¢*P=1:.

Wir haben also folgenden Satz:

, Ist P irgend eine nicht separirte Menge, so zerfillt sie, und zwar nur auf eine
Art, in eine separirte Menge se¥3 und eine insichdichte Menge 5, so dass: (R)

P=seP+:P ...« 9



AN UNPUBLISHED PAPER BY GEORG CANTOR 77

Vordem ich weiter gehe will ich bemerken, dass meine schon publicirten Sitze iiber
abgeschlossene Mengen in diesen Theoremen als besondere Fille enthalten sind.

|| Dazu beachte man nur Folgendes:

1) Jeder insichdichte Bestandtheil von B ist immer auch Bestandtheil aller ihrer
Cohirenzen: c*.

2) Ist P eine abgeschlossene Menge, so ist allgemein: ¢* P=e&"P=P.

Daraus folgt:

a) Ist P eine abgeschlossene Menge erster Michtigkeit, so ist § eine separirte Menge;
denn sonst wiirde sie als abgeschl. Menge sogar einen perfecten Bestandtheil haben, der nach
meinem Theorem (A4) in Acta IT p. 409 [[17], 409-412; [28], 246-249] immer eine kihere
Micht. hat, als die erste.

Es muss also hier: 9*P=c>P==0 sein, was mit meinem Satze (€) in Acta 1T p. 409
[[L7], 409, 413-414; [28], 247, 250-251] iibereinstimmt.

b) Ist B eine abgeschlossene Menge héherer als erster Micht., so kann % nach Satz (J)
keine separirte Menge sein; in Formel (9) des Satzes () bildet nun ¢} wegen des Abge-

sehlossenseins von P eine perfecte Menge und wir erhalten die Formel:
P=R+6

des Satzes (E’) in Math. Ann. Bd. XXIII, p. 471. [[19], 471; [28], 227-228.]

So findet man leicht fast alle fritheren Sitze gewissermaassen als specielle Fille in
meinen allgemeinen Sétzen (), (I) und (]) wieder.

Nun gehe ich weiter und muss dazu die Erklirung eines hochst wichtigen neuen
Begriffes, des Begriffes einer komogenen Punctmenge vorausschicken. || Dieser Begriff
hingt mit Folgenden zusammen: ist p’ ein Grenzpunct einer Punctm. P, so wird es Thnen
leicht werden, ganz strenge zu beweisen, dass, wenn §(p, p’) die ihn umgebende Kugel mit
dem Radius ¢ und wenn B, der in diese Kugel fallender Bestandtheil von 9 ist, alsdann
immer von einem hinreichend kleinen Werthe von p an, also etwa fiir ¢ <4, alle Punct-
mengen L5, von gleicher Michtigkeit werden; ist nun die sich gleich bleibende Michtigkeit
aller dieser Mengen B, etwa die «*°, wo « eine ganze finite oder transfinite Zahl ist, so wollen
wir den Punct p’ einen Grenzpunct «** Ordnung von P nennen.

Ist nun P eine insichdichte Punctmenge, von solcher Beschaffenheit, dass jeder ihrer
Puncte p ein Grenzpunct o' Ordnung von P ist, so nenne ich P eine homogene Punct-
menge o’ Ordnung.

Es besteht alsdann folgender Satz:

»Jede insichdichte Punctmenge 5 ist auf nur eine Weise zusammengesetzt aus homo-
genen Mengen B, (¢ Ordnung), so dass:
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B =Py + Begy oo+ Py +-.. (&)

Hier koénnen nun einzelne Bestantheile fortfallen, d. h. o sein, und es wird sogar allgemein
gezeigt, dass in unseren Réumen @, solche Grenzpuncte p’, || deren Ordnungszahl o>2
ist, nicht Platz haben; daraus folgt, dass in unseren Gleichung (R) alle Glieder, bei denen

o> 2 ist, o sind. Es besteht also fiir jede insichdichte Menge B die eindeutige Zerlegung:

B=Pw+Pe - (10)

wo By und B, homogene Mengen resp. der ersten und zweiten Ordnung sind.
Wenden wir nun diesen Satz auf +8 in Formel (9) an, so erhalten wir, was auch 3 sei,

die Zerlegung:
P=seP+i, B+, P... (11)

d.h. ... ,,Jede Punctmenge P ist eindeutig zusammengesetzt aus einer separirten Menge

se¥3, aus einer homogenen Menge erster Ordnung 4,P und einer homogenen Menge zweiter

Ordnung t, B; jeder dieser drei Bestandtheile kann o sein.* (m)
Man beweist ferner den Satz:

»Jede homogene Menge " Ordnung ist stets von der o*" Michtigkeit.* (N)

Aus den Sitzen (), (M), (N) ergiebt sich ein Beweis fiir den in Borchardts J. Bd.
84 pag. 2567 am Schluss der dortigen Abhandlung ausgespro||chenen Satz. [Die Continuum-
hypothese! [5], 257; [28], 132.]

Ich will noch bemerken, dass es sich empfiehlt in der Mengenlehre noch ein Zeichen
einzufiihren, ndmlich unter s¥§ den Inbegriff derjenigen Puncte von P3¢ =g zu verstehen,

welche nicht zugleich Puncte von P sind; man hat alsdann:

P =cPB+sB... (12)

‘und sieht leicht, dass die Menge:

P+sP=aP+cP+sP

stets eine abgeschlossene Menge ist; aus letzteren Grunde nenne ich die Punctmenge s%3
das Supplement von .

Die Anwendung der 4 Zeichen a, ¢, o, s, indem man sie combinirt und iterirt, fithrt
zu einem Algorithmus, welchen mit vielen interessanten Fragen zusammenhéangt.

| d. 28%® Oct. 84.
... Dass Paul Tannery, welcher in dem Bulletin de la Société math. einen Aufsatz zur

,»Théorie des ensembles® publicirt hat [[41]], nicht der an der Sorbonne angestelite Professor
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Jules Tannery ist, wusste ich sehr wohl; von Thnen erfahre ich zu meinem Interesse, was
ich noch nicht gewusst, dass Jules T. der Recensent iiber meine Arbeiten im Bulletin von
Darboux ist. Ihrer giiltigen Erlaubniss gemaéss, werde ich Thnen meine Antwort darauf in
Briefform an Sie einsenden, sobald die Fortsetzung, resp. der Schluss der Tanneryschen

Recension im néchsten Hefte des ,,Bulletin‘ erschienen sein wird?

II. Postcard from Cantor to Mittag-Leffler, written 4th November, 1884: additions to
the October letter

Original, in the Institut Mittag-Leffler, Stockholm.
Halle 4 Nov. 84.

Mein lieber Freund,

In den Sitzen (&) (2) (M) meines Briefes v. 20 Oct. 84 findet sich eine gewisse Unge-
nauigkeit resp. Incorrectheit im Ausdriicke, die zu Missverstindnissen fiihren kénnte;
es moge dies dem Umstdnde entschuldigend zu Gute gehalten werde, dass ich meine Briefe
schnell und sofort ins Reine schreibe.

Wenn ich in (&), (), (M) sage, dass die dort gelehrten Zerlegungen eindeutig sind, so
ist dies in gewissem, niher zu definirenden Sinn zu verstehen.

Zum Beispiel hat in (&) die Punctmenge i3 nicht bloss die Bedeutung eines insich-
dichten Bestandtheils von B, sondern des punctreichsten insichdichten Bestandtheils
von B, und in diesem ergiinzenden Sinne sind die Ausdriicke ,,eindeutig®, ,,nur auf eine
Weise' in den Theoremen (f), (L), (IR) zu verstehen. Ferner habe ich meinem Briefe noch
hinzufiigen, dass ich die dort mit sef bezeichnete Punctmenge, den Rest (résidu) von
8 nenne und von jetzt ab nicht mit seP, sondern einfacher mit r$ bezeichne. Die in meiner

neuen Arbeit eingefithrten Zeichen sind also die sechs: a, ¢, 0, 4, 1, 8.

Freundlichst griissend
Ihr

treu ergebener

G. Cantor

III. Letter from Cantor to Mittag-Leffler, written 6th November, 1884: the commence-
ment of the erste Mitteilung on ordered sets

Original, in the Institut Mittag-Leffler, Stockholm.

|| Halle d. 6 Nov. 1884.
Mein lieber Freund,

Besten Dank fiir Thren werthen Brief vom 2%®, Nachdem ich gestern den Schluss des

so liebenswiirdigen und wohlwollenden Referats iiber meine Arbeiten seitens des Herrn



80 I. GRATTAN-GUINNESS

Jules Tannery in Darboux’s Bulletin gelesen, habe ich heute angefangen, Thnen meine
darauf beziiglichen Bemerkungen in Briefform zu schreiben, was wohl in wenigen Tagen
beendiget und Thnen zugesandt werden wird. Alsdann werde ich nachdem ich Thre Bemer-
kungen iiber den mathematischen Inhalt meines Schreibens d. d. 20° Oct d. J. erhalten
2 haben werde, mit Vergniigen den unterbrochenen Faden dieses | Schreibens wieder auf-
nehmen und Ibnen die gewiinschte Aufklirung in Bezug auf die Fundamente der mathe-
matischen Physik zu geben suchen.
Inzwischen empfangen Sie meinen besten Gruss und empfehlen Sie mich giitigst sowohl
Ihrer Frau Gemahlin, wie auch Frau S. von Kowalewsky.
Ihr
ergebener Freund
Georg Cantor.

IV. Extracts from a letter by Cantor to Miitag-Leffler, written 18th November, 1884:
progress with the erste Mitteilung and plans for further work

Original, in the Institut Mittag-Leffler, Stockholm.

(1) ... Thre Bemerkungen iiber meine Bezeichnungen sind mir sehr werthvoll; ich werde
mich darnach in der betreffenden Publication richten; dieselbe schicke ich voraussichtlich im
December nach Stockholm an Ihren Vertreter: es wird die Fortzetzung der angefangenen
Abhandlung in Acta IT pag. 409: sur divers théorémes de 1. th. des ens. de points, sein
[[17]]; jeme ist als premiére communication bezeichnet, die jetzige wird denselben Titel
fuhren und als seconde communication auftreten. [Die zweite Mitteilung [20].]

Die fiir die Acta bestimmte grossere Abhandlung ,,Théorie des Types d’ordre” diirfte
im Januar oder Februar druckfertig werden, ebenso meine arithmetischen Untersuchungen
zur Theorie der quadratischen Formen.
In der vorhin erwihnten seconde communication der Abh: Sur divers théorémes d. 1. th.
d. ens. d. points werde ich auch erwihnen, dass H. Bendixson auf meine Aufforderung hin
einen selbstindigen Beweis iiber den Satz dass alle separirfen Mengen von der ersten Méch-
tigkeit sind, gefunden hat; griissen Sie ihn, bitte, ich habe noch nicht Zeit gefunden, ihm
zu schreiben.
Was den Punct anbetrifft, iiber welchen Sie Aufklirung wiinschen, so ist derselben
verhéltnissméssig leicht mit Hiilfe der transfiniten Zahlenlehre zu erledigen, wie ich Thnen
2 miindlich zeigen werde; ich meine den || Satz, dass fiir jeden Grenzpunct einer Menge
B ein & vorhanden ist, so dass fiir ¢ <4, alle B, von einer und derselben Mécht. sind; der

Beweis lisst keinen Zweifel an der Richtigkeit des Satzes aufkommen.
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Heute erlaube ich mir, Thnen die ersten Paragraphen der ersten Mittheilung iiber die
Principien der Theorie der Ordnungstypen zu zuschicken; die folgenden Paragraphen
dieser ersten Mittheilung werden in zwei Wochen fertig sein und zunéchst tiber die Opera-
tionen mit den transfiniten Zahlen, dann iiber die Typen mehrfach geordneter Mengen das
Principielle bringen. ...

P.S. In der spiter kommenden Abh. , Théorie des Types d’ordre werde ich die
mathematischen Entwickelungen und Definitionen, welche ich in der gegenwértigen Abh
,,Principien einer Theorie der Ordnungstypen‘ gebe nicht mehr wiederholen, sondern mich

auf diese gegenwiirtige Arbeit beziehen!

V. Extract from a letter by Cantor to Mittag-Leffler, written 21st February, 1885: the

completion of the erste Mitteilung

Original, in the Institute Mittag-Leffler, Stockholm; the final pages of the paper
were sent off by Cantor four days later.

| Halle d. 21 Febr. 1885.
Mein lieber Freund,

Sollte es nicht mit zu grossen Opfern firr Sie verbunden sein, so wiirde ich Ihnen
allerdings sehr dankbar sein, wenn Sie eine moglichst baldige Fortsetzung im Druck der
»Principien der Th. d. Ordnungstypen®, wovon bis jetzt ein Bogen gesetzt ist, gestatten
wollten. Es handelt sich bei dieser ersten Mittheilung iiber diesen Gegenstand nur noch
um zwei, hochstens drei Bogen.

Der Grund dieses Driangens besteht darin, dass ich ohne die in dieser Publication
eingefiithrten Begriffe nicht im Stande bin, weiteres in der Mengenlehre zu publicieren, so
unerldsslich sind sie; ferner habe ich fiir das nichste Semester bereits ein 4 stundiges
Colloq ,,Zahlentheorie, als Einleitung in die Theorie d. Ordnungstypen‘ angekiindigt und
mdchte daher, dass bis dahin das wesentlichste tiber den véllig neuen Gegenstand gedruckt
vorliege.

| Mit dem herzlichen Wunsche, dass Thr langes Schweigen nicht etwa auf Unwohlsein
bei Thnen zuriickzufithren sei,

Ihr
treu ergebener Freund
G. Cantor

6—702909 Acta mathematica. 124, Imprimé le 2 Avril 1970.
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VI. Letter from Cantor to Mittag—Leffler, begun 6th November, 1884: Principien einer
Theorie der Ordnungstypen. Erste Mittheilung

Sheets 1-8 of the manuscript and the proofs of the first eight pages of text are in the
Institut Mittag-Leffler, Stockholm. Sheets 9-20 and addenda, and corrected proofs, are
among Cantor’s surviving papers. The draft is in the 188488 letter-book, pp. 10-23 and
28-30.

According to a date-stamp on their first page, the proofs were issued on the 17th
January, 1885. They were page-numbered from 49 to 56, by which means we identify them
as intended for the seventh volume of Acta Mathematica, the only volume of that period
which contained a paper (in the end, [32]) beginning on p. 49. We indicate the pagination
of both proofs and manuscript, and enclose sections added at later stages within curled
brackets { }. We also preserve throughout Cantor’s intentions to change the notation of the
inverse order-type from *« to a,, and the term for an accumulation point from Grenzelement
to Hauptelement; and we incorporate largely without indication a series of stylistic changes
given in a letter of the 30th November, 1884. In the proof-pages the symbols for sets were
printed as M and P; but in rendering the rest of his manuscript we follow his explicit
request for Gothic letters to denote sets. The paper begins with a row of dots suggesting a
continuation from earlier text; but both the manuscript and the draft start with the text
as printed below.



| PRINCIPIEN EINER THEORIE DER ORDNUNGSTYPEN.

ERSTE MITTHEILUNG.

Auszug eines Schreibens an den Herausgeber.
VON
GEORG CANTOR
IN HALLE.

... Sie haben erlaubt, Ihnen einige Bemerkungen mitzutheilen, die mir beim Lesen des
von Herrn JuLeEs TaNNERY verfassten Referats iiber einen Theil meiner Arbeiten (in
dem Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, 8,, 1884; Revue
p. 136-171) [sic: [40)(*)] in den Sinn gekommen sind und, nachdem ich schon in meinem
Briefe d. v. 20 October d. J. einiges hierauf Beziigliche gesagt, nehme ich mir die Freiheit,
in gegenwértigem mein Vorhaben zu Ende zu fiihren, da ich gestern den Schluss der Reeen-
sion in dem soeben erschiedenen Octoberhefte der Zeitschrift erhalten habe. Sollten Sie,
wie Aussicht vorhanden ist, in einigen Wochen bei Ihrem Pariser Aufenthalte mit Herrn
JULES TANNERY zusammentreffen, so bitte ich Sie, ihm meinen verbindlichsten Dank
dafiir auszusprechen, dass er das Referat hat iibernehmen wollen, wie auch fiir die Geneigt-

heit, die er mir und meinen Untersuchungen darin erwiesen hat.

§1.

Tch fithle mich Herrn TANNERY zu Dank verbunden, wenn er an verschiedenen Stellen
seiner Kritik meinen Untersuchungen einen philo-||sophischen, ja sogar einen metaphy-
sischen Werth beimisst; ich sehe hierin ein Lob und halte mich dadurch fiir geehrt.

Denn ich gehore nicht zu Denjenigen, welche wegen der mancherlei Misserfolge,
welche die Metaphysik durch die Versehen einiger ihrer Bearbeiter, besonders in diesem
und im vorigen Jahrhundert, gedrntet hat, diese | Wissenschaft selbst gering schitzen;
ich glaube dass Metaphysik und Mathematik von Rechtswegen in einem Tauschverkehr
stehen sollten und dass in den Zeiten ihrer entscheidensten Fortschritte sie eng verbriidert
auftreten.

Ungliicklicherweise kommt dann freilich, wie die Geschichte bis jetzt gezeigt hat,
sehr bald ein Zwist unter ihnen auf, der durch Generationen hin wihren und sich soweit

(}) [Cantors reference is to TawNERY’s review of the whole of the first two volumes of Acta
Mathematica.]
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vergrossern kann, dass die feindlichen Briider sich gar nicht mehr kennen, geschweige
denn von einander wissen, was sie sich gegenseitig Alles zu verdanken haben.

Wiire es aber nicht gerade aus letzteren Griinden moglich, dass die sicherlich wohl-
gemeinte Accentuirung der philosophischen Seite meiner Untersuchungen, welche sich in
der Kritik des Herrn TANNERY bemerklich macht, zwar nicht darauf berechnet ist, aber
doch den Erfolg haben mochte, dass diejenigen mathematischen Zeitgenossen, welche
meinen Arbeiten zunichst fremd gegeniiberstehen, sich nicht die Miihe nehmen werden,
sie auf ihren moglicherweise doch auch vorhandenen, mathematischen Gehalt zu priifen?

Ich glaube daher Herrn TANNERY nicht zu nahe zu treten, wenn ich im Folgenden
den Versuch mache, Aufklirungen iiber meine Untersuchungen zu geben, um damit

Missverstindnissen vorzubeugen, deren Aufkommen von ihm gewiss nicht gewollt wird.

§2.

Die realen ganzen Zahlen 1, 2, 3, ... bilden eine verhéltnissmissig ganz kleine Species
von Gedankendingen, welche ich Ordnungstypen oder auch schlichtweg Typen (von é témog)
nenne; {sie sind verwandt den dpiduol vonrol oder eidyriXol PLATONS, mit denen sie viel-
leicht sogar ganz iibereinstimmen;} dementsprechend ist diejenige Disciplin, welche heute
vhohere Arithmetiks (Théorie des nombres) genannt wird, nur ein verhdilt- | nissmissig kleiner
|| Bestandiheil, oder, wenn sie wollen, der Anfang oder die Einleitung zu einer ihrer Anlage
nach ausserordentlich weitreichenden und umfassenden Lehre, welche ich »Theorie der
Ordnungstypen» (theoria typorum ordinalium) oder kiirzer »Typentheorie» nenne. {Es ist
dies dieselbe, welche ich, wie Sie wissen, seit zwei Jahren fiir die Acta mathematica
vorbereite und von der ich Ihnen bisjetzt nur gelegentlich und nicht ganz genau als von einer
Theorie der transfiniten Zahlen berichtet habe [[17]].}

Doch sind auch diejenigen Gedankendinge, welche ich transfinite oder diberendliche
Zahlen nenne, nur besondere Arten von Ordnungstypen; sie sind nédmlich die Typen wohl-
geordneter Mengen (M. v. Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre, p. 4 und ff.).
[[10], §§2-3.]

Die allgemeine Typentheorie scheint mir nach allen Richtungen einen grossen Nutzen
zu versprechen.

Sie bildet einen wichtigen und grossen Theil der reinen Mengenlehre (Théorie des
ensembles), also auch der reinen Mathematik, denn letztere ist nach meiner Auffassung nichts
Anderes als reine Mengenlehre.

. Dann steht sie in enger Beziehung zu den iibrigen Theilen der reinen, aber auch zu der
angewandten Mengenlehre, wie z. B. zur Punktmengenlehre, zur Functionentheorie und zur

mathematischen Physik.
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Unter angewandter Mengenlehre verstehe ich Dasjenige, was man Naturlehre oder
Kosmologie zu nennen pflegt, wozu | also die sémmtlichen sogenannten Naturwissen-
schaften gehoren, sowohl die auf die anorganische, wie auch auf die organische Welt sich
beziehenden.

Was die Functionentheorte angeht, so kann man mit Zuhiilfenahme der Typentheorie
dort auftauchende Fragen beantworten, welche sich mit den bisher bekannten Hiilfsmitteln
gar nicht angreifen lassen.

Die mathematische Physik wird von der Typentheorie gleichfalls betroffen, weil sich
letztere als ein méchtiges und tief einschneidendes Werkzeug zur Ergriindung und zur
begrifflichen Construction der sogenannten Materie ausweist.

Damit hiingt auch die Anwendbarkeit der T'ypentheorie in der Chemie zusammen; es ist
aber die hier gemeinte Typentheorie nicht zu verwechseln mit der ebenso benannten Theorie
von GERHARDT, welcher die Chemie wesentlich ihre gegenwirtige Gestaltung verdankt,
obgleich die GErHARDT sche Theorie lingst nicht mehr in ihrer urspriinglichen Form an-
erkannt wird, sondern sich erheblichen Umgestaltungen hat unterziehen miissen, || welches
Schicksal sie, meines Erachtens, nothwendig mit allen vergangenen oder noch kommenden
Theorien theilen wird, die auf der chemischen Atomistik ihr Gebidude errichten. (') Mit
dieser Typentheorie hat die meinige nichts als den Namen gemein.

Von ganz besonderem Interesse scheinen mir aber die Anwendungen der mathematischen
Typentheorie auf das Studium und die Forschung im Gebiete des Organischer zu sein.

Ich will daher in den folgenden Paragraphen die Principien der Theorie der Ordnungs-
typen so kurz wie mdglich auseinandersetzen.

§3.

Jeder wohldefinirten Menge von Elementen, gleichviel von welcher Beschaffenheit die
letzteren (und ob sie gleichartig oder ungleichartig, ob einfach oder zusammengesetzt) sind,
kommt eine bestimmte Mdchtigkeit, die ich auch Valenz nenne, zu.

|| Um die Mdchiigkeit einer durch Definition gegebenen Menge zu bestimmen, schickt
man den Beziehungsbegriff der Aquivalenz voraus; man nennt néimlich zwei Mengen dquiva-
lent, wenn sie sich gegenseitig eindeutig, Element fiir Element, einander zuordnen lassen.

Unter Michtigkeit oder Valenz einer gegebenen Menge M verstehe ich den Allgemein-
begriff (Gattungsbegriff, Kategorie), unter welchen alle der Menge M dquivalenten Mengen
und nur diese, (und daher auch dve Menge M selbst) fallen.

Von dquivalenten Mengen sage ich auch, dass sie zu einer und derselben Mdichtigheits-

(*) [The reference is to Charles Frédéric Gerhardt (1816-1856). On his theory of chemical types, see
[37], 456-460.]
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classe gehoren: die Classe einer Menge M ist also nicht Anderes, als der Umjfang (dieses
Wort in der Bedeutung der Schullogik als »ambitus» genommen) des zur Menge M gehorigen
Allgemeinbegriffs, welchen ich die Mdchtigkeit der Menge M genannt habe.

Die Mdchitgkeit einer Menge M ist hiernach als die Vorstellung dessen bestimmt,
was allen der Menge M dquivalenten Mengen und nur diesen und daher auch der Menge
M selbst gemeinsam ist; sie ist die repraesentatio generalis, das 70 v mapd o mwoAAd fiir alle
Mengen derselben Classe wie M. Sie erscheint mir daher als der urspriinglichste, sowohl
psychologisch, wie auch methodologisch einfachste Stammbegriff, entstanden durch || Abstrac-
tion von allen Besonderheiten, die eine Menge von bestimmier Classe darbieten kann, sowohl
in Ansehung der Beschaffenheit ihver Elemente, wie auch hinsichtlich der Beziehungen
und 4nordnungen, in welchen die Elemente sei es untereinander oder zu qusserhalb der Menge
liegenden Dingen stehen kénnen. Indem man nur auf Dasjentge reflectirt, was allen einer
und derselben Classe angehorigen Mengen gemeinsam ist entsteht der Begriff Mdchtigkeit
oder Valenz.

Das Wort »Mdchtigkeit» ist vielleicht am Besten im || Griechischen durch »wé Xpdzooy,
im Lateinischen durch wpotestasy oder wplenitudos, im Franzdsischen durch »puissance»
oder durch die Neubildung walences, im Englischen durch »powers oder »mightinessy, im
Italienischen durch »podesta» zu iibersetzen.

In den »Grundlagens habe ich bewiesen (oder vielmehr den Weg und die Mittel zum
Beweise vollstindig angegeben), dass die verschiedenen Mdchtigkeiten unendlicher Mengen
eine nach demselben T'ypus gebildete aufsteigende absolut unendliche Reihe ausmachen, wie
die realen, ganzen finiten und éransfiniten Zahlen selbst; je mehr man den vollen Sinn und
Inhalt dieses Satzes zu erfassen sucht, um somehr muss man die Natur in ihrer unermesslichen
Grosse bewundern. (M. vergl. »Grundlagens pag. 37 und die Note 2 auf pag. 43 und 44.)
[[10], §12, Anm. 2.]

§4.

Unter einer einfach geordneten Menge verstehe ich eine Menge, deren sdmmiliche Ele-
mente, sei es von Natur, sei es durch eine conventionelle gesetzmissige Beziehung, in ein
bestimmies Rangverhiliniss unter einander gesetzt sind, demgemaéss von je zwei Elementen
der Menge das eine den niedrigeren oder fritheren, das andere den hdheren oder spiteren
Rang einnimmt und dass ferner bei je drei herausgegriffenen Elementen e, €, ¢”, wenn e
einen niedrigeren Rang hat, als ¢, ¢’ einen niedrigeren Rang hat als ¢”, alsdann auch immer
der Rang von e niedriger ist als der von e”.

Znwer einfach geordnete Mengen nenne ich einander dhnlich, wenn es mdglich ist, sie
gegenseitig eindeutiy und wvollstindig einander dermaassen zuzuordnen, dass das Rangver-

héltniss von je zwei Elementen der eimen geordneten Menge dasselbe ist, wie das der
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beiden entsprechenden Elemente || der andern geordneten Menge, wir wollen ein solches
Verhiliniss zweier geordneten Mengen auch dadurch ausdriicken, dass wir || von ihnen
sagen: ste lassen sich auf einander abbilden. (1)

Jede einfach geordnete Menge hat nun einen bestimmten Ordnungstypus oder, wie ich
mich auch kiirzer ausdriicken will, einen bestimmten Typus; darunter verstehe ich den-
jenigen Allgemeinbegriff, unter welchen simmiliche der gegebenen geordm. Menge dhnliche
geordnete Mengen, und nur diese, (folglich auch die gegebene geordnete Menge selbst) fallen.
Die Typen der endlichen einfach geordneten Mengen sind nichts Anderes, als die endlichen
ganzen Zahlen, in Zeichen: 1, 2,3, ..., », ....

Denjenigen Ordnungstypus, zu welchem beispielsweise die Menge der rationalen
Zahlen von der Form 1—1/y (threr Grdsse nach geordnet) gehoért, bezeichne ich bekanntlich
mit dem Buchstaben .

Fiir denjenigen Ordnungstypus, welcher beispielsweise gegeben ist durch die in ihrer
natiirlichen Ordnung (so dass die kleineren dem Range nach niedriger gestellt werden, als
die grosseren) aufgefassten rationalen Zahlen, die > 0 und < 1 sind, habe ich in meiner fir
die Acta mathematica bestimmten Abhandlung Théorie des Types d’Ordre das Zeichen
7 eingefiihrt.

Denjenigen Ordnungstypus, welcher beispielsweise durch den in seiner natirlichen
Folge betrachteten Inbegriff aller reellen, d. h. rationalen und irrationalen Zahlen, welche
> 0 und < 1 sind, représentirt wird, bezeichne ich mit dem Buchstaben 6.

Um dies Alles zu erldutern will ich Folgendes anfiihren.

Es ldsst sich beweisen, und zwar genau mit denselben Betrachtungen, welche ich in
Acta mathematica, Bd. 4, pag. 383 [[18], 383; [28], 253] und in Mathematische
Annalen, Bd. XXIII, pag. 482 und ff. [[193], 482-485; [28], 238-241] bei einem verwandten
Gegenstand gebraucht habe, dass jede linear Punktmenge P, welche ldngs eines ganzen
Intervalls (@ ... b) diberalldicht und von der ersten Méchtigkeit ist und zu welcher die End-
punkte a und b nicht mitgehoren, als eine monoton wachsende eindeutige Function derjenigen
Punktmenge hergestellt werden kann, deren Ordnungstypus wir soeben mit 7 bezeichnet
haben; diese beiden geordneten Punktmengen sind daher etnander dhnlich und wir kénnen
also den Satz || aussprechen, dass jede Punktmenge P von der bezeichneten Art den Ord-
nungstypus n hat.

(*) [On p. 14 of the letter-book, Cantor added the following sentence to the draft, but omitted it
from the final version:

“Es hat also hier das Wort ,,abbilden” einen andern Sinn (und ich darf hinzufiigen, einem dem
Sprachgebrauch entsprechenderen Sinn), als es seit Gauss und Riemann in der Funct.theorie und Geo-
metrie gewonnen hat, wo man jetzt sogar jede functionelle Zuordnung zweier Gebilde fiir eine ,,Abbil-
dung” ausgiebt, was m. e. sich durch aus nicht rechtfertigen lisst. Wenn ich nicht irre, so ist dieser
maaslose Gebrauch des Wortes auf Herrn A. Clebsch zuriickzufithren™.]
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|| So hat darnach, um ein Beispiel anzufiihren, der Inbegriff aller rellen algebraischen
Zaklen in seiner natiirlichen Ordnung den Typus 7. {Man kann aber auch auf demselben
Wege den folgenden Satz beweisen, in welchem iiber die Beschaffenheit der die Menge
constituirenden Elemente nichts vorausgesetzt ist: ist I eine einfach-geordnete Menge
erster Mdchtigkeit, welche weder ein dem Rang nach niedrigstes, noch ein hchstes Element
hat und welche so beschaffen ist, dass zwischen je zweien Elementen e und ¢’ stets eine
unendliche Anzahl andrer Elemente dem Rang nach vorhanden sind, so hat )t den Ord-
nungstypus 7.} Dagegen hat, wie leicht zu beweisen, die Menge aller rationalen Zahlen,
die = 0 und < 1 sind, einen andern Typus, der (nach der bald folgenden Definition fiir die
Summe zweier Typen) durch 1 +% zu bezeichnen ist; ebenso ist die Menge aller rationalen
Zahlen, die > 0 und =< 1 sind, vom Typus +1 und endlich die Menge aller rationalen
Zahlen, die = 0 und < 1 sind, vom Typus 1 +7+1.

Es folgt aus unseren Definitionen, dass zwei geordnete Mengen von einem und demselben
Typus eo ipso auch von gleicher Mdchtigkest sind, also in eine und dieselbe Mdchtigkeits-classe
gehoren; dagegen habe zwei einfach geordnete Mengen einer und derselben Michtigkeits-
classe im Allgemeinen verschiedene Typen. {Die Typen endlicher einfach geordneter Mengen,
welche mit den endlichen ganzen Zahlen 1, 2, 3, ... zusammenfallen, bilden die erste Typen-
classe; die Typen einfach geordneter Mengen erster Méchtigkeit constituiren das, was ich
die zweite Typenclasse, die Typen zweiter Michtigkeit das was ich die dritte Typenclasse
nenne, u. 8. w.}

Fiir die Typen einfach geordneter Mengen, welche ich auch lineare Typen nenne, ist
es folgenreich, dass jeder T'ypus einen im Allgemeinen von ihm verschiedenen zweiten Typus
bestimmt, welchen ich den dem ersteren enigegengesetzten Typus nenne; es ist der Typus
derjenigen geordneten Menge, welche aus der gegebenen geordneten Menge dadurch hervor-
geht, dass wir das Rangverhilliniss aller ihrer Elemente iiberall umkehren. Ist « das Zeichen,

fiir irgend einen Typus, so bezeichne ich den entgegensetzten Typus mit:

Oy
Offenbar ist: Cgge = Ol
|| So ist z. B. M+ =(1+n)s @+ =@+1)s

Die Menge der rationalen Zahlen von der Form 1 +1/y, wenn sie als nach ihrer Grosse
rangirt angesehen werden, ist offenbar vom Typus: ws.

|| Dass entgegengesetzte Typen auch zusammenfallen kénnen, sieht man an dem Typus
jeder endlichen geordneten Menge, sowie auch an den Typenn =17, (1+1+1)=(1+9+1)

ebenso ist:
=0y O+1)=(140); 14+ =(0+1); Q1+6+1)=(1+0+1)s.
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§ 5.

Von den einfach geordneten Mengen zeichnen sich durch besondere Eigenschaften
diejenigen aus, welche ich in den »Grundlagen», § 2, pag. 4 [[10], § 2] wohlgeordnete Mengen
genannt habe; ich nenne deren Ordnungstypen allgemein reale ganze Zahlen (dpidpoi) und
zwar die Ordnungstypen endlicher wohlgeordneter Mengen nenne ich endliche oder finite
Zahlen, dagegen die Ordnungstypen unendlicher wohlgeordneter Mengen wunendliche, diber-
endliche oder transfinite Zahlen genannt werden.

Diejenigen transfiniten Zahlen, welche Ordnungstypen von wohlgeordneten Mengen
erster Machtigkeit sind, bilden zusammen einen Inbegriff von Zahlen, welchen ich die zweite
Zahlenclasse genannt habe; die Mdchtigkeit dieses Systems von transfiniten Zahlen ist,
wie ich in §§ 12 und 13 der »Grundlagen» [[10]] bewiesen habe, genau die zweite Mdachtigheit.

Ebenso bilden diejenigen fransfiniten Zahlen welche Ordnungstypen von wohlgeordneten
Mengen zweiter Machtigkeit sind, zusammen die dritte Zahlenclasse, welche, wie mit den-
gelben Mitteln leicht zu zeigen ist, genau die dritte Mdchiigkeit besitzt; und dies geht immer
80 weiter.

Die Anwendbarkeit der transfiniten Zahlen in der Mengenlehre und in der Functionen-
theorie geht sowohl aus Ihrer inhaltreichen Arbeit in Acta mathematica, Bd. 4, pag. 1
»Sur la représentation analytique des fonctions (1) monogénes uniformes d’une variable indé-
pendanter [[35]], wie auch aus meinen bisherigen Arbeiten iiber Punctmengen in Acta
Math. Bd. IT und IV [[17], [18]] und in Math. Ann. Bd. XV, XVII, XX, XXT, XXIIT
[[61-110], [19]] hinlinglich || hervor. Fragt man nach einem enischeidenden Kriterium dafiir,
ob eine reale ganze Zahl « endlich oder ob sie transfinit ist, so besteht ein solches darin, dass

fiir endliche Zahlen die entgegengesetzten Typen mit thnen zusammenfallen, so dass:
o= Oy,

wogegegen bei transfiniten Zahlen diese Gleichung niemals statt hat.

Dass bei Typen unendlicher geordneter, nur nicht wohlgeordneter Mengen diese Glei-
chung quch vorkommen kann, sahen wir an mehreren Beispielen in § 4.

Die Abbildung zweier einander achnlichen geordneten Mengen (wie wir sie in § 4 definirt
haben) wird im Allgemeinen auf mehrere und sogar auf unendlich viele Weisen méglich sein,
und es erhebt sich bei jedem Ordnungstypus die Frage, auf wie viele Weisen er als sich selbst
dhnlich betrachtet werden kann und wie diese, im Allgemeinen, vielen Weisen unter einander

zusammenhingen.

(*) {This is the end of the proof-pages. We now read on from p. 9 of the manuscript.]

10
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Von den Zahlen, sowohl den finiten, wie auch den transfiniten (d.h. also von den
Ordnungstypen wohlgeordneter Mengen) gilt der leicht beweisbare Satz, dass jede von ihnen
sich selbst nur auf eine Weise dhnlich ist. () Dasselbe gilt von den, den Zahlen entgegen-

gesetzten Typen, z. B. von ws, {w + 1), ...; ferner gilt es auch von Typen der Form:

a—{-ﬁ*,

wo & und f zwes Zahlen sind. Dagegen trifft nicht dasselbe bei Typen von der Form:

ﬁ*—f—oc

zu, wo o und B zwei transfinite Zahlen sind.}

§ 6.

Zwischen allen Typen einfach geordneter Mengen (also nicht blos zwischen den Typen
wohlgeordneter Mengen, den sogenannten Zahlen) herrscht eine strenge, wenn ich mich so
ausdriicken darf, arithmetische Gesetzmiissigkest.

Es bestehen zunichst auch hier ganz allgemein die Operaiionen des Addirens und
Multiplicirens. Sind % und B irgend zwei einfach geordnete Mengen von den T'ypen o und 3,
so entsteht durch Vereinigung von ¥ und B, wenn festgestellt wird, dass sowohl die Ele-
mente von 9 ihr Rangverhiltniss unter sich, wie auch die Elemente von B ihr Rangver-
héltniss unter sich in der Vereinigung behalten sollen und dass der Rang || aller Elemente
von U niedriger sei, als der Rang aller Elemente von B, eine neue einfach geordnete Menge
€, deren Typus wir als die Summe der beiden Typen o und f§, in Zeichen=a+f definiren;
hier heisse o der Augend und § der Addend in der Summe.

Es werden tm Allgemeinen o+ p und f + o« verschiedene Typen bedeuten.

(1) [In a postcard of the 23rd November, 1884, Cantor summarised and then changed the original
text at this point as follows:

“Am Schlusse des § 4 [sic] meiner Arbeit hat sich folgendes Versehen eingeschlichen. Ich sage:

Wenn «, f§, ¢, ... Zahlen sind, so sei:

B L Ay ot T I S

ein Typus, der sich selbst nur auf eine Weise ahnlich ist.

Es soll aber heissen:

Sind «, B, zwei finite oder transfinite Zahlen, so ist den Typus:
o+ *p

sich selbst nur auf eine Weise ahnlich. Dagegen gilt dies nicht vom Typus *§ + «, wie man leicht sieht.
Bitte die Stelle in diesem Sinne zu &ndern!”

But in his letter of the 30th November, Cantor changed the passage again to the text that now
follows.]
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Zwei Typen o« und f bestimmen aber auch in folgender Weise einen dritten Typus.
Sei B eine einfach geordnete Menge vom Typus f; an die Stelle jedes Elementes von B
setze man eine einfach geordnete Menge vom Typus o; die Vereinigung aller dieser Mengen
A A, A, ... (welche sdmtlich vom Typus « sind) bildet eine neue einfach geordnete Menge
D, wenn festgesetz wird, dass die Elemente jeder einzelnen von ihnen ihr gegenseitiges Rang-
verhdltniss auch in der Vereinigung behalten dagegen je zwei Elemente, welche zwei
verschiedenen von den Mengen U, A, A, ... angehdren, in der Vereinigung dasselbe Rang-
verhaltniss haben, welches zwischen den entsprechenden beiden Mengen, denen sie ange-
héren, innerhalb des Typus § besteht. Den T'ypus von O nennen wir das Product aus den
beiden Typen o und 8, wobei « der Multiplicandus, § der Multiplicator genannt wird. Dieses
Product wird durch o+ f oder «ff bezeichnet. Diese Festsetzung, welche von meinem bisherigen
Gebrauch, z. B. in den »Grundlageny abweicht [[10], § 3], (indem ich dort den Multiplicator
links, den Multiplicandus rechts schrieb, wihrend ich es von jetzt ab wmgekehrt machen
will) ist aus bestimmten Griinden die zweckmdssigere.

Auch bei der Multiplication der Typen ist im Allgemeinen off von fSo verschieden.

Dagegen ist, wie man leicht beweist, stets:
(+f)+y =+ (B+y),

a(fy) = (2f)y,

d. h. fiir die Addition und Multiplication der linearen Typen gilt ganz allgemein das asso-
ciative Gesetz.

{Man iiberzeugt sich ebenso leicht, dass das distributive Gesetz bei der Multiplication
in der folgenden Gestalt, woher «, §, a -+ als Multiplicatoren auftreten allgemeine Giiltig-

keit bei allen Typen hat:
Y(e+p) =ya+yf.}

) {l| Zur Erliuterung der definirten Operationen eignen sich folgende Séitze, deren Beweise

aus einem n § 4 angefihrten Theorem abzuleiten sind.

(1) [On p. 16 of the letter-book Cantor noted that the text that had been written so far was sent off
to Mittag-Leffler on the 18th November, 1884. But the parcel seems to have contained also the section
beginning two paragraphs below: “Ist ... ”” and ending * ... beschéftigen soll”, for it was drafted on p.
17 of the letter-book and written out on both sides of a small slip of paper attached to p. 11 of the manu-
script. Later Cantor drafted a version of the intermediate paragraphs in the margin of p. 16 of the letter-
book and sent the final version to Mittag-Leffler, who wrote them out in his own hand on a separate sheet
of paper, dated it ‘‘5th February, 1885 and indicated to the printer that they should be inserted at the
present place. In view of this situation, we indicate by our sign || three extra unnumbered paginations:
the sheet written out by Mittag-Leffler, and the two sides of Cantor’s slip of paper attached to p. 11 of the
manuscript. ]
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Ist 5 der in § 4 unter diesem Zeichen definirte Typus und sind «, &’ zwei verschiedene

Zahlen der ersten oder zweiten Zahlenclasse, so ist:

ne=no' =n; n¥=n,

und daher ist auch jede Potenz #” gleich 7, wo v eine beliebige endliche ganze Zahl ist;
dagegen sind oz und o'z stets verschiedene Typen.}

|| Ist & ein Ordnungstypus von solcher Beschaffenheit, dass die Darstellung desselben
als Product zweier Factoren nur dann moglich ist, wenn zum Wenigsten einer derselben
gleich 7 ist, so nennen wir 7 einen Priméypus und wenn im Besondern 7 eine Zahl ist, so
heisse sie Primzahl. Darnach kann man sich leicht iiberzeugen, dass beispielweise 7, 1 4+,
7+1, 1+9+1, 0, 1+6, 041, 1 +6+1 Primiypen und o, o’ +1, w®, w*® Primzahlen sind,
ebenso wie alle bisher sogenannten Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13, ... diese Bezeichnung auch
in unserm allgemeineren Sinne behalten.

Wie bei den endlichen Zahlen die Zerlegung in Primfactoren eine, abgesehen von der
Reihenfolge der Factoren, vollig bestimmte ist, gilt auch ein gleiches bei gewissen Ge-
setzungen fiir die transfiniten Zahlen, wo sogar die || Reihenfolge der Factoren in gewissem
Sinne bestimmt ist. Bei den andern Ordnungstypen (welche nicht Zahlen sind) erfihrt
dieses Gesetz der eindeutigen Zerlegung in Primtypen Modificationen, deren Feststellung
uns spéiter beschiftigen soll.

I§7.

In § 6 haben wir diejenigen mit linearen Typen ausfithrbaren Operationen auseinander-
gesetzt, welche bei den endlichen Zahlen von Alters her bekannt sind und von denen es
sich nun heraussstelite, dass sie in voller Allgemeinheit auch auf die unendlichen Typen
und Zahlen ausgedehnt werden kénnen; es giebt aber ausser Addition und Multiplication
noch andere Operationen von derselben Urspriinglichkeit und Allgemeinheit, die bei den
unendlichen Typen oder Zahlen aus dem Grunde nicht hervorgetreten sind, weil hier das
Actualunendliche keine Rolle spielt. Bei den unendlichen Typen und Zahlen kommen diese
neuen Operationen wesentlich in Betracht.

Denken wir uns irgend eine unendliche einfach geordnete Menge U vom Typus o.

Sei e ein Element von 9, so kann dasselbe folgendes Vorkommniss darbieten; wird mit
‘e trgend ein dem Range nach frijher als e vorkommendes Element von U bezeichnet und
‘e =e gesetzt, falls in A keine dem Range nach niedrigeren Elemente, als e vorhanden sind,
bezeichnen wir ferner mit e’ irgend ein dem Range nach spiter als e vorkommendes Element
von ¥, setzen jedoch e’ =e, falls in 9 keine dem Range nach héheren Elemente, als e vor-
handen sind, dann fallen zwischen ‘e und ¢’ (dem Range nach) stets unendlich viele

Elemente von U; erfiillt e diese Bedingung, so wollen wir ¢ ein Hauptelement von U nennen.
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Die simmtlichen zu U gehorigen Hauptelemente bilden, wenn unter ihnen dasselbe Rang-
verhéltniss, wie in ¥ erhalten bleibt, eine neue einfach geordnete in U enthaltene Menge,
welche wir die Cohdrenz von 9 nennen und mit ¢ bezeichnen; den Typus von Hc wollen
wir mit a¢ bezeichnen und die Cohdrenz von « nennen. Wenden wir auf ¢ und ac von
neuem die Operation ¢ an, so wollen wir das Resultat hiervon resp. mit Ac? und oc? be-
zeichnen und eine entsprechende Bedeutung werde den Zeichen c¢” und ac” verliehen.

In der unendlichen Reihe von geordneten Mengen:
A, Ae, Aez, ... Ac, ...

ist jede eine Bestandtheil der vorangehenden; der im Allgemeinen von Null verschiedene
gemeinsame Bestandtheil von ihnen allen oder, was dasselbe bedeutet, die geordnete

Menge:
DA, Ae, ... Ac, ...)

werde mit c® und ihr Typus mit ac® bezeichnet. Die allgemeine Definition von %¢? und
von deren Typus ac?, wo g eine beliebige transfinite Zahl bedeutet, wird auf vollstindige
Induction wie folgt gegriindet: ist p eine transfinite Zahl erster Art, d. h. giebt es eine ihr

unmittelbar vorangehende ¢ —1, so ist:
Nce= (AceY)¢;
|| ist aber g eine transfinite Zahl zwester Art, so ist:
o= D(..., Ac?', ...),

wo o' alle Zahlen, die kleiner als g sind, zu durchlaufen hat,
Hiernach {iberzeugt man sich leicht, dass wenn p und ¢ irgend zwei endliche oder

transfinite Zahlen sind, man immer hat:
(Uce)co=Ycete und: (xce)c” = ac?*7.

Uce heisse die p* Cohirenz von A, ace die g* Cohdrenz des Ordnungstypus a.

Liegt der Fall vor, dass:
U=,

so nennen wir Y eine insichdichte geordnete Menge und ihren Typus « einen insichdichten
Typus.

So sind z. B. die Typen: 9, 1+n, n+1, 1+n+1, 6, 146, 0+1, 1 +6+1 insichdichte
Typen.

Dagegegen haben wir beispielsweise:

13
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0c=0; (0+v)c=1; (w2)c=1; (W2+¥)c=2; (wu)c=p~1; (wu+v)c=pu;
wic=w; (0*+)c=w+1; w%=ow

Hier haben v und u die Bedeutung endlicher positiver ganzer Zahlen.

Das letzte Beispiel, wonach wvc=w®, ist auch darum instructiv, weil sich daran zeigt,
dass aus der Gleichung ac =« nicht geschlossen werden kann, dass « ein insichdichter Typus
sei, dazu ist vielmehr erforderlich, dass Yc=9.

Diejenigen Elemente einer geordneten Menge U, welche nicht Hauptelemente von YU
sind, nennen wir isolirte Elemente von U: sie bilden zusammen in der Rangordnung, in
welcher sie in Y zu einander stehen, eine einfach geordnete in Y enthaltene Menge, welche
wir die Adhdrenz von U nennen und mit Aa bezeichnen; ebenso nennen wir den Typus von
e die Adhirenz von « und geben ihm das Zeichen aa.

Die geordnete Menge Na besteht aus lauter isolirten Elementen und wird daher eine
isolirte Menge genannt; darum nennen wir auch aa einen isolirten Typus.

Die vorhandene Beziehung der drei geordneten Mengen A, Aa, Ac kénnen wir durch
die Formel ausdriicken:

A= UAa +UAe,
wobei aber zu beachten ist, dass hier auf der rechten Seite eine Zusammenfassung der
Elemente von Yo und Ac in derjenigen Rangordnung vorzunehmen ist, in welcher sie wr-
spriinglich in U gegeben sind, so dass jene Formel nicht etwa mit der Formel a=owaa +ac
gleichbedeutend ist, welche letztere, wie man sich leicht iiberzeugt, im Allgemeinen nicht
zutrifft.

| In demselben Sinne hat man die folgende sehr allgemeine Formel:

A= > Acfa+Ae,
=0T, ...<e
wo p irgend eine gegebene endliche oder iiberendliche Zahl bedeutet. (1)

Jeder insichdichte Bestandtheil von U ist, was auch g sei, immer auch Bestandtheil von
Ac?; daraus folgt, dass die geordnete Menge 2 o ; ...<o Uc?a keinerlei insichdichten Bestand-
theil haben kann; solche Mengen nennen wir separirte Mengen, ihre Typen separirte Typen.

(1) [Cantor deleted the following paragraph from the manuscript, perhaps because of its incomplete
reference to the (then incomplete?) zweite Mitteslung:

“Aus diesem Theorem folgt dass, wenn 9 von der bR Machtigkeit ist, alsdann Ac? eine insich-
dichte Menge oder Null wird, sobald g eine gewisse innerhalb der # + 1%°2 oder einer niedrigeren Zahlen-
klasse gelegene Grenze erreicht oder iiberschreitet; so haben wir z. B. in einem vorangehenden Aufsatz
(pag- [111-112] dieses Bandes) [[20], 111-112: [28], 266] bewiesen, dass eine in einer unendlichen geraden
gelegene Punctmenge P, welche offenbar eine besondere einfach geordnete Menge darstellt, stets so be-
schaffen ist, dass fir pS d, EBcg Null oder insichdicht wird, wo a eine gewisse der ersten oder zweiten
Zahlenclasse angehérige Zahl bedeutet, und wir sehen hier, dass dieser Theorem unter einem allgemei-
neren, fiir alle einfachgeordneten Mengen giiltigen steht.”]
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Fassen wir eine einfachgeordnete Menge 9 in’s Auge, welche der folgenden Bedingung
geniigt: ist e, €', €”, ..., e, ... irgend eine zu thr gehirige einfach unendliche Folge von Ele-
menten, die entweder dem Range nach mit v fortwihrend steigen, oder fortwihrend dem Range
nach abnehmen, wihrend v wachst, so giebt es ein bestimmies Element f von U, welches im
ersteren, Fall hoheren Rang hat, als alle ), wogegen jedes im Vergleich mit f niedrigere
Element 'f von den e fiir hinreichend grosse Werthe von v ¥m Range iibertroffen wird und
welches tm zweiten Falle niedrigeren Rang hat, als alle e, wogegen jedes vm Vergleich mit f
hohere Element ' von einem gewissen v an hoheren Rang hat, als die e'¥); hier ist offenbar
f ein Hawptelement von 9.

Entspricht eine einfach geordnete Menge U den in dieser Bedingung enthaltenen
Voraussetzungen, so nennen wir sie eine abgeschlossene Menge und ihren Typus & einen
abgeschlossenen Typus.

Darnach sind z. B. w41, w” +1, 140 +1 abgeschlossene Typen, dagegen sind es nicht
die Typen: w, w?, , 149, 5+1, 1 +5+1.

Ist U eine abgeschlossene Menge, so ist jede ihrer Cohdrenzen ce auch eine solche und
wir konnen daher auch sagen, dass wenn « ein abgeschlossener Typus ist, dasselbe auch
von ¢ce zu sagen ist.

Ist eine einfach geordnete Menge sowohl insichdicht, wie auch abgeschlossen, so nennen
wir sie eine perfecte Menge und ihren Typus einen perfecten Typus.

Darnach ist z. B. 140 +1 eine [!] perfecter Typus. Ich bemerke endlich, dass jede nicht
abgeschlossene Menge durch geeignete Interpolation neuer Elemente zu einer abgeschlossenen
Menge erginzt werden kann.

|| §8.

Wir schreiten nun zur Betrachtung n-fach geordneter Mengern und ikrer Ordnungs-
typen, wo wir unter n bis auf Weiteres eine endliche ganze Zahl verstehen, obwohl spéter
die Steigerung zu Typen von unendlichfach geordneten Mengen nothwendig und aus-
fithrbar werden wird.

Unter einer n-fach geordneten Menge verstehen wir eine solche, deren sdmmtliche
Elemente nach n Beziehungern (Dimensionen) geordnet sind; diese » Beziehungen miissen
wir uns ebenfalls in eine bestimmte Folge gebracht denken, so dass sie als erste, zweile, ...
n* Beziehung unterschieden werden kénnen.

Dieser Begriff einer n-fach geordeneten Menge ist den folgenden niheren Bestim-
mungen unterworfen.

Sind @ und a' irgend zwei Elemente einer n.fach geordneten Menge U, so besteht
zwischen ihnen in Riicksicht auf jede der n Beziehungern und bestimmtes Verhiltniss des

Ranges, so dass a entweder niedrigeren oder gleichen oder hoheren Rang hat, als o'; das

15
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Rangverhéltniss von @ und @’ in Riicksicht auf eine der » Beziehungen ist im Allgemeinen
unabhingig von dem Rangverhéltniss derselben Elemente in Riicksicht auf die iibrigen
Beziehungen, nur ein Fall ist auszunehmen, dass namlich in Riicksicht auf (n—1) der »
Beziehungen a und o’ gleichen Rang haben, wo dann in Riicksicht auf die noch iibrige
Beziehung gleicher Rang unter ihnen nicht statt haben kann, weil sonst ihre Unterschei-
dung in der vorliegenden Ordnung aufhéren wiirde und nur durch Hinzunahme neuer
Beziehungen bewirkt werden kénnte.

Es wird ferner bei einer n-fach geordneten Menge U vorausgesetzt, dass wenn in Bezug
auf eine und dieselbe der n Beziehungen a niedrigeren oder gleichen Rang hat, als @', a’
niedrigeren oder gleichen Rang hat, als a”, alsdann auch a niedrigeren oder gleichen Rang
hat, wie a”, wobei die Gleichheit des Ranges im letzteren Falle nur unter Voraussetzung
der Gleichheit des Ranges in den beiden ersteren Fillen statt hat. Zwei n-fach geordnete
Mengen U und B heissen einander Ghnlich, wenn es moglich ist sie gegenseitig eindeutig und
vollstimdig, Element fiir Element einander derart zu zuordnen, dass wenn a und o’ irgend
zwei Elemente der ersten, b und b’ die zugehérigen Elemente der andern sind, alsdann das
Rangverhiltniss von @ und a’ in Riicksicht auf jede der n Beziehungen in U dasselbe ist, wie
das Rangverhiltniss der Elemente b und b’ in Riicksicht auf die entsprechende Beziehung
in B; es wird hierbei die ¥** Beziehung in 9 der »** Beziehung in B entsprechend gedacht.

|| Wir bedienen uns auch der Ausdruckweise, dass wir von zwei dhnlichen n-fach ge-
ordneten Mengen sagen: sie lassen sich aufeinander abbilden und wir nennen das Element
b in B das Bild des Elementes ¢ in U, und umgekehrt.

Unter dem Ordnungstypus einer n-fach geordneten Menge 9 verstehen wir denjenigen
Allgemeinbegriff, unter welchem simmtliche der Menge U dhnlichen n-fach geordneten
Mengen und nur diese (somit auch 9 selbst) stehen; wir nennen solche Typen n-fache
oder n-dimensionale Ordnungstypen.

Handelt es sich um n-fach geordnete Mengen mit einer endlichen Zahl m von Ele-
menten, so nennen wir die zugehérigen Typen endliche Ordnungstypen. Die Anzahl der
verschiedenen Ordnungstypen n-fach geordneter Mengen mit m Elementen ist offenbar
endlich und ihre Bestimmung als Function von n und m ist nicht ohne Interesse. Simmt-
liche endliche Ordnungstypen bilden die erste Typenclasse; die Typen n-fach geordneter
Mengen von der ersten Michtigkeit, zéhlen wir zur zweiten Typenclasse, die Typen n-fach
geordneter Mengen der zweiten Michtigkeit gehéren zur dritten Typenclasse u. s. w.

Mit jedem n-fachen Typus « sind 2" — 1 andere, im Allgemeinen unter einander und von
o« verschiedene Typen verbunden, welche wir mit « und unter einander conjugirte Typen
nennen,

TIst niimlich U eine Menge vom Typus «, so entsteht daraus eine neue n-fach geordnete
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Menge U’, wenn festgesetzt wird, dass in Riicksicht auf die v* Beziehung das Rangverhalt-
niss aller Elemente umgekehrt werde, die Gleichheit im Rang jedoch, falls sie vorkommt,
erhalten bliebe und dass alle iibrigen Rangverhiltnisse (in Riicksicht auf die anderen
Beziehungen) ungeindert gelassen werden. Der Ordnungstypus von U’ werde mit «,,
bezeichnet.

Hier hat also ,, die Bedeutung eines Operationssymbols und wir haben daher im Ganzen
n derartige Operationssymbole ,; 2 .. ., Welche successive auf « angewandt (wobei offen-
bar die Ordnung der Aufeineanderfolge dieser Operationen auf das Resultat keinen Einfluss
hat) die im Allgemeinen verschiedenen 2" ~1 mit « und unter sich conjugirten Typen
ergeben. Wie leicht zu sehen, ist «,,,, = .

Es kann vorkommen, dass alle konjugirten Typen oder dass einige unter ihnen gleich
« sind; in letzterem Falle ist die Anzahl der ungleichen conjugirten Typen ein Theil von
2", also eine Potenz von 2, Ist diese Anzahl etwa gleich 2* so sind 2¥-mal je 2*% conjugirte
Typen einander gleich.

|| Die Abbildung zweier einander dhnlichen n-fach geordneten Mengen wird im All-
gemeinen auf mehrfache Art, in gewissen Fallen auf nur eine Art moglich sein. Das letztere
findet z. B. bei endlichen Typen immer statt, wie zu beweisen ist.

Jeder unendliche n-fache Ordnungstypus bietet also die Frage, auf wie viele Weisen
er als sich selbst dhnlich betrachtet werden kann und wie diese im Allgemeinen vielen
Weisen unter einander zusammenhéngen.

Ich komme nun zu den Operationen, welchen die n-fachen Ordnungstypen unterworfen
werden kénnen.

Wir haben in jeder n-fach geordneten Menge U die n Beziehungen (Dimensionen),
nach welchen ihre Elemente geordnet sind, als die erste, zweite, ... n' Beziehung unter-
schieden; werden nun mehrere n-fache Ordnungstypen zusammen betrachtet, so gilt fiir
uns die v** Beziehung in allen als dieselbe. Falls aber diese Typen nicht simmtlich von der-
selben Dimensionzahl sind, so beschranken wir uns vorliufig auf den Fall, dass die Dimen-
sionzahlen simmtlicher Typen eine bestimmte endliche Zahl n nicht tiberschreiten; dann
konnen und wollen wir jeden der in Betracht kommenden Typen von kleinerer Dimen-
sionenzahl, als n, etwa von der Dimensionenzahl m <n, als einer n-dimensionalen Typus
betrachten, in welchem die sémmtlichen Elemente in Riicksicht auf die »** Beziehung,
wenn v >m ist, einen und denselben Rang haben.

Sind nun Y und B zwei n-fach geordnete Mengen von den Typen « und §, so entsteht
durch die Vereinigung von % und 9B eine neue n-fach geordnete Menge €, wenn festgesetzt
wird, dass in Riicksicht auf jede der n Beziehungen sowohl die Elemente von 9 ihr Rang-

verhéltniss unter sich, wie auch die Elemente von B ihr Rangverhéltniss unter sich behalten
7~1702909 Acta mathematica. 124, Imprimé le 1 Avril 1970,
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sollen und dass der Rang aller Elemente von U niedriger sei, als der Rang aller Elemente
von B; der Typus von € bleibt offenbar derselbe wenn wir ¥ und B durch, ihnen dhnliche
Mengen ersetzen, wir nennen jhn die Summe von « und 8 und schreiben ihn =+ f, wobei
o der Augendus, f der Addendus heisst.

Das Product zweier n-dimensional Typen « und g wird wie folgt definirt.

Sei B eine n-fach geordnete Menge vom Typus §; jedes Element von B bestehe uns
einer n-fach geordneten Menge vom Typus «; alle diese einander &hnlichen Mengen 90, ', ...
werden durch eine bestimmte, beliebige Abbildung auf einander bezogen gedacht, ihre
Vereinigung bildet eine neue n-fach geordnete Menge D unter folgenden Bestimmungen:
in Riicksicht auf jede der n Beziehungen (wir wollen sagen, die »**) werden die Rangverhilt-
nisse der Elemente, welche einer und derselben Theilmenge z. B. 9 angehdren, als dieselben
genommen, wie sie in || Riicksicht auf die »*® Beziechung in ¥ auftreten; nimmt man hin-
gegen zwei Elemente o und a’, welche zwei verschiedenen Theilmengen 9 und 9’ angehéren
so wird, falls in Riicksicht auf die ** Beziehung der Rang von %', als Element von 8B,
verschieden ist vom Rang von U’, als Element von B, dasselbe Rangverhiltniss zwischen
a und a’ in ® bestimmt, wie es zwischen Y und U’, als Elemente von B herrscht; falls aber
der Rang von U und U’ in Riicksicht duf die v Beziehung derselbe ist, so wird das Rang-
verhédltniss von @ und @’ in D als dasjenige genommen, welches durch die zu Grunde gelegte
Abbildung der beiden dhnlichen Mengen U und A’ gegeben ist, so dass, wenn a, das Bild
von &’ in ¥ ist, alsdann das Rangverhiltniss von a und &’ in D dasselbe sein soll, wie das-
jenige von @ und a, in Y. Es ldsst sich zeigen, dass der Typus der so definirten n-fach
geordneten Menge D nur von den Typen x und B abhidngt, d. h. unabhingig davon ist,
welche Abbildungen der einander dhnlichen Mengen U, 2, ... unter einander zu Grunde
gelegt werden, wenn sie nur alle den Typus « haben und wenn nur ihre Gesammtheit, die wir
B genannt haben, vom Typus § ist.

Diesen Typus der Menge D nennen wir das Product aus o und § und bezeichnen ihn
mit of; o heisst der Multiplicandus, f der Multiplicator dieses Products.

o+ ist im Allgemeinen von §+a, ebenso «ff von B« verschieden. Dagegen hat man

auch hier die associativen Gesetze:
(x+B)+y =a+B+y)h  (af)y = «(fy),
und das distributive Gesetz nur in der Form:
y(a+p) =yo+yp.
Wir nennen einen n-dimensionalen Ordnungstypus z einen Primtypus, wenn die Gleichung:

nn=uaf}



AN UNPUBLISHED PAPER BY GEORG CANTOR 99

nicht anders moglich ist, als wenn zum Wenigsten einer der beiden Factoren o und § gleich
7 ist.

Betrachten wir nun eine unendliche n-fach geordnete Menge 9 vom Typus a, so kann es
vorkommen, dass ein Element e von Y folgender Bedingung geniigt: sei ‘e, irgend ein Element
von U, welches in Riicksicht auf die v*° Beziehung niedrigeren Rang als e und in dem
Falle, dass keine Elemente niedrigeren Ranges als e vorkommen, sei e, gleich e und es sei
ferner e, irgend ein Element von 9(, welches in Riicksicht auf die »* Beziehung hoheren
Rang hat, in dem Falle jedoch dass es keine Elemente hoheren Ranges giebt, sei e, gleich
e, 80 giebt es stets unendlich viele Elemente von 9, deren Rang, in Riicksicht auf die »*
Beziehung nicht niedriger als der Rang von ‘e, und nicht héoher, als derjenige von e, ist,
firv=1, 2, 3, ... . Wenn dies der Fall ist, 80 nennen wir ¢ ein Hauptelement von 9.

Die simmilichen Hauptelemente von U bilden, wenn unter ihnen in Riicksicht auf alle
n Beziehungen dieselben Rangverhéltnisse genommen werden, wie sie ihnen innerhalb
A zukommen, eine neue n-fach || geordnete Menge, welche wir die Cohdrenz von % nennen
und mit Yc bezeichnen. Wird an Stelle von U eine ihr dhnliche Menge U’ genommen, so
iiberzeugt man sich leicht, dass auch Uc und A’c einander dhnlich sind. Den Ordnungstypus,
von ¢ nennen wir daher auch Cohdrenz von « und schreiben ihn gleich ac.

Die Definitionen von Ac? und ace lassen sich mit denselben Worten geben, wie in
§ 7 die entsprechenden Definitionen bei einfach geordneten Mengen.

Diejenigen Elemente von U, welche nicht Hauptelemente sind, nennen wir auch hier
tsolirte Elemente von ¥ und ihre Gesammtheit in derselben Ordnung in welcher sie in U
vorkommen, bildet eine n-fach geordnete Menge, welche die Adhdrenz von ¥ genannt und
mit e bezeichnet wird; den Ordnungstypus von Ua nennen wir die Adhdrenz von « und
schreiben ihn gleich «a.

Es besteht auch hier, was auch g fiir eine endliche oder iiberendliche Zahl sei, die
Gleichung:

A= >  Acfa+Uco,
=01 ...<¢e
wo wieder hervorzuheben ist, dass diese Gleichung, aus naheliegenden Griinden, nicht auf
die entsprechenden Typen iibertragbar ist.

Ist die Bedingung A =%¢ ertiillt, so heisst A eine insichdichie Menge, « ein insichdichter
Typus; ist aber A=Ua, so heisst U eine isolirte Menge, «a ein isolirter Typus. ‘

Hat ferner 9 eine solche Beschaffenheit, dass keine ihrer Theilmengen (in welchen die
simmtlichen Elemente dasselbe Rangverhiltniss erhalten, wie sie es in 2 haben) insichdicht
ist, so heisst U eine separirte Menge, o ein separirter Typus.

Eine n-fach geordnete Menge 9 kann folgende Beschaffenheit haben: ist @, a’, a”,
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.. & ... irgend eine einfach unendliche Menge von Elementen von 9, die in Riicksicht auf
jede der n Beziehungen mit wachsendem Stellenzeiger » dem Range nach stets zu oder stets
abnehmen (wobei jedoch in den einen Bezichung ein Zunehmen, in den andern ein Abneh-
men vorkommen kann), so existirt immer ein bestimmtes Element f von 9, so dass wenn
'fy irgend ein, in Riicksicht auf die »* Beziehung im Range niedrigeres Element als f,
f, irgend ein, in Riicksicht auf die +*® Beziehung im Range héheres Element als f ist, als-
dann, falls die Elemente a'* eine in Riicksicht auf die v* Beziehung steigende Reihe bilden,
von einem gewissen »x an a!* stets in Riicksicht auf die »** Beziehung hoheren Rang hat,
als ’f,, falls aber die Elemente a* eine in Riicksicht auf die »* Beziehung fallende Reihe
bilden, von einem x an, a'*! stets in Riicksicht auf die ¥* Beziehung niedrigeren Rang hat,
als f,, fiir y=1,2,3, ... n, ein solches Element f von 9 ist, wie man leicht sieht, immer ein
Hauptelement von 9. ,

Erfiillt I diese Bedingung stets, d. h. fiir jede Reihe a, a’, a”, ..., a®, ..., so nennen wir
A || eine abgeschlossene n-fach geordnete Menge und ihren Typus « einen abgeschlossenen
Typus.

Ist U eine abgeschlossene Menge, so sind auch alle ihre Cohirenzen, sofern sie nicht
verschwinden, abgeschlossene Menge; ist also « ein abgeschlossener Typus, so gilt dasselbe
auch von ace, sofern letzeteren nicht gleich Null ist. (*)

{||Tm Vorstehenden ist eine Verallgemeinerung von Begriffen vollzogen, denen wir in
den Untersuchungen der Puncimengenlehre und im Besondern in der »zweiten Mittheilung
siber verschiedene Theoreme etc» (Acta mathematica, t. VII, pag. 105) [[20]] zuerst
begegnet sind; es scheint mir daher nicht iiberfliissig, auf eine gewisse Differenz ausdriick-
lich hinzuweisen, die mit gleichnamigen Vorstellungen in jenem specieller und in unserm [!]
allgemeineren Gebiete verbunden ist.

Hier, wo wir mit einfach und mehrfach geordneten Mengen nur in Absicht auf ihre
Ordnungstypen zu thun haben, wird naturgemiss nicht nur von der Beschaffenheit der
Elemente, sondern auch von allen Verhiltnissen abgesehen, welche die Elemente der ge-
ordneten Menge unter einander haben konnen, mit Ausnahme derjenigen, durch welche
ihr gegenseitiges Rangverhiliniss bestimmt ist, wihrend bei den Punctmengen dasjenige
Verhiltniss hinzukommt, wonach je zwei Elemente oder Puncte eine bestimmte Entfernung
von einander haben.

Dadurch ist es bedingt dass den Begriff eines Hauptelements, wenn wir ihn auf eine

(*) [This was the original end of the paper: on p. 30 of the letter-book Cantor noted that he sent this
latter half of the manuscript to Mittag-Leffler on the 25th February, 1885. There now follows the adden-
dum, drafted on the rest of p. 30 of the letter-book (where the numbering §9 was put and then deleted),
and written out on a separate sheet.]



AN UNPUBLISHED PAPER BY GEORG CANTOR 101

Punctmenge B anwenden, nicht genau mit dem Begriff eines zu B gehdrigen Grenzpunctes
von B zusammenfillt; jeder zu B gehorige Grenzpunct von P ist allerdings immer ein
Hauptelement von 9; doch ist das Umgekehrte, wie man sich leicht iiberzeugt, nicht
immer der Fall.

Wir miissen daher bei den hiermit zusammenhéngenden Vorstellungen von Cohérenz,
Adhirenz, Inhdrenz, insichdichte Menge, abgeschlossene Menge u. s. w. den engeren Sinn,
welchen diese Worte in der Punctmengenlehre haben, von dem weiteren Sinn, der Thnen in
der Typentheorie zukommt, unterscheiden und es wird diese Erinnerung geniigen, um jede
Verwechselung und jeden Irrthum in dieser Richtung zu verhiiten.}

Halle a. S. d. 6%*= Nov. 1884.
21 Fobrug-1885:(1)

VII. Extract from a letter by Mittag-Leffler to Cantor, written 9th March, 1885: the
suggested withdrawal of the erste Mitteilung

Original, in a copyist’s hand, from the surviving Cantor papers. There is no copy in
the Institut Mittag-Leffler.

PROFESSOR MITTAG-LEFFLER. Stockholm 9/3 1885.

Mein theurer Freund,

Endlich habe ich einige Augenblicke frei, welche ich dazu benutzen kann Thnen zu
schreiben. Sprechen wir dann zuerst einige Worte iiber Ihre Abhandlung iiber Typen
theorie, die ich jetzt, leider doch nur fliichtig, durchgelesen habe. Ich finde die neue Grund-
idee die Sie darin entwickeln sehr schén und ich glaube wohl dass Sie von dieser [!] Gesichts-
punkt aus sehr viel erreichen kénnen. Aber ich will Thnen nicht verhehlen dass es scheint
mir es wiire Euer selbst wegen besser gewesen diese Untersuchungen nicht frither zu publi-
cieren, als Sie neue sehr positive Resultate Ihrer neuen Betrachtungsweise darlegen kénnen.
Wiire es IThnen z. B. gelungen durch die Typentheorie die Frage zu entscheiden ob das
Linearcontinuum dieselbe Machtigkeit hat oder nicht wie die zweite Zahlenclasse, dann
wiirde gewiss Thre neue Theorie den grossten Erfolg bei den | Mathematikern haben. Wie

(*} [To the change of date (written on page 20 of the manuseript) Cantor added the remark:

“N. B. Bitte dieses Datum zu behalten, es ist das Datum, unter welchem die ersten 6 Paragraphen
an Herrn Mittag-Leffler geschickt worden sind.”

But we know that that was the date of the commencement of the paper: the first six paragraphs
were sent to Mittag-Leffler only on the 18th November, and the rest on the 25th of February.]
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es jetzt ist, fiirchte ich dass die meisten sich sehr erschrecken werden wegen ihre neue
Terminologie und Ihre sehr allgemeine philosophische Ausdruckweise. Was mich personlich
anbetrifft, finde ich dass Sie hier wie immer sehr gut schreiben und ich liebe sehr Thre
allgemeine Art die Untersuchungen anzustellen. Aber ich bin auch davon wohl bewusst
dass sehr wenige Mathematiker meinen Geschmack theilen, und ich bin davon iiberzeugt
dass die Versffentlichung Threr neuen Arbeit, frither als Sie neue positive Resultate darlegen
kénnen, Thr Ansehen bei den Mathematikern sehr viel schaden wird. Ich weiss wohl, dies
ist Thnen im Grunde einerlei. Aber wenn Thre Theorien einmal auf diese Weise in Miss-
credit kommen, wird es sehr lange dauern bis sie wieder die Aufmerksamkeit der mathe-
matischen Welt an sich ziehen. Ja es kann wohl sein dass man Thnen und Ihre[!] Theorien
nie in unserer Lebenszeit Gerechtigkeit zu Theil kommen lidsst. So werden die Theorien
wieder einmal nach 100 Jahren oder mehr von Jemand entdeckt und dann findet man wohl
nachtriglich aus, dass || Sie doch schon das alles hatten und dann thut man IThnen zuletzt
Gerechtigkeit, aber auf diese Weise werden Sie keinen bedeutenden Einfluss auf die Ent-
wicklung unserer Wissenschaft ausgeiibt haben. Und einen solchen Einfluss auszuiiben das
wiinschen Sie natiirlich wie jeder Anderer. der die Wissenschaft treibt. Ich glaube also,
es wird der Sache und es wird Ihnen selbst am meisten niitzen wenn Sie mit der Veroffent-
lichung der Typentheorie noch einige Zeit bis Sie Anwendungen davon geben konnen
aufzuschieben.

Sie konnten[!] doch sehr wohl Ihre Arbeit schon jetzt als Manuscript drucken oder
lithographiren lassen und bei Ihren Schiilern verbreiten. Herr Enestrém kann IThnen davon
benachrichtigen was es kosten wiirde Ihre Arbeit auf diese Weise hier zu drucken.

Glauben Sie doch nicht, mein lieber Freund, dass meine Ratschlige etwas damit zu
thun haben dass ich Redactor der ,,Acta‘ bin. Ich werde im Gegentheil Ihre Arbeit sofort
drucken lassen wenn Sie mir davon benachrichtigen dass Sie wirklich zu drucken ent-
schlossen sind. Ich habe | alle Dispositionen dafiir getroffen, dass das Aufsetzen und
Drucken sehr schnell gemacht werden kann. Lesen Sie in Scherings Gedéchtnissrede iiber
Gauss wie Gauss sich fiirchtete seine Arbeiten iiber die nicht Euklidische Geometrie zu
verdffentlichen [[38], 7-9]; und Ihre Arbeiten sind gewiss nicht weniger revolutionir als
diejenigen von Gauss.

Ich werde Thnen vorschlagen diejenigen Theile, welche ich in den beigelegten Correk-
turbogen mit Bleifeder vorgestrichen habe, auszuschliessen, falls Sie sich dafiir entschliessen
sollten Thre Arbeit jetzt in Acta zu veréffentlichen. Ich bitte Ihnen mir Thre Dispositionen

dariiber angeben zu wollen.
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VIII. Letter from Cantor to Mittag-Leffler, written 15th March, 1885: acceptance of the
withdrawal

Original, in the Institut Mittag-Leffler, Stockholm: partly quoted in [39], 15.

Halle d. 15 Mirz 1885.
Mein lieber Freund,

Den in Threm freundlichen Schreiben vom 9%® dieses enthaltenen Rathschligen bin
ich durchaus zugénglich; Sie sind iiberzeugt, dass es besser ist, die Publication der ,,Typen-
theorie** zuriickzustellen, Sie theilen mir als mein Freund diese Ueberzeugung mit, ich
bin Thnen fiir diesen erneuten Beweis Threr Freundschaft dankbar und ersuche Sie, mir
méglichst bald den in Threm Hénde befindlichen Theil des betreffenden Manuscripts zuriick-

senden zu wollen.

Ich bin heute sehr in Eile und bitte Sie daher, die Kiirze dieser Zeilen freundlichst
entschuldigen zu wollen.

Thr
aufrichtig ergebener
G. Cantor.

IX. Letter from Cantor to Mittag-Leffler, written 23rd March, 1885: return of the
manuscript

Original, in the Institut Mittag-Leffler, Stockholm.
Halle a/S. d. 23%® Mirz 1885.

Sehr verehrter Freund,

Da ich das erbetene Manuscript der ,,Principien einer Theorie der Ordnungstypen
noch nicht von Thnen zuriickerhalten habe, so halte ich es fiir moglich, dass mein betref-
fendes Schreiben v. 15%® Mirz verloren gegangen ist. Ich erlaube mir daher, Thnen hier-
durch mittheilen, dass ich mit den in Threm freundlichen Briefe v. 9t Miirz enthaltenen

Ansichten vollkommen einverstanden bin.

Mit freundlichen Griissen
Ihr
aufrichtig ergebener

Georg Cantor
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X. Extract from a letter by Cantor to Gerbaldi, written 11th January, 1896: reminis-
cence on the erste Mitteilung

Draft on pp. 86-87 of the 1895-96 letter-book. Cantor indicates that this extract is
taken from a letter sent a month earlier to Klein, of which there is no trace in the surviv-
ing letter-books. That letter is also not to be found in Klein’s papers, now kept in the
Handschriftenabteilung of the Niedersichsische Staats- und Universititsbibliothek, Go6t-
tingen; but there are no grounds for thinking that Cantor had not sent it to him.

(86) ... Die Theorie der Ordnungstypen war bereits vor elf Jahren, anno 1884 soweit fertig,
dass ich Herrn Mittag-Leffler eine lingere Abhandlung dariiber einsandte unter dem Titel:

»Principien einer Theorie der Ordnungstypen. Erste Mittheilung.*

Der Druck begann und ich besitze vom ersten Bogen noch einen Correcturabzug,
den ich Ihnen gelegentlich zeigen will, ebenso auch das Manuseript vom uebrigen.

87 || Ueber den eigentlich Grund, warum der Druck damals sistirt wurde, bin ich noch
heute nicht unterrichtet, er ist mir ein Réithsel!

Tch bekam nédmlich plétzlich von Herrn M. L. einen Brief, worin er mir zu meinem
gréssten Erstaunen schreibt, er halte nach reiflicher Ueberlegung diese Publication fur
»um hundert Jahre verfriiht.” Nach den Intentionen von Herrn M. L. hatte ich also noch
bis zum Jahre 1984 damit warten sollen, was mir doch eine zu starke Zumuthung zu sein
schien!

Da mir hierdurch, wie Sie begreifen werden, die mathematischen Journale verleidet
wurden, so fing ich an meine Zeilen in der ,,Zeitschrift fiir Philosophie u. philos. Kritik* zu
publiciren [[22], [23]]. Erst vor 9 Monaten entschloss ich mich dazu, die mathematische
Seite meiner Lehre wieder in mathematischen Journalen zu behandeln. Von den ,,Acta

Mathemastica‘“ will ich aber natiirlich nichts mehr wissen! ........

XI. Extract from a letter by Cantor to Poincaré, written 22nd January, 1896: further

reminiscence on the erste Mitteilung

Draft, on pp. 121-123 of the 1895-96 letter-book. This section of the draft was con
stantly altered: we present a ‘““final version.” There are no surviving papers of Poincaré,

but there is no reason that the letter was not sent.

(121) ... Die Beziehungen, welche ich wahrend der ersten vier Jahre dieser Zeitschrift {Acta
Mathematica] zu ihr gehabt habe, sind von M. L. selbst im Jahre 1885, also bereits, vor
circa 11 Jahren gelost worden. Ich war nimlich schon damals im Besitz der Theorie der

transfiniten Cardinalzahlen und Ordnungstypen und wollte dieselbe sofort in den ,,Acta
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mathematica publiciren. Herr M. L. nahm auch das von mir eingesandte Manuscript
an, welches den Tittel fiithrt:

,Principien einer Theorie der Ordnungstypen. Erste Mittheilung.*

Die Druckarbeit begann und ich war gerade mit der Correctur des ersten Bogens
beschiftigt, welche ich zusammen mit dem damaligen Gehiilfen der Acta Math., Herr
G. Enestrém besorgte.

| Da erhielt ich einen Brief v. 9 Mérz von Herrn Mittag-Leffler (den ich noch besitze),
worin er mir sehr nahe legt, die Arbeit zuriickzuziehen, weil ich gewissermaassen mit der-
gelben ,,um 100 Jahre zu frith* erschienen wire. Ich telegraphierte ihm sofort [¢], er méchte
mir das Manuseript zuriickschicken, was auch geschah. Es war mir plotzlich klar geworden,
dass er es im Interesse seiner Acta mathem. wiinschen miisste, meine Arbeit zuriickgezogen
zu sehen. Der Zusammenhang ist dieser! Schon meine friiheren, seit 1870 publicirten Arbeiten
hatten sich nicht des Beifalls der Berliner Machthaber Weierstrass, Kummer, Borchardt,
Kronecker, zu erfreuen gehabt. Wiirde nun gar Herr Mittag Leffler meine noch weiter
gehende und kithnere Theorie der transfiniten Ordnungstypen in den Acta Math. gebracht
haben, so hitte er die Existenz seines noch jungen Unternehmens, welches vom Wohlwollen
der Berliner Akademiker hauptsdchlich abhing, im héchsten Grade gefihrdet. Nur so lésst
sich die seltsame Schwenkung meines Freundes erkliren.

| Ich habe ihm dieselbe daher auch keineswegs iibelgenommen und meine liebevollen
Gesinnungen zu seiner Person sind noch immer unverdndert ganz dieselben, wie vor jener
Katastrophe. Allein ich glaube und hoffe, dass Sie sowohl, wie auch die sehr verehrten
Herren Hermite, Picard und Appell, mir durchaus Recht geben werden, wenn ich nicht
eintrete fiir eine Zeitschrift, fiir welche der Ausschluss meiner Arbeiten bis zu einem
gewissen Grade zu einer Lebensfrage geworden war. Wahrscheinlich hat sich auch heute,
wo ja zwar Kummer Kronecker und Borchardt durch den Tod ausgeschieden sind, dafiir
aber ihre Stelle Schwarz, Fuchs und Frobenius getreten sind, die Situation in Bezug auf mich
und meine Arbeiten nicht verbessert, so dass mein Eintreten fiir Acta math. denselben
vielleicht ebenso schaden wiirde, wie vor 12 Jahren meine wissenschaftliche Mitarbeit. Auch
von dieser Seite empfiehlt sich daher sogar im Interessse der Acta math. selbst meine
absolute Reserve. Mein freundschaftliches Verhéltniss zu Gustav Mittag Leffler und seiner
liebenswiirdigen Frau Gemahlin hat durch diese Sache, wie gesagt, keinerlei Aenderung
erfahren.

Uebrigens sind Sie auch der Erste, dem ich da von dieser Sache erzihle; ich hatte
Alles fast vergessen und wurde erst durch IThr Schreiben wieder lebhaft daran erinnert. Um
vor Thnen Allen wegen meiner Absage durchaus gerechtfertigt dazustehen, habe ich diese

Dinge so umsténdlich erkldren miissen.

........

122
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