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REMARQUES SUR LESINTEGRALES IRREGULIERES

DES EQUATIONS LINEAIRES.

Réponse a M. Thomé
PAR

H. POINCARE

4 PARIS.

J'al publi¢ deux mémoires sur les intégrales irrégulicres des équa-
tions lindaires, le premicr Sur les équations linéaires aux différentielles or-
dinaires et aux différences finies dans ’American journal of mathe-
matics (t. 7, 1885, p. 203—258), le second Sur les intégrales irrégulicres
des équations linéaires dans les Acta Mathematica (t. 8, 1886, p. 295
—344). Ces deux mémoires ont inspiré & M. Tnomt une Bemerkung zur
Theorie der lincaren Differentialgleichungen qu’il a fait imprimer dans le
Journal de CreLLe (t. 101, 1887) et que je ne puis laisser sans réponse.

Soit une équation linéaire de la forme suivante:
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ou les P sont des polynémes entiers en z d’'un méme degre m.
On démontre que pour z trés grand, cette équation admet # inté-
grales de la forme suivante:

x/"sbi (i=1,2,..,m)
les ¢ étant des séries convergentes doublement infinies procédant suivant

les puissances positives et négatives de . Mais on n’a aucun moyen de
déterminer les exposants p et les coéfficients des séries ¢.
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D’autre part, on trouve n séries que jappellerai séries normales et
qui satisfont formellement & 1'équation (1). Ces séries, qui sont générale-
ment divergentes, gont de la forme:

et x g, G=1,2,..,n)

les ¢ étant des séries ordonnées suivant les puissances négatives de z.
J’ai démontré & ce sujet deux théorémes.

1°.  Pour qu’une série normale soit convergente, il faut et il suffit
que la transformée de Laprace de I'équation (1) admette une intégrale
holomorphe dans tout le plan.

2°.  Alors méme qu'une sériec normale diverge, elle représente
asymptotiquement une des intégrales de l'équation (1), quand x croit in-
définiment avec un argument déterminé.

M. TuoMmt attique ces déux théorémes, mais & deux points de vue
différents. Quant au premier, il n'en conteste pas l'exactitude, mais il le
déclare dénué d'intérét. C'est 14 un point sur lequel il est malaisé de
discuter.

D'aprés M. TuomE, il est aussi difficile de distinguer si I'équation
transformée a une intégrale holomorphe, que de reconnaitre si la série
normale converge. J’en conviens volontiers, mais jestime qu’il n'est pas
inutile, quand on est en présence de deux problémes également insolubles,
de montrer qu’ils se raménent 'un & lautre.

On croirait que M. Tnomgt attendait de moi 1’énoncé sous forme
explicite des conditions de convergence des séries normales. Il ne dé.
pendait pas de moi de le lui donner; ces conditions s’expriment évidem-
ment par des relations entre les (v 4 1)(m + 1) coéfficients des polyndmes
P; mais ces relations ne sont pas algébriques. Tout ce qu’on peut faire,
c’est étudier les transcendantes qui y entrent. En établissant que la
convergence se rattache & ume propriété du groupe de I'équation trans-
formée, je montrais en méme temps que ces transcendantes sont intimement
liées & d’autres fonctions que j’ai étudiées dans mon mémoire Sur les groupes
des équations linéaires (Acta Mathematica, t. 4, 1884, p. 201—311).
Les résultats que j'ai donnés au sujet de ces deux classes de transcendantes
sont, il est vrai, fort incomplets; mais il est probable qu'on n’en trouvera
pas d'autres d'ici & quelque temps; cest ce qui m’a déterminé a les pu-
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blier, tout en partageant les regrets de M. Tnomg au sujet des lacuncs
qui y subsistent encore.

Quant an second théoréme, M. Tuomgt le regarde comme faux, et
cela parce qu'il Uinterpréte de la facon suivante:

Ce serait toujours la méme intégrale qui serait représentée asymp-
totiquement par la méme série normale, quel que soit Pargument avec
lequel z croit indéfiniment; d'olt il résulteraif gue les exposants 7, de-
vraient étre égaux aux exposants p,.

Je n'ai jamais dit une pareille bétise et M. Tmomt me la préte
gratuitement. Le § 5 du mémoire de "American Journal est tout
entier destiné & démontrer le contraire et jai encore répété le contraire
a plusieurs reprises dans le mémoire des Acta Mathematica, et en
particulier dans les deux derniéres lignes de la page 309 et les huit
premiéres lignes de la page 310.

En ce qui concerne ces dix lignes, je reconnais que jaurais mieux
fait de les souligner; mais, quant au § 5, je ne pouvais imaginer qu'un
paragraphe tout entier échappit au lecteur le plus inattentif.

Je prévois la réponse de M. TuomE; mais, dira-t-il, si vous nc
pouvez nous donner explicitement la valeur des exposants p, votre tra-
vail est dénué d'intérét.  Jen suis fiché, mais cette détermination ex-
plicite est impossible; on est obligé de se contenter de procédés d’ap-
proximations indéfinies et c’est ce que jai fait en définitive, dans le § 5,
en ramenant le probléme & la détermination du groupe d’une équation
linéaire, question que javais fraitée, quoique d'une fagon incomplete,
dans le mémoire cité des Acta Mathematica (t. 4).

Paris, le 24 Juillet 1887.




