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ZUR THEORIE DES FLACHENPOTENTIALS

VON

J. WEINGARTEN

in BERLIN.

Im neunten Abschnitt der allgemeinen Lehrsitze in Beziehung auf
die im umgekehrten Verhdltniss des Quadrats der Entfernung wirkenden
Anziehungs- und Abstossungskrdfte verweist Gauss bei der Besprechung der
Unstetigkeiten der zweiten Differentialquotienten des Potentials einer in
einem endlichen Raum stetig vertheilten Masse, auf ein in spiateren Ab-
schnitten bewiesenes Theorem, aus dem die Bestimmung des Betrages dieser
Unstetigkeiten hervorgeht. Der Beweis des Theorems selbst erfordert einen
gewissen Aufwand an analytischen Hilfsmitteln der Discussion. Es scheint
aber, dass die in den ersten eilf Abschnitten der Lehrsitze entwickelten
Mittel sowohl fur die Ermittelung der Werthe der fraglichen Unstetig-
keiten, wie fur den Beweis des betreffenden Theorems selbstindig aus-
reichen.

Wir bestimmen die Lage eines Punkts P im unbegrenzt ausgedehnten
Raum durch die drei rechtwinklichen Coordinaten %,, T,, ¥,. Bezeichnet
U eine Function des Orts in diesem Raume, die in allen Theilen desselben
als eindeutig, endlich und stetig verinderlich vorausgesetzt wird, so ist
der Werth der Function U in jedem bestimmten Punkte P mit dem
Grenzwerth derjenigen Werthe vertauschbar welche die Function U in
einem verdnderlichen Punkte P annimmt, der dem Punkte P in will-
kiorlicher Weise bis zam Zusammenfallen beider Punkte angenahert wird.
Diese Vertauschbarkeit findet nicht mehr statt wenn die Eindeutigkeit,
‘Endlichkeit- und Stetigkeit der Function U nur in einzelnen Theilen des
Raums vorausgesetzt wird, welche durch bestimmte Flachen von einander
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geschieden sind, insofern es sich um das Verhaltniss in Punkten dieser
Scheidungsflichen handelt. Fiur das Folgende wird es nur erfordert den
Fall in Betracht zu ziehen, dass diese Theile gebildet seien aus dem von
einer einzelnen geschlossenen Fliache § begrenzten Raum und demjenigen
Raum der ausserhalb dieser Fliclic liegt. Ist eine Funetion U fiir jeden
innerhald diescr Theile licgenden Punkt P eindeutig, endlich und stetig
bestimmt, so wird bei der Anniherung eines verinderlichen Puanktes F”
an einen bestimmten Punkt P der Grenzfliche § die Function U des
Ortes P’ sich cinem anderen Grenzwerthe nahern konnen, wenn der Punkt
P nur Punkte des inneren Raums durchlauft, als derjenige ist, der erreicht
wird, wenn der Punkt P nur auf ecinem Wege durch Punkte des dus-
seren. Raums zu dem Punkte P gefuhrt wird. Wir werden diese beiden
Grenzwerthe durch Hinzufigung der Indices ¢ und « als U' und U® von
einander unterscheiden, und es wird unanstossig sein, von diesen beiden
Werthen den ersteren als den Werth von U auf der inneren Seite von §
im Punkte P, den zweiten als den Werth von U auf der dusseren Seite
von S im Punkte P zu bezeichnen.

Wird nunmehr unter der Function U das Potential V einer inner-
halb S mit der nach der Stetigkeit verinderlichen Dichtigkeit % vertheil-
ten Masse verstanden, so sind nach den Entwickelungen der eilf ersten
Abschnitte der Lelrsitze sowohl T selbst, wie auch die drei ersten Deri-
virten dieser Function nach den Coordinaten des Punktes P imn ganzen
Raume eindeutige, endliche und stetige Functionen des Orts P oder der
Coordinaten x,, x,, ;. Dagegen sind die sechs zweiten Derivirten Yon
V' nur endlich stetic und bestimmt in allen Punkten des inneren und
dusseren Raums der Fliache §, so nahe diese Punkte auch derselben liegen,
nicht aber in Punkten P dieser Fliche selbst. Aber auch die Bestimmt-
heit dieser zweiten Derivirten von ¥V fillt fort fur Punkte P’ sowohl des
inneren als des #usseren Raums von S, welche einem Punkte P, dieser
Flache, in welchem eine bestimmte Normale oder Tangentialebene nicht
Statt hat, tber jede Grenze genihert gedacht werden. Dieser Umstand
ist aus den Grundlagen der von Gauss gegebenen Formeln fur diese
Derivirten ohne Weiteres ersichtlich, wenngleich ihn Gauss an der be-
treffenden Stelle nicht besonders hervorhebt.

In Folge der Stetigkeit der ersten Derivirten der Function ¥ in allen
Punkten des Raums bestehen unter Annahine der im Vorhergehenden
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angenommenen Bezcichnungsweise die drei Gleichungen, welche aus der

nachstehenden Gleichung:
<9V>a___ (aV)i -0
2z, \a—x): o

durch RLinsetzung der Zahlen 1, 2, 3 fir den Index A gebildet werden
in jedem Punkte (r,, x,, #,) der Fliche S. Setzt man in diese Gleichung
anstatt der Coordinaten z,, z,, #, die Coordinaten

v, 4+ dz,, x, + dz,, z, + dx,

eines dem Punkte (x,, «,, x,) unendlich nahe henachbarten Punktes dieser
Fliche, und subtrahirt sie selbst von der so entstandenen neuen Gleichung,
so ergicbt sich offenbar die ferncre:

Yy e Y\ 2V \ NAY
(1) [(a»lm) - <aa> i+ [ (5,) — (oron) |,

agV a a‘.’V i
+ [(9«15;;) - (‘Ev;,a,n) l dr, = o,

welche in jedem Punkte P der Fliache § fur alle Werthe der unendlich
kleinen Verschicbungen dz,, dz,, dzr, die zun einem unendlich nahe be-
nachbarten Punkte in dieser Flache fuhren, besteht; solche Punkte I’
ausgenommen, in denen eine bestimmte Normale an die IFliche § nicht
Statt hat, in welchen Punkten die angedeutcten zweiten Derivirten ihre
Bestimmtheit verlieren. Bezeichnet man durch a, den Winkel, welchen
die im Punkte P nach der #dussercn Seite von S crrichtete Normale mit
der Axe der z, bildet, so folgt aus der Gleichung (1) dass diec Coeffi-
cienten der Differentiale dx,, dx,, dr, in derselben den Cosinus der be-

treffenden Winkel a,, a,, a, proportional sind, und dass daher

'V \¢ TV ¢
— = m, cosa,
dx, oy, o, 0 !

wenn m, einen von dem urspriinglich gewahlten Index 2 und den Coor-
,» %, abhangigen Factor bezeichnet. Fur die linke Seite
vorstehender Gleichung findet die Vertauschbarkeit der Indices 4 und p

1?

dinaten z,, «

statt, daher auch fur die rechte, und es wird

m,cosa, == m, cos o,
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sein.  Es stellen hiernach die gleichen Quotienten

my My

cosay  cosa,

einen von der Wahl der Indices A oder g unabhingigen Werth dar, der
mit p bezeichnet sein moge. Man hat alsdann,

m; == pcosaq,

und folglich:

S AL A
(2) ( > —( > = p COS q, COS U,,.

ox, dx) x,0x,

Die Bestimmung der Grosse p selbst erfolgt nunmehr sofort aus den
Differentialgleichungen dénen die Function V fiir alle Punkte des inneren
und des dusseren Raumes von S bis in die unmittelbare Nihe von S
geniigt. Aus der aus diesen Differentialgleichungen unmittelbar zu fol-
gernden Gleichung

A A R A R A L A X A U
WF) "(aT) + <57> _’\ﬁ) * <ax;‘) —(U> = A

folgt unter Benutzung der Gleichung (2) fur (4, p) = (1, 1), (2, 2), (3, 3):

p = 47k,

und hieraus die Bestimmung des Betrags der Unstetigkeit des zweiten
auf die Variablen «,, z, beziglichen Differentialquotienten von ¥ durch
die Gleichung

(3) ( e )"___( 'V >i= 47k cos a; cosa,.

CEIEN 9x)0%,

Mit Hilfe der bisherigen Entwickelungen ist es leicht die Giltigkeit des
von Gauss an der erwiahnten Stelle angedeuteten Theorems zu erweisen.

Bezeichnen &, &,, & die Coordinaten eines Punktes /7 der in einem
gegebenen endlichen Flachenstiick Y gelegen ist, do ein unbestimmtes
Element dicses Flachenstiicks, ferner z,, x,, z, die Coordinaten irgend
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eines Punktes P im Raume und schliesslich r die Entfernung zwischen
/I und P. Alsdann ist das Integral

J:/h_d_a
. T

ausgedehnt itber alle Elemente des Flachenstiicks X, in welchem % eine
eindeutige, endliche und stetige Function des Ortes in diesem Flachenstiick
bezeichnet, eine im ganzew Raum eindeutige, endliche und stetige Func-
tion der Coordinaten z,, ©,, z,. Die Differentialquotienten von J nach
diesen Coordinaten sind zwar fir alle Punkte P ausserhalb ¥ cindeutig,
endlich und stetig, dagegen unstetig fir Punkte /7 innerhalb ¥. Es
handelt sich um den Nachweis dieser Unstetigkeiten und um die Bestim--
mung ihres Betrages.

Wir setzen zunichst voraus, dass das Flachenstick Y keinen Punkt
enthalte, in welchem nicht eine bestimmte Normale an Y statt hat,
deren nach einer gewihlten Scite zcigende Richtung mit der Axe der z,
wiederum den Winkel o, bilden mdge, und dass in keinem Punkte dieses
Flachenstiicks cosa, verschwinde. Man erginze, was stets in willkurlicher
Weise moglich ist, das Flachenstiick ¥ durch Hinzufuigung eines neucn
Stucks 3’ zu einer geschlossenen Flache S, deren dussere Scite in ¥
diejenige sei nach welcher die Richtung der Normalen gew#hlt worden.
Innerhalb des von S umschlossenen Raumes vertheile man eine Masse
mit der nach der Stetigkeit veranderlichen Dichtigkeit %, bei welcher
Vertheilung man % im Ubrigen als willkurliche Function des Ortes
(z,, x,, z,) innerhalb § wihlen kann, wenn man diese Function nur der
Bedingung gemiss bestimmt, dass in allen Punkten /& der inneren Seite
des urspriinglichen Flachensticks ¥ die Bedingung

h

COs a,

(4) b=

erfullt wird. Ist 7 das Potential der nunmehr inncerhalb S vertheilten
Masse in irgend einem Punkte (z,, x,, x,) des Raums, df cin unbestimm-
tes Element des von § eingeschlossenen Raumes, %, 7,, 3, scine Coordi-



308 J. Weingarten.

naten, B der Abstand dicses Elements vom Punkte (2, z,, #,), so besteht

bekanntlich die Gleichung:

2V kcosa,do ok dt
°r T4 2
o, » o, R

in welcher sich das erste Integral aber alle Flachenelemente von 8, das
zweite ber alle Raumelemente des von S eingeschlossenen Raums bezieht.
Das crste Integral sclbst lisst sich zerlegen in den uber die Elemente
von Y zu erstreckenden Theil, der der Gleichung (4) zufolge mit J
identisch ist, und in den iber die Elemente von Y zu erstreckenden
Theil, welcher durch J’ bezeichnet werde. Das iiber den von § ein-
geschlossenen Raum  erstreckte Integral, welches das Potential eciner in

. . N L ) .
diesem  Raum mit der Dichtigkeit o vertheilten Masse darstellt, sei
1

schliesslich durch W bezeichnet.  Die vorstehende Gleichung geht als-
dann tber in die folgende:

oV

— == —J W.
o0&, +
Aus ihr ergiebt sich
aV B oJ )’ oW
Quy 90y, o or) ox; duy ’

Bezieht man diese Gleichung zunichst auf einen Punkt /I der Flache ¥
welcher der ausseren Secite von Y angchort, alsdann auf den nimlichen
Punkt /I der inneren Seite, und subtrahirt die crhaltenen Resultate, so
erhilt man in Ricksicht darauf, dass die Differentialquotienten von -J’
und W im betreffenden Raumtheil durchgiingig eindeutig, endlich und

stetig sind
( 2V e C VN [ aJ)a (a_I>IJ
ouy Bw;) T (’Mﬁ.x;\) - (ax;, ) ’

und mit Hilfe der Gleichung (3)

/ad\ @ (a])" ;
— ) — = — 4k cosa, cosa
ka»ﬂa 9.3 i cos e, *
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d. h. in Folge von (4)

<a.f>a (aJ L 5o
or,) m:;,) = T 4Th cos @y

Bezeichnet n dic Abscisse cines auf der Normale in /7 gelegenen Punktes
P. so ergicbt sich aus dieser Gleichung ohne Weiteres die folgende:

N __ (N
) =) ==

welche das in Rede stehende Theorcmn ausdriickt.  Wenngleich in der
Entwickelung desselben vorausgesetzt wurde, dass in der ganzen Aus-
dehnung von X kein Punkt // vorhanden sei, in welchem nicht eine be-
stimmte Normale existirte, so ist diese Voraussetzung fir das Bestchen
des Theorems selbst unwesentlich. Is geniigt das Lintreten dieser Vor-
aussetzung in cinem endlichen den- Punkt /I, fir den die Unstetigkeit
bestimmt werden soll, umgebenden Gebict von ¥, da die Theile von J
welche endlich von 11 entfernten Elementen der Flache ¥ entsprechen,
zu dieser Unstetigkeit keinen Beitrag liefern. Ebenso unwesentlich er-
scheint die Voraussetzung des Nichtverschwindens von cosa, in allen
Punkten von Y. Sie ist nur erforderlich fiir Punkte in endlicher Um-
gebung des betreffenden Punktes /T und stets crfullt, wenn man unter
der Richtung der z, diejenige nothwendig existirende Coordinatenrichtung
versteht, fur welche in diesem Punkte cosa, nicht verschwindet. Das
Bestehen einer bestimmten Normale in dem betrachteten Punkte erweist
sich als die einzige nothwendige und hinreichende Bedingung des Be-
stehens des in Rede stchenden Theorems, unabhingig von den in diesem
Punkte @brigens stattfindenden Krammungsverhaltnissen.




