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ZUR T H E O R I E  DES F L A C H E N P O T E N T I A L S  

V O N  

J. W E I N G A R T E N  
i n  B E R L I N .  

Im neunten Abschnitt der allqemeinen Lehrsdtze in Beziehung auf 
die im umgekehrten VerhCiltniss des Quadrats der Entfernung wirkenden 
Anziehungs- und Abstossungskrdfle verweist GAuss bei der Besprechung der 
Unstctigkeiten der zweiten Diffcrentialquotienten des Potentials einer in 
einem endlichen Raum stetig vertheilten Masse, auf ein in spateren Ab- 
schnitten bewiesenes Theorem, aus dem die Bestimmung des Betrages dieser 
Unstetigkeiten hervorgeht. Der Beweis des Theorems selbst erfordert einen 
gewisscn Aufwand an analytischen Hilfsmitteln der Discussion. Es scheint 
aberp dass die in den ersten eilf Abschnitten der Lehrsatze entwickelten 
Mittel sowohl ffir die Ermittelung der Werthe der fraglichen Unstetig- 
keiten, wie ffir den Beweis des betreffenden Theorems selbsti~ndig aus- 
reichen. 

Wir bestimmen die Lage eines Punkts P im unbegrenzt ausgedehnten 
Raum durch d ie  drei rechtwinklichen Coordinaten xl, x2, x 3. Bezeichnet 
U eine Function des Orts in diesem Raume, die in allen Theilen desselben 
als eindeutig, endlich und stetig veranderlich vorausgesetzt wird, so ist 
der Wer th  der Function U in jedem bestimmten Punkte P mit dem 
Grenzwerth derjenigen Werthe vertauschbar welche die Function U in 
einem veranderlichen Punkte P' annimmt, der dem Punkte  P in will- 
kfirlicher Weise his znm Zusammenfallen beider Punkte angenahert wird. 
Diese Vertauschbarkeit findet nicht mehr statt wenn die Eindeutigkeit, 
Endl ichkei t  und Stetigkeit der Function U nut in einzelnen Theilen des 
Raums vorausgesetzt wird, welche dutch bestimmte Flachen von einander 

Acta mathematica. 10. I m p r i m ~  le 1 Sep tembre  1887. 
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geschieden sind, insofern es sieh mn das Verhi~ltnlss in Punkten dieser 

Scheidungsfig~chen handelt.  Fi;r das Folgende wird es nu t  erfordert  den 

Fall  in Betracht zu ziehen, d:lss dicse Theile gebildet seien aus dem yon 
finer einzelnen geschlossenen Flrtehe S begvenzten Ramn und demjenigen 

l~aum der ausserhalb dieser Flr~etie liegt. Ist eine Function U fiir jeden 
i~.~neraalb dieser Theile liegenden Punkt  P ein(leutig, endlich und stetig 

bestimmt, so wird bei der Anni~herung eines veri~nderlichen Punk-tes P '  
an einen bestimmtcn Punkt  t ) der Grenzfli~che S die Function U des 

Ortes P'  sich cinem a nderen Grenzwerthe nghern k6nnen, wenn der Punkt  

P' nur Punkte des i,~ueren Raums durchli;mft, als derjenige ist, der erveicht 
wird, wenn der Punkt  t )' nu t  auf  cinem Wege dutch Punkte  des (ius. 

seren R amns zu dem Punkte  P gefi',hrt wird. Wi t  werden diese beiden 
Grenzwerthe durch Hinzu%gung dec Indicts i und a als U * und U" yon 
einandcr unterscheiden, nnd es wird unanstOssig sein, yon diesen beiden 

Werthen den ersteren :ds den Werth yon U auf der inneren Seite von S 

im Punkte  t ~, den zwciten als den Werth von U tmf der aussereJ~ Seite 

yon S im Punkte  P zu bezeichnen. 
Wird nunmehr  unter dec Function U das Potential V einer inner- 

halb S mit der n'lch tier Stctigkeit ver:,'mderlichen Dichtigkeit k vertheil- 

ten M'~sse verst~mden, so sind nach den Entwickelungen der eilf ersten 

Abschnitte dec Lehrs?itze sowohl V sclbst, wie auch die drei ersten Deri- 
virten dieser Function nach den Coordinaten des Punktes P im ganzen 

l)~aume eindeutige, endliche nnd stetige Functionen des Orts P oder der 
Coordinaten ~ ,  a:~, x::. 1)agegen sind die seehs zweiten Derivirten ~'on 

V nut  endlich stetig und bestimmt in allen Punkten des inneren nnd 
i~usseren Raums dee Flliche S, so n~,he diese Punkte  auch derselben liegen, 

nieht aber in Punkten t ) dieser Flitchc selbst. Aber auch die Bestimmt- 

heir dieser zweiten Dcrivlrten yon V fi~llt fort for Punkte P '  sowohl des 

innercn als des iiusseren }{~mms yon S, welehe einem Punkte  P0 dieser 
Fli~che, in welchem eine bestimmte Normale oder Tangentialebene nieht 

Statt hat. i:ber jede Grenze geng.hert gedacht werden. Dieser Umstand 
ist aus den Grundlagen der yon GAuss gegebenen Formeln for  diese 

Derivirten ohne Weiteres ersiehtlich, wenngleich ihn G.~uss an der be- 
treffenden Stelle nicht besonders hervorhebt. 

In Folge der Stetigkeit de,' ersten Derivirten der Function V in allen 
Punkten des Raums bestehen unter Annahme der im Vorhergehenden 



Zur Theorie des Fliiehenpotentials. 305 

angenommenen Bezeichnungsweise (tie drci Glcichungen, welche aus der 
nachstehenden Gleichung: 

durch Einseizung der Zahlen i, 2, 3 f~'~r den Index ). gebildet werden  
in jedcm Punkte (x~, x~, .%)) der Fli'~che S. Setzt man in diese Gleichung 
anstatt der Coordinaten x~, x~, m~ die Coordinaten 

eines dem Punkte (x~, x2, xa) unendlich nahe henachbarten Punkte,~ dieser 
Fl~rche, und subtrahirt sie selbst von dcr so entst'mden,m neuen Gl~,ichmr,~, 
so ergiebt sich offenbar die fernere: 

(,) - -  ( - - )  1 ,4~,  + - -  / ...... / / 4 r , ,  

+ I -~,,5~< - -  / - - - )  id:c, = o, 

welche in jedem Punkte P d e r  Flii.che S for alle Werthe der unendlich 
kleinen Verschiebungen dxl, d ~ ,  dx.~ die zi, einem unendlich nahe 1)e- 
nachbarten Punkte in dieser Fl:,iche frdlren, besteht; solche Punkte 1' 0 
ausgenommen, in denen e ine  bestimmte Normale an die Fl~che S nicht 
Statt hat, in welchen Punkten die angedeuteten zwciten Derivirten ihre 
Bestimmtheit verlieren. Bczeichnet m'm dutch % den Winkcl,  welchen 
die im Punkte P nach der i~usseren Seite yon S errichtete Normale mit 
der Axe der x~, bildet, so folgt aus der Gleichung (i) dass die Coeffi- 
cienten der Differentiale dx~, dx2, dx 3 in derselben den Cosinus der be- 
treffenden Winkel %, %, % proportional sind, und dass daher 

wenn m~ einen yon dem urspri:mglich gew~hlten Index 2 und den Coor- 
dinaten x~, m:, x a abhi~ngigen Factor bezeichnet. Far (lie linke Seite 
vor.~tehender Gleichung findet die Vertauschbarkeit  der Indices ), und /, 
statt, daher auch ft'lr die rechte, und es wird 

'/~/,), COS 0if, ~ ~/~IL COS ~a 
Acta nlatbenlatic(t .  10. Impr im6 le 2 Septembrc 1887. 39 
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sein. Es stellen hiernach die gleiehen Quotienten 

ma mt~ 
COS gt). COS (Zl~ 

einen von der Wahl der Indices ;t oder # unab!~gngigen Werth dar, der 
mit p bezeichnet sein mOge. Man hat alsdann, 

und folglich : 

aor~ axe/ \ ~ /  ~ p cos az cos %.  

Die Bestimmung der Grssse p selbst erfolgt nunmehr sofort aus den 
Differentialgleichungen denen die Function V fi~r alle Punkte des inneren 
und des ;tusseren Raumes yon S bis in die unmittelbnre Nahe yon S 
gent~gt. Aus der aus diesen Differentialgleichungen unmittelbar zu fol- 
gernden Gleichung 

folgt unter Benutzung der Gleichung (2) for (2, # ) =  (I, I), (2, 2), (3, 3): 

p ~ 4rrk, 

und hieraus die Bestimmung des Betrags der Unstetigkeit des zweiten 
auf die Variablen r x,, bez0glichen Differentialquotienten yon V dutch 
die Gleichung 

(3) ( a'V ] ' _ _ (  a~V ~' _4~rkcosa~eos%. 

Mit Hilfe der bisherigen Entwickelungen ist es leieht die Giltigkeit des 
yon GAUSS an tier erwghnten Stelle angedeuteten Theorems zu erweisen. 

Bezeichnen 6:1, $2, $3 die Coordinaten eines Punktes /7 der in einem 
gegebenen endlichen Flgchenstock 2" gelegen ist, de ein unbestimmtes 
Element dieses Flachensti'lcks, ferner 0q, x~, .x~ die Coordinaten irgcnd 
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eines Punktes P im Raume und schliesslich r die Entfernung zwischen 
H und P.  Alsdann ist das Integral 

ausgedehnt iiber alle Elemente des Flachensti~cks 2,', in welchem he ine  
eindeutigc, endliche und stetige Function des Ortes in diesem Flhchenstfick 
bezeichnet, eine im ganzert Raum eindeutige, endliche und stetige Func- 
tion der Coordinaten xl, x~, x 3. Die Differcntialquotienten von J nach 
diesen Coordinaten sind zwar ft'lr alle Punkte P ausserhalb X eindeutig, 
endlich und stetig, dagegen unstetig far Punkte /7 innerhalb 2'. Es 
handelt sich um den Nachweis dieser Unstctigkeiten und um die Bestim- 
mung ihres Betrages. 

Wir setzen zuni~chst voraus, dass das Flachenst~'~ck 2' keinen Punkt 
enthalte, in wclchem nicht eine bestimmte Normale an X start hat, 
deren nach einer gcwlhlten Seite zeigendc Riehtlmg mit der Axe der xa 
wiederum den Winkel a~, bilden m(igc, und dass in keincm Punkte dicses 
Fli'mhenstacks cos a 1 verschwinde. Man erg~nze, was stets in willkarlicher 
Weise moglich ist, das Fli~chcnst~'!ck 2' dutch Hinzufiigung eines neuen 
Stacks Z '  zu einer gcschlossenen Flache S, dercn dussere Seite in 2' 
diejenige sei nach wclcher die Riehtung dcr Normalen gewhhlt worden. 
Innerhalb des von S umschlossenen Raumes vertheilc man cine Masse 
mit der nach der Stetigkeit ver~nderlichen Dichtigkeit k, bei welcher 
Vcrtheilung man k im l~brigen als willkarliche Function des Ortes 
(xa, x~, x3) innerhalb S wi~hlen kann, wenn man diese Function nut der 
Bedingung gemi~ss bestimmt, dass in allen Punkten 1I. der inneren Seite 
des urspranglichen Flachenstacks 2' dig Bedingung 

h 
(4) k = - -  

COS ql 

erfi~llt wird. Ist V das Potential der nunmehr innerhalb S vertheilten 
Masse in irgend einem Punkte (Xl, x2, x~) des Raums, dt ein unbestimm- 
tcs Element des yon S eingeschlossenen l~aumes, 711 , r]2 , 7is seine Coordi- 
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naten, I~ der Abstand dicses Elements vom Punkte (x~, ~:, xa) , so besteht 
bekanntlich die Gleichung: 

a., , j  r J a r  h -~ ' 

in weleher sich das erste Integral 0her alle Flachenelemente von S, das 
zweite ttber alle Raumelemente des yon S eingeschlossenen Raums bezieht. 
Das erste In t eg ra l  selbst 1;asst sieh zerlegen in den aber die Elemente 
yon Z zu erstreckenden Theil, der der Gleichung (4) zufolge mit J 
idcntisch ist, und in den ('lber d ie  Elementc yon ~" zu erstreckenden 
Theil, welcher durch J '  bezeichnet werde. Das i~ber den yon S tin- 
geschlossenen Raum erstreckte Integral, welches das Potential einer in 

ak 
diesem l{aum mit der l)iehtigkeit ~ ,  vertheilten Masse darstellt, sei 

schliesslieh dutch W bezeiehnet. Die vorstehende Gieichung geht als- 
dann t'tber in die folgende: 

aV 

a,C 1 
----J--J'+ W. 

Aus ihr ergiebt sieh 

a-' V a.l al '  a W 
- - - -  _ _ _ _ .  

a+qa+c~, a.,.~, axe. -4- a,w. 

Bezieht man diese Gleichung zun~ichst auf einen Put,kt H der Fl~tche Z 
weleher der itusseren Seite yon Z angeh~srt, alsdann auf den n',tmliehen 
Punkt  I1 der inneren Seite, und subtrahirt  die erhaltenen Resultate, so 
erhitlt man in Ri'leksieht darauf, dass die I)ifl'crentialquotienten yon J '  
und tV im betreffenden l{aumtheil durehgltngig eindeutig, endlieh und 
stetig sind 

( ( ~ ( % ' 1 ,  

und mit Hilfe der Gleiehung (3) 

( ~ )  \ ~ /  - -  4,'rk cos% eos~, 
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d. h. in Folge yon (4) 

v~c~/ \ ~ /  - -  4~rh cos a~. 

Bezeichnet n die Abscisse tines auf der Normale in H gelegenen Punktes 
P. so ergiebt sieh aus dieser Gleichung ohne Weiteres die folgende: 

welche das in Rede stehende Theorem ausdrt'lckt. Wenngleich in der 
Entwickelung desselben vorausgesetzt wurdc, dass ill der ganzen Aus- 
dehnung von s kein 1)unkt H vorhanden sei, in welehem nicht cine be- 
stimmte Normale existirte, so ist diesc Voraussetzung ft,r d;~s Bestehen 
des Theorems selbst unwesentlich. Es genfigt das Eintreten dieser Vor- 
aussetzung in einem endlichen den Punkt H, fiir den die Unstetigkeit 
bestimmt werden soll, umgebenden Gebiet yon s da die Theile yon J 
welehe endlich yon H entfernten Elementen der Fliiehe 2' entsprechen, 
zu dieser Unstetigkcit keinen Beitrag liefern. Ebenso unwesentlich er- 
scheiut die Voraussetzung des Nichtversehwindens yon cos a~ in allen 
Punkten yon 2'. Sic ist nut erforderlich fiir Punkte in endlieher Um- 
gebung des betreffenden Punktcs H und stets crfi~llt, wenn man unter 
der Richtung dcr x~ diejenige nothwendig existirendc Coordinatenrichtung 
versteht, ftlr welche in diesem Punkte cos% nicht verschwindet. I)as 
Bestehen einer bestimmten Normale in dem betrachteten Punkte erweist 
sich als die einzige .nothwendige und hinreichende Beding.ung des Be- 
stehens des in Rede stehenden Theorems, unabhi~ngig yon den in diesem 
Punkte i~brigens stattfindcnden Krommungsverh~ltnissen. 


