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SUR LE MOUVEMENT D'UN POINT
MATERIEL
SUR UNE SURFACE DE REVOLUTION

PAR

GUSTAF KOBB

4 STOCKHOLM.

Dans son mémoire De motu puncti singularis,® Jacosr a étudié le
mouvement d'un point matériel sur une surface de révolution et il a
démontré le théoréme suivant: ,

»'il existe une fonction de force et si le mouvement ne dépend
que de la position du point matériel dans une section méridionale de la
surface, on peut toujours ramener l'intégration des équations du mouve-
ment & des quadratures.»

Dans les cas ou l'équation de la surface est algébrique et la fonc-
tion de force une fonction rationnelle, ces quadratures sont des intégrales
Abéliennes. Je me propose donc de trouver les conditions nécessaires,
que doit remplir 'équation de la surface pour que ces intégrales Abéli-
ennes se réduisent & des intégrales elliptiques.

Traitons la question & l'aide des coordonnées rectilignes et suppo-
sons la masse du mobile égale & l'unité.

Si Taxe des « coincide avec l'axe de révolution, 'équation de la
surface prend la forme

fy*+ 2° z) = o

et la fonction de force la forme

U= R@y’ + & =)

' Journal fur Mathematik, T. 24, 1842, p. 5—27.
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Soient z, y, # les coordonnées du point a I'époque f, nous aurons pour
équations de mouvement

ae o U

- HF T

dy __ of U
®) T =yt

as o L oU

it = M5 9z

Le principe des forces vives et le principe des aires nous -fournissent
deux intégrales du systéme (1), savoir

(G + () (= o+ 0

/

2. Wy
FTERAY TR

o H et ¢ sont des constantes d'intégration. Nous poserons ensuite

g=r.cos ¥

y=r.sin¥.

Les équations (2) deviennent alors

(G + (' (4= e o0

(3) 2 4¥ _
rlop=c¢
f(r* ) =o
ou

de

r”[l + (dr'>2]. (j—‘:)?= r*(2H + 2U) —¢?

4 _
r.dt—c
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et par conséquent

T JdeN2
'r\/l + (%) .dz

Vri(2H + 2U) —¢?

_— /’dt \/I +
—_— = C —_ =
0 Jort n/r*(2H + 2U)—c
* 0
Ainsi, si l'équation de la surface est une équation algébrique et U une
fonction rationnelle, ¢ et ¥ sont exprimés par des intégrales Abéliennes
de la variable z. Pour les ramener & la forme normale nous poserons

[+ ()]

S =m0 —o

En éliminant »? entre cette expression et I'équation

f(r*, z) =o
nous aurons une nouvelle équation
¢(8, z) = o.

Nous allons démontrer, que si la premiére équation est irréductible, la
derniére V'est aussi. Dans ce but nous employons le théoréme suivant
donné par M. WriersTrASS dans ses lecons sur la théorie des fonctions
Abéliennes:
»Soit
flz, y) =o

une équation algébrique irréductible de degré n en y et
2= R(z, v)
ot B désigne une fonction rationnelle. Formons la résolvante de Gavrois

G(a: 2)
(2)

HD—M,MP—
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Ici il peut se présenter deux cas, l’équation
Gz, 2)=o0

est ou bien irréductible, ou, si elle est réductible, on doit avoir

G, 2) =[Gz, AT

ou p est un diviseur de n et 1’équation
G,(r, 2) =0

est une équation irréductible. Dans le premier cas, on a aussi
y = R\(z, 2

ou R, désigne une fonction rationnelle et les deux courbes

G(z, 2) = o; F(z, y) =o0

sont de méme genre.

Pour que le second cas puisse avoir lieu, il faut que les (n) valeurs
de 2z, qui correspondent & chaque valeur de z et aux (n) valeurs diff¢-
rentes de y, se partagent en un certain nombre de groupes égaux entre
eux. Si donc on peut montrer, que pour une certaine valeur de z et
pour les » valeurs différentes correspondantes de y, ¥1, Y55 .- ¥, le8

n valeurs de 2z

zl = R(x’ yl)’ zg = R(ﬁ, y2)7 ety Z,, = R(a;’ ?/.)

sont toutes différentes entre elles, il en résulte que 1'équation

Gz, 2) =0
est irréductible.»
Supposons maintenant
¢ 2)=o0
une équation réductible, tandis que
f(r’, ) =0

est irréductible.
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Il faut donc, qu'au moins deux valeurs de &’ coincident pour
valeurs ordinaires de x:

, dr, 2] ‘2[ dr, 2]
Tﬂ[l -+ (;74;/) B 11 -+ <—J,—E_>

r2H + 2U,) —c* 7 (2H + 2U,) — ¢’

d’ot résulte aprés quelques réductions la relation suivante
dr,\? dr,\? dr,\? dr,\? ;
2 2 m\"__ {27y a2, e\ e (T 2,2
r’““'2H[<dm> <dw) ] c I}”(dw) 1"'<dw> + 7, h]
. (l‘,_ 2 i 1 v 2 .
+ 2VZ-TE[UV[I +(d19;) ]_Uu[l +<Cd,;> ]]:07

\

93

des

mais puisque H et ¢® sont des constantes arbitraires, il faut que leurs

coefficients s'annullent, ainsi

dr,\? dr,)\?
2 2| (2Te\" /2N —
r,L.“[(dm) (dx> ] o

dr,\ 2 dr)\?
rj.<d2> ———rf<d;> +r,— 1, =o.

On en tire
dr,\?
re—r) 1+ (3) | =0

ou

TZ —_ 7‘3 =0
mais cela est impossible, car 1'équation

f(r’, )y = o
est irréductible.

Ainsi la nouvelle équation
¢ »)=o0

ne peut étre réductible, elle est donc irréductible. Il résulte de la,

qu'on peut exprimer r* comme fonction rationnelle de &* et x:

22 o Rl<é-'), 93)
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et par conséquent, si nous considérons
f(r*, z)y =o0
comme équation entre r* et z et
¢(& 7)=o

comme équation entre £ et x, les deux courbes algébriques définies par
ces équations sont de méme genre.
Le systéme (4) prend la forme

t = f §dx
(5) 0w /‘ tdw
r=%=clreE o
¢ (& 7)) =o.
Pour trouver le genre de
¢(§’ x) =o
considérée comme équation entre & et z nous employons ce théoreme

général:
»Soit 7(x, ¥) = o une courbe algébrique de genre p et A le nombre
total des systémes circulaires de la forme

r=a + z-s'/
Y = aZ"‘[I -+ 'p(Z’)] | (@=0)

ot 4 est un nombre impair.' En désignant par p' le genre de la courbe
f(z, 2') = o ot 2’ = y, nous aurons la relation suivante

20" = 4p + A — 20

Pour démontrer cette relation nous employons une formule donnée par
M. WEIERSTRASS.

! Je désigne par p(r) une série contenant seulement des puissances positives de la

variable 7,
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»S0it F(z, y) = o une courbe algébrique, ou le domaine du point
% = 00, y = 0O est représenté par les # systémes distincts
X = 1"

y=>b1"4 p(7)-

En désignant par p le genre de la courbe et par

s = 2(s,— 1)
x=a, + t¥
y=2b,+ p()

la sommation étendue a tous les systémes circulaires ou le nombre s, a
des valeurs positives, on a la formule

20 == 8§ — 201 4 2.9
Nous considérons d’abord les systémes circulaires de la courbe
Y
f(z, y) = o.

Soit
r=a, + %

y =15+ p(7) (6, =0)
un des systémes, qui représentent le domaine du point analytique (a,, b,)
de la courbe
f(z, y) = o.
En substituant
2=y
z =a, -+ ¥
& =15+ p(7)
nous aurons dans le domaine du point (@, + b,) de la courbe
flz, 2’y = o0
z=a, +

2=+ b, + Pl(T)
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et dans le domaine du point (¢, — b,)
x=a,+ ™
2= — b, + p(7)-

Comme nous pouvons employer le méme raisonnement pour autres sy-
stémes circulaires, nous en tirons:
au point (a,, 8,) (ou &,Z0) de la courbe

f(z, y) =0
correspondent deux points (a, + 5, et (¢, — yb,)- de la courbe
flx, 25y =o0

dont les domaines sont représentés par des systémes circulaires du méme

nombre et de la méme nature. Ainsi, soit (@,, b,) un point non critique,

les deux points (@, 4 \b,) et (¢, — (b,) sont aussi des points non critiques.
Nous supposons ensuite

Ainsi nous aurons

— S,
r = av + T (aZ=0)
(p==0)

Soit

On en tire
r=aqa, + 7%

2=+ ya- (1 + p(2)]
T =a, 4+ %

s = — a1 + 5 (7]

Par conséquent le nombre des systémes est doublé, mais leur nature
n'est pas changée.
Soit & présent
p=2p 41
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nous ne pouvons pas représenter le domaine du point correspondant de

la courbe
f(x, 2*)=o0

par des systemes circulaires de la méme nature. Il faut done poser

x = a, +
z = art"[1 4+ p(7)]

Le nombre des systémes n’est pas changé. Ainsi, soit (,, 0) ou (a,, c0)
des points non critiques de la courbe

f(x’ 3/)=O

ils sont des points critiques de la courbe

f(a;, 2%) = o.

Si la série 7. commence par une puissance paire, le domaine est repré-
senté par les deux systémes

lx:a,-l—r x=a, + t
2=+ o T+ p(] 2= — eI+ p(2)]

et si y. commence par une puissance impaire, le domaine est représenté

par le systéme
x=a,+ 1*

z = at"[1 + p(7)]

Maintenant nous allons transformer les deux courbes

flo, 9)=0; flz, &) =o

de manicre que le point £ = co ne soit pas un point critique.
Soit x == @ une valeur, a laquelle correspondent »n valeurs distinctes
de la variable y

7

biy byy <.y b

ne

Posons

X —

___ Y
T= 0 "4

Acta mathematica. 10. Imprimé le 17 Mai 1887. 13
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Comme (a, 4,) est un point non critique, nous avons
r=a-47

¥y =05+ p(7)
et par conséquent
f = T_Jl
p=0b.7" 4 p(7)

Ainsi par cette substitution linéaire, nous pouvons former une nouvelle
courbe algébrique
¢(& g =o

A A . ’ . s
de méme genre, ou, quand & croit indéfiniment, le rapport > tend vers
7

n valeurs finies distinctes
’ !’
b, by, ..., b.

Il faut donc remarquer, que si (x = 00, ¥ = ©c0O) est un point critique,
le point (£ == 0, % = o0) est aussi un point critique de la méme nature.
De la méme maniére nous formons par la substitution

I

fo

Cl -

i T —a

o # = @, est une valeur non critique de la courbe

f(x, 2°) =o
une nouvelle courbe algébrique
¢, (&, m) =0

Fa
de méme genre, que f(x, %) = o, et ou le rapport  tend vers 2n

1
valeurs distinctes
Ciy Cay +vvy Cape

Soit
z=a, + %

v =12, + p(2)
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un des systémes, qui représentent le domaine du point (a,, b,) de la
courbe
f(z, y)=o0
nous aurons si
o —al<la—uql,

I x—a, z— a,\? z— a,\?
E_——a—ay—(w——au)__@_au I+a;“7+<a/"QV) +<a’_a“) +'=
I ad ™
&= — - T
a — a, a—a, (a—a,)
— f-g— b,
Py — (o)
Supposons
1 5,
E——a_a;}- 7
b,

7 = —a/;_ ay, + lP?(Tl)'

Dans la théorie des fonctions algébriques on démontre le théoréme suivant:
»31 lon peut représenter un certain domaine du point analytique

(@, b) de la courbe
Pz, y) = o

par les deux systémes
v =a+ p(7) =a+ pi(n)
y =204 p(7) = b+ p(n)
il existe entre les deux variables auxiliaires la relation

7, = g7[1 + p(7)]» =0

En employant ce théoréme nous aurons

Ainsi le domaine du point.

&= — ’ =
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qui correspond au point (a,, b,) de la courbe

f(z,y)=o0
Le

est représenté & la méme maniére, que le domaine du point (a, )
nombre des systémes est le méme et leur nature n'est pas changée.

Le méme raisonnement s'applique a la courbe
g —
e, (& m) = o

Maintenant nous sommes en état de déterminer le genre des nouvelles

courbes
) =0; ¢, ) =o

¢ (&,
Dans la courbe ¢(£, %) = o, le domaine du point (§ = 00, == ov) est

représenté par les n systémes distinctes

E=17"
;1)

7 = U7+ p(e). :

=12 ..

En cmployant la formule de M. WEeisrsTrRASS nous aurons le genre p de

la courbe
2p =8 — 2n + 2
ou
s = 2(s,— 1)
z=a, 4+
=)

y = bv + PI(T)

la sommation étendue a tous les systémes circulaires de la courbe

¢(€, 7) = 0 ou.s, a des valeurs positives.
Dans la courbe ¢ (£, 3,) = o le domaine du point (& = 00, 3 = c0)

est représenté par 2n systemes distincts

]
El == T
w=1,2 ..,2n)

=¢,77! + p(7).

En désignant par
s, = 2(s, — 1)
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i

la somme correspondante pour la courbe ¢, (£, )= 0 et par p’ son
genre, NOUS aurons

20" = 8§, — 4n + 2.

Pour exprimer s, par s-nous décomposons s, en quatre sommes

s = (5, — 1) 4+ 2Z(s, — 1) + X(s, — 1) + X(s, — 1).

M @ ®) @)
Dans la premiére somme, la sommation est étendue aux points de la
courbe ¢ (&, ) = 0, qui correspondent aux points critiques (a,, 5,), on
b,z o, de la courbe f(z, y) = o; dans la deuxicme aux points, qui cor-
respondent aux points critiques (a,, o) et (a,, c0) de la courbe f(z, y)=o0
ol y, commence par une puissance paire; dans la troisiéme aux points,
qui correspondent aux points critiques (a,, 0) et (a,, c0) de la courbe
flx, y) = o, mais ol y, commence par une puissance impaire ct enfin
dans la quatriéme aux points, qui correspondent aux zéros ct pdles non
critiques de la courbe f(z, y) = o.

Nous avons trouvé qu'a chaque point (a,, b,), 6,20 de la courbe
f(x, y) = o correspondent deux points de la courbe gol(fl, »,) = O, dont
les domaines sont représentés par des systémes circulaires du méme nombre
et de la méme nature que le domaine du point (4, 5,). On en tire

2(s, — 1) = 22(s, — 1).
(1>< ’ ) (n( g )

Dans la deuxiéme somme le nombre de points et la nature des systémes
ne sont pas changés, mais le nombre des systémes est doublé; ainsi

(ZQ):(SQ — 1) = 2%{3‘,—-— I).

Dans la troisiéme le nombre de points et de systemes ne sont pas changés,
mais

’

s, = 28

v

2(s,—1) = 22(s,— 1) + A

(3) 3)

sl nous désignons par A, le nombre total de systémes pour ces points.
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Dans la quatriéme somme on a

si la série y. commence par une puissance impaire. Par conséquent, en
désignant par A, le nombre de ces derniéres, on a

g(s:-— 1) =A,.
Ainsi
5 = 2(21):(3,— 1) + 2%(3.,— 1) + 2(%(3,~~ )+ A4+ 4
mais
s = ‘Z];(sv——— 1) + g(s,—— 1) + (23):(3,-—- 1)
done

s, =254 A + A
ou, en désignant par A le nombre total de systémes de la courbe f(z, y)=o0
r=a-+

y J— az-!‘[l + P(T)] (@a==0)
ou g est un nombre impair,
A+A =2

s, = 25 + 4,

par conséquent
2p' =28 + A—4n 4 2

ct en combinant cette équation avec I'équation
20 =8—2n + 2

on aura

20 = 4p + A — 2.
C. Q F. D.

De la méme maniére on peut démontrer ce théoréme plus général:
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»Soit f(x, y) = o une courbe algébrique de genre p et A, le nombre
total des systémes circulaires de la forme

r=a-+4+ %
y = a1 + p(7)] w=o

ol, si m est un nombre premier, g est un nombre premier avec m. En
désignant par p, le genre de la courbe f(z, 2*) ot 2" —y, nous aurons
la relation suivante

20, = 2mp + (A, — 2)(m — 1).»

Maintenant nous allons démontrer, que le nombre A ne peut étre nul, si

Lo i 1.
Soit

f(x’ y)=0

une courbe algébrique de genre p. Formons par la transformation bi-
rationnelle

z =R (§, 7), §=R,(z, v)
y = R,(&, ), 7= R(z, v)

une nouvelle courbe algébrique de méme genre

¢& g =o

ou nous supposons que le nombre 2 soit nul.
Ainsi en substituant les séries z., y., qui représentent le domaine
d'un point arbitraire de la courbe

flz,y)=o0
dans l'expression

7 = By(z, )

la série y. ne commence jamais par une puissance impaire. Alors nous
pouvons extraire la racine carrée

Vg = 9" = P(z)

ou P(r) est une série, qui ne contient qu'un nombre fini de puissances
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négatives dans le domaine d’'un point quelconque. Ainsi %" est unc
fonction rationnelle de z et y.

Done |
£ = R?('(', ?/), xr = IR (5’ [77(1)]2)

77(1): sz("'y ?/)’ V= RI(E’ [77(])]2>

et la courbe algébrique
¢(&, 7)) =o

est aussi de genre p. Les deux courbes
Al 2= (i) 2y .. 4 (Y
¢& [7V]") =o, ¢ 7)) =o
sont donc de méme genre
’
p=p
mais suivant la formule
20" = 4p + 42— 2
il résulte, puisque nous supposons A = o,
20 = 4p — 2;
ce qui est impossible, si
p > 1.

Ainsi le nombre A ne peut étre nul, si
p > L
Soit
p =1
Supposons que le nombre A soit nul pour la courbe

g€ 7" =o
En posant

g = 7
nous obtenons par le méme procédé, que les deux courbes

¢ [7P)=0, ¢ 9%) =0
sont de genre 1.
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Cela exige que le nombre 4 pour la courbe

¢(& 1) —o

soit nul. Si tel est le cas nous répétons le méme procédé ct enfin il
faut que nous trouvions une courbe

-

¢(& 7)) =0

ou
A > 0.

Cuar

ny R

7R A

)

Il est évident, qu'en donnant & » unc valeur assez grande, 7™ doit né-

cessaircinent cesser d’étre une fonction rationnelle ct par conséquent »& "
cominence par une puissance impaire au moins dans le domaine d'un
point.  Mais alors lcs deux courbes

¢ ) —o g g ) —o

ne sont pas de méme genre, selon la formule
20 = 4pp+ +— 2.
On cn tire que la supposition A == o pour la courbe
¢ ") =0 ou ¢ (") =0
n'est pas juste, et par conséquent les deux courbes
¢@& " F) =0 ¢l& ") =0

ne sont pas de méme genre. En répétant le méme raisonnement, nous
aurons enfin que le nombre A nc peut étre nul pour la courbe

¢ (&, y) =o.
Ainsl nous avons -trouvé
A>0

Acta mathematica. 10, Imprimé le 18 Mai 1867, 14
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si

p =L

Reprenons notre systéme d'équations (5)

t:fé'dx

Sdx

[ | [ R,
=1 ’Lf RE, )

¢ (&% x) =o.

Maintenant nous pouvons résoudre la question: quelles sont les conditions
nécessaires et suffisantes pour que les intégrales du systéme (5) soient
des intégrales elliptiques?

En designant par o' le genre de la courbe

so

considérée comimne équation entre & et z et par p le genre de la méme

courbe considérée comme équation entre &° et x nous aurons la formule

20" =4p + A— 2.
En posant

on a

Mais la courbe
2
¢ 2)=o0
considérée comme équation entre & et x et la courbe

flx, ry=o0
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considérée comme équatior entre »* et x sont de méme genre,
Par conséquent

= RI(C>

ou R, et R, sont des fonctions rationnelles du paramétre ¢.

Ayant donc
L+ (@)

& = .
B VO g Cu
r(2H 4+ 2U) — ¢

et par conséquent &° une fonction rationnelle de &, il faut déterminer

B, et R, de maniére que l'expression de & ne contienne qu'une racine
carrée

VRO

o R, ({) est un polynéme du troisiéme ou du quatricme degré.
Supposons

U=#Fk

on k désigne une constante, on sait que le point matéricl déerit une
ligne géodésique de la surface. Par conséquent on peut énoncer ce
théoréme:

»Toutes les surfaces de révolution, qui ont la propriété, que les co-
ordonnées d'une ligne géodésique peuvent étre exprimées par des fone-
tions elliptiques d’'un paramétre, sont nécessairement de la forme

Supposons ensuite que la seule force agissante soit la pésanteur, c’est &
dire

U= gz,

nous trouvons, que lintégration du systéme (5) peut étre effectuée par
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des fonctions elliptiques, si la surface de révolution est déterminée par
unc de ces cing équations

2 Pt e d?
(3) P gar

(4) gar® = a(r — 3a)
(5) 2t 4+ 3a%? — 224’ - O,

Ce sont les seuls cas possibles.  Les trols premiers cas étaient déja
connius, les deux autres me semblent nouveaux.




