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S U R  LA V A L E U R  DE O U E L O U E S  S I ~ R I E S  

(IUl D I ~ P E N D E N T  

DE LA FONCTION E ( x )  

P A R  

M. A. S T E R N  
B E R N E .  

La consid6ration qui m'a fait t rouver  une d6monstra t ion 616mentaire 

du t h6or6me 
m - - 1  

r ~ l  

qu'on dolt k M. HERMITE, 1 peut  aussi servir k t rouver  la valeur  de di- 

verses s6ries qui d6pendent  de la fonction E~(x), fonction qui, selon la 

notat ion propos6e par  M. Hm~UITn, a la va leur  

E2(x ) = E(z )E(z  + i) 
1 , 2  

Si k et m sont deux nombres  entiers, k < m et 

x > E ( x )  + k k + - ,  x < E(x)  + 

on aura,  r d~signant un nombre  contenu dans la s(~rie i ,  2, . . . ,  m - - I ,  

selon .que te nombre  r est un  des hombres  i ,  2, . . . ,  m - - k ~  I o u  

un des nombres  m ~ k, . . . ,  m ~  I e t . i l  s 'ensuit qu 'alors  la fonction 

1 Voir T. 5, P. 315 et T. 8, p. 93 do ce journal. 
Acta mathematica. 10. I m p r i m 6  le 16 Mai  1887. 
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nt -- 1 
aura la valcur  E ~ ( x , ) o u  E2(x--~ I). Ainsi duns Ia sdrie ZE2(x  ..~_r) 

les m ~ k -  i premiers  termes auront  tous la valeur  E~(x) tandis que 
chaeun des k termes suivants sera = E.~(x + i), et la valeur  de la s6rie 

o~ 
entlere sera 

= ( m - - k - -  ,)E~(x) + kE2(x + ,) = (m--  ,)E2(x ) + kE(x + ,). 

En subst i tuant  au lieu de k sa va leur  E(mx)~mE(x) on t rouve 

m - -  1 

Consid6rons la s6rie 

= + + 

lu--1 

La somme des m -  k - - - i  premiers termes aurar la valeur  

[~ ~m-- ,) k(k 2"4" I ) ]E~(x)  

et la so,nine des k termes suivants ser:~ 

de la s6rie enti6re sera donc 

~(~ + ' ) E~(x + ,). 
2 

La valeur  

2 [-'ti'~ ( ~  - -  I) k(} + ')E~(x + ,) + L -2 ~(k 2 + ')]E~(x). 

Mais E2(x-4- , ) - -E~(x)  6tant  = E(x-{- I) o n  aura 

m - -  1 
< ~'> 'r162 ( m -  , ) E , ( x )  Jr- k(]r "4- ' ) S ( x ) - - ~  } (k  -{- I) (:) x + - -  2 : : 

r = l  

En supposant  E ( x ) =  o pour  routes les valeurs de x plus petites que 
m--1 

l'unit6 positive, il est 6vident que la sdrie ~ E ( x - - ~ )  s'6vanouitpour 
r=l 

les valeurs de x=<  i. On peut  done prendre x =  x + z ,  z 6tant un 

hombre positif et alors ta s6rie se change en 

m--1 



Sur la valeur de quelques sdries qui ddpendent de la fonetion E ( x ) .  

Ainsi  on au ra  
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m - - ]  

(3) r ~ = l . E ( x -  ~ ) =  E ( m [ x -  I ] ) - -  E ( . T , -  I). 

Cherehons  m a i n t e n a n t  la va l eu r  de la s6rie 

m--1 

En p r e n a n t  t ou jou r s  x ~  E(x) q -k ,  x < E(x) -{ k+ 
- -  - - -  on vol t  que 

m 

la va leur  de E~(x---~) est = E2(x ) ou E2(x--i)selon que le n o m b r e  

r e s t  < k ou 

est Ira(m__-- I) 
E 2 

suivants  est 

> k. Ainsi  la s o m m e  des k p remiers  t e rmes  de la s6rie 

(m--k)(m--k---2 I)J E~(x) tandis  que la s o m m e  des t e rmes  

( ' /n - -  k ) ( !  ~ k - -  I ) E 2  ,(x--I),, et c o m m e  on a 
2 

il s 'ensui t  
= , )  + 

m--1 

(4) E(m--r )E~ x -- ~)E~(x) - -  --k)(m-- E(x). 
r = l  2. 2 

En a j o u t a n t  ensemble  les d e u x  s6ries (2) et (4) on ob t ien t  

m--1 ra--1 

= m ( m -  i)E~(x) ,, 'E(z)__ _1 m ( 2 k  4" I ) E ( x )  q_ k(k q- I) 
2 2 2 

et en subs t i t uan t  E ( m x ) -  mE(x) au l ieu de k on aura ,  t, pr6s que lques  
s imples  r6duct ions,  

m - - 1  m - - 1  

= , , E , ( x )  

C'est un  th6or6me qu 'on  doi t  aussi ~ M. HERMITE. 1 

1 Voir T. 5~ P. 315 et Correction h la suite de la table des matibres du T. 8 de 
ee journal. 
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Si, au lieu de la s6rie (4) on consid6re la s6rie 

m - - 1  

on aura 
m--1 

(6) ~=IE,(x ---~) = kE2(x) -F ( m -  k - -  ~)E~(x- I) 

- - ~ - -  I [ E ( x ) ] '  ~ - -  2 ] c - -  i E ( x ) .  
2 2 

En prenant la somme et la diff6renee des s6ries (~) et (6) on obtient 

m - - 1  m - - 1  

= ( m - -  ~)[E(x)] ~ + :kE(x) -~- k, 

m--1 m--1 m--1 ) ( , (s) ~ : E , ~ + ~ - -  E~x-- = ~ + ~ .  
r=l  = r=l  

Les m(~mes consid6rations conduisent 

(91 ~ E ,  �9 + = 2 
r=l  

E(~ + ~), 

'~-~ ( ~) *nOn- l ) E ~ ( z -  I) + k(k + ~) E(x) (xo) ~_rE, x - -  = 2 

et la somme de ces deux derni6res s6ries aura la valeur 

,n(m-- ,)[E(~)]' + mkE(~) + ( 2 ~ - - , ) k - -  ~: 
2 

On volt ais~ment que la mdme m6thode donne la valeur d 'un grand 

hombre de s~ries semblables. 

Berne le 20 f6vrier I887. 


