
UBER DIE LINEARE ZERLEGUblG DER DEN GAblZEN MODUL- 
FORMEN V0N HOHERER STUFE ENTSPRECHENDEN 

DIRICHLETREIttEN IN V0LLSTANDIGE 

EULEttSCHE PRODUKTE. 
YoN 

H A N S  P E T E R S S O N  

in HAMBURG. 

1. Zur Ableitung der Multiplikationsgesetze, welche die Fourierkoeffizienten 

der ganzen Modulformen yon der Stufe N und der ganzzahligen Dimension 

- - r =  < - - I  beherrschen, hat sich die Theorie der yon Hecke eingeffihrten Ope- 

ratoren Tn als das geeignete Hilfsmittel erwiesen. 1 Die Formulierung dieser 

Multiplikationsgesetze erfolgt fiir die allgemeine Modulform f(~) dadurch, dass 

diese zun~chst als Linearkombination yon solchen Modulformen dargestellt wird, 

welche Eigenfunktionen aller Operatoren B~, T~ mit (n, N ) =  I sind. Fiir die 

der Modulform f(~) entsprechende Dirichletreihe D (s, f )  bedeutet dies, dass sich 

die D(s,f) zugeordnete reduzierte Reihe ])(s,f)= D ( s , f )  aus endlich vielen 

durch f eindeutig bestimmten reduzierten kanonischen Eulerprodukten linear 

mit konstanten Koeffizienten zusammensetzen l~sst. Daraus folgt nach den 

zitierten QueUen in manchen, aber nachweislich nicht allen F~llen, dass auch 

die urspriingliche (nicht reduzierte) Dirichletreihe D(s,f) als Linearkombination 

yon (vollst~indigen) kanonischen Eulerprodukten geschrieben werden kann. 

Geht man zur n~heren Beschreibung dieser Verh~ltnisse yon einer im Sinne 

yon AQF w 3 abgeschlossenen Schar ~ aus, der die gegebene Modulform f ( , )  

1 E. HECKE, Uber Modulfunkt ionen und die Dirichletschen Reihen mi t  Eulerscher  Produkt- 
entwicklung I, II,  Math. Annalen I I 4  (1937); Analyt ische Ari thmet ik  der posi t iven quadratischen 
Formen, Monographie, Kgl. Danske Videnskab. Selskab Meddelelser XVII ,  I2 (I94O); diese drei 
Abhandlungen werden mi t  TnI  , TnII ,  AQF zitiert .  

H. PETERSSOh', Konstrukt ion der s~mtlichen LSsungen einer Riemannschen Funkt ionalgle ichung 
durch Dirichletreihen mi t  Eulerscher  Produktentwicklung  I, II,  III ,  Math. Annalen I f6  (I939), 
II 7 (I94O) , im folgenden zit iert  mi t  KI ,  KI I ,  K I I I .  
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angehSrt, so lassen sich die (nach der Heckeschen Theorie zun~ichst hinreichen- 

den) Bedingungen, unter denen der zuletzt zitierte Darstellungssatz fiir jedes 

f ~  ~ zutrifft, wie folgt ausdriicken: Es ist mSglich, alle Matrizen At(m)---- 

=().Jk(m))(m~ I) mit Hilfe einer und derselben konstanten Matrix auf reine 

Diagonalgestalt zu transformieren. Diesen Sachverhalt habe ich in K I I  und 

K I I I  als das Hauptachsentheorem der Schar ~ bezeichnet; dass es nicht all- 

gemein gilt, folgt bereits aus dem Beispiel Tn II, Satz 45 a. Wenn es nicht gilt, 

so gilt auch, wie die Untersuchungen yon K I I I  zeigen, tier oben an letzter Stelle 

zitierte Darstellungssats nicht fiir jedes f (  ~ ,  die genannten Bedingungen sind 

also in diesem Falle auch notwendig. 

Das Hauptergebnis yon K I I I  besagt, dass sich trotzdem jede Modulform 

f ~  aus endlich vielen linear unabh~ngigen dutch ~ eindeutig bestimmten 

vollst~ndigen Eulerprodukten linear mit konstanten Koeffizienten zusammensetzen 

l~isst, vorausgesetzt jedoch erstens, dass ~ nur ganze Spitzenformen enth~lt, 

zweitens, dass auch andere als kanonische Eulerprodukte herangezogen werden, 

drittens, dass auf die Bedingung, dass die dabei auftretenden Eulerprodukte 

ganzen Modulformen entsprechen, verzichtet wird. Diese dritte Voraussetzung 

tr i t t  nur dann in Kraft, wenn N durch zwei verschiedene Primzahlen teilbar ist. 

In jedem der dabei verwendeten Eulerprodukte konstituieren die zu den Prim- 

zahlen p mit (p, N) -~ I gehSrigen Faktoren ein reduziertes kanonisches Frodukt,  

w~hrend die zu den Primteilern q yon N gehSrigen Faktoren die Gestalt 

( (I) I - -  ( ~ + o )  oder q-I,-~l, (~,=I,  2 . . . ,do )  

aufweisen; hier bezeichnet a eine charakteristische Wurzel der einer gewissen 

Teilschar yon ~ zugeordneten Matrix At(q), der zweite Ausdruek (I) bezieht sieh 

auf den Fall a----o, und d o ist hSchstens gleieh der Vielfachheit yon a als cha- 

rakteristiseher Wurzel yon A t (q). 

Dieses Ergebnis l~sst sieh deshalb auf verh~ltnism~ssig einfache Weise ab- 

leiten, well die Funktionen von ~ als ganze Spitzenformen uneingeschr~nkt mit- 

einander metrisch verkniipft werden kSnnen. In den Anwendungen treten jedoch 

(vgl. AQF) meistens abgeschlossene Scharen ~ auf, die nicht oder nieht nur aus 

ganzen Spitzenformen bestehen. Diese allgemeinen abgesehlossenen Seharen wer- 

den in der vorliegenden Abhandlung untersueht. Wir  zitieren in aller Kiirze die 

wiehtigsten Ergebnisse der Untersuchung. 

Zun~chst wird yon der Sehar ~ nur vorausgesetzt, dass ihre s~mtlichen For- 
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men zu dem gleichen Teiler t yon N und dem gleiehen Charakter ~ rood N ge- 

hSren, und dass ~ gegeniiber den Operatoren T~ mit (n, N) ~ I abgeschlossen sei. 

Eine solche Schar ~ l~isst sich stets (und zwar, wie ausdriicklich hervorgehoben 

sei, auch wenn sie nieht nur ganze Spitzenformen enh~ilt) auf eine und nur eine 

Weise als direkte Summe yon Teilscharen darstellen, deren jede aus lauter 

Eigenfunktionen aller T,~ besteht, wobei die Eigenwerte der Funktionen ver- 

schiedener Teilscharen beziiglich dieser Operatoren T,, nicht fiir a l l e n  iiberein- 

stimmen, w~hrend innerhalb jeder einzelnen Teilschar nur Funktionen mit dem 

gleichen Eigenwert fiir jedes T,~((~, N ) - - : )  auftreten. Wenn die Dimension ~ r  

der Modulformen yon ~ kleiner als x ist, enth~tlt jede solehe Teilschar ent- 

weder nur ganze Spitzenformen oder nur Linearkombinationen yon Eisenstein- 

reihen. Wenn ferner ~ schleehthin, d. h. gegen alle Operatoren T~(m > x) ab- 

gesehlossen ist, so gilt das gleiche fiir alle Teilscharen. Die Dirichletreihen, die 

den Modulformen einer Teilsehar entsprechen, lassen sich aus endlich vielen, 

durch ~ eindeutig bestimmten linear unabh:,ingigen Eulerprodukten linear mit 

konstanten Koeffizienten kombinieren. Diese Eulerprodukte haben die oben bei 

(I) angegebene Bauart;  im Falle einer Primzahlpotenzstufe entsprechen sie den 

Modulformen einer passend bestimmten Basis der Teilschar. 

Die Anwendung dieser Ergebnisse auf die mit positiven quadratischen For- 

men gebildeten Thetareihen fiihrt unmittelbar zu der folgenden Versch~irfung 

der Haupts~tze 39, 4o der Heckeschen Theorie aus AQF: Die dort mit 

((nil 

bezeichnete (nicht reduzierte) Dirichletreihe gestattet  eine eindeutige Darstellung 

als Linearkombination eines festen dutch P, und Q eindeutig bestimmten Systems 

linear unabhiingiger vollstiindiger Eulerprodukte yon der bei (I) angegebenen Bau- 

art. Im Falle einer Primzahlpotenzstufe entspreehen diese Eulerprodukte ge- 

wissen Modulformen aus der kleinsten die zugehSrige Thetareihe enthaltenden 

abgesehlossenen Schar. Wenn ferner die quadratische Form Q nicht biniir, ihre 

Variabelnzahl also >_ 4 ist, so ist jede dieser Modulformen entweder eine ganze 

Spitzenform oder eine Linearkombination yon Eisensteinreihen. 

Zu dem Hauptsatz der vorliegenden allgemeinen Theorie ist hervorzuheben, 

dass man die lineare Zerlegung der Dirichletreihen D(s , f ) ( f<  ~) in die roll: 

st~ndigen Eulerprodukte der genannten Art fiir Stufen N mit mehr als einem 

Primteiler nur dadurch erreicht, dass man aus der Schar der den Modulformen 
13 
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yon ~ entsprechenden Dirichletreihen heraustritt .  Wenn N zwei verschiedene 

Primteiler besitzt, entsprechen jene vollst~indigen Eulerprodukte i. a. nicht mehr 

irgendwelchen Modulformen der Schar ~ und wahrscheinlich auch nicht mehr 

irgendwelchen ]~iodulformen iiberhaupt. Sie unterscheiden sich jedoch yon den 

Eulerprodukten, die gewissen :Modulformen der Schar ~ entsprechen, lediglich 

um elementare transzendente Funktionen yon s als Faktoren. 

Zur hblei tung der zitierten Ergebnisse reicht die in K I I  und K I I I  ange- 

wendete Metrisierung, obwohl sie auch jetzt  das wichtigste Hilfsmittel bildet, 

allein nicht mehr aus. Es zeigt sich aber, dass die ,Metrisierung im u mit 

den vorauszusetzenden ]nvarianzeigenschaften der Schar ~ gegeniiber den Ope- 
? f ratoren U, R~, 1,~(~n, N)-~ I) eine Zerlegung yon ~ in abgeschlossene Teilscharen 

ermSglicht und damit alle Voraussetzungen ffir das weitere Vorgehen schafft. 

In diesem Sinne ist z. B. das folgende Teilergebnis zu interpretieren: Es gehSre 

zum Teiler t, zum Charakter e, und es sei ~ gegenfiber allen Operatoren 

Tn((n, .N)~ I) abgeschlossen. Man zerlege ~ in die direkten Summanden ~+ und 

~,  wo ~ +  die lineare Schar der in ~ enthaltenen ganzen Spitzenformen, 9~ die 

Orthogonalschar yon ~ +  in ~ angibt. Dann erweist sich, wofern r > I ist, die 

Schar ~,  obwohl nur durch ihre Orthogonalit~it zu der Schar ~+  (also mSglieher- 

weise zu einem geringen Tell aller ganzen Spitzenformen) definiert, dennoch als 

aus lauter Linearkombinationen der Eisensteinreihen bestehend. Dies gilt sogar 

dann, wenn ~ iiberhaupt keine ganze Spitzenform ausser Null enth~lt. Auf 

andere Ergebnisse, insbesondere solche, die weniger dem systematischen Aufbau 

der vorliegenden Theorie dienen, als vielmehr den Grundlagen der Transforma- 

r zugerechnet werden miissen, kann hier nur hingewiesen werden. 

Im letzten Abschnitt  der Untersuchung gehe ich auf eine mit dem eigent- 

lichen Gegenstand nicht unmittelbar zusammenh~ingende arithmetische Frage ein, 

die sich jedoch (lurch die Gestalt der kanonischen Eulerprodukte aufdriingt: Es 

handett  sich um das in seinen ersten Auswirkungen bereits yon Hecke in AQF 

erSr~erte Analogon einer bekannten Vermutung yon Ramanujan. Dieser hatte 

vermutet, (lass (tie Faktoren des Eulerproclukts der der Diskriminante 

entsprechenden Dirichletreihe 

. ~  ~(P} p~'1-1 
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die folgende Eigenschaft aufweisen: Ersetzt man in dem Ausdruck 

p~ ~-- p~-+p~/ =. p~  - -  ~ (p)p~ + 2) 11 

p~ durch eine komplexe Unbestimmte z, so hat  das entstehende quadratische 

Polynom yon z fiir keine Primzahl p e i n e  reelle Nullstelle, es gilt also 

(*) I �9 (p) l < 2 

fiir alle positiven Primzahlen p. 

Denkt man sich eine Schar ~ vom Teller t u n d  yore Charakter ~ vorgelegt, 

die gegeniiber alien Operatoren Tn mit (u, N ) ~  I abgeschlossen ist, so existiert 

ein wohlbestimmtes Analogon der Ramanujanschen Vermutung fiir jede ganze 

Spitzenform aus ~ ,  we[che Eigenfunktion aller T,((n, N ) ~ - I )  ist; dies betrifft 

natiirlich nut  die in der Stufe ~ nicht aufgehenden Primzahlen p. Im letzten 

Abschnitt  der vorliegenden Abhandlung untersuche ich nun die volle Sehar ~+ 

der ganzen Spitzenformen yon der Dimension - -2  zur t tauptkongruenzgruppe 

�9 ( 8 ) ( N ~  8). ~+ hat nach bekannten Formeln der klassischen Theorie den 

Rang 5. Es zeigt sich, dass ~+ in drei abgeschlossene Scharen yon je einem 

festen Teiler und einem festen Charakter zerf~llt, und dass, da nur die Teiler 

t ----- I und 2 auftreten, in jeder dieser drei Seharen das Hauptaehsentheorem gilt. 

Daher besitzt die lineare Schar der den Formen yon (~+ entspreehenden Diriehlet- 

reihen eine bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmte Basis, die aus fiinf 

reduzierten kanonischen Eulerprodukten besteht, ttinsichtlich der oben gestellten 

Frage gelangt man mit Hflfe besonders einfach gebauter Thetareihen zu dem 

Ergebnis, dass fiir alle diese fiinf kanonischen Eulerprodukte das hnalogon der 

Ramanujanschen Vermutung in der seharfen der Ungleiehung (*)eutspreehenden 

Gestalt  zutrifft; dabei kommen alle ungeraden Primzahlen p in Betracht. 

In der folgenden Darstellung miissen die Grundlagen der Heekeschen Theorie 

und der Metrisierung vorausgesetzt werden. Zur Einfiihrang in die Hecke~ehe 

Theorie set auf die ersten Paragraphen yon AQF verwiesen. Die in der vor- 

liegenden Abhandlung verwendeten Bezeichnungen stimmen bis auf geringfiigige 

)[nderungen mit denen yon AQF nnd K II,  K I I I  iiberein. Einige yon ihnen 

sollen hier nochmals kurz zusammengestellt werden. 

Es seien N, r fest gegebene natiirliche Zahlen. Unter {N, - - r l  verstehen 

wir die Gesamtheit der ganzen Modulformen zur Gruppe r (N) yon der Dimen- 

sion -- r (d. h. der l~Iodulformen yon der Art (-- r, _N)in der Terminologie yon 
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AQF). Eine einzelne solche Modulform nennen wir kurz eine (ganze)Modulform 

{N, --  r}. Wir schreiben bet festem N auch fir fiir {N, --  r} und bezeichnen mit 

~+ -~ ~+ (N, -- r) die Schar der (ganzen) Spitzenformen {N, -- r}, d. h. der ganzen 

Formen {N, - - r} ,  die in allen Spitzen der Gruppe F(N) versehwinden. Ferner 

bezeichnen wir mit ~r diejenige Schar, welche aus den siimtlichen Linearkom- 

bina$ionen der Eisensteinreihen { N , - - r }  besteht, mit ~(~)  die Teilschar der 

normierten Funktionen yon @~, die zum Charakter ~ rood N gehSren. 

Dabei bedeutet wie iiblich F(N) die Hauptkongruenzgruppe der Stufe N, 

speziell r ( I )  die volle Modulgruppe; unter ~ hat man die Gesamtheit der Trans, 

(ab)  mit ganzen a , b , e , a  formationen m-ter Ordnung, d .h .  der Natrizen S = c d 

u n d a d - -  b c =  m zu verstehen (m ~ I); insbesondere ist ~ l - ~  r ( I ) .  

Fiir jede in der oberen ~-Halbebene stetige Funktion f(~) und jede reelle 

( a b )  
Matrix S =  c d  mit a d - - b c > o  wird bet fest gegebenem ganzen r > o  

S ~ _ ~ S ( ~ ) _ a ~  + b c~ + d' f l  S =  f(~)] S-= f(S~:)(c~ + d)-" 

geschrieben. Fiir zwei Matrizen S,, S~ mit den Eigenschaften yon S gilt 

f ( * ) l S :  I S~ ~-- (f(*) [ S:)I 82 = f ( * )  l (S: S~). 

Ist I' eine Untergruppe yon endlichem Index in r ( I ) ,  und sind f ( , ) ,  g(,) 

zwei ganze Modulformen zu r yon der ganzzahligen Dimension - - r ,  so wird 

ihr Skalarprodukt mit 

(f, g) = (f, g; r) = (f(~), g(~)) = (f(~), g(~); r)  

bezeiehnet. Damit (f, g) existiere, ist notwendig und hinreichend, dass f g  in 

alien Spitzen yon P versehwindet. Unter  dieser Einsehrfinkung induziert (f, g) eine 

positiv-definite, beiderseits distributive Hermitesehe /r  Wir schreiben (f, g) 

unter  For t l assung  des  Zeichens r nut  dann, wenn F mit der Gruppe I'(N) fiir 

das gegebene h r zusammenfiillt. 

Es set r = r (N). Die Modulformen f und g < {N, --  r} heissen zu einander 

or~hogonal oder a u f e i n a n d e r  senkrecht, wenn (f, g) existiert und  verschwindet. 

Sind -g)~l, 9Jl~ zwei Mengen yon Modulformen {N, - - r}  derart, dass (fl ,f~) fiir 

jedes Paar  f l  < ~1 ,  f~ < ~  existiert und verschwindet, so heissen ~1 und ~12~2 zu- 

e inander  orthogonal oder aufeinander senkrecht. Es set ~ eine beliebig vorgege- 

bene Sehar in (~,, ~ '  eine in ~ enthaltene Schar, ~ die Schar der siimtlichen auf ~ '  
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senkreehten Formen aus ~.  Dann heisst 92 die Normalsehar yon ~ '  in ~ .  (0ben 

wurde ~ einmal als Orthogonalschar bezeichnet.) 

Wir  bezeichnen die der Modulform f <  { N , - - r }  entsprechende Dirichlet- 

reihe mit D(s , f ) .  Dieser Zusammenhang wird dureh die Formeln 

f (z) -~ a,~ e , D (s, f )  ----- am m-* 
'fa -.~. 0 ) t t ~ l  

besehrieben. - -  Die im folgenden auftretenden, mit t oder t' bezeiehneten Teiler 

yon N werden stillsehweigend stets als positiv vorausgesetzt." Demgemiiss durch- 

l~uft in ~ der Summationsbuehstabe t die siimtliehen positiven Teiler yon N. 
t/N 

2. Wir werden uns im Laufe der Untersuehung einiger Siitze bedienen, die 

als unmittelbare Erweiterungen gewisser Aussagen yon K I I  aufzufassen sind 

(KI I ,  Hilfssatz 4, 5 und Satz 9). Wghrend yon den zwei in jenen Aussagen 

auftretenden Modulformen angenommen wurde, dass sie beide in allen Spitzen 

der r ( N )  versehwinden, wird nunmehr einger~iumt, dass nur eine yon ihnen in 

allen Spitzen verschwindet. Die Beweise der folgenden Sgtze I, 2 lassen sieh 

ungeKndert yon K I I  auf den vorlie'genden Fall iibertragen und sollen deshalb 

nieht reproduziert werden. Hingegen gestat tet  der Beweis yon Satz 3 fiir den 

Zweek der gegenwgrtigen Untersuehung eine merkliehe Vereinfachung, weshalb 

er kurz dargestellt wird. 

In den folgenden Sittzen I, 2, 3 bedeuten f(~) und g(3) ganze Modulformen 

{N, - - r} ,  yon denen mindestens eine in allen Spitzen der r ( 3  r) verschwindet. 

Satz 1. Fiir irgend ein natiirliehes m u n d  irgend ein S < ~3., gilt 

(fls,  g; r(m N))= (f, olmS-1; r(mN)) 

insbesondere ist ( m i t m  = I u n d  g lS  anstelle yon g) 

(fl S, gl S; P(N)) = (f, g; r(N)) 

(S < ~ ) ;  

(S < r (~)). 

Satz 2. Wenn f und g zum gleiehen Teller t yon N und zum gleiehen Cha- 

rakter ~ rood N gehSren, gilt 

(f[T,,, g; r(N))= ,(,)(f,  gi rn; r(N)) 

fiir jedes natiirliche n mit (n, _AT) = I. 
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Satz 3. Fiir ein S<F(I) gelte f ] S = e f ,  g [ S = a g  mit  koJ~stm~ten Q,a. 

Dann folgt  aus ea  =4= i, dass (f ,  g) verschwi.det. GehSren f u n d  g zu verschiede.en 

Teilern oder verschiede~en Charaktere~, so verschwi~det (.f, g). Gehb'ren f u.~d g 

zum gleiche~ Teiler t u n d  zum gleichen Charakter e, und ist f ] Tn -~ e~f, g ] T .  ~ a. g 

mit  konstanten Q., o. j~ir ein n mit  (n, N ) =  1, so folgt  aus e. 4 = an, das,~ (f, g) 

verschwindet. 

B e w e i s :  Die erste Behauptung  sowie die Orthogonal i t~t  yon f u n d  g, wenn 

diese zu versehiedenen Charakteren gehSren, folgt  aus der zweiten Formel yon 

Satz i. W e n n  ferner  die Modulformen f und g zu verschiedenen Teilern t bzw. 

t' yon N gehSren, so sind sie Summen yon Eigenfunkt ionen des Operators 

U~-  mi~ primitiven Einheitswurzeln der Ordnungen ~- bezw. ~ als Eigen- 

werten und stehen deshalb aufe inander  senkrecht. Zum Beweise der letzten Be- 

haup~ung bilde man nach der  Formel yon Satz 2 

q,, (f, g) ----- ( f ]  T~, g) : e (~)(f, g l T~) : ~ (n) a, (f, g). 

Es versehwinde etwa g in allen Spitzen yon F(N),  abet  nicht  identisch. Dann  

folgt  aus der letzten Gleichung mit  g anstelle yon f ,  dass a~ ~ ~(n)an zutrifft ,  

und damit  die dr i t te  Behauptung  des Satzes 3. 

Jede Modulform f ( ~ ) ~  { N , - - r }  l~isst sich auf  eine und nu t  eine Weise 

gemiiss 

= Z 
t/N 

in Komponenten  9~(~) zerlegen, deren einzelne zur Schar {N, --  r} und zum Teiler 

t gehSrt ;  wenn f in allen Spitzen versehwindet,  so versehwindet  j e d e s ~  in allen 

Spitzen. Unter  den obigen Voraussetzungen fiber f u n d  g gil t  naeh Satz 3 

(2) (f, g)= Z (?,, h,). 
t in 

sodann der Vollst~ndigkeit  halber den Beweis der fol- Wir  reproduzieren 

genden Aussage : 

Satz 4. yes sei ~ irgeud eine lineare Schar in ~r, 6 + der Durchsehnitt vo~ 

mit  ~r +, ~ die Normalschar yon 6 + in 6 .  Dann  i~'t ~ die direkte Summe yon 

6 + u n d  ~.  

B e w e i s  : Man ergitnze eine Basis ~ i ,  ~_~, �9 �9 ~ ,  yon 6 + durch t t inzunahme 

der x Funkt ionen f l ,  f~ . . . .  , f .  zu einer Basis yon ~ und bilde 
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[r 

mit konstanten ~j, und (gj, ~k) = o (I =<j _-< x, i _-< k ~ t*). Die Relationen (gj, 9~e) = o 
~e 

besagen ~ ~j,(~0,, Ck)----(fi, ~1:); sie lassen sich wegen des Nicht-Verschwindens 

der Determinante I(~0j, r l(j, k = ~, 2 , . . . , /~ )  durch Wahl tier ~., auf eine und 

nur eine Weise befriedigen. Geschieht dies, so bilden die /z + r Funktionen 

T~, Ce, - . . ,  T~, gl, g..,, . . . ,  g* eine Basis yon ~ ,  und ~.)l wird yon den g~,g~, . . . ,  g, 

aufgespannt. Daraus folgt die Behauptung. 

Wir nennen eine lineare Schar ~ in f~r abgeschlossen gegeniiber einem 

linearen Operator V, wenn f [  V fiir jedes f <  ~ ebenfalls in ~ l ie~.  Wir  sagen 

ferner, die Schar ~ gehhre zum Teiler t, wenn alle ihre Funktionen zum Teller t 

gehhren, ~ gehhre zum Charakter ~, wenn alle ihre Funktionen zum Charakter 

gehhren. ~ heisst (schiechthin) abgeschlossen, wenn ~ zu einem Teller t yon 

N und zu einem Charakter ~ rood N gehhrt, and wenn iiberdies f [  I t fiir a l l e f  

aus ~ und alle natiirlichen m in ~ liegt. 

In den folgenden beiden S~itzen haben ~ ,  ~+ und 9~ die Bedeutung yon 

Satz 4- 

Satz 5. Es sei ~ abgesehlossen gegeniiber einem einzelnen Operator R ,  ((u, N ) ~  I). 

Dann gilt das gleiehe yon 9~ und ~+. 

B e w e i s :  Ftir ~+  folgt die Behauptung unmittelbar aus den Vorausset- 

zungen. Die Schar ~+  IRa der Funktionen q~l R, mit ~ ~ ~+  ist in ~+  ent- 

halten und hat den gleichen Rang /, wie ~+,  stimmt daher mit ~+  iiberein. 

Fiir jede Funktion g~Y~ gilt g l R , ~ ;  um zu beweisen, dass g l R ,  auf ~+  

senkrecht steht, schreiben wir die allgemeine Modulform aus ~+  in der Gestalt 

q~IR.(~0 < ~+) und erhalten nach Satz I 

(g 1 R,, ,  = (g, o, 

g IRa senkrecht auf ~+,  q. e. d. 

Dieser Satz hat  fiir das folgende nur grunds~itzliche Bedeutung. 

Satz 6. Es sei ~ vom Teiler t, yore Charakter ~ und abgeschlossen gegen- 

~Tber einem einzelnen Operator Tn mit (~, N ) =  I. Dann gilt das gleiche yon ~ 

und ~ +. 
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B e w e i s :  Fiir ~+  folgt die Behauptung unmittelbar aus den Vorausset- 

zungen. Es sei g ~ 92, g ] T,  ---- gl + 9~ (gt < 92, 91 < ~+). Nach Satz 2 ergibt sich 

( g t ,  9 , )  = (a, + 9 , ,  9 , )  = (gl T,,,  9~) = ~ (~)(g,  9 ,  I T,,) = o, 

weil 9 1 1 T - < ~ + , g ~ 9 2 ;  die letzte Gleichung besagt g l T ~ - ~ g l < ~  fiir jedes 

g < 9 2 .  - -  

Im folgenden setzen wit voraus, dass ~ zu einem Teiler t yon N sowie zu 

einem Charakter e rood N gehSrt und iiberdies allen Operatoren T,((n, N)---- I) 

gegeniiber abgeschlossen ist. Nach Satz 6 gilt dann das gleiche yon ~ und ~+.  

Ferner besitzt ~+  nach K II,  Satz 5 eine normierte Orthogonalbasis, die aus 

lauter Eigenfunkt ionen  der si~mffichen Operatoren T, mit (n, N)-----] besteht. 

Unser ni~chstes Ziel ist, zu zeigen, dass auch 92 eine Basis besitzt, die aus lauter 

Eigenfunktionen aller dieser Operatoren T,= besteht. 

In der vollen Schar ~ ist ~ die Normalschar yon ~+ und daher ~ die 

direkte Summe yon ~ und ~+.~ Auf Grund dieser Tatsache beweisen wit den 

folgenden vorbereitenden 

Satz 7. Es sei f < ~ ,  f : E + 9 ,  E < ~ ,  9 < ~ +. 

a. GehSrt f zum Teiler to yon N,  so gilt das gleiche yon E und 9" 

b. Ist  f i R .  ~ - ~ . f  f i i r  ein n mit (n, N ) - ~  I und ein konstantes L,, so gilt 

E I R . = ~ . E ,  9 1 R . = ~ . 9 .  

c. Geh&'t f zum Teiler t yon N, zum CharaMer ~ mod N, und ist f]  Tn -~ q~ f  

f i i r  ein n mit (n, N ) ~ -  I u n d  ein konstantes #n, so gilt 

E ] T . = e . E ,  9 1 T , , = e . 9 .  

B e w e i s :  Ad a. Wir setzen im Sinne der bei (2) verwendeten Zerlegung 

9 = ~ ~  und erhalten nach Satz 3 fiir t ' l N ,  t' 4 = to: 
t/N 

o = (f ,  #,,) = (9,  ~,') = (~,', ~,'). 

Daraus folgt 9 = ~to, E = f - - ~ t o  und damit die Behauptung a. 

t H. PETERSSON, U b e r  e ine  M e t r i s i e r u n g  der a u t o m o r p h e n  F o r m e n  u n d  die Theor ie  der  

Po inear~schen  Reihen ,  Ma th .  A n n a l e n  I 17 (I94O); der  dor t  darges te l ] te  Beweis  lfisst s ich ffir r >  2, 

wofe rn  ledig l ich  die E i s e n s t e i n r e i b e n  in  Be t r acb t  gezogen  werden ,  e rheb l i cb  ve re in fachen ,  u n d  auch  

fiir r = 2 i s t  d u r c h  die B e s c h r ~ n k u n g  au f  E i s e n s t e i n r e i h e n  noch  e ine  gewisse  V e r e i n f a c h u n g  mSg- 
l ich.  Z u m  Fal le  r = x s. H. PETERSSON, ~ b e r  die s y s t e m a t i s c h e  B e d e u t u n g  der E i s e n s t e i n s c b e n  

Reihen, i m  Druck  bei  den  A b h a n d l .  Math .  S e m i n a r  H a m b u r g .  
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Ad b. E ]  R,, + q~] R ,  = L~E + gnqv gibt  die B e h a u p t u n g  b., weil E]  Rn nach 

dem Beweise yon Satz 5 auf  6 + senkrecht  steht. 

Ad c. Analog zu dem Beweise yon b. und dem Beweise yon Satz 6. 

Es bezeichne gt,  g~ . . . .  , g~ eine Basis yon ~ .  Wi r  setzen 

(3) gj = Fj + ~pj (Fj < @r , tpj < @+, I ~ j <: x), 

bemerken,  dass i .a .  weder  F~. noch ~pj der Schar ~ angehSrt  und erkennen zu- 

n~chst, dass die F j ( l  -----j < x) l inear unabhiingig sind. Denn aus einer l inearen 

Relat ion 

2 " 2 ;tj ~ .  = o ().j konstant)  folgt  . ~  ).j gj = Zj Oj < 6 + 
j = l  j = l  j ~ l  

und daraus welter, dass 2 ~ j g j  sowohl in 9~ als aueh in 6 + liegt, also iden- 
j = l  

t iseh versehwindet .  Dies gibt  ~ . j = o ( I  =<j < x). - -  Naeh  Satz 7 gehSren alle 

F j  aud alle ~j zum Teiler t und zum Charakter  ~. 

Naeh T,~II, Satz 44 wird die Sehar der  Dir iehletreihen D(s, E ) ( E  < ~ ) y o n  

den in ihr enthal tenen Funk t ionen  

(4) M (s; t', t";  Z', Z") --  (t' t") -* L (s, Z') L (s - -  r + I, Z") 

aufgespannt ;  dabei sind t', t" positive Teller yon N, Z', Z" Res teharak te re  

rood bzw. rood ~ ,  es gilt 

Z t ( - - 1 ) Z t ' ( - - I ) = ( - - 1 )  r, L ( s , z ) - ~ z ( m ) m - "  (Z-----Z' oder Z"), 
m = l  

N 
und fiir r = 2 daf t  nicht  gleiehzeitig t" ----- N und Z' der Haup teha rak te r  rood t ~- 

sein. Wir  bezeichnen mit P ( , ;  t', t"; )~',Z") diejenige Linearkombinat ion  der 

Eisensteinreihen,  welche M (s; t', t";/~', Z") vermSge 

(4 a) M(s;  t', t"; Z', Z") = D(s; P ( , ;  t', t"; Z', Z")) (P ( , ;  t', t"; Z', )r < (~) 

entspricht ;  

mod N, 

besagt  also 

P(.; t', t"; Z', Z") ist stets  normier t  und gehSrt  zum Charakter  Z'Z" 

P (,; t', t"; Z', Z") < ~ ,  (*) 

z' ( . )  z" (,,) = ,  (,,) (I., = I). 

Wir  best immen eine Basis yon @,.(~) in Gestal t  der Funkt ionen  

(I < k < b )  
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und bilden aus den Funkt ionen  Fj(I), Pk(~) die Vektoren 

-~ (z) ---- {F, (z), F~(z), . . . ,  F~(~:)}, ~ ( ~ ) =  {P~(v), P~(v) . . . .  , Pb(x)} 

die wir bei der  rechnerisehen Verkni ipfung nach dem Matrizenkalkii l  als Spalten 

behandeln werden:  Es gilt zuniichst wegen Fj ~ ~r(S): 

(5) ~( . )  = A~(~:) mit A----(ajk) (I ~ . j ~ z ,  l<=k<=b;ajk konstant).  

Da ~ gegeniiber den s~mtlichen Operatoren T,, ((n, N ) =  I) abgeschlossen ist, 

gilt  fe rner  mit  passenden konstanten  ~j~(n): 

und daraus folgt, weft ~.]  T~ wieder der Schar  ~ (e ) ,  ~pjlT,, wieder der Schar  

@+ angehSrt  : 

" 2 ,  (6) Fj I T~ = ~,  ;~j, (n) T ; ,  ~oj I T,, --  itj, (n) ~p, (, _--< j ~ x, (n, N) ---- ,). 
�9 = I  v = l  

Andrersei ts  sind alle Pk (z) ( I _--< k_--_ b) Eigenfunkt ionen  der  Operatoren Rn,T. ((n, N)---- l ), 

es wird also 

(7) P~ I T,~ = ~ (.)  P~, ~ I Tn = ~ (.) ~ ,  M (.) = (~,~,u~(-)) (i, ~ = ,, 2, . . . ,  b). 

Indem wir noch A (n) ---- ()./l(n)) (j, l =  ,, 2 , . . . ,  x) setzen, erhal ten wir nach (5), 

(6), (7) 
~ [ T~----A (n)A !l~ = A M(.)!l~,  A ( n ) A  = A M(n), 

.~, ;~j, (n) a,.k = aj km. (n) (i ~ j__< x ,  i __~ ]g _<z b, (n, _/~) = i). 

Bezeichnet  schliesslich ak den k-ten Spal tenvektor  yon A(I  ~ / c  ~ b), so gibt die 

letzte Gleichung : 

(s) ~ ( . ) . ~  = ~ ( . ) . ~  (, =< k =< b, ( . ,  ~ v ) =  , ) .  

Nun sind die s~mtlichen x Zeilen yon A l inear unabh~ingig, daher  befinden 

sich un te r  den CIk(I ~< ]C ~ b)x l inear unabh~ngige Vektoren,  jedes A(n) besitzt 

mi thin  x l inear unabhitngige Eigenvektoren and  liisst sich daher  auf  Diagonal- 

gestal t  t ransformieren.  Hieraus  folgt  nach bekannten Siitzen der l inearen AI- 

gebra, dass sich al |e Matrizen ~/(n)((n, N ) =  I) s imultan (d. h. mit  Hilfe einer 

und derselben Matrix) auf  Diagonalgesta l t  t ransformieren lassen. Es gibt dem- 
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gem~ss eine Basis E 1 (~), E.2 (3) . . . .  , E~ (~) der  yon den F~ (z) aufgespannten  l inearen 

Schar (I --<_j ~ z) derart ,  dass  

(9) = (n) (3) 

mit kons tanten  (~j(n) fiir ~ ~ . j  ~ x, (n, N)  ~ ~ zutrifft, und nun lehrt  die An- 

wendung  der Gleichung (8) auf die Diagonalmatr ix  (~j(n)~j~), dass jedes {)i(,) 

(t ~ j  ~ x) fiir a l l e n  mit (n, N) ---- ~ mit einem /~(n)(k = k(3) yon n unabh~ngig,  

~ k ~ b) i ibereinstimmen muss, wobei alle k( j )  yon einander  verschieden sin& 

Dureh eiue auf  die Funkt ionen P~(~)nachtr~glich auszuiibende Permuta t ion  Kisst 

sich erreichen, dass die Gleichungen 

fiir a l l e j ,  n mit I ~ j ~ u , ( n , N ) =  I erfiilIt sind. 

W i r  formulieren das Ergebnis  zusammenfassend unter  Benutzung der Be- 

zeiehnungen (4), (4 a) in dem folgenden 

Satz 8. Es sei ~ eine in (~ enthaltene lineare Schar vom Teller t und vom 

Charakter ~, und es sei ~ abgesehlossen gegeniiber allen Operatoren T~ mit 

(n, N) -~ I. Dann gilt das gleiche yon den in Satz 4 erklSrten Scharen ~+ und 9l. 

Sowohl ~+ als auch 9l besitzt eine Basis, die aus lauter Eigenfunktionen aller 

Operatoren T~ ((~, N)) --= I) besteht. Bezeichnet h i (3)(I <~ j <--_ x) eine geeignet gewh'hlte 

solche Basis von ~ ,  Pk (~) -~ P (T; 6,  t'~; Zk, Z'k) (I < k <= b) eiue passend geordnete 

Basis der Sehar ~(~), so nehmen die :Funktionen hj(~) und Pi(3) bei Anwen- 

dung eines jeden Tn mit (n, 2V)-~ I den gleichen Eigenwert i~j (n) als Faktor auf 
<=j <= 

Hiernach  li~sst sieh yon der hj(~) entsprechenden Dirichletreihe D(s, hj) das 

gleiche reduzier te  kanonische Eulerprodukt  abspalten, wie yon D(s, Pj). W i t  

erhalten daher 

Satz 9. Die hj(3) entsprechende Dirichletreihe gestattet die Darstellung 

] P;  ! 

~) ( ~.i(P) ~ (p) )2 ' ] = t  -SK(s,hj) 1 I 
(p, ~ =  

hier ist i~j(p)= •j(p) + ~j(p)~(p)p~-1 und g ( s ,  hi), de," >>Kern',< yon D(s, hi)eine 
Dirichletreihe der Gestalt 
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oo  

K(s,  h j )= ~ ,b jmm -~, 

in der by,. verschwindet, wenn m dutch andere als diejenigen Primzahlen teilbar 

N 
ist, welche in t, nicht aber in tl = - {  aufgehen. 

Beziiglieh der entspreehenden S/itze fiber die Basisformen yon ~+,  welehe 

Eigenfunktionen aller T~ mit (n, N) -- I sind, vgl. K II, Satz 5, 6. 

3. Es sei ~ wie in Satz 8 eine in (g, enthaltene lineare Schar vom Teiler t 

und vom Charakter ~, die gegeniiber allen Operatoren T,, mit (n, N ) =  I abge- 

schlossen ist. Wir verstehen unter hi(v)(1 < j  < x) die oben konstruierte Basis 

yon ~,  fiir die also 

(I o) hj (,) = E~ (~) + oj (~), 

und nach (6), (9) 

(II) Zj= 2 ~j,,~i'~, , (lj= 2 ~j~), , 

mit konstanten ~TJ, zutrifft, wenn I ~ j  ~ • (n, N ) =  I. Ferner bezeichne v~(~) 

(I ~ i ~  g) eine aus lauter Eigenfunktionen aller T,,((n, N)----I) bestehende nor- 

mierte Orthogonalbasis der Schar 6 +. 

Wir nennen im folgenden zwei Funktionen f u n d  g aus ~ einander iiqui- 

valent, in Zeichen f ~  g, wenn sie beide Eigenfunktionen aller Tn mit (n, N ) =  I 

sind, und wenn fiir jedes solche n der Eigenwert yon f bei Anwendung yon Tn 

mit dem Eigenwert yon g bei Anwendung yon T,, iibereinstimmt. Fiir die Funk- 

tion Null kSnnen alle komplexen Zahlen als Eigenwerte auftreten, sie ist also zu 

jeder Eigenfunktion aller T,, ((n, N ) =  I) ~iquivalent. Dass f iiberhaupt Eigen- 

funktion aller dieser Tn sei, kann daher auch durch f ~  o ausgedriick~ werden. 

Wir  bezeichnen ferner die Gesamtheit  der zu einer nicht identisch verschwin- 

denden Eigenfunktion f a l l e r  Tn((n, N ) =  I) ~quivalenten Funktionen yon ~ als 

eine Klasse und zwar als die Klasse yon f .  Offenbar bilden die Funktionen 

einer Klasse stets eine lineare Schar. 

Wir denken uns die yon den Funktionen vi, hj(I ~ i <= tt, I <=j ~ x) gebil- 

dete Basis yon ~ in maximale Systeme untereinander ~quivalenter Funktionen 

zerlegt. Es seien ~11,92~, . . . ,  9~a diese Systeme, es sei ch die Anzahl der in 92h 
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d 

zusammengefassten Basisfunktionen,  mi th in  aueh ~ eh----tt + z,  und es sei ~a 
h = l  

die yon den Funkt ionen yon ~l[h aufgespannte  lineare Schar. Dann gilt der erste 

t Iauptsa tz  der vorl iegenden Theorie in Gestalt  der folgenden hussage:  

Sate. 10. Jede der d Scharen ~2h(I <--h <--d) ist eine Klasse. Es gibt in 

keine anderen Klassen als diese ~h, jede Eigenfunktion aller T~((n, N) -~  I) gehSrt 

also einer und, wenn sie nieht identiseh versehwindet, nut einer dieser Klassen ~h 

an. ~ ist direkte Summe der ~h(I <= h ~ d), jede Funktion yon ~ ldsst sieh dem- 

entspreehend au f  eine und nur eine Weise in der Gestalt 

d 

= F ,  < 
h = l  

darstellen . 

Zum Beweise geniigt es offenbar, zu zeigen, dass eine Eigenfunkt ion  f ~  o 

aller 2",, ((n, N) : I) genau einer der Scharen ~h (I =< h ~< d) angeh5rt .  Wir  bilden 

die Zerlegung 

(I2) f = g + qD (.q < ~,  9 < ~+). 

Aus f ]  T,~-=--~(n)f ()~(n) konstant ,  (n, ~ST)~ I) folgt  nach Satz 4 und Satz 6 

('3) 9 ] T n = Z ( n )  9, g l T , = Z ( , ) g  ((n, .N) = I). 
# 

Wir  setzen 9~ = ~ , : v ~  (~i konstant)  und erhalten aus der ersten Gleiehung (I3), 
i = l  

wenn 

geschrieben wird : 
(~ _-< i_-< t~, (n, N ) =  I) 

i = l  i = l  

W e n n  also ~ nicht  identisch verschwindet,  gilt  einerseits ~ (n) = co,.(n) fiir gewisse 

der i--~ I, 2, . . . ,  # u n d  alle n mit  (u, N) = I ; andrerseits verschwindet  ~i fiir 

die anderen i ---- I, 2, . . . ,  tt, d. h. fiir diejenigen i, welche ~(n) ---= wi(n) nicht fiir 

alle n mit  (n, N ) =  I erfiillen. Daher  liegt ~ stets (auch ~ ~ o) in einer und, 

wenn ~ ~ o zutrifft, genau einer der Scharen ~h. 

Durch dieselbe Uberlegung findet man, dass die Funkt ion  g, wenn sie nicht  

identisch verschwindet,  genau einer der Scharen ~h(I <=h<=d) angehSrt,  und 

zwar derjenigen, deren Funkt ionen  bei Anwendung jedes Tn((n, N ) =  I) den 
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E i g e n w e r t  ~(n) als F a k t o r  a u f n e h m e n .  Die  B e h a u p t u n g  fo lg t  d a n n  da raus ,  dass  

die be iden  h i e r  g e n a n n t e n  S c h a r e n  ~h (also die z u g e h S r i g e n  h) i i b e r e i n s t i m m e n  

mfissen,  w e n n  weder  g noch  ~0 iden t i s ch  v e r s c h w i n d e t .  

D e r  d a m i t  bewiesene  e r s t e  H a u p t s a t z  wird  ffir  r >  I du rch  die f o l g e n d e  

A u s s a g e  erg~tnzt : 

Satz 11. Es  sei r >  I .  Dann verschwi~den die Funktionen ~pi(v), ffj($)au8 (3), 

(io) identisch, jede des" Basisfunktionen hi(v) .u~M mit  ihne~ die ga~ze Normalschar 

92 ist in ~ ( ~ )  e~thaltess (d. h. 9~ besteht aus lauter normierten Linearkombinationen 

der EisensteinreHwn yore Charakter ~), und keine Klasse ~h yon ~ enthh'lt sowohl 

eine nicht identisch versehwinde~de ganze Spitzenform als auch eine ganze xYicht- 

Spitzenform (d. h. jedes der Systeme ~.[h besteht entweder nut  aus Basisformen vi 

yon ~ +  odes" nur aus Basisformen hj yon ~). 

B e w e i s :  N a c h  d e m  Beweise  yon  Sa tz  8 is t  jede  de r  F u n k t i o n e n  aj(~) 

(I ~ j  ~ • e ine  ganze  S p i t z e n f o r m  yore  Te i l e r  t u n d  yore  C h a r a k t e r  ~, die  f i ir  

a l l e n  m i t  (n, N ) - - :  I den  R e l a t i o n e n  aj]Tn ~--l~i(n)aj geni ig t .  Z u m  Bewe i se  yon  

Sa tz  I I r e i c h t  es o f f e n b a r  hin,  zu ze igen,  dass  e ine  ganze  S p i t z e n f o r m  w zum 

Te l l e r  t u n d  zum C h a r a k t e r  ~, die den  R e l a t i o n e n  w ] T~ = / , j  (n) w fi ir  a l l e n  m i t  

(n, ~ )  = I u n d  e in  f e s t e s  yon n unabh~ingiges  der  j = I, 2, . . . ,  z gen i ig t ,  iden- 

t i s ch  v e r s c h w i n d e n  muss .  - -  Es  sei 

2 ,~ i - -  
w (3) = , am e t, 1 :  

(m, t~)= 1 

die F o u r i e r e n t w i c k l u n g  yon  w. Fi i r  ein f e s t e s  m = m o m i t  (m0, t~) = I u n d  e ine  

P r i m z a h l  p, die  in  m o N  n i c h t  a u f g e h t ,  e r g i b t  s ich n a c h  T ,  I I ,  (I6) 

(14) a,,o,, =-- laj (p) a,no = (ZJ (1/) + ~ (p) Zj (19)p'-') am~ 

H i e r  lassen  wi r  1) f iber  alle G r e n z e n  w a c h s e n  u n d  b e d i e n e n  uns  de r  a l l g e m e i n  

g i i l t igen  A b s c h g t z u n g  ~ 
r _ l  

(I5) lam l <= C ' ( m t )  'a ~ ( C >  o e ine  n u r  yon w a b h ~ n g i g e  K o n s t a n t e ) .  

Sie l i e fe r t  n a c h  (I4) 
r 1 

(x6) I~.,01f - ~ =  la,,,0,,- za(p)a~01-- C(, , ,ogp)"  ~ + I"~01 

t R. A. RANKIX, C o n t r i b u t i o n s  to the  t heo ry  of R a m a n u j a n ' s  func t ion  v(n)  and  s i m i l a r  a r i th-  

me t i ca l  functions II :  The order of the Fourier coefficients of integral modular forms, Proc. Cam- 
bridge Phil. Soe., Vol. 35, Part 3 (t939). 
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und daher, wenn r ~ I berficksichtigt wird : a,,0 ~ o fiir jedes ~no mit  (too, t~) --~ I. 

Damit  ist Satz I I bewiesen. 

Im Hinblick auf  TnI ,  Satz 25 formulieren wir den folgenden Spezialfall 

gesondert :  

Satz  11 a. Die li~eare Sehar ~ i~ ~r gehSre zum Teller t, zum Charakter 

und sei gegeniiber allen Operatoren T,, mi t  (n, N ) =  I abgesehlossen. ~ enthalte 

keine gauze Spitzenform ausser NuU, und es gelte r > I. Dram besteht ~ aus lauter 

Linearkombinationen der Eisensteim'eihen {N, - -  r}. 

Zum Schluss dieser Untersuehungen,  die sich bisher auf  Invarianzeigen- 

schaften normier ter  l~Iodulformen vom gleichen Teiler und Charakter  bei Anwen- 

dung tier Operatoren T .  mit  (n, N)----- I bezogen, erSrtern wir noch die Frage 

nach der l inearen Unabh~ngigkei t  lediglich normier ter  Modulformen beliebiger 

Chn.raktere, die s~mtlich Eigenfunkt ionen  aller T ,  mi t  (u, N)-----I sind. Diese 

Frage wird dureh den grundlegenden Sutz 42 in T n l I  nahegelegt ;  nach diesem 

Satz h~ngt  die ~ISglichkeit der Abspal tung eines reduzierten kanonischen Euler- 

produkts  yon der Dirichletreihe einer Modulform f nu r  an dem Verhal ten  yon 

f gegeniiber den Operatoren /~,, Tn, w~hrend die ZugehSrigkeit  yon f zu einem 

Teiler t yon N keine Rolle spielt. 

Es seien also u 1(~), u~_(z) . . . . .  u~(~) lauter  nicht  identiseh versehwindende 

ganze Modulformen {N, - - r} ,  yon denen wit  voraussetzen wollen, dass jede yon 

ihnen normier t  und Eigenfunkt ion  aller Tn mit (~, N ) - ~  I sei. Genauer  gelte 

u~ [ R~ = ~ (,) u;, ~; [ T,~ = ~ (n)u; (e~(,) und ~(n) konstant)  

(I  ~ i ~ 0t, (~, .N) ~--- I) ,  

und es gebe zu jedem Indexpaar  i , i ' =  1 , 2 , . . . , a ( i 4  ~i') ein zu N t e i l e r f r e m -  

des n derart ,  class entweder e~(~):4: e~,(u), oder dass s = s Dann be- 

haupten  wir 

Satz  12. Die siimtlichen a l"unktioncn u~(~)(~ < i < = a )  .~'i~d li,,ear uuab- 

hdngig. 

B e w e i s :  Durch eine Permuta t ion  der ui werde erreieht,  dass die Funk- 

t ionen u~, u~, . . . ,  u;~(i <= fl <= et) ein Maximalsystem linear unahh~ngiger  unter  den 

s~imtlichen u~(~ _--< i =< a) bilden. Im Falle fl < a stelle man die u~ (~ + x ~ j _--< ~) 

als Linearkombinat ionen u j ~ - ~  ~jiui der ~i(~ ~ i ~ fl)dar. Bezeichnet B~, einen 
1--I 
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der Operatoren R . ,  T~((n, N ) =  I) und gilt  u,-] W. = .o~(n)ui(I ~ i =  < a), so ergibt 

sich, da die kons tanten  ~j;(I =< i ~ fl) bei gegebenem j ~ fl + I, fl + 2 . . . .  , a nieht  

s~mtlich verschwinden kSnnen, aus 

fl 

i ~ l  i=1  
( j = f l +  I, f l +  z . . . .  ,a) ,  

dass Qj(n) mit dem Eigenwertsystem qi(n) fiir alle W,((n, N)---- I) i ibereinstimmt, 

wo i aus ~ . i @ o  una.bh~ingig yon n dutch  j allein best immt ist. Dies wider- 

spricht den Voraussetzungen, also gil t  fl ~ a ,  q. e. d. 

Zur allgemeinen Orient ierung beweisen wir noch die folgenden S~tze, die 

eigentl ich die Grundlagen der Transformat ionstheor ie  betreffen. 

Satz 13. Es sei die Schar ~ ~ ~ gegeniiber allen Operatoren R,~((n, N ) =  1) 

abgeschlossen. Dann gestattet ~ die direkte Zerlegung 

rt 
| = ~ | 

j = l  

(a = q~ (N) -~ Weft der Eulersche~ lWunktion) 

WO ~(J )  die Gesamtheit aUer in ~ enthaltenen ~ormierten Funklionen zu dem vor- 

gegebenen Charakter ~(~) mod N darslellt (I <=j ~ a). 

B e w e i s :  Dass sich jede Funkt ion  yon ~ als Summe yon Eigenfunkt ionen  

der s~mtlichen Operatoren /~((n, N)----1) darstel len lgsst, dass also ~ mi t  der 

Summe der ~!J) i ibereinstimmt, ist in T. I I  bewiesen. Es durchlaufe  ~(J)(I ~ j  ~ a), 

die s~imtliehen verschiedenen Charaktere rood N, und  es sei wie angedeutet ,  

f i  < |  h u s  

folgt  
j = l  

- o ((n, N )  = i )  
j = l  

und hieraus weiter, dass alle j~(~)(I =<j ~ a) fiir jeden festen Wer t  yon ~ ver- 

schwinden miissen. Denn die Determinante  

geniigt der Relat ion E E ~ qD(N) ':('v!, ist also yon Null verschieden. 
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Satz  14. Es sei E(~) i~ der Schar ~;~ eJ~thalteu. Dann gilt das gleiche yon 

jeder ICompom,,~tc l~'t (,r) i~, de," Ze,'legu,,g 1;(,) = ~ g't (~). 
tin 

B e w e i s :  Es bezeichne t einen festen Teller yon N, q~ eine beliebige Funk- 

tion aus ( ~ ;  9 =-~z~#t' sei ihre Zerlegung in Komponen ten  zu den Teilern t' 
f i x  

yon N. Aus (2) und Satz 3 folo't 

(1; ; ,  / : , ,  . , . ,  = = = ( E ,  ,k,) = o.  
f i n  I \ f I X  

S&tz 15. Es.~'eif(~) < {N, - -  r} Ei.qe~funkh'on aller Operatore.u R , ,  T ,  ((n, IY) = I). 

IVem~ r >  I ist, so ist .f(~) e~tweder eine I"u~ktio, t'ou (~+ oder eine Fm~ktion 

FOI~ (~r. 

B e w e i s :  Es bezeiehne ~ den Charakter  yon f .  Naeh T,  II ,  Satz 35 ist jede 

Komponente  S de," Zerlegung f =  /~,j~ eine Eigenfunkt ion  aller B,,, T, ((n, .N)=  ,) 
tlS" 

mit den gleichen Eigenwerten wie f Setzt  man f =  E + q~ (E < ~r,  9~ < (~+), SO 

wird j~ =/~ ' t  + ~t, und nach den S~tzen 7, I4 sind aueh /~'t, ~0t Eigenfunkt ionefi  

aller R,,, T,, mi~ den gleiehen Eigenwer ten  wie 1". Wenn  E nieht  identiseh ver- 

schwindeL so fo!gt aus den Eigensehaf ten  der in Satz 8 genannten  Basis I~(~) 

(I =< k ~ b) yon (~>(e), dass d e r  Eigenwer t  yon E bei Anwendung  eines jeden 

T,~((n, N ) - ~  I) mit  dem Eigenwer t  #~(,) einer der Bas is funkt ionen  P~(~) fiir ein 

gewisses festes, yon n unubh~ingiges k(I ~ k ~ b) f ibereinstimmt.  Dies gibt  naeh 

dem Beweise yon Satz II das identisehe Versehwinden aller ~ ( , ) ( t / N )  und da- 

mit aueh das yon 9o. 

4. Die ~bschliessenden S:,itze der vorl iegenden Theorie ergeben sieh nun- 

mehr  uus der Voraussetzung,  dass ~ vom Teller t, yore Charakter  e und gegen- 

fiber allen Operatoren T~,~(m _>--I), also sehleehthin abgesehlossen sei, dureh An- 

wendung der Methoden yon K I I I  auf die Klassen ~h(I ~ h =< d). E s  sei noeh- 

reals betont,  dass nieht vorausgesetzt  wird, dass ~ nur  ganze Spitzenformen 

enthalte.  

Eine direkte  Zerlegung yon ~ in irreduzible ubgesehlossene Teilseharen kann 

stets dureh eine direkte  Zerlegung der Klassen 9~, (I ~ h ~ d) in irreduzible ab- 

gesehlossene Seharen bewirkt  werden. W e n n  t = ~ ist, oder wenn jeder  Prim- 

N 
teller yon t in t~ = t aufgeht ,  sind alle Basisformen vi, hi yon ~ (~  = < i ~ f f ,  

14 
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,t I ~ j  < u) auch Eigenfunktionen aller :/,~(m > I), und ~ ist direkte Summe ein- 

gliedriger abgeschlossener Teilscharen. Wenn es einen und nur einen Primteiler 

q yon t gibt, der nicht in t I aufgeht, so gewinnt man eine Zerlegung der ein- 

zelnen Schar ~h in  irreduzible abgeschlossene Teilscharen wie folgt: 

Man b~trachte die der Basis 9~h yon ~h zugeordnete, in dieser die Trans- 

formation T t vermittelnde Matrix At(q), bestimme eine umkehrbare Matrix A 

derart dass A A t (q) A -1 ~ Jh die Jordansche Normalform aufweist und bilde die 

den einzelnen Diagonalzellen yon Jh eI,tsprechenclen Teilvektoren der Funktionen- 

spalte A~{h. Dann spannen die Komponenten jedes dieser Teilvektoren eine ab- 

geschlossene und in dem Sinne irreduzible Teilschar yon 9~h auf, dass sich diese 

nicht als direkte Summe yon Nal[ verschiedener abgeschlossener Scharen dar- 

stellen liisst. Fiir eine Primzahlpotenzstufe N-~  q~ besteht entweder immer dieser 

oder der vorangehend beschriebene Sachverhalt; in den Fiillen t < q:-i finder 

stets eine Zerlegung in eingliedrige abgeschlossene Teilscharen start. 

Wir beginnen mit der Formulierung der nach den Methoden yon K I I I  zu 

beweisenden Haupts~tze. Es sei | abgeschlossen; wenn eine Schar | zu grunde 

gelegt wird, die zun~chst nur den Voraussetzungen yon Satz 8 geniig~, so ist die 

Abgeschlossenheit yon ~ mit der aller ~1,(I ~ h =< d)gleichbedeutend. Es be- 

zeichne ferner ~ die lineare Schar der den Formen yon ~ entsprechenden 

Dirichletreihen, YJ~h die lineare Schar der den Formen yon ~h entsprechenden 

Dirichletreihen (I < ]z ~ d). Dann gilt 
d 

Satz 16. I ~  besteht die direkte Zerlegung .~ ~ ~ , ~ h .  Jede der Dirichlet- 
h ~ l  

reihen you ~O~h hat die Gestalt 

II ( (p) 
(17) Dh (s) -~ Dh (s, fh) = t - '  Ha (s) I P" + p ~  ] 

(p ~) 1 

(A < 9~, ~ <= h <= d). 

I n  der Dirichletreihe Hh (s) -~ H(s,  fh) ~ ~ bhm m -~ rerschwi~det barn, wenn m dutch 
m : l  

N 
andere als diejenigen Primzahleu teilbar ist, welche in t, abet nicht in t~ ~ 

aufgehen. Zu  zwei verschiedenen I~ldizes h, h'----I ,  z , . . . ,  d existiert stets eine 

Primzahl p rail (p, N ) ~ -  I, wa(p) 4 = oJt,, (p). 

Nach diesem Satze kSnnen and woUen wir uns auf die Untersuchung der 

einzelnen Schar ~a bzw. ~l~h beschr~inken. Jede dieser beiden Scharen ist zu der 

Schar Ra der in (x 7) auftretenden Kerne HI, (s) -~ H(s,  fh) (ft, ( ~ h )  linear isomorph. 
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Eine grunds~tzliche hu fk l~ rung  iiber die Natur  gewisser bereits in K I I I  ver- 

wendeten Funkt ionenscharen  und Operatoren gewiihrt eine Veral lgemeinerung 

des Satzes I9 aus AQF, die sich mit  dem Beweisverfahren dieses Satzes ohne 

wesentliche Anderungen begriinden l~sst: 
m t  ~: 

2 z i  
Es sei F(~)---- ~_~ a~e  ~v eine Modulform { N , - - r }  yore Teller t u n d  

(m, tt)=l 

yore Charakter  t ;  es sei ferner t' ein positiver Teiler yon t. Dann  existiert  ein 

nur  yon t und t' abh~ngiger l inearer Operator  Bt, r mit  folgenden Eigenschaf ten:  

Die Funkt ion  

(I8) F(~,)lBt, t , =  ~, a,~e ~ < {N, - - r }  t i =  
(m, t])=l 

gehSrt  zum Teller t '  und zum Charakter  t .  

Aus 

(, 9) F (,) < ~+ folgt  F (*)1 Bt, t, < ~+. 

(20) Bt, t, 1k = T ,  B,, t' ((n, N)  = ~, t '] t, t I N).  

Wir fiihren einige Bezeichnungen ein. Es sei oh fiir festes h---- I, 2 , . . . ,  d 

und Kt, t' der 

dem Effekt 

h: (8, t, (22) D(s,. fhlBt,  t ' )=t ' -~Hh(s)]  , , t ' .R oh) 

der offenbar auch durch 

(x <= h < d, t ']t, t l N ) ,  

H (8, fh[ Bt, r) -~ H(8, fh)[ Kt. t' ( f i  < ~h) 

beschrieben werden kann. W e n n  qt, q.~, . . . ,  qi die Primtei ler  yon t sind, welche 

nicht  in t 1 :-~N aufgehen,  so nennen wir ~ i  ffir I =< i =< l das System der siimt- 

lichen nati ir l ichen Zahlen ml in denen keine yon den ql, q~, . . . ,  qi verschiedene 

Primzahl  aufgeht ,  und erkl~ren den auf  H h ( s ) ~  ~h anzuwendenden Operator 

V~. durch 

der Vektor mit  den nach wachsenden n geordneten Komponen ten  wh (n)((n, N) = I); 

es sei 

( O,h(p)+ (21) (8, L'h)= II 
(v, ,v)=1 P~ p2, / 

auf  die Kerne Hh(s) aus ~h anzuwendende lineare Operator  mi t  
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D (s, fn [ T t (q/.) = t -~ Hh (s) I l~ '  R (s, ~, 0h) 

(T,',, = 1"::,,3, ~ _<--_ h <= d, x <=j <= 1). 

H(s,  fhlT'~q?) = His, .fh) [ 13 (fh < ~h) 

besehrieben werden. Naeh der Definit ion yon T~ in Tn l I ,  (I2) wird 

(24) Hh(8)]  ~ . =  ~ . b h , , ~ q j m - "  (I <= h <= d, I ~ j  ~ l). 
,.}l h 

Es bezeiehne 9hi Bt, t, die lineare Sehar  der Funkt ionen  f h l  Bt, t ' ( fh < ~h, 

I .--<_ h ~ d). W i t  behaupten,  dass ~,,]B,,,' abgesehlossen ist. Nach (I8) (2o) be- 

s teht  ~J,I Bt, t" aus ganzen :Modulformen {N, - - r } ,  die s:,imtlieh zum Teiler t' und 

zum Charakter  e gehSren und (was aueh dureh (22) ausgedri iekt  wird) Eigen- 

funkt ionen aller T,,((n, N ~ =  I) mit  den Eigenwer ten  oh(n) sind. Es seien 

N 
ql ,  q o , . . . ,  qi die Pr imtei ler  yon t, die nieht  in t'l = ~  aufgehen (o_--< i =< l). 

Dann gilt zuniiehst 

(A<z::lBt, c)[ T ' (q j )  = 0 (I <= h <= d, h fest, i + x ~j_--<_ 1). 

IIh (S)[ Kt, t' geht  aus Hh (s) durch Ti lgung derjenigen Glieder bh,,, m-" hervor, deren 

m durch eine der Primzahlen q,+~, qi+~, . . . ,  qt tei lbar  ist. Man hat  a!so nach 

(24) fiir I ~j_--<i ,  x ~h--_<d (h lest):  

(H~(.~',I h;,,.) I ~ = ~ b h ,  m,,j,~-" = (H,, Cs) I 5 )  [ g , , , ' .  

Daraus  folgt  naeh (22), (23) die Behauptung.  

Wi r  best immen eine Ket te  von Teilern t I~!, t ie), . . . ,  t It-~), t It~ = t m i t  folgenden 

Eigensehaften : 

t l ' ~ l t% tl~-I[t !3), . �9 .i tr t ~+~, �9 �9 t(t-1)[l (t) --= t; 

q~, q~. . . . . .  qi sind die s:,tmtliehen Pr imtei ler  von t !~), die nicht  in t ! [ ) = N t  l~l-~ 

aufgehen.  Wi r  setzen 

~['  = .%, [ B, , ,~ (~ _--< h _-< d, ~ _--< i _--< l) 

und verstehen unter  ~ / (u)  das Minimalpolynom der in ~2~ 0 erkF, irten linearen 

TO,') / , Trans fo rma t ion  ~q,), un te r  G~' den Grad  yon ~:~(u). D a n n  gil t  in der  Be- 

zeiehnung 

Seine W i r k u n g  kann aueh dureh 
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H k(i) 
, , v )  l h, , (u  (') --k- a (~) f f i r v # ~ ' ;  I < I t < d ,  x < i < / ) :  -,,r(~) ( . )  = ( "  - -h , , , .  . h , ,  h , . '  = --- = = 

li!latz 17. In tier 1)a,'stelh,,~g (~7) you D (s, fi,) lih.,,'t sich tier Kern Hh (s)= H(.,', fh) 

fi , , .  . i~d~ h = ~, 2 . . . .  , d ~ ,~  d~,~ ~I: ) a (?  . . .  ~ )  F, ,~. t io , ,~,~ 

' 1 )  , - -  :(1) r  ) \ _ j ~ 2 , )  

W h ( s ) = ( , - - % " " ~  ~ h ' ' - ~ ]  (I--~,~_) . . . ( I  -I').-S')q: l "" -h,.|q~ l "' 

linear mit kon,~ta~den Koe~fizie~ten kombiuieren. Dabei durchlm~fen v und 4 (i) im J h ,  ~' 

i-ten Faktor vo, Wh(s) die Werle 

�9 . , 3  , =  ~, 2,  . . . ,  ~(~!, (~<=h~d,~<=i<=l). 

l Ve~n a (') verschwindet, so ist der i-te Faktor yon Wh(s) h , y  

c~(i ) , - / i )  ~,,~ ~ ',~ . . . .  0 ~ ! , - , )  s 
- -  ~ / dutch q~ zu er,~'etzem 

q~ 

Es wird weder bewiesen, noch behauptet, dass die Funktionen W h ( s ) i m  

iiblichen Sinne sgets eine Basis der yon den Kernen Hh(s) gebildeten Schar dar- 

stellen. Fiir 1 > I i s t  vielmehr damit zu rechnen, dass der grSsste Teil dieser 

[Vh (s) der Schar ~h nicht angehSrt. Zu der Frage, welche der Linearkombinationen 

der Wh(s) (bei festem h) eine Basis yon ~h bilden, vgl. K I I I  2.6. Das dort 

dargestellte Verfahren hat allgemeine Giiltigkeit. Fiir 1-~ I gilt der folgende 

N 
Satz 18. Es sei q die einzige Primzabl, welche in t, abet uicht in -~- auf- 

geht. Dann sind die Dirichletreihen Dh(s) yon ~ h  identisch mi t  den siimtlichen 

Linearkombinationen der Fuuktionen 

q* ] (v, ,~')=] 

Hier durchlffuft ah,~ bei feslem h = I, 2 . . . .  , d mit v = i, 2, , . . ,  ga die sSmtl:iche~ 

gh vers'ehiedenen charakteri.~,tischen Wurzeln der i~l ill, erklffrten Tra~heformation 

T t und jh,,  fib" jedes dieser v die Werte I, 2 . . . .  , kn. ,., wo kh., die Vielfachheit 

der Nullstelle a~,~ des Mi~ffmalpolynom.s, vo,, Tt,~ beziiglich 9.^ angibt. Dieses Mini- 

malpolynom stimmt bis au f  das Vorzeiche~ mit dem charakteristischen Poly~wm der 
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M a t r i x  A t (q) 

hat man 

(beziiglieh der Ba,'is 2[h der Sehar ~h) iiberein. 

~ - ]  dureh q-(Jh,,-1), 

Im Falle an,, = o 

zu ersetzen. Fiir r >  I und bei festem h entspreehen die Dirichletreihen (25) ent- 

weder sYmtlich ganzen Spitzenformen oder s?imtlieh Linearkombinationen der Eisen- 

steinreihen {N, --  r}. 

Wenn N mit einer Primzahlpotenz q~ identiseh ist, so gilt fiir t = q~ der 

Satz I8, fiir t<=q "-~ das Hauptachsentheorem. Die lineare ~quivalenz der in 

K I I I  verwendeten Funktionen 

w ~ ( u , a ) = u " - l ( I - - a u )  -~ ( a # o  oder = o ,  I ~ v ~ k )  

zu den hier ffir a # o verwendeten (I --  au)-~(x --< v_--< k) wird mit Hilfe der 

binomischen Formel durch die Gleichungen 

# o) 
( I  - . u ) - "  = ( i  - + .  u ) ' - '  - 

bewirkt. Dass sich, wie eingangs behauptet  wurde, jede der Funktionen 

aus Satz 14 yon einer Diriehletreihe, die einer Modulform der Schar ~h ent- 

spricht, um eine nieht identisch verschwindende elementare Funktion yon s als 

Faktor  unterseheidet, geht unmittelbar aus dem Zusammenhang hervor. 

Uber die Natur  der Eigenwerte an,, ist nur im Falle einer Primzahlstufe 

N = q  ~ 3 ns bekannt (vgl. die SKtze fiber den Haupt typus  und den reellen 

Nebentypus in AQF, pp. 96, II2). Wir beweisen hier den im Hinblick auf die 

Disjunktion ah,, # o bzw. ah., = o wichtigen 

Satz 19. Im Falle einer ungeraden Primzahlstufe N = q  treten f i ir  t = q  

nur yon _Null verscMedene Eigenwerte ah, , au f  ( I ~ h <= d, I ~ v ~ gh), hier existiert 

also stets eine Basis der Schar ~J~h yon der Gestalt (25). 

Zum Beweise zeigen wir, dass der Operator Tq q umkehrbar ist, d. h. dass eine 

Form f(~) yore Teiler t = q  und yore Charakter ~ identisch verschwinden muss, 

wenn f(z) lTq q identisch verschwindet. Nach AQF (34) (58) geniigen die Opera- 

toren Tg und 
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( ) o : ((io-:)) - - i  W =  T U ~ T -= H 
q o ~ m rood q 

den Relat ionen 

(26) 

wo 7 =  7(~) einen 

erhai ten 

(27) 

Tqq=( - - I ) rq~- lH(W,  W ~ = ( - - I ) ~ q + T W ,  

skalaren Faktor  bezeichnet. Wi r  setzen g(z) = f ( z ) { H  und 

f('t) {T q = (--I)rq"-- 'g (~){ W. 

Aus f (~)lrqq ~ o folgt  nach (27): g(*)l W ~  o und daraus nach der zweiten Glel- 

chung (26) 

(--  I)'qg(~) =g(~){  W ~ - -  ~'g($)l W =  o, 

also, da H umkehrbar  ist, f ( ~ ) ~ - o ,  q. e. d. 

Das Analogen des hiermit  bewiesenen Satzes tr iff t  fiir die Stufe N - ~  q3 

(q Primzahl  > 3) nach Tn I I ,  Satz 45 a bereits nicht  mehr allgemein zu. Ich  habe 

daher  nach einem Beweise des Analogons fiir die Stufe _N~-q2 nicht  gesucht. 

5. Es bezeichne a s die Anzahl der Spitzen, Ps das Geschlecht eines Funda- 

mentalbereichs der Gruppe I'(8), ~t s den Index yon F(8) in ~ ( I ) ( d i e s e  letzteren 

als Subst i tu t ionsgruppen verstanden). Nach der klassischen Theorie gilt  

(28) as ~-  24,  ~ t s - - P 8 -  I -~- ffs = 16, P8 = 5. 
I 2  2 

Wir bedienen uns der folgenden Thetareihen~:  Es sei N gerade, h ganz, 

(291 ~0(*, h, N ) =  Y~ j ~ m ~  ~(~,  h, N ) =  ~ ~ e  
m~.'L (5") 'm~h (N) 

Wird zusammenfassend 

j ' " ~  (2 o, i) a~ (~ h, ~ ) =  Y, m ~- = 
,,~h (N) 

geschrieben, so bestehen die folgenden Formeln:  

(30) a. ~ (3, --  h, N) = (-- i) ~,,~a (~, h, AT), 

I H. PETERSSON, IJber die Berechnung der Ska larprodukte  ganzer  Modulformen,  erscheint  

in den Commentar i i  mathemat ic i  Helvetici. 
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d - -  1 a II ],2 

(3 I) b. ,%.(Sv, h , N ) = ( c 3 +  d)t-+)e ~ -il- ,e; -s ,%.(~,ah, N); 

das Legendre-Jaeobisehe Restsymbol, das aus dtm iibliehen Symbol dieser Air 

dureh 

, =  /c ( -  ')---~ " (/~ - , (2~, .j + o), _o , =  ' ,  

hervor~eht. 

(3~) c. ,~.(L% h, N) = 6 , (73 + d)~+z"%'(~' h, N) 

(: 
Dass ~(~ ,  h, N) eine ganze Modulform yon der Dimension - - � 8 9  zur 

Gruppe F ( 2 N ) u n d  zum Multiplikatorsystem r,9(L) = (~),darstellt,  F, isst sich naeh 
$ % 

Fussnote ', p. 2:5 derjenigen allgemeinen Transformationsformel entnehmen, 

welche fiir beliebiges S aus P (I) die lineare Darstellung yon ~.  (S~, h, N) durch die 

,~z (3, v, N) (v rood N) vermittelt. Eine Modulform der genannten Art kennzeichnen 

wir im eingangs verabredeten Sinne durch das Symbol {F (2 N), - - � 8 9  Z, v:~}. 

Zur Gruppe r ( 8 ) ( N = 4 )  entspringen aus diesem Ansatz fiinf linear unab- 

hitngige ganze Modulformen { F ( 8 ) , -  �89 v,,~} und eine nicht identisch verschwin- 

deride ganze Spitzenform { F ( 8 ) , -  _~, "~ r,,}. Es sind dies 

(33) ~o(% o, 4), &o( 3, I, 4), Oo(3, 2, 4); &o( *, o, 2), Oo(*, :, 2) ({F(8), -- �89 v,,}), 

i v 

(34) &, (r, I, 4) = 1 / 9 ( ; }  = e 'r t H ( I  - -  e~-'~i"~) 3 ({1'(8), -- ~,:~ v0}). 

Die fiinf Funktionen (33) erweisen sich dutch eine Betrachtung ihrer Fourier- 

koeffizienten als linear unabhiingig; '91 (v, I, 4) versehwindet in allen Spitzen. 

Daher erhi~lt man ein volles System linear unabh:,ingiger ganzer Spitzenformen 

{ 8 , -  2} in den fiinf Funktionen 

e 4 (3, h ) =  ,7o (z-, h, 4),'k, (3, I, 4) (h = o, I, 2), 
(35) 

e._,(3, h)---,~o(~, h, 2)#~(t, I, 4) (h = o ,  I). 

Zur Zerlegung der Sehar (S$ yon der Stufe 8 in Teilseharen von festem 

Teller und Charakter iiberzeugt man sieh zun:,iehst davon, dass bereits jede der 



Lineare Zerlegung yon Dirichletreihen in Eulersche Produkte. 217 

Funktionen (35) zu einem Teiler t tier Stufe 8 gehSrt: Es ist t =  I fiir alle 

diese Funktionen mit Ausnahme yon O~(~, I), wo t----2 ist. Aus (30) und (3 I) 

folgt ferner, dass jede tier Funktionen (35) auch normiert ist: Nach (3 o) wird 

fiir ungerades n' 

a ,  (~, n', 4) ---- (-- i)-~ &l(~, ' , 4 )  

und daher mit N =  4, nn'=--- I (8) nach (31 ) 

n--I nF--1 
04 (3, h)[ R,, = ( - -  i) 2 ( _  i) 2 04 (T, h) = (~4 (3, h) (h = o, I, 2, ( . ,  2) = i). 

Also gehSren die Oa(,, h)(h--~ o, i, 2) zum Hauptcharakter  rood 8. Analog er- 

gibt sich nach (30), (31) 

02 (*, h)[ 1~, = n e~ (3, h) (h = O, I, ( . ,  2) = I) .  

Diese Formeln zeigen, dass die Schar ~+ der Stufe 8 in drei abgeschlossene 

Teilscharen ~ l ,  ~a, ~ direkt zerlegt werden kann. Basisfunktionen, Riinge, 

Teiler und Charaktere der einzelnen Scharen finden sich in der folgenden Tabelle. 

Tabelle. 

Schar Basisfunktionen Rang Teiler Charakter  

~ I  0 4(T, 0), 0 t(*, 2) 2 I I 

~ 2  0 4 (*, I) I 2 I 

| 0~(,, o), 0~(~:, I) 2 I (2) 

Nach der allgemeinen Theorie (Tn II  und K II) gilt in jeder dieser Scharen 

| I, 2, 3) das Hauptachsentheorem, es gibt also in jedem ~ j ( j - - - -  I ,  2, 3) 

eine bis auf konstante Faktoren und die Reihenfolge eindeutig bestimmte Basis, 

die aus lauter Eigenfunktionen aller T,,((n, 2 ) =  I )bes teht .  Zur rechnerischen 

Bestimmung dieser Basen bedienen wir uns der folgenden allgemeinen Zusam- 

menh~inge : 

Es sei (in den eingangs verabredeten Bezeichnungen) | < {N, - - r}  eine be- 

liebige abgeschlossene Schar, es gehSre ~ zum Teller t und zum Charakter ~. 

Man verstehe unter  
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2,"ti - -  
(36) q (~) = {~o I (z), ~ (~), . . . ,  ~v;,(~)} ---- ~, ~m e t, t 1 = 

(m, t,)=l 

einen Basisvektor iiber ~ (was bedeute, dass die Formen g,j (I <=j <= I~) eine Basis 

yon ~ bilden); alle Vektoren werden bei der rechneriachen Verkni ipfung nach 

dem Matrizenkalkiil  als Spalten behandelt .  Mit 

gilt nach T ~ I I  (I8) 

(37) A t (m) = ~ .  b,m B ('), B Oo = (e(')~ kons tan t  (j, k = I, 2, ~t). xr'jk ] " " ",  

Bezeichnet b~,, 1 ~ , . . . ,  5,% irgend ein System linear unabhiingiger  tb~ mit  (m~., tt) = I, 

mk > I, so folgt  aus (37) fiir passende skalare r 

B(,)---__ /~, C~ ") At(me), A t ( m ) - -  - ZCmi./lt(nli). 
0=1 i=1 

Daher  wird 
St 

(381 = T' (m, )  
i ~ I  

((m, tl)---- I, m > o); 

wenn also die Funkt ion f <  ~ Eigenfunkt ion  aller Tt(n~i)(, ~ i =</~) ist, so ist 

sie bereits E igenfunkt ion  aller T~(m -->_ I). 

Wir  setzen nun 

(39) q ('g)[ T t  = Z ~)(m t) e 2 r ~ i t '  ((k, t 1) = I ,  k a I)  
(m, t,) = 1 

/z 

und schreiben eine zun~chst beliebige Funkt ion  f =  ~ ~j~j (~j konstant)  aus 
j = l  

in der Gestalt  

~ _  , e 2 ~ i  m ~  
(40) f(~) ---- $'q (~) Z ~ t)ra ~-' 

(m. tt)=l 

(~ = {~1, ~.~,.-., ~,}, ~' die Transponier te  yon ~), 

Dass f Eigenfunkt ion  aller T t ( k  > I) zu dem Eigenwer tsys tem co(k) sei, besagt  

nach (38), (39), (40) 

fl Tt(m,)= w(m~)/, r'(q l T'(m,)) = ~(,n,)r'q 

~' 5("i ) ----- w (mi) ~' w ((m, t,) = I ,  I < i ~_< ~) 
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und demgemiiss, well zwei Formen aus ~ bereits dann miteinander iiberein- 

stimmen, wenn ihre Koeffizienten in den (36)entsprechenden Fourierentwick- 

lungen fiir m ~ mk (I =< k =</~) zusammenfallen: 

(4 I) e"~(mi)'mk = ~ (mi )~ '~3mk (/, ~: = I, 2, . . . ,  /1). 

Von diesen Gleichungen (41) steht fest, dass sie, falls in | das Haupt- 

achsentheorem gilt, genau /~ linear unabhiingige L6sungsvektoren ~ besitzen, und 

dass zu jedem dieser ~. ein und nur ein mit ihm durch (41) verkniipftes System 

(mi) (I ~ i ~ it) g e h S r t .  

Die rechnerische AuflSsung der Gleichungen (4I) fiir die in der Tabelle 

genannten Basen der Scharen ~j(j---- I, 2, 3) bereitet keine Schwierigkeiten. Als 

Eigenfunk~ionen aller T=((n, 2)---- 1) ergeben sich die folgenden ICIodulformen: 

~ , :  ~ ( ~ ) =  o~(~, o) + o , (~ ,  2), ~,2(~) = o , (~ ,  o ) -  o , (~ ,  2); 

(42) ~ . :  ~2, ( ~ ) =  o.(~, ~); 

~15: ~3I(T) = 0 2 ( ' ,  O) + i 0 1 l ( T  , I), ~OS2(,) = 0~(*,  0 ) - - - i 0 2 ( , ,  I). 

Die Koeffizienten bik(~n ) ihrer Fourierentwicklungen 

~jk (7) = bjk (~) e ~ '  
m : l  

(m, 2)=1 

( t =  I, 2, 1 fiir j---- I, 2, 3 ) 

sind auf Grund yon (20) , (35), (42) der folgenden Zusammenstellung zu entnehmen: 

bl, (m) = [ ~ .  (~ ) j ,  b,2 (m) = _ a ,2(~)J'  ~ -  s (s)j '  

b2~ (.~) = a,,  (2 ~) ,  (~  - I (4)), 

( i  ~2, (m)l'  - i ~2, (m)J' m--- 3 (s)j '  

und hier gilt mit ganzrationalen ~, ~' 

a,a(m) = Z ~, (h = o, 1,2), a2h(m) : Z ~, (h = o, I). 

y------l, vt~-h (t) 4--=1 (4), ~'~h (2) 

Aus diesen Formeln folgt Zun~chst 

bjk(1)-~ I ( j =  I , k - ~  l , 2 ;  j = 2 ,  k----1; j = 3 ,  k =  i, 2); 

daher gilt fiir die hier genannten Indexpaare j, k 
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D (~, ~j,) = t-" H ( 
p>2 

wo t =  I fiir j =  I und j = 3 ,  t = 2  

' ( P )  = ( ~ ) f i i r  j---- 3. 

bi~(~,) + . I p / p ]  - I  
p,  p2, ] , 

fiir j = 2 ,  E ( p ) = 1  f i i r j = I  u n d j ~ - 2 ,  

In  den F~illen j = I, 2 bes teh t  das Analogon der Ramanu jansehen  Ver- 

mu tung  in tier Behauptung ,  dass das quadra t i sche  Po lynom z 2 ~  bjk(p)z  + p 

keine reelle Nullstel le  aufweist ,  d. h. dass 

Ibj~(p)l < 2 1 / p ( j  = 1, ~ =  I,  2 ;  j = 2 ,  ]r I) 

fiir alle ungeraden  Pr imzahlen  p zutrifft .  Im Falle j = I hande l t  es sieh um 

eine Absehii tzung yon I a,o(P) l(P ~ t (mod 8)) und  yon I a42(19) 1(10 ~- 5 (mod 8)). 

Die Anzahl  al ler  Dars te l lungen  der Pr imzahl  p ~- I (mod 4) als Summe yon zwei 

Quadra ten  hat  bei der i iblichen Z~hlung den W e r t  8. Schre ibt  man p = ~ + r'~, 

so muss v oder  ~' ungerade  ausfallen. Es sei e twa ~ ungerade,  also ~,'--:-P--I (rood 4). 
2 

I ndem man durch passende Wahl  des Vorzeichens yon ~ erreicht ,  dass �9 ~- I (4) 

wird, und  die dami t  bes t immte  Reihenfolge  yon ~, r '  beibeh~ilt, legt  man  die 

Dars te l lungen  yon p in der Gesta l t  ~ + r '  ~ bis auf  das Vorzeichen yon ~' vSllig 

fest. So ergibt  sieh fiir k ~ I, 2 

(43) 

I ,~,o(p)l  = 2 I,,I = 2 V p - , / - ~  ~ 2 V p -  i 6 ,  

I . . ~ ( p ) l  = =1,'1 = 2 1 / p  - ~''-~ < 2 l / p -  4,  

I b,,, (p) l --< 2 ~ - -  ~6 (p - - i  (mod 8)), Ib~(P)l _-< 21/p-4 ( p  - 5 (rood 8)), 

b~k(p) = o (P --  3 (mod 4)1, k ~--- I, 2. 

Im  Falle j =  2 hande l t  es sieh um die Dars te l lungen  yon 2 p  als Summe 

yon zwei Quadra ten ,  wo p eine Pr imzahl  ~ I (rood 4 ) a n g i b t .  In  jeder  Dar- 

stel lung 219 ~--- v~ q- v '2 sind die ganzra t iona len  u, r '  ungerade  und  ihre  Betr~ge 

voneinander  verschieden.  Durch  die Vorschr i f t  r ~ r '  ~ I (rood 4) werden sie bis 

auf  die Reihenfo lge  e indeut ig  fixiert. Mithin gil t  

a4,(2p) ~ = (r + v') ~' = 2 (r-* + ~,,2)_ ( ~ _  v,)2 = 41) - -  (~ - -  ~')~ <= 4 P - -  I6, 

(44) [b2, (P) I ----< 2 U p  - 4 (p - i (rood 4)), b,, l (p) = o (p --~ 3 (mod 4)). 
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Sei schliesslich j =  3. Dann ist b3k(p) nicht immer reell, es gilt aber 

bsk(p) =- ] /~p )b '3k (p )mi t  reellen b'3~(p)(p eine ungerade Primzahl, V~p)pos i t iv  

oder positiv-imagin~ir). Das Analogon der Ramanujansehen Vermutung fiir die 

Eulerprodukte D(s, 9~ak)(k = I, 2) bezieht sich auf das aus z ~ --  bak(p)z + ~(p)p 

durch die Substitution z = Vr  (p) z' entstehende Polynom e (p)(z '~ -- b'3k(p)g' + p) 

und besagt hier gleichfalls, dass das letztere Polynom in der Variabeln z" 

keine reelle Nullstelle besitzt. Dies bedeutet das Bestehen der Ungleichung 

[ bak(P) l < 2 ]/p fiir alle ungeraden Primzahlen p und k = i, 2; dabei brauchen 

nur die p ~ I und die p ~ 3 (mod 8) in Betracht gezogen zu werden. 

Da das Hauptideal (p) im imagin~ir-quadratischen ZahlkSrper R ( ~  ~ 2 )  in 

zwei verschiedene Primideale (~r), (z')(~, z ' <  R ( V - - z ) )  zerfiillt, liisst sich p auf 

genau vier Arten in der Gestalt ~ + 2 ~'2 mit ganzrationalen ~, ~' darstelle9, und 

fiir genau zwei dieser Darstellungen gilt ~ ~ I (rood 4). Hier ist �9 dutch p ein- 

deutig, ~' durch p bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt. Daraus folgt 

a2~(p)= 2v, a2h(p)2= 4 , ' =  4 p  - 8~' ' ,  

Ib, (v)l__<zCp-8 (p i (modS)), Ib~k(p)l_--<zVp--2 (p~=3(mod8)),  
(45) 

bad(l)) = o (P ~ 5 und 39 ~ 7 (mod 8)), k = I, 2. 

Damit sind die Analoga der Ramanujansehen Vermutung fiir die s~mt- 

lichen (fiinf) Eulerprodukte, die ganzen Spitzenformen yon der Stufe 8 und der 

Dimension --2 entspreehen, bewiesen. 


