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1. Zur Ableitung der Multiplikationsgesetze, welche die Fourierkoeffizienten
der ganzen Modulformen von der Stufe N und der ganzzahligen Dimension
— 7 = — 1 beherrschen, hat sich die Theorie der von Hecke eingefiihrten Ope-
ratoren 7, als das geeignete Hilfsmittel erwiesen.! Die Formulierung dieser
Multiplikationsgesetze erfolgt fiir die allgemeine Modulform f(z) dadurch, dass
diese zuniichst als Linearkombination von solchen Modulformen dargestellt wird,
welche Eigenfunktionen aller Operatoren R,, T, mit (n, N)=1 sind. Fiir die
der Modulform f(z) entsprechende Dirichletreihe D (s, f) bedeutet dies, dass sich

die D(s, f) zugeordnete reduzierte Reihe D (s, f)= D(s,f) aus endlich vielen
durch f eindeutig bestimmten reduzierten kanonischen Eulerprodukten linear
mit konstanten Koeffizienten zusammensetzen lidsst. Daraus folgt nach den
zitierten Quellen in manchen, aber nachweislich nicht allen Fillen, dass auch
die urspriingliche (nicht reduzierte) Dirichletreihe D (s, /) als Linearkombination
von (vollstindigen) kanonischen Eulerprodukten geschrieben werden kann.

Geht man zur niheren Beschreibung dieser Verhiltnisse von einer im Sinne
von AQF § 3 abgeschlossenen Schar © aus, der die gegebene Modulform: f(z)

! E. HEckg, Uber Modulfunktionen und die Dirichletschen Reihen mit Eulerscher Produkt-
entwicklung I, II, Math. Annalen 114 (1937); Analytische Arithmetik der positiven quadratischen
Formen, Monographie, Kgl. Danske Videnskab. Selskab Meddelelser XVII, 12 (1940); diese drei
Abhandlungen werden mit T, I, T II, AQF zitiert.

H. PeTERssoX, Konstruktion der simtlichen Lésungen einer Riemannschen Funktionalgleichung
durch Dirichletreihen mit Eulerscher Produktemtwicklung I, II, III, Math. Annalen 116 (1939),
117 (1940), im folgenden zitiert mit KI, KII, KIII,
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angehort, so lassen sich die (nach der Heckeschen Theorie zuniichst hinreichen-
den) Bedingungen, unter demen der zuletzt zitierte Darstellungssatz fiir jedes
S <& zutrifft, wie folgt ausdriicken: Es ist méglich, alle Matrizen '(m)=

= (Xx(m)(m= 1) mit Hilfe einer und derselben konstanten Matrix auf reine
Diagonalgestalt zu transformieren. Diesen Sachverhalt habe ich in K II und
K 1II als das Hauptachsentheorem der Schar & bezeichnet; dass es nicht all-
gemein gilt, folgt bereits aus dem Beispiel T, II, Satz 45 a. Wenn es nicht gilt,
so gilt auch, wie die Untersuchungen von K IIT zeigen, der oben an letzter Stelle
zitierte Darstellungssats nicht fiir jedes f < &, die genannten Bedingungen sind
also in diesem Falle auch notwendig.

Das Hauptergebnis von K ITI besagt, dass sich trotzdem jede Modulform
S <& aus endlich vielen linear unabhingigen durch & eindeutig bestimmten
vollstindigen Eulerprodukten linear mit konstanten Koeffizienten zusammensetzen
ldsst, vorausgesetzt jedoch erstens, dass & nur ganze Spitzenformen enthilt,
zweitens, dass auch andere als kanonische Eulerprodukte herangezogen werden,
drittens, dass auf die Bedingung, dass die dabei auftretenden Eulerprodukte
ganzen Modulformen entsprechen, verzichtet wird. Diese dritte Voraussetzung
tritt nur dann in Kraft, wenn N durch zwei verschiedene Primzahlen teilbar ist.
In jedem der dabei verwendeten Eulerprodukte konstituieren die zu den Prim-
zahlen p mit (p, N)= 1 gehorigen Faktoren ein reduziertes kanonisches Produkt,
withrend die zu den Primteilern ¢ von N gehorigen Faktoren die Gestalt

a

(1) (I“Ex)_w (@0} oder ¢V (y=1,2...4d,)

aufweisen; hier bezeichnet ¢ eine charakteristische Wurzel der einer gewissen
Teilschar von & zugeordneten Matrix A!(g), der zweite Ausdruck (1) bezieht sich
auf den Fall ¢ = o, und d, ist hochstens gleich der Vielfachheit von ¢ als cha-
rakteristischer Wurzel von Af(q).

Dieses Ergebnis lisst sich deshalb auf verhiiltnismissig einfache Weise ab-
leiten, weil die Funktionen von & als ganze Spitzenformen uneingeschrinkt mit-
einander metrisch verkniipft werden kénnen. In den Anwendungen treten jedoch
(vgl. AQF) meistens abgeschlossene Scharen & auf, die picht oder nicht nur aus
ganzen Spitzenformen bestehen. Diese allgemeinen abgeschlossenen Scharen wer-
den in der vorliegenden Abhandlung untersucht. Wir zitieren in aller Kiirze die
wichtigsten Ergebnisse der Untersuchung. ,

Zunichst wird von der Schar © nur vorausgesetzt, dass ihre simtlichen For-
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men zu dem gleichen Teiler ¢ von N und dem gleichen Charakter ¢ mod N ge-
horen, und dass © gegeniiber den Operatoren 7, mit (», N) = 1 abgeschlossen sei.
Eine solche Schar & lisst sich stets (und zwar, wie ausdriicklich hervorgehoben
sei, auch wenn sie nicht nur ganze Spitzenformen. enhilt) auf eine und nur eine
Weige als direkte Summe von Teilscharen darstellen, deren jede aus lauter
Eigenfunktionen aller 7%, besteht, wobei die Eigenwerte der Funktionen ver-
schiedener Teilscharen beziiglich dieser Operatoren 7, nicht fiir alle » iiberein-
stimmen, wihrend innerhalb jeder einzelnen Teilschar nur Funktionen mit dem
gleichen Eigenwert fiir jedes T (%, N)= 1) auftreten. Wenn die Dimension —r
der Modulformen von & kleiner als —1 ist, enthiilt jede solche Teilschar ent-
weder nur ganze Spitzenformen oder nur Linearkombinationen von Eisenstein-
reihen. Wenn ferner & schlechthin, d. h. gegen alle Operatoren Tk (m = 1) ab-
geschlossen ist, so gilt das gleiche fiir alle Teilscharen. Die Dirichletreihen, die
den Modulformen einer Teilschar entsprechen, lassen sich aus endlich vielen,
durch © eindeutig bestimmten linear unabhiingigen Eulerprodukten linear mit
konstanten Koeffizienten kombinieren. Diese Eulerprodukte haben die oben bei
(1) angegebene Bauart; im Falle einer Primzahlpotenzstufe entsprechen sie den
Modulformen einer passend bestimmten Basis der Teilschar.

Die Anwendung dieser Ergebnisse auf die mit positiven quadratischen For-
men gebildeten Thetareihen fithrt unmittelbar zu der folgenden Verschiirfung
der Hauptsitze 39, 40 der Heckeschen Theorie aus AQF: Die dort mit

@(s, P, Q) =D, P, () Q ()~
((n))

bezeichnete (nicht reduzierte) Dirichletreihe gestattet eine eindeutige Darstellung
als Linearkombination eines festen durch P, und @ eindeutig bestimmten Systems
linear unabhingiger vollstiindiger Eulerprodukte von der bei (1) angegebenen Bau-
art. Im Falle einer Primzahlpotenzstufe entsprechen diese Eulerprodukte ge-
wissen Modulformen aus der kleinsten die zugehorige Thetareihe enthaltenden
abgeschlossenen Schar. Wenn ferner die quadratische Form @ nicht binir, ihre
Variabelnzahl also = 4 ist, so ist jede dieser Modulformen entweder eine ganze
Spitzenform oder eine Linearkombination von -Eisensteinreihen.

Zu dem Hauptsatz der vorliegenden allgemeinen Theorie ist hervorzuheben,
dass man die lineare Zerlegung der Dirichletreihen D (s, /)(f < &) in die voll:
stindigen Eulerprodukte der genannten Art fir Stufen N mit mehr als einem

Primteiler nur dadurch erreicht, dass man aus der Schar der den Modulformen
13
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von © entsprechenden Dirichletreihen heraustritt. Wenn N zwei verschiedene
Primteiler besitzt, entsprechen jene vollstindigen Eulerprodukte i. a. nicht mehr
irgendwelchen Modulformen der Schar @ und wahrscheinlich auch nicht mehr
irgendwelchen Modulformen iiberhaupt. Sie unterscheiden sich jedoch von den
Eulerprodukten, die gewissen Modulformen der Schar @ entsprechen, lediglich
um elementare transzendente Funktionen von s als Faktoren.

Zur Ableitung der zitierten Ergebnisse reicht die in K IT und K I11 ange-
wendete Metrisierung, obwohl sie auch jetzt das wichtigste Hilfsmittel bildet,
allein nicht mehr ans. Hs zeigt sich aber, dass die Metrisierung im Verein mit
den vorauszusetzenden Invarianzeigenschaften der Schar & gegeniiber den Ope-
ratoren U, R., Tn(n, N)= 1) eine Zerlegung von © in abgeschlossene Teilscharen
ermoglicht und damit alle Voraussetzungen fiir das weitere Vorgehen schafft.
In diesem Sinne ist z. B. das folgende Teilergebnis zu interpretieren: Es gehore
& zum Teiler ¢, zum Charakter ¢, und es sei & gegeniiber allen Operatoren
Ty((n, N)=1) abgeschlossen. Man zerlege & in die direkten Summanden &* und
N, wo &t die lineare Schar der in & enthaltenen ganzen Spitzenformen, 9 die
Orthogonalschar von &% in & angibt. Dann erweist sich, wofern » > 1 ist, die
Schar N, obwohl nur durch ihre Orthogonalitit zu der Schar ©@* (also moglicher-
weise zu einem geringen Teil aller ganzen Spitzenformen) definiert, dennoch als
aus lauter Linearkombinationen der Eisensteinreihen bestehend. Dies gilt sogar
dann, wenn @& iiberhaupt keine ganze Spitzenform ausser Null enthilt. Auf
andere Ergebnisse, insbesondere solche, die weniger dem systematischen Aufbau
der vorliegenden Theorie dienen, als vielmehr den Grundlagen der Transforma-
tionstheorie zugerechnet werden miissen, kann hier nur hingewiesen werden.

Im letzten Abschnitt der Untersuchung gehe ich auf eine mit dem eigent-
lichen Gegenstand nicht unmittelbar zusammenhingende arithmetische Frage ein,
die sich jedoch durch die Gestalt der kanonischen Eulerprodukte aufdringt: Es
handelt sich um das in seinen ersten Auswirkungen bereits von Hecke in AQF
erorterte Analogon einer bekannten Vermutung von Ramanujan. Dieser hatte

vermutet, dass die Faktoren des Eulerprodukts der der Diskriminante

nd o0
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die folgende Eigenschaft aufweisen: Ersetzt man in dem Ausdruck

T (p
p“(l— ;i)-{—gg

11

) =p* —(pp® + p"

p* durch eine komplexe Unbestimmte 2z, so hat das entstehende quadratische
Polynom von ¢ fiir keine Primzahl p eine reelle Nullstelle, es gilt also

) lz(p)] <2p*

fiir alle positiven Primzahlen p.

Denkt man sich eine Schar © vom Teiler ¢ und vom Charakter ¢ vorgelegt,
die gegeniiber allen Operatoren 7, mit (n, N) = 1 abgeschlossen ist, so existiert
ein wohlbestimmtes Analogon der Ramanujanschen Vermutung fiir jede ganze
Spitzenform aus &, welche Eigenfunktion aller 7,(n, N)= 1) ist; dies betrifft
natiirlich nur die in der Stufe N nicht aufgehenden Primzahlen p. Im letzten
Abschnitt der vorliegenden Abhandlung untersuche ich nun die volle Schar €}
der ganzen Spitzenformen von der Dimension — 2 zur Hauptkongruenzgruppe
T(8)(N=28). G} hat nach bekannten Formeln der klassischen Theorie den
Rang 5. Es zeigt sich, dass €] in drei abgeschlossene Scharen von je einem
festen Teiler und einem festen Charakter zerfiillt, und dass, da nur die Teiler
t=1 und 2 auftreten, in jeder dieser drei Scharen das Hauptachsentheorem gilt.
Daher besitzt die lineare Schar der den Formen von € entsprechenden Dirichlet-
reihen eine bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmte Basis, die aus fiinf
reduzierten kanonischen Eulerprodukten besteht. Hinsichtlich der oben gestellten
Frage gelangt man mit Hilfe besonders einfach gebauter Thetareihen zu dem
Ergebnis, dass fiir alle diese fiinf kanonischen Eulerprodukte das Analogon der
Ramanujanschen Vermutung in der scharfen der Ungleichung (*) entsprechenden
Gestalt zutrifft; dabei kommen alle ungeraden Primzahlen p in Betracht.

In der folgenden Darstellung miissen die Grundlagen der Heckeschen Theorie
und der Metrisierung vorausgesetzt werden. Zur Binfiihrung in die Heckesche
Theorie sei auf die ersten Paragraphen von AQF verwiesen. Die in der vor-
liegenden Abhandlung verwendeten Bezeichnungen stimmen bis auf geringfiigige
Anderungen mit denen von AQF nnd K II, K III iiberein. Einige von ihnen
sollen hier nochmals kurz zusammengestellt werden.

Es seien N, r fest gegebene natiirliche Zahlen. Unter {N, — r} verstehen
wir die Gesamtheit der ganzen Modulformen zur Gruppe I' (N) von der Dimen-
sion — 7 (d. h. der Modulformen von der Art (— r, N) in der Terminologie von
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AQF). Eine einzelne solche Modulform nennen wir kurz eine (ganze) Modulform
{N, —r}. Wir schreiben bei festem N auch G, fiir { N, — 7} und bezeichnen mit
€} = €+ (N, —r) die Schar der (ganzen) Spitzenformen {N, — r}, d. h. der ganzen
Formen {N, —»}, die in allen Spitzen der Gruppe I'(N) verschwinden. Ferner
bezeichnen wir mit €, diejenige Schar, welche aus den simtlichen Linearkom-
binationen der Eisensteinreihen {N, —r} besteht, mit &,(¢) die Teilschar der
normierten Funktionen von €., die zum Charakter ¢ mod N gehoren.

Dabei bedeutet wie iiblich I'(N) die Hauptkongruenzgruppe der Stufe N,
speziell I'(1) die volle Modulgruppe; unter On hat man die Gesamtheit der Trans-

cd
und ad — bec = m zu verstehen (m = 1); insbesondere ist £, = I'(1).
Fir jede in der oberen 7-Halbebene stetige Funktion f(z) und jede reelle

formationen m-ter Ordnung, d. h. der Matrizen S = (a b) mit ganzen a, b, ¢, a

Matrix §= (Z z) mit ad — bec > 0 wird bei fest gegebenem ganzen r > o

_at+b

‘S'[:S(z)_‘c'z +d’

FIS8=f)|S=f(St)(cv + d)"

geschrieben. Fiir zwei Matrizen S|, §, mit den Eigenschaften von § gilt
f(T)lSllszE(f(T)le)|82 zf(")l(sxse)-

Ist T' eine Untergruppe von endlichem Index in I'(1), und sind f(z), g(7)
zwei ganze Modulformen zu I' von der ganzzahligen Dimension — 7, so wird
ihr Skalarprodukt mit

La=Ua: D)= 9g@)=(f, ¢@);T)

bezeichnet. Damit (f, g) existiere, ist notwendig und -hinreichend, dass f¢ in
allen Spitzen von I' verschwindet. Unter dieser Einschrinkung induziert (f, g) eine
positiv-definite, beiderseits distributive Hermitesche Metrik. - Wir schreiben (f, g)
unter Fortlassung des Zeichens I' nur dann, wenn I' mit der Gruppe I'(N) fiir
das gegebene N zusammenfillt.

Es sei I'=T(N). Die Modulformen f und g < {N, — r} heissen zu einander
orthogonal oder aufeinander senkrecht, wenn (f, g) existiert und verschwindet.
Sind M, M, zwei Mengen von Modulformen {N, — r} derart, dass (f;,/f;) fiir
jedes Paar f; <M, f; <IN, existiert und verschwindet, so heissen M, und M, zu-
einander. orthogonal oder aufeinander senkrecht. Es sei & eine beliebig vorgege-
bene Schar in €,, @ eine in & enthaltene Schar, N die Schar der simtlichen auf &



Lineare Zerlegung von Dirichletreihen in Eulersche Produkte. 197

senkrechten Formen aus ©. Dann heisst )t die Normalschar von € in &. (Oben
wurde N einmal als Orthogonalschar bezeichnet.) »

Wir bezeichnen die der Modulform f< {N, —r} entsprechende Dirichlet-
reihe mit D(s, f). Dieser Zusammenhang wird durch die Formeln

Jlz) = Z am eMiml%, Ds, f)= Z B m™*
m=0 m=1

beschrieben. — Die im folgenden auftretenden, mit ¢ oder ' bezeichneten Teiler
von N werden stillschweigend stets als positiv vorausgesetzt. Demgemiiss durch-

lduft in Z der Summationsbuchstabe ¢ die sdmtlichen positiven Teiler von N.
t/N

2. Wir werden uns im Laufe der Untersuchung einiger Sitze bedienen, die
als unmittelbare Erweiterungen gewisser Aussagen von K II aufzufassen sind
(K II, Hilfssatz 4, 5 und Satz 9). Wihrend von den zwei in jenen Aussagen
auftretenden Modulformen angenommen wurde, dass sie beide in allen Spitzen
der T'(N) verschwinden, wird nunmehr eingeridiumt, dass nur eine von ijhnen in
allen Spitzen verschwindet. Die Beweise der folgenden Sitze 1, 2 lassen sich
ungeiindert von K II auf den vorliegenden Fall iibertragen und sollen deshalb
nicht reproduzie'rt werden. Hingegen gestattet der Beweis von Satz 3 fiir den
Zweck der gegenwirtigen Untersuchung eine merkliche Vereinfachung, weshalb
er kurz dargestellt wird.

In den folgenden Sitzen 1, 2, 3 bedeuten f(r) und g(r) ganze Modulformen
{N, —r}, von denen mindestens eine in allen Spitzen der I'(N) verschwindet.

Satz 1. Fiir dirgend ein natiirliches m und irgend ein 8 < On gilt
(f18, g; Ton NY) = (f, g|m §=*; T (m N)) (S < Om);
insbesondere ist (mit m =1 und g|8 anstelle von g)

(18, g18; T()=(f, g; T (V) (S < T(n).

Satz 2. Wenn f und g zum gleichen Teiler t von N und zum gleichen Cha-
rakter ¢ mod N gehioren, gilt

(1 Tn, g; T(N)) = &(n)(f, g| Tn; T (V)

Suir jedes natiirliche n mit (n, N) == 1.
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Satz 3. Fir ein S<T(1) gelte fI|S=0f g|S=0g mit konstanten o, o.
Dann folgt aus oo+ 1, dass (f, g) verschwindet. Gehiren f und g zu verschiedenen
Teilern oder wverschiedenen Charakteren, so versclwindet (f, g). Gehoren f und g
zum gleichen Teiler t und zum gleichen Charakter &, und ist f| Tp = ouf, g| Tn=0nyg
mit konstanten 0n, 6, fiir emn nm mit (n, N)=1, so folgt aus o, =+ 6., dass (f, g)
verschwindet.

Beweis: Die erste Behauptung sowie die Orthogonalitit von fund g, wenn
diese zu verschiedenen Charakteren gehoren, folgt aus der zweiten Formel von
Satz 1. Wenn ferner die Modulformen f und ¢ zu verschiedenen Teilern ¢ bzw.

t von N gehoren, so sind sie Summen von Eigenfunktionen des Operators
= (cl) i) mit primitiven Einheitswurzeln der Ordnungen ]7\7 bezw. 7 als Eigen-

werten und stehen deshalb aufeinander senkrecht. Zum Beweise der letzten Be-
hauptung bilde man nach der Formel von Satz 2

on(f, g)=(f|Tn, g) =) (f, ngn)=£(n)5"(f, 9).

Es verschwinde etwa g in allen Spitzen von I'(N), aber nicht identisch. Dann
folgt aus der letzten Gleichung mit ¢ anstelle von f, dass o, = ¢(n)0, zutrifft,
und damit die dritte Behauptung des Satzes 3. X

Jede Modulform f(z) < {N, —r} ldsst sich auf eine und nur eine Weise
gemiss

S =2 i)
U~

in Komponenten f,(z) zerlegen, deren einzelne zur Schar {N, — r} und zum Teiler
t gehort; wenn f in allen Spitzen verschwindet, so verschwindet jedes _/Ai in allen
Spitzen. Unter den obigen Voraussetzungen iiber f und ¢ gilt nach Satz 3

(2) f, 9) = D (fi, d0).

tIN

Wir reproduzieren sodann der Vollstindigkeit halber den Beweis der fol-
genden Aussage:

Satz 4. FEs sew © irgend eine lineare Schar in €., @ der Durchschnitt von
S mit &+, N die Normalschar von @+ in &. Dann ist & die direkte Summe von
S+ und R.

Beweis: Man ergiinze eine Basis ¢, @s, ..., ¢, von ©* durch Hinzunahme
der x Funktionen f}, f;, ..., fx zu einer Basis von & und bilde
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{1t
0 =i — 2,5 9r
v=1

mit konstanten &, und (g;, o) =0 (1 £j = x, 1 = k = u). Die Relationen (g;, gx) =0

L
besagen Zgjv(qu, o) = (f;, gr); sie lassen sich wegen des Nicht-Verschwindens

»=1
der Determinante |(p;, gi)|(j, #=1, 2, ..., u) durch Wahl der &, auf eine und
nur eine Weise befriedigen. Geschieht dies, so bilden die u + » Funktionen
@1) Pzy - Pus 15 925 - - -, 9x €ine Basis von &, und N wird von den g,,g;, . . ., g«
aufgespannt. Daraus folgt die Behauptung.

Wir nennen eine lineare Schar & in €, abgeschlossen gegeniiber einem
linearen Operator V, wenn f| V fiir jedes f<< & ebenfalls in © liegt. Wir sagen
ferner, die Schar © gehore zum Teiler {, wenn alle ihre Funktionen zum Teiler ¢
gehoren, & gehore zum Charakter ¢, wenn alle ihre Funktionen zum Charakter &
gehdren. & heisst (schlechthin) abgeschlossen, wenn & zu einem Teiler ¢ von
N und zu einem Charakter ¢ mod N gehort, und wenn iiberdies f| 7%, fiir alle f
aus & und alle natiirlichen m in & liegt.

In den folgenden beiden Sitzen haben &, G+ und N die Bedeutung von
Satz 4.

Satz 5. Es sei @ abgeschlossen gegeniiber einem einzelnen Operator R, (n, N)=1).
Dann gilt das gleiche von N und S+.

Beweis: Fir ©* folgt die Behauptung unmittelbar aus den Vorausset-
zungen. Die Schar &+|R, der Funktionen ¢|R, mit ¢ <S™* ist in &* ent-
halten und hat den gleichen Rang u wie ©*, stimmt daher mit ©* iiberein.
Fiir jede Funktion g <% gilt ¢g| R. <S; um zu beweisen, dass g| R, auf &+
senkrecht steht, schreiben wir die allgemeine Modulform aus &+ in der Gestalt
@ | Rn(p < S*) und erhalten nach Satz 1

(gl Ru, | Rx) = (9, 9) =0,

g| BRn senkrecht auf &+, q. e. d.

Dieser Satz hat fiir das folgende nur grundsitzliche Bedeutung.

Satz 6. FEs see © vom Teiler t, vom Charakier ¢ und abgeschlossen gegen-
wher ernem einzelnen Operator Ty mit (n, N)=1. Dann gilt das gleiche von N
und ST,



200 Hans Petersson.

Beweis: Fiir &+ folgt die Behauptung unmittelbar aus den Vorausset-
zungen. Es sei g< N, g|Tn=29, + ¢,(g, <N, ¢, < S*). Nach Satz 2 ergibt sich

(¢1’ 9’1)=(gl + @y, ¢1):(9|Tn’ 901)= &(n)(g, ¢1|T1,)=0,

weil @, |T» < &%, g <N; die letzte Gleichung besagt g|Tn =g, <N fiir jedes
g<N. —

Im folgenden setzen wir voraus, dass & zu einem Teiler £ von N sowie zu
einem Charakter ¢ mod N gehort und iiberdies allen Operatoren Ty (2, N)= 1)
gegeniiber abgeschlossen ist. Nach Satz 6 gilt dann das gleiche von It und &.
Ferner besitzt ©* nach K II, Satz 5 eine normierte Orthogonalbasis, die aus
lauter Eigenfunktionen der simtlichen Operatoren T, mit (n, N)=1 beésteht.
Unser nichstes Ziel ist, zu zeigen, dass auch N eine Basis besitzt, die aus lauter
Eigenfunktionen aller dieser Operatoren 7, besteht. |

In der vollen Schar @, ist €, die Normalschar von €} und daher €, die
direkte Summe von €, und €F.! Auf Grund dieser Tatsache beweisen wir den
folgenden vorbereitenden

Satz 7. Es set f<@,, f=E+ ¢, E<C,, ¢ <CF.
a. Gehort f zum Teiler t, von N, so gilt das gleiche von E und ¢.
b. Ist f|Rn=2nf fiir ein n mit (n, N) =1 und ein konstantes A, so gilt
E|Ri=ME, ¢|Bi=lup.
c. Gehort f zum Teiler t von N, zum Charakter ¢ mod N, und ist f| Tn=on f
fiir ein n mit (n, N) =1 und ein konstantes on, so gilt
E|To=0E, @¢|Th=0up.
Beweis: Ad a. Wir setzen im Sinne der bei (2) verwendeten Zerlegung
@ = D\ ¢« und erhalten nach Satz 3 fiir ¢ |N, ¢ +{:

t/N

o =(f, ¢r) = (g, pr) = (¢, ov)-
Daraus folgt ¢ = ¢1,, E = f— ¢, und damit die Behauptung a.

! H., PETERSSON, Uber eine Metrisierung der automorphen Formen und die Theorie der
Poincaréschen Reihen, Math. Annalen 117 (1940); der dort dargestellte Beweis liisst sich fir » > 2,
wofern lediglich die Eisensteinreihen in Betracht gezogen werden, erheblich vereinfachen, und auch
fiir » = 2 ist durch die Beschrinkung auf Eisensteinreiben noch eine gewisse Vereinfachung mog-
lich. Zum Falle r =1 s. H. PETERSSON, Uber die systematische Bedeutung der Fisensteinschen
Reihen, im Druck bei den Abhaundl. Math. Seminar Hamburg.
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Ad b. E|R,+ ¢|Ry=1E + ng gibt die Behauptung b., weil E| R, nach
dem Beweise von Satz 5 auf G} senkrecht steht.

Ad c. Analog zu dem Beweise von b. und dem Beweise von Satz 6. —

Es bezeichne g, ¢gs, .. ., g« eine Basis von . Wir setzen

(3) g =F; + v (F; <G,y <CF, 15 =),

bemerken, dass i.a. weder F; noch y; der Schar & angehort und erkennen zu-
niichst, dass die Fj(1 =<j = x) linear unabhiingig sind. Denn aus einer linearen
Relation

%

2 A F; = o (4 konstant) folgt Z Aigi= Z dig; < GF
i=1

j=1 j=1
und daraus weiter, dass le g; sowohl in N als auch in &+ liegt, also iden-
, =
tisch verschwindet. Dies gibt 4, =o0(1 =j = x). — Nach Satz 7 gehoren alle
F; aud alle ¢; zum Teiler { und zum Charakter e.
Nach T,II, Satz 44 wird die Schar der Dirichletreihen D (s, E)(E < ;) von
den in ihr enthaltenen Funktionen

(4) Mis; ¢, ¢ 2, 2 )= ¢)"Lis, XY Lls—r+ 1,2")
aufgespannt; dabei sind #, ¢’ positive Teiler von XN, ¢, 5 Restcharaktere

mod g bzw. mod g, es gilt

/8

2 (=07 (—)=(=1), L(s,2)=2xmm™  (r=2yx oder "),

m=1

!l

und fiir » = 2 darf nicht gleichzeitig ¢’ = N und ' der Hauptcharakter modg

sein. Wir bezeichnen mit P (z; ¢, ¢’; ', z”') diejenige Linearkombination der
Eisensteinreihen, welche M (s; ¢', t’; 4, 7'} vermoge

(4 a) Ms; ¢, ¢ ¢, 2")=D(s; Pa; ¢, t"; 7', 2) (Pa; ¢, ¢4/, 2 < &)

entspricht; P(z; ¢, t"; ¢, 2’) ist stets normiert und gehirt zum Charakter 3’ x”
mod N, : .
Pl; ¢, ¢ 4, 1) < G, ()

2 (n) 2" (n) = e(n) ((n, Ny =1).

besagt also

Wir bestimmen eine Basis von €,(¢) in Gestalt der Funktionen

Pi(z) = P(t; &, t; 2z, 28) 1=k
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und bilden aus den Funktionen Fj(z), Pi(z) die Vektoren
F@)={F,(2), F,(z), ..., Fx(v)}, Bz)={P(0), Pp(o), ..., Py (z)}

die wir bei der rechnerischen Verkniipfung nach dem Matrizenkalkiil als Spalten
behandeln werden: Es gilt zunichst wegen F; < €, (¢):

(5) F (@) = AB(z) mit A = (i) (1=<j=<x,1=k=b; e konstant).

Da N gegeniiber den simtlichen Operatoren T, ((n, N)= 1) abgeschlossen ist,
gilt ferner mit passenden konstanten A;,(n):

gj|Tn=lew(n)gv (1=j<x,(m N)=1),
=1

und daraus folgt, weil Fj| 7T, wieder der Schar G.(e), w;| T wieder der Schar
¢} angehort:

(6) Fi| Tn= D k) Fo, | Tu= 2 ks(0)ep, (1=j=x, N)y=1).
r=1 v=1

Andrerseits sind alle Py (z)(1 <k =<b)Eigenfunktionen der Operatoren Ry, T»((n, N)=1),
es wird also

(7) Pk]T":.u’k(n)Pky ‘BlTn:M(")%y M(n)z(dl’huk(n)) (i1k=172a""b)'

Indem wir noch 4(n)=(4:;(»)(j,l=1, 2, ..., x) setzen, erhalten wir nach (5),

(6), (7)
F|Tn=AaW)AB=AM@n)P, 4n)A=AMM),

x

le.,(n) @ = ik pi (n) (1

v=1

IA
IA

j=x, 1=k=<b, (0, N)=1).
Bezeichnet schliesslich a; den k-ten Spaltenvektor von A(1 =k =< b), so gibt die
letzte Gleichung:

(8) A () o = gy () (1=E=b, 0, N)=1).

Nun sind die simtlichen x Zeilen von A linear unabhingig, daher befinden
sich unter den ay(1 <% = b) x linear unabhiingige Vektoren, jedes A(n) besitzt
mithin x linear unabhingige Eigenvektoren und lisst sich daher auf Diagonal-
gestalt transformieren. Hieraus folgt nach bekannten Sitzen der linearen Al-
gebra, dass sich alle Matrizen 4 (n)((n, N)= 1) simultan (d. h. mit Hilfe einer
und derselben Matrix) auf Diagonalgestalt transformieren lassen. Es gibt dem- .
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gemiss eine Basis E, (1), E,(7), ..., E,(z) der von den Fj(z) aufgespannten linearen
Schar (1 = j < x) derart, dass
(9) E;(0)| Tn = ¢;{n) E;(v)

mit konstanten g;{n) fir 1 =j=<x,(n, N)=1 zutrifft, und nun lehrt die An-
wendung der Gleichung (8) auf die Diagonalmatrix (p;(n)d;;), dass jedes g;(n)
(1 £j =) fiir alle » mit (», N) =1 mit einem u(n)(k = £()) von » unabhiingig,
1 =<k = b) iibereinstimmen muss, wobei alle %(j) von einander verschieden sind.
Durch eine auf die Funktionen P;(z) nachtriglich auszuiibende Permutation lisst
sich erreichen, dass die Gleichungen

0 (n) = u;(n)

fiir alle j, » mit 1 <j <, (n, N)=1 erfiillt sind.
Wir formulieren das Ergebnis zusammenfassend unter Benutzung der Be-
zeichnungen (4), (4 a) in dem folgenden

Satz 8. Es set © eine in €, enthaltene lineare Schar vom Teiler t und vom
Charakter &, und es set & abgeschlossen gegeniiber allen Operatoren T, mit
(n, NY=1. Dann gilt das gleiche von den in Salz 4 erkldrten Scharen &+ und RN.
Sowohl ©* als auch N besitzt eine Basis, die aus lauter Eigenfunktionen aller
Operatoren Ty (n, N)) = 1) besteht. Bezeichnet h;(r)(1 = j = x) eine geeignet gewdihlte
solche Basis von N, Py (v) = P(z; tx, ti; xx, x6){(1 = k < b) eine passend geordnete
Basis der Schar €,(¢), so nehmen die Funktionen h;(t) und Pj(tr) bei Anwen-
dung eines jeden T, mit (n, N)= 1 den gleichen Eigenwert u;(n) als Faktor auf
1=j=nx).

Hiernach ldsst sich von der h;(z) entsprechenden Dirichletreihe D (s, h;) das
gleiche reduzierte kanonische Eulerprodukt abspalten, wie von Df(s, P;). Wir
erhalten daher

Satz 9. Die h;(v) entsprechende Dirichletreihe gestattet die Darstellung

Dis,h)y=t—"K(s, h) |] (1 _ M)*l (1 B l;.(rp)p_r—:)_l

S 8
(p, N)=1 p

=t2K(s, k) ]| (I _ i), e(p)pr_l)_l'

) ’
(p, N)=1 pe *

hier ist pi(p) = x;(p) + x5;(p)e(p)p~" und K(s, k), der »>Kern< von D(s, h;) eine
Durichletreihe der Gestalt
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0
K (s, hj) = 2 bimm—*,
m=1

in der bjm verschwindet, wenn m durch andere als diejenigen Primzahlen teilbar
ist, welche in t, nicht aber in i, =~]tY aufgehen.

Beziiglich der entsprechenden Siitze iiber die Basisformen von &+, welche
Eigenfunktionen aller 7, mit (n, N)==1 sind, vgl. K1I, Satz s, 6.

3. Es sei © wie in Satz 8 eine in ©, enthaltene lineare Schar vom Teiler ¢
und vom Charakter ¢ die gegeniiber allen Operatoren T, mit (n, N) =1 abge-
schlossen ist. Wir verstehen unter A;(7)(1 =j < x) die oben konstruierte Basis

von N, fiir die also
(10) hi(z) = E;(z) + 05(z), Ej(z) < C:(e), oilr) <E} (1=j=%

und nach (6), (9)
(11) Ei=2nF,, 6= 0¥y, Ej|Ta=yp;(n)E;, o;|To=p;(n)g
v=1 v=1

mit konstanten ;, zutrifft, wenn 1 <j < x, (n, N)= 1. Ferner bezeichne v;(z)
(1 £7 = u) eine aus lauter Eigenfunktionen aller 7 ((, N)= 1) bestehende nor-
mierte Orthogonalbasis der Schar &*.

Wir nennen im folgenden zwei Funktionen f und g aus & einander équi-
valent, in Zeichen f~ g, wenn sie beide Eigenfunktionen aller T» mit (2, N)=1
sind, und wenn fiir jedes solche » der Eigenwert von f bei Anwendung von T,
mit dem Eigenwert von g bei Anwendung von T, iibereinstimmt. Fiir die Funk-
tion Null konnen alle komplexen Zahlen als Eigenwerte auftreten, sie ist also zu
jeder BEigenfunktion aller 7, (#, N)= 1) dquivalent. Dass f iiberhaupt Eigen-
funktion aller dieser T, sei, kann daher auch durch f~ o ausgedriickt werden.
Wir bezeichnen ferner die Gesamtheit der zu einer nicht identisch verschwin-
denden Eigenfunktion f aller T,((», N) == 1) dquivalenten Funktionen von & als
eine Klasse und zwar als die Klasse von f. Offenbar bilden die Funktionen
einer Klasse stets eine lineare Schar.

Wir denken uns die von den Funktionen v, hi{(1 S¢S u, 1 £j = x) gebil-
dete Basis von & in maximale Systeme untereinander dquivalenter Funktionen
zerlegt. Es seien A;, A, ..., As diese Systeme, es sei ¢ die Anzahl der in U,
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d

zusammengefassten Basisfunktionen, mithin auch Z cn=p -+ %, und es sei ¥,
h=1

die von den Funktionen von U, aufgespannte lineare Schar. Dann gilt der erste

Hauptsatz der vorliegenden Theorie in Gestalt der folgenden Aussage:

Satz 10. Jede der d Scharen £4(1 = h = d) ist eine Klasse. Es gibt in &
keine anderen Klassen als diese L, jede Eigenfunktion aller Ty(n, N)=1) gehort
also einer wund, wenn sie nicht identisch verschwindet, nur einer dieser Klassen £
an. & st direkte Summe der €, (1 = h = d), jede Funktion von & ldsst sich dem-

entsprechend auf eine und nur eine Weise in der Gestalt

f)= 3 Hife), Hile) <

darstellen.

- Zum Beweise geniigt es offenbar, zu zeigen, dass eine Bigenfunktion fs£o0
aller 7T, ((n, N)=1) genau einer der Scharen &, (1 =< & = d) angehort. Wir bilden
die Zerlegung

(r2) ~ f=g9+g¢ g< RN, 9 <&
Aus f| Tw=A(n)f (An) konstant, (n, N) = 1) folgt nach Satz 4 und Satz 6
(13) ¢|Tn=l(n)¢) ngn:l(“)g ((n, N): I).

“
Wir setzen ¢ = ZEW" (¢; konstant) und erhalten aus der ersten Gleichung (13),

i=1

wenn
v vi| T = w:(n) v; (1=Zi=pu,m, N)=1)
geschrieben wird: '
“ #
}‘Jlgi wi(n)vi = D Eh(n) vy (n, N)=1).
i= i=1

Wenn also ¢ nicht identisch verschwindet, gilt einerseits 4 (r) = w; (n) fiir gewisse
der z=1,2,...,u und alle » mit (», N)=1; andrerseits verschwindet § fir
die anderen ¢ =1, 2, ..., u, d. h. fiir diejenigen ¢, welche A (n) = w;(n) nicht fir
alle » mit (n, N)=1 erfiillen. Daher liegt ¢ stets (auch @ = o) in einer und,
wenn @ = o zutrifft, genau einer der Scharen ¥.

Durch dieselbe Uberlegung findet man, dass die Funktion g, wenn sie nicht
identisch verschwindet, genau einer der Scharen £,(1 =h = d) angehort, und

zwar derjenigen, deren Funktionen bei Anwendung jedes 7, {(#n, N)=1) den
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Bigenwert A(n) als Faktor aufnehmen. Die Behauptung folgt dann daraus, dass
die beiden hier genannten Scharen ¢, (also die zugehorigen h) iibereinstimmen
miissen, wenn weder g noch ¢ identisch verschwindet.

Der damit bewiesene erste Hauptsatz wird fir » > 1 durch die folgende

Aussage ergiinzt:

Satz 11. Es se: r > 1. Dann verschicinden die Funktionen ;(7),0;(z) aus (3),
(10) Zdentisch, jede der Basisfunktionen hj(tr) und mit ihnen die ganze Normalschar
RN ist in G, (c) enthalten (d. h. N besteht aus lauter normierten Linearkombinationen
der Eisensteinrethen vom Charakter &), und keine Klasse £ von & enthdlt sowohl
etne mnicht identisch verschwindende ganze Spitzenform als auch eine ganze Nicht-
Spitzenform (d. h. jedes der Systeme N, besteht entweder nur aus Basisformen v;

von &t oder nur aus Basisformen h; von N).

Beweis: Nach dem Beweise von Satz 8 ist jede der Funktionen o;(z)
(1 =j =) eine ganze Spitzenform vom Teiler { und vom Charakter ¢, die fiir
alle » mit (n, N) =1 den Relationen ;| T = p;(n)g; geniigt. Zum Beweise von
Satz 11 reicht es offenbar hin, zu zeigen, dass eine ganze Spitzenform w zum
Teiler ¢ und zum Charakter ¢, die den Relationen w| T, = p;(n)w fiir alle » mit

(n, N) =1 und ein festes von » unabhiingiges der j =1, 2, ..., x geniigt, iden-
tisch verschwinden muss. — Es sei
& 2,1;";'—’ N
w(r) = 2 ame U t1=7
m=1
{m,t)=1

die Fourierentwicklung von . Fiir ein festes m = m, mit (m,, {,) =1 und eine
Primzahl p, die in m, N nicht aufgeht, ergibt sich nach T, II, (16)

(14) Amgp == 145 (P) amy = (2; () + (D) 15 P P"7Y) i, -

Hier lassen wir p iiber alle Grenzen wachsen und bedienen uns der allgemein

giiltigen Abschitzung!
r 1
(13) |am| =< C-(m#)* ® (C> o0 eine nur von w abhiingige Konstante).

Sie liefert nach (14)

[CAY
G

(16) lamo Il’r_1 = Ia"lol’ — 7i(p) amol = C(’”o tp)i o+ Iamul

' R. A. RANKIN, Contributions to the theory of Ramanujan's function 7 (n) and similar arith-
metical functions II: The order of the Fourier coefficients of integral meodular forms, Proc. Cam-
bridge Phil. Soc., Vol. 35, Part 3 (1939).
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und daher, wenn » > 1 beriicksichtigt wird: am, = 0 fiir jedes m, mit (m,, ¢,) = 1.
Damit ist Satz 11 bewiesen.

Im Hinblick auf T,I, Satz 25 formulieren wir den folgenden Spezialfall
gesondert:

Satz 11 a. Die lineare Schar © in G, gehore zum Teiler t, zum Charakter ¢
wnd sei gegeniiber allen Operatoren T, mit (n, N)= 1 abgeschlossen. & enthalte
keine ganze Spitzenform ausser Null, und es gelte r > 1. Dann besteht © aus lauter
Linearkombinationen der Eisensteinrethen {N, — 1}.

Zum Schluss dieser Untersuchungen, die sich bisher auf Invarianzeigen-
schaften normierter Modulformen vom gleichen Teiler und Charakter bei Anwen-
dung der Operatoren T, mit (n, N)= 1 bezogen, erortern wir noch die Frage
nach der linearen Unabhiingigkeit lediglich normierter Modulformen beliebiger
Charaktere, die simtlich Eigenfunktionen aller 7T, mit (7, N)=1 sind. Diese
Frage wird durch den grundlegenden Satz 42 in T,1I nahegelegt; nach diesem
Satz hiingt die Moglichkeit der Abspaltung eines reduzierten kanonischen Euler-
produkts von der Dirichletreihe einer Modulform f nur an dem Verhalten von
f gegeniiber den Operatoren R., T\, wihrend die Zugehorigkeit von f zu einem
Teiler £ von N keine Rolle spielt.

Es seien also u,(7), u,(7), ..., u.(z) lauter nicht identisch verschwindende
ganze Modulformen {N, —}, von denen wir voraussetzen wollen, dass jede von

ihnen normiert und Eigenfunktion aller 7, mit (n, N) =1 sei. Genauer gelte

wi| Ro =& (0) ur, wi| T = Ai(n)ots (e;(2) und A;(n) konstant)

(1=igea 0, N=1),

und es gebe zu jedem Indexpaar 7,7 =1,2,..., a{¢=+7¢) ein zu N teilerfrem-
des n derart, dass entweder & (n)= & (n). oder dass A;(n) = Ar(n). Dann be-
haupten wir

Satz 12. Die sdamtlichen o Dunktionen w;(v)(1 <7 = a) sind linear unab-
héngig.

Beweis: Durch eine Permutation der u; werde erreicht, dass die Funk-
tionen wu,, u,, ..., us(1 =@ = «) ein Maximalsystem linear unahhiingiger unter den
simtlichen w;(1 =7 =< «) bilden. Im Falle 8 < « stelle man die ;{8 + 1 <j = a)
als Linearkombinationen ;= Z Eiw; der w;(1 =7 < B) dar. Bezeichnet W, einen

=1
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der Operatoren Rn, Tw(n, N)=1) und gilt u;| Wn = 0:(n)u: (1 =7 < @), so ergibt
sich, da die konstanten &;(1 < ¢ < f) bei gegebenem j =g+ 1, 8 + 2, ..., ¢ nicht

simtlich verschwinden konnen, aus

/’ 8
‘_lgjlgl n)u; ZE.”QJ (j=ﬂ+lwﬂ+27--')a))
i=1 i=1
dass ¢;j(n) mit dem Bigenwertsystem g;(n) fiir alle Wn(n, N)= 1) iibereinstimmt,
wo ¢ aus £; = 0 unabhingig von 7 durch j allein bestimmt ist. Dies wider-
spricht den Voraussetzungen, also gilt §=a, q.e.d.

Zur allgemeinen Orientierung beweisen wir noch die folgenden Siitze, die

eigentlich die Grundlagen der Transformationstheorie betreffen.

Satz 13. Es sei die Schar & < G, gegeniiber allen Operatoren Ry (n, N)= 1)
abgeschlossen. Dann gestattet © die divekte Zerlegung

(1]
&= Z & (a =@ (N)= Wert der Eulerschen Funktion)
i=t

wo &9 die Gesamtheit aller in & enthaltenen normierten Funktionen zu dem vor-
gegebenen Charakter &9 mod N darstellt (1 =j = a).

Beweis: Dass sich- jede Funktion von & als Summe von Eigenfunktionen
der simtlichen Operatoren R.(n, N)=1) darstellen lisst, dass also © mit der
Summe der & iibereinstimmt, ist in Ty II bewiesen. Es durchlaufe ¢V (1 = j = a),
wie angedeutet, die simtlichen verschiedenen Charaktere mod N, und es sei
S < @Y. Aus

D fi(z) =0 und f;(z) <@
i=1
folgt
el filr)=o0 ((, Ny =1)
j=1

und hieraus weiter, dass alle f;(z)(1 =j < a) fir jeden festen Wert von 7 ver-

schwinden miissen. Denn die Determinante

E =& (k)| 1<j=a0<k=N-—1,(k N)=1)

geniigt der Relation EE = ¢ (N)71"), ist also von Null verschieden.
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Satz 14. Es sei E(z) in der Schar G‘, enthalten. Dann gilt das gleiche von
geder Komponente E, (r) in der Zerlequng It Z]:

Beweis: Es bezeichne # einen festen Teiler von N, ¢ eine beliebige Funk-

. - A . . . . ’
tion aus CF; ¢ = Z‘P" sei ihre Zerlegung in Komponenten zu den Teilern ¢
e

von N. Aus (2) und Satz 3 folgt
(Et- l}))= (]::t; A‘, @t) lit, (pt (Z 1’4 ¢t) (E, ¢t) = 0.
/N [
Satz 15. Issei f(z) < {N, — r} Eigenfunktion aller Operatoren Ry, Ty ((n, N) = 1).
Wenn r>1 ist, so ist f(z) entweder eine Funktion von CF oder eine Iunktion
von Q.

Beweis: Es bezeichne ¢ den Charakter von f. Nach T, II, Satz 35 ist jede
Komponente f; der Zerlegung f = 2}’; eine Eigenfunktion aller R,, T, {n, N)=1)

S
mit den gleichen Eigenwerten wie f. Setzt man /=1 + ¢ (E < G,, ¢ <C}), so
wird jt Izt + @, und nach den Sitzen 7, 14 sind auch Iz,, ¢: Eigenfunktionen
aller R,, T, mit den gleichen Eigenwerten wie f. Wenn F nicht identisch ver-
schwindet, so folgt aus den Eigenschaften der in Satz 8 genannten Basis Px(7)
(1=%k=b) von G,(¢), dass der Eigenwert von E bei Anwendung eines jeden
T,(n, N)=1) mit dem Eigenwert u(n) einer der Basisfunktionen Pj(7) fiir ein
gewisses festes, von » unabhiingiges k(1 =< k < b) tibereinstimmt. Dies gibt nach
dem Beweise von Satz 11 das identische Verschwinden aller ¢(z)(f/N) und da-
mit auch das von ¢.

4. Die abschliessenden Sitze der vorliegenden Theorie ergeben sich nun-

mehr aus der Voraussetzung, dass © vom Teiler ¢, vom Charakter ¢ und gegen-

iiber allen Operatoren Th(m = 1), also schlechthin abgeschlossen sei, durch An-
wendung der Methoden von K IIT auf die Klassen £,(1 =h = d). Es sei noch-
mals betont, dass nicht vorausgesetzt wird, dass & nur ganze Spitzenformen
enthalte.

Eine direkte Zerlegung von & in irreduzible abgeschlossene Teilscharen kann
stets durch eine direkte Zerlegung der Klassen €, (1 = A = d) in irreduzible ab-

geschlossene Scharen bewirkt werden. Wenn ¢ =1 ist, oder wenn jeder Prim-
AT
teiler von ¢t in {, = ‘ii aufgeht, sind alle Basisformen 1y, h; von &(1 =7 =g,

14
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1 =j <) auch Bigenfunktionen aller Ty (m = 1), und & ist direkte Summe ein-
gliedriger abgeschlossener Teilscharen. Wenn es eicen und nur einen Primteiler
g von t gibt, der nicht in ¢, aufgeht, so gewinnt man eine Zerlegung der ein-
zelnen Schar €, in irreduzible abgeschlossene Teilscharen wie folgt:

Man betrachte die der Basis U, von &, zugeordnete, in dieser die Trans-

formation T vermittelnde Matrix _15(g), bestimme eine umkehrbare Matrix A
derart dass A 4 (g)A~! = J, die Jordansche Normalform aufweist und bilde die

den einzelnen Diagonalzellen von J) euntsprechenden Teilvektoren der Funktionen-
spalte A¥A,. Dann spannen die Komponenten jedes dieser Teilvektoren eine ab-
geschlossene und in dem Sinne irreduzible Teilschar von ¥, auf, dass sich diese
nicht als direkte Summe von Null verschiedener abgeschlossener Scharen dar-
stellen lisst. Fiir eine Primzablpotenzstufe N = ¢* besteht entweder immer dieser
oder der vorangehend beschriebene Sachverhalt; in den Féllen ¢ =< ¢! findet
stets eine Zerlegung in eingliedrige abgeschlossene Teilscharen statt.

Wir beginnen mit der Formulierung der nach den Methoden von KIII zu
beweisenden Hauptsitze. Es sei © abgeschlossen; wenn eine Schar © zu grunde
gelegt wird, die zuniichst nur den Voraussetzungen von Satz 8 geniigt, so ist die
Abgeschlossenheit von € mit der aller €,(1 =< h < d) gleichbedeutend. Es be-
zeichne ferner ¥ die lineare Schar der den Formen von & entsprechenden
Dirichletreihen, I, die lineare Schar der den Formen von £, entsprechenden

Dirichletreihen (1 < /% < d). Dann gilt
d

Satz 16. FEs besteht die direkte Zerlegung ‘I,*——Zgﬁh. Jede der Dirichlet-
h=1

rethen von M) hat die Gestalt
r—1\ —-1
() D =Dal =l TT (122 el
p, N=1 ¥4 »
(<, 1 =Eh=d).

o0

In der Dirichletreihe H)y(s) = H (s, fp) = Z bim m™* verschwindet bym, wenn m durch

m=1

andere als diejenigen Primzahlen teilbar ist, welche in t, aber nicht in t, =5

aufgehen. Zu zwei verschiedenen Indizes h,hW =1,2,..., d existiert stets eine
Primzahl p mit (p, N) =1, wn(p) += wr ().

Nach diesem Satze konnen und wollen wir uns auf die Untersuchung der
einzelnen Schar &, bzw. M, beschrinken. Jede dieser beiden Scharen ist zu der
Schar R der in (17) auftretenden Kerne H)(s) = H (s, f3) (fx < ) linear isomorph.
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Eine grundsiitzliche Aufklirung iiber die Natur gewisser bereits in K I1II ver-
wendeten Funktionenscharen und Operatoren gewiihrt eine Verallgemeinerung
des Satzes 19 aus AQF, die sich mit dem Beweisverfahren dieses Satzes ohne
wesentliche Anderungen begriinden lisst:

mtz

Es sei F{g)= Z O ¢™Y eine Modulform {N, —r} vom Teiler ¢{ und
(m, ¢))=1

vom Charakter ¢; es sei ferner ¢ ein positiver Teiler von £. Dann existiert ein
nur von ¢ und ¢ abhiingiger linearer Operator By mit folgenden Eigenschaften:
Die Funktion

’

mitz .
(18) F@|B,y= D ame . ¥ < {N, —r} (t'1=

{m, £1)=1

|2

gehort zum Teiler ¢ und zum Charakter ¢.

Aus
(19) - F(r) <@} folgt F(7)| Byr < CF.
(20) B¢ Tn=TnBiv(n, N)=1, t'|t, t| N).
Wir fiihren einige Bezeichnungen ein. Es sei o, fiir festes h=1,2,...,d

der Vektor mit den nach wachsenden % geordneten Komponenten ws (n) (n, N) = 1);
es sel

(21) Rs,e,00 = ]I (1 _an(p) + g(p)pr,—-l)—l

2
(p, M=1 p »

und K;y der auf die Kerne Hj(s) aus & anzuwendende lineare Operator mit
dem Effekt

(22) Ds, ful Boo) =t Hy(s)| Krv- R s, ¢, 01) (1=h=d |t t|N),
der offenbar auch durch

H (s, ful Bi,v) = H{s, f3)| K¢ (<)
beschrieben werden kann. Wenn ¢y, ¢, ..., q, die Primteiler von ¢ sind, welche
nicht in ¢, -———lt\—r aufgehen, so nennen wir R, fiir 1 = ¢ = das System der simt-

lichen naturlichen Zahlen m, in denen keine von den ¢, ¢, ..., ¢: verschiedene
Primzahl aufgeht, und erkliren den auf H,(s) < & anzuwendenden Operator
V; durch
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(23) D(s, ful Ttq;) =t Hn(s)| ¥V R{s, &, m)

(Th=Ttm, 1=h=d 1=j=1).
Seine Wirkung kann auch durch
H(s, fil T'qp) = Hs, )| 75 (fr < Q)
beschrieben werden. Nach der Definition von Ty in T, II, (12) wird

(24) Hh(s)l V= Z-bh,mqjm_s ish=sd15j=1).
%n

Es bezeichne €,|B: s die lineare Schar der Funktionen fu|B: ¢ (fa < €,
1 =h=d). Wir behaupten, dass £,| B, abgeschlossen ist. Nach (18) (20) be-
steht €| B, » aus ganzen Modulformen {N, —»}, die siimtlich zum Teiler # und
zum Charakter ¢ gehoren und (was auch durch (22) ausgedriickt wird) Eigen-

funktionen aller 7T, (n, N)=1) mit den Bigenwerten w;(n) sind. Es seien

, N .
41,4, ..., q die Primteiler von ¢, die nicht in & = 7 aufgehen (0=7=1).
Dann gilt zunéchst

(fur|Bee)|T!Hq)=o0 (1=h=d hfest, i +1=j5=1).

H, (s)| Ki,» geht aus Hj (s) durch Tilgung derjenigen Glieder by, m~* hervor, deren
m durch eine der Primzahlen i1, gi+2, ..., ¢ teilbar ist. Man hat also nach
(29) fir 1=j=7, 1=h=d (h fest):

(Hn(@| Keo)| V= D bamoym™ = (Hi )| Vi) | Kp,e.
R;

Daraus folgt nach (22), (23) die Behauptung.

Wir bestimmen eine Kette von Teilern ¢V, 2, . | =1 ¢ = ¢ mit folgenden
Eigenschaften :
i l o g l AN LA AR RS b [ = ¢;
91, s, - .., @ sind die siimtlichen Primteiler von ¢ die nicht in /) = N¢@-1

aufgehen. Wir setzen
' =L | By, G=Eh=sd 12451
und verstehen unter [{’(x) das Minimalpolynom der in €} erklirten linearen

Transformation T!"(g)), unter G} den Grad von ; (x). Dann gilt in der Be-

zeichnung
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i

. Ll e , .

0 (u) = H (w — aff) Jh (@), Fa) firvEs,1=sh=sd1=05])
L |

Satz 17. In der Darstellung (17) von D (s, f) ldsst sich der Kern Hy(s)=H (s, f3)
Jir jedes h =1, 2,...,d aus den el GY ... G Funktionen

oy _j(hl)'v al® _J'%Z)o- ali —jg,)v 2 —jg?‘y
. o > h, v » hoo h,v
Wi(s)={1— =~ 1— e R S
UM T, q; q,

linear mit konstanten Koeffizienten kombinieren. Dabei durchlaufen v und jP, im
i-ten Faktor von Wy{s) die Werle

y=1,2,... gﬁf’;jgf}v:—l,z,...,kﬁf}v igshsd 124,

Wenn alil

W verschwindet, so ist der i-te Faktor ron W (s)

By =40 1)
o Ih, v — (7 ,—1ls
(1 — _;1,?) durch g; ~ "7 )

8
i

e ersetzen.

Es wird weder bewiesen, noch behauptet, dass die Funktionen Wi (s) im
iiblichen Sinne stets eine Basis der von den Kernen H,(s) gebildeten Schar dar-
stellen. Fiir /> 1 ist vielmehr damit zu rechnen, dass der grosste Teil dieser
Wi (s) der Schar &, nicht angehort. Zu der Frage, welche der Linearkombinationen
der Wy(s) (bei festem h) eine Basis von R, bilden, vgl. KIII 2.6. Das dort
dargestelite Verfahren hat allgemeine Giiltigkeit. Fiir =1 gilt der folgende

Satz 18. FEs sei q die einzige Primzahl, welche in t, aber nicht in 7 auf-

geht. Dann sind die Dirichletreihen Di(s) von My identisch mit den samtlichen
Linearkombinationen der Funktionen

(25) t“(l—@’l)~jh'v 11 (I_wngme(mr-l)—l_

(p, K)=1 p »*

Hier durchliduft an . bei festem h=1,2,...,d mit v=1, 2, ..., g» die simtlichen
» b ? ? ¥ g

gn verschiedenen charakteristischen Wurzeln der in Q. erkldrten Transformation

Ty und g, fiir jedes dieser v die Werte 1,2, ..., kn .+, 20 kn, die Vielfachheit
j ) b b ) ) >

der Nullstelle an,, des Minimalpolynoms von T% beziiglich Qu angibt. Dieses Mini-

malpolynom stimmt bis auf das Vorzeichen mit dem charakteristischen Polynom der
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Matriz A'(q) (beziiglich der Basis Nn der Schar L) diberein. Im Falle ap,=o0

hat man

(I _ a;;y)"ih,v durch q‘(jh,v‘l)‘
zu erselzen. Fiir r > 1 und bei festem h entsprechen die Dirichletrethen (25) ent-
weder simtlich ganzen Spitzenformen oder s@mtlich Linearkombinationen der Eisen-
steinreihen {N, — r}.

Wenn N mit einer Primzahlpotenz ¢® identisch ist, so gilt fiir ¢ ==¢% der
Satz 18, fir ¢ = ¢! das Hauptachsentheorem. Die lincare Aquivalenz der in
K IIT verwendeten Funktionen

wy(u, @) =u"1(1 —au)"" (a0 oder =0, 1 <v=1Fk)

zu den hier fiir a +=0 verwendeten (I —au)"*(1 <v <#%) wird mit Hilfe der
binomischen Formel durch die Gleichungen
wy(u, @) =e'"" (1 —(1 —ew) {1 —au)"

(¢ + o)

(1—eu)y"=0—au+anu)~{1 —au)*

bewirkt. Dass sich, wie eingangs behauptet wurde, jede der Funktionen
Dn(s) =1t Wi(s)R(s, ¢, 0n)

aus Satz 14 von einer Dirichletreihe, die einer Modulform der Schar € ent-
spricht, um eine nicht identisch verschwindende elementare Funktion von s als
Faktor unterscheidet, geht unmittelbar aus dem Zusammenhang hervor.

Uber die Natur der Eigenwerte e, ist nur im Falle einer Primzahlstufe
N =q = 3 niheres bekannt (vgl. die Sitze iiber den Haupttypus und den reellen
Nebentypus in AQF, pp. 96, 112). Wir beweisen hier den im Hinblick auf.die

Disjunktion @, = 0 bzw. a5, =0 wichtigen

Satz 19. Im Falle einer ungeraden Primzahlstufe N = q treten fiir t=q
nur von Null verschiedene Eigenwerte an, auf (1 S h=d, 1 = v = g»), hier existiert
also stets eine Basis der Schar M, von der Gestalt (23). ;

Zum Beweise zeigen wir, dass der Operator Ty umkehrbar ist, d. h. dass eine
Form f(7) vom Teiler t =¢q und vom Charakter ¢ identisch verschwinden muss,
wenn f(r)| T{ identisch verschwindet. Nach AQF (34) (58) geniigen die Opera-

toren T, und
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i) we s (=)

m mod ¢
den Relationen

(26) To=(—1yg¢ ' HW, Wi=(—1yq¢+yW,

wo y=y(e) einen skalaren Faktor bezeichnet. Wir setzen g(z) (z)| H und
erhalten

(27) ST = (=1 g~tg()| W.

Aus f(1)| Te= o folgt nach (27): ¢g(z)] W= o0 und daraus nach der zweiten Glei-
chung (26)

(—1yqg(t)=g@)| W2 —yg@)| W=o,

also, da H umkehrbar ist, f(z)=o0, q. e. d.

Das Analogen des hiermit bewiesenen Satzes trifft fiir die Stufe N = ¢°
(¢ Primzahl = 3) nach T, II, Satz 435 a bereits nicht mehr allgemein zu. Ich habe
daher nach einem Beweise des Analogons fiir die Stufe N = ¢® nicht gesucht.

b. Es bezeichne ¢ die Anzahl der Spitzen, p; das Geschlecht eines Funda-
mentalbereichs der Gruppe I'(8), us den Index von T'(8) in I'(1) (diese letzteren

als Substitutionsgruppen verstanden). Nach der klassischen Theorie gilt

u o
(28) Os == 24, T§:p8_1+;8=161 Ps = 5.

Wir bedienen uns der folgenden Thetareihen': Es seit N gerade, h ganz,

im2 %
(29) (¢, b, N)= D ¢ ‘, 9z, by, N)y= D) me P,
m=h (N) m==h (N)
Wird zusammenfassend
iz h, N)= m* enim N (A=o0, 1)

m=h (N)

geschrieben, so bestehen die folgenden Formeln:

(30) a. dilr, —h, N)=(—109alr, h, N),

! H. PETERssoN, Uber die Berechhung der Skalarprodukte ganzer Modulformen, erscheint
in den Commentarii mathematici Helvetici.
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-1 .
i e N

b
(31) b Su(St,h N)=(cv + d)iric s (d ), X 9u(e. ah. N);

dabei ist S= (a b) <T(1),c¢==0(mod 2 N), —sxr < arg (¢cz + d) = + 7 und (k)

cd J
das Legendre-Jacobische Restsymbol, das aus dem iiblichen Symbol dieser Art

durch
. . sgn j—1 sgn k-1
Y Ny L — 1 i) 4 o) _
().~ ()= k=it () =
hervorgeht.
(32) ¢. 9i(Lz, b, N)= (3) (yz + 8)4+2 9, (z, h, N)
(a8 _ {10 .
(L - (7 6) = (o 1) {(mod 2N))
Dass Ji(r, h, N) eine ganze Modulform von der Dimension — } — 4, zur

Grappe I'(2 N) und zum Multiplikatorsystem »y(L) = (g) darstellt, Lisst sich nach
Fussnote ', p. 215 derjenigen allgemeinen Transformationsformel entnehmen,
welche fiir beliebiges .S aus I'(1) die lineare Darstellung von 4;(Sz, h, N) durch die
J:(z, », N) (v mod N) vermittelt. Eine Modulform der genannten Art kennzeichnen
wir im eingangs verabredeten Sinne durch das Symbol {I'(2N), —} — 4, vs}.
Zur Gruppe 1'(8)(N ==4) entspringen aus diesem Ansatz fiinf linear unab-
hingige ganze Modulformen {I'(8), — 4,25} und eine nicht identisch verschwin-

dende ganze Spitzenform {I'(8), — ¥, va}. Es sind dies

(33) ‘9'0(1’ o, 4)7 ‘90 (1’-7 I, 4)) ‘9'0 (7:) 2, 4)7 ’90 (’I, 0O, 2)7 19‘0 (17 I 2) ({I‘ 8) — %7 'L‘:}}),

P N

(34) Sl =Vaw=c" [l (—emmp  (0E), —1 )
m==1
Die finf Funktionen (33) erweisen sich durch eine Betrachtung ibrer Fourier-
koeffizienten als linear unabhiingig; &,(7, 1, 4) verschwindet in allen Spitzen.
Daher erhilt man ein volles System linear unabhiingiger ganzer Spitzenformen
{8, — 2} in den fiinf Funktionen
( ) (.)4 (T! h) = '(}0 (T> l’y 4) l(}] (7'-) I, 4) (h =0, I, 2)»
35
O,(t, h) = Iy (7, h, 2) 9, (7, 1, 4) (h =0, 1).
Zur Zerlegung der Schar G von der Stufe 8 in Teilscharen von festem

Teiler und Charakter iiberzeugt man sich zuniichst davon, dass bereits jede der
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Funktionen (35) zu einem Teiler ¢ der Stufe 8 gehort: Es ist =1 fiir alle
diese Funktionen mit Ausnahme von @,(z, 1), wo ¢t=2 ist. Aus (30) und (31)
folgt ferner, dass jede der Funktionen (35) auch normiert ist: Nach (30) wird
fiir ungerades »’

n'—1

‘9'1 (Ty n‘,: 4) = (_- 1)72 19'l ('E 1, 4)
und daher mit N =4, nn’ =1 (8) nach (31)

n—1 n'—1

O,(t, )|Ru=(—1)% (—1) 2 O,(r, h)= O,(z, ) (h=o0,1,z2, 0 2 =1).

Also gehéren die O,(z, h)(h =0, 1, 2) zum Hauptcharakter mod 8. Analog er-
gibt sich nach (30), (31)

O,(z, h)| R, = (72—1) O,(, h) (h=o0, 1, (n, 2)=1).
Diese Formeln zeigen, dass die Schar €} der Stufe 8 in drei abgeschlossene

Teilscharen &,, &,, &, direkt zerlegt werden kann. Basisfunktionen, Riinge,
Teiler und Charaktere der einzelnen Scharen finden sich in der folgenden Tabelle.

Tabelle.
Schar Basisfunktionen Rang Teiler Charakter
&, 0,(z, 0), O,(z, 2) 2 | I 1
S, 6, (7, 1) 1 2 1
S, | O,z 0), 6, 1) 2 1 (3)

Nach der allgemeinen Theorie (Tn II und K II} gilt in jeder dieser Scharen
G;(j =1, 2, 3) das Hauptachsentheorem, es gibt also in jedem &;(j =1, 2, 3)
eine bis auf konstante Faktoren und die Reihenfolge eindeutig bestimmte Basis,
die aus lauter Eigenfunktionen aller 7, (#, 2)= 1) besteht. Zur rechnerischen
Bestimmung dieser Basen bedienen wir uns der folgenden allgemeinen Zusam-
menhiinge :

Es sei (in den eingangs verabredeten Bezeichnungen) & < {N, — »} eine be-
liebige abgeschlossene Schar, es gehore € zum Teiler ¢ und zum Charakter e.
Man verstehe unter
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27 L N
(36 a0 = (9,6, @0 - gl = D) b («=F)

(m, t,)=1

einen Basisvektor iiber © (was bedeute, dass die Formen ¢; (1 = j = u) eine Basis
von & bilden); alle Vektoren werden bei der rechnerischen Verkniipfung nach
dem Matrizenkalkiil als Spalten behandelt. Mit

0@ Tu="{.., ;@] Tm, ...} = 4" (m)a(z), bu=1{bim), bom; . - -, bum}
gilt nach T,1I (18)
&

(37) A'(m) =D bynBY, B =(8) konstant (j, k=1, 2, ..., n)

1
Bezeichnet by, , by, , . - ., b, irgend ein System linear unabhiingiger b it (my, ¢) =1,

mr = 1, so folgt aus (37) fiir passende skalare Cé,v), Cmi'

[l u
B" = 2 Cé” At(my), A'(m)= Z emy At (my).
e=1 i=1
Daher wird

u
(38) Ty = 2 ems Tt (my) ' (m, tp =1, m > 0);
=1

wenn also die Funktion f< © Eigenfunktion aller T%(m;)(1 = ¢ = u) ist, so ist
sie bereits Eigenfunktion aller T'! (m = 1).

Wir setzen nun
mt

(30) a@|Th= 3 e (k t)=1, k= 1)
{m, 1)=1
u
und schreiben eine zunichst beliebige Funktion f= Z§j @; (& konstant) aus ©
j=1
in der Gestalt
’ , 27 2°
(40) f@=raq@= D r'bune &
(m, t,)=1
=1{§,&, ..., )}, £ die Transponierte von ).
t=1{&, 8 £, t die Transponiert )

Dass f Eigenfunktion aller Tf(k = 1) zu dem Eigenwertsystem w (k) sei, besagt
nach (38), (39), (40)

ST m) = w(mi)f, ¥ (@] T'm) = w(m)z'q

2' f)g‘"i) = w (m,-) Z’ b (m, t)=1,1=i=< ;t)



Lineare Zerlegung von Dirichletreihen in Eulersche Produkte. 219

und demgemiss, weil zwei Formen aus & bereits dann miteinander iiberein-
stimmen, wenn ihre Koeffizienten in den (36) entsprechenden Fourierentwick-

lungen fiir m = m; (1 < k < u) zusammenfallen:
(41) ¥ b = (m)y b, k=120

Von diesen Gleichungen (41) steht fest, dass sie, falls in & das Haupt-
achsentheorem gilt, genau u linear unabhingige Liosungsvektoren r besitzen, und
dass zu jedem dieser r ein und nur ein mit ihm durch (41) verkniipftes System
w (m;) (1 =7 < u) gehort.

Die rechnerische Auflésung der Gleichungen (41) fiir die in der Tabelle
genannten Basen der Scharen ©;(j =1, 2, 3) bereitet keine Schwierigkeiten. Als
Eigenfunktionen aller T, ((n, 2) = 1) ergeben sich die folgenden Modulformen:

S,: @i (7) = 0,(, 0) + O,(z, 2), @15 () = 0,(7, 0) — O, (s, 2);
(42) G, Ps1 (77) =0, (z, I)?
Sy: @a (7) = Oy(x, 0) + 7 0, (z, 1), Ps2 (z) = 0,(z, 0) — 7 Oy (1, 1).

Die Koeffizienten bjc(m) ihrer Fourierentwicklungen

miz
i

gl = X balme T (t=1,2,1 fiir j=1,2,3)
m=1 '
(m, 2)=1

sind auf Grund von (29), (35), (42) der folgenden Zusammenstellung zu entnehmen:

e R et

~ ag (m) — ays(m)
by, (m) = ay, (2m), (m = 1),
O | IR st B

und hier gilt mit ganzrationalen v, »’

an(m)= D, v (h=0,1,2), amim)= > v (h=o,1).
V249’ 2=m 124292 ‘
v=1, v'=h (4) v=1(4), v'=h (2)

Aus diesen Formeln folgt zunichst
bp()=1(=1k=12;j=2k=1;j=3,k=1,2);

daher gilt fiir die hier genannten Indexpaare j,
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Dis, gy =1t—]] (I bielp) | ﬂm)_l,

p>2

— L L 2s

p8 p-

wo t=1 fir j=1 und j=3, t=2 fir j=2, e(p)=1 fiir j=1 und j = 2,

= (2) =

In den Fillen j=1, 2 besteht das Analogon der Ramanujanschen Ver-
mutung in der Behauptung, dass das quadratische Polynom 2% — bjr(p)z + p
keine reelle Nullstelle aufweist, d. h. dass

ijk(p)l<2Vj3(j=1,k=1,2;j=2,k=1)

fiir alle ungeraden Primzahlen p zutrifft. Im Falle j = 1 handelt es sich um
eine Abschitzung von |a,(p)|(p =1 (mod 8) und von |a(p)|(p =5 (mod 8)).
Die Anzahl aller Darstellungen der Primzahl p = 1 (mod 4) als Summe von zwei
Quadraten hat bei der iiblichen Zihlung den Wert 8. Schreibt man p = »* + »'%,

. —1
so muss » oder »' ungerade ausfallen. Es sei etwa » ungerade, also W'EPT(IDOd 4).

Indem man durch passende Wahl des Vorzeichens von » erreicht, dass » =1 (4)
wird, und die damit bestimmte Reihenfolge von », ' beibehiilt, legt man die
Darstellungen von p in der Gestalt »* + +'% bis auf das Vorzeichen von +" vollig
fest. So ergibt sich fiir k=1, 2

lap(p)|=2|v|=2Vp—»*=<2Vp—16,

l“42(p)|=zl”l=21/p_"’2§2VP—4,

by P22 =6 (1= a8l el =2Vp 4 (p= s (o 8)
43
bir(p)=0 (p=3(mody), k=1, 2.

Im Falle j =2 handelt es sich um die Darstellungen von 2p als Summe
von zwei Quadraten, wo p eine Primzahl =1 (mod 4) angibt. In jeder Dar-
stellung 2p =19 + »'® sind die ganzrationalen », » ungerade und ihre Betrige
voneinander verschieden. Durch die Vorschrift » =+ = 1 (mod 4) werden sie bis
auf die Reihenfolge eindeutig fixiert. Mithin gilt

an(2p)l=0+V)2P=202+2)—(r—v)2=4p—(—¥)*<4p— 16,

(44) 11D =2Vp—4 (p=1(mod g), by (p)=0 (p= 3 (mod 4).
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Sei schliesslich j=3. Dann ist b3:(p) nicht immer reell, es gilt aber
bsr (p) =V e (p) bsx (p) mit reellen b3x(p) (p eine ungerade Primzahl, Ve (p) positiv
oder positiv-imaginir). Das Analogon der Ramanujanschen Vermutung fiir die
Bulerprodukte D (s, @sr)(k = 1, 2) bezieht sich auf das aus 2* — bsx(p)z + ¢(p)p
durch die Substitution z= V¢ (p) 2z’ entstehende Polynom &(p) (¢’ — bsx(p) 2" + p)
und besagt hier gleichfalls, dass das letztere Polynom in der Variabeln 2’
keine reelle Nullstelle besitzt. Dies bedeutet das Bestehen der Ungleichung

|bse(p)| < 2Vp fir alle ungeraden Primzahlen p und % = 1, 2; dabei brauchen
nur die p=1 und die p = 3 (mod 8) in Betracht gezogen zu werden.

Da das Hauptideal (p) im imaginir-quadratischen Zahlkérper R(V—=2) in
zwei verschiedene Primideale (), («')(m, n° < R(V — 2)) zerfillt, lisst sich p auf
genau vier Arten in der Gestalt »* + 24’2 mit ganzrationalen », +* darstellep, und
fiir genau zwei dieser Darstellungen gilt » = 1 (mod 4). Hier ist » durch p ein-

deutig, v durch p bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt. Daraus folgt
an(p) =27 an(p)=4v"=2ap— 8"

» [bsx(p)|=2Vp—8 (p=1mod8), |bu(p)l=2Vp—2 (p=3mod8),
45
bsr(p) =0 (p=5 und p=7(mod 8), k=1, 2.
Damit sind die Analoga der Ramanujanschen Vermutung fiir die simt-
lichen (fiinf) Eulerprodukte, die ganzen Spitzenformen von der Stufe 8 und der
Dimension — 2 entsprechen, bewiesen.



