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I n t r o d u c t i o n  

Ce mdmoirc est consacr6 h l '5tude des t)ropridtds <l'une <,application rdgulibre,> 

/ (lc V (lans W ((16finition 2.l  w 2);  une te|lc apt)lication est, en patti(relier, un 

hom6om()rphismc au voisinage (le tous les points (|e V sauf ceux d ' u n  sous-complcxe 

d 'une  ~triangul,~tion r6gulibre>> (D) dc V (d6finition 1.4 w 1). Nos ( |Smonstrat ions t 

ndcessitcnt l 'examen trbs (16taill6 d ' u n  champ bary( .cntr iquc dc vecteurs  tangents  ?~ V, 

lc lcctcur ~ur,~ (l~)nc avantagc  ,~ |)rcndre (l'~tbord commissancc des r6sultats,  c'est-~'t- 

dire des formules du thdordme I I  (w 1.q). 

Ces formules s 'a l )parentcnt  i~ ht formulc (Ic Gauss-Bommt pour  n (limensi(~ns ct 

h une f<)rmule <le Chcrn, cllcs s 'y  r am6ncn t  (lans le (..as oh / se rd(Iuit s un  homd<)- 

morphisme. Ahlfors avai t  en 1937 2 in t rodui t  la formulc de Gauss-B<mnet pour  

lcs surfaces dans unc <lgm(>nstration du  dcuxiSme th6<)rbme <lc Ncvan l inna .  ] ' lus tard 

Allcndocrfcr ct A. Wcil a ont  6tabli  la g6ndralisation <lc l~ formule (lc Gauss- 

Bonne t  aux varigtds t>olybdralcs 's n dimensions  avec bords et ensui tc  Chern4 a 

in(|iqu6 une autrc  mdthode 6 t ro i tement  rcli6c ~L la thdorie (It la transgression. ])ans 

notre  ggnSralisati<)n des mdth<>dcs d 'Ahlfors aux appl icat ions rdgulibrcs des varigtds 

's n dimensions,  la formulc de Gauss-Bonnet ,  sous sa formc ainsi gdngralis6c, cont inue  

h jouer un  r61e fondamenta l .  

1 Pour fat[liter la lecture de ce m6moire nous avons 6tabli un indoxe des notations utilis6es. 
Par ailleurs, s(~lon l'usage, ](~s chiffres cntre crochets renvoient k la notice bibliographiquc. 

2 Am=FORS [2]. 
3 C. t~..~ILLENDOERFER et A. WF, IL [3]. 
4 CnERN [4] et, [5]. 
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En fair c 'est  de la mdthode mSme de Chern que nous nous servons pour  dd- 

montrer  directement  nos formules :  elle nous permet  de supprimer toute  considdration 

m6trique. Nos outils pr incipaux sont les formes diffdrentielles I1, D - - d I I  et L) o 

de Chern (voir w 18), f~0 6tant  ddfini sur W, ~ et II  sur l 'espace fibr6 ~9 des vec- 

teurs non ~tzls taugents  ~, W. Chern a montr6 que la formule de Gauss-Bomber 

gdndralis6e pouvai t  5tre obtenue par  application convenable de la formule de Stokes 

~ et - I I .  Nous appliquons ici la formule de Stokes non pas 'g t2 et - H  mais  

aux formes g~* et - II* images transpos6es de celles-ci par  l 'applicat ion ] (application 

/ 6tendue aux vecteurs tangents  ~ V); ce sont des formes ddfinies sur ~{s = /  1(~.~). 

Considdrons, par  exemple notre formule (19.4) du thdor6me I I  relative s une 

sous-vari6t6 compacte  C h n dimensions, transversa]e pour  la t r iangulat ion (D); elle 

s'dcrit : 

(1) f t2 -- f - l [*  +z,(c'). 
c ,ti + (c )  

Comi)art)ns-la h la formule tle Gauss-Bomlct  gdn6ralisde sous la forme indiqudc par  

1 ~ Chern:  pour  la courbure tot~le, 110 est remplac6 par  rio =/*(t2o);  2 ~ l ' intdgra|e 

qui g6ndralise cello de Ia courbure gdoddsique est celle de - [ l *  sur uric sous-varidtd 

t~ n -  1 <linwtlsi()ns (le Vs qui cst le relbvement flu 1)oral () <le ( '  liar un champ (le 

vectcurs  spdciaux sor tants ;  3 ~ la caractdristique Z d 'Euler-Poincar6  cst remplac6e 

liar la caractdristiquc Zr (d6finition 19.1 w 19) qui se r6duit h Z si [ e s t  un hom6o- 

mori)hismc ct <tui en poss&lc certaiucs ]>ropridtds; en l)articulicr clle licut se (ldfinir 

I>ar ] ' intcrmddiaire tie ]a t r iangulat ion (D) ca simplexes (reverts D~, chacm~ d 'cux  

dtant  affect6 tl 'un coefficient 6gal non plus il t - l )  k mais ;t ( - 1 ) ~ m ( D ~ ) ,  m(D~) 

dtant  ]e degr6 tol)oh}gique (le / qui est le m6me en tous les points  (lc D~. 

Nous ne nous sommes servis, (lans ce travail  ttue d ' un  corolla]re tic notre thdo- 

r6me I (w 16): malt  nous nous servirons du thdorbmc lui-m6me clans un prochain rod- 

moire qui envisagera le cas oh / conserve une s tructure presque-complexe des varidt6s 

V et W; nous tldfinirons ah)rs, le long de certaines sous-vari6tds tie V, tics champs  

de syst~,mes de r vccteurs lindairement inddpendants  au point  de vue complcxe te[s 

qu'ils ont  6t6 6tudids par  Chern 1 et nous 6tablirons, pour  certaines sous-vari6tds de 

V qui ont une s t ructure  presque complexe et la dimension r6elle 2 p =  n - 2 r +  2, des 

formules analogues s eelles du th6or~me I I ,  les formes ~ et YI 6tant  remplac6es par  

les formes ~ et l] ,  de Chern 1 et la caractdristique xr(C) par  une caractdristique 

CX~RS [6]. 
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z I ( V ,  C) qui, lorsque [ e s t  un homdomorph i sme  et  C une varidt6 eompacte ,  est  dgal 

l ' in tdgrale ,  sur  / (C)  de ~]~. 

Ce mdmoire  est  formd des deux  premiers  chap i t res  (te m a  th~se soutenue  ~ la 

Facu] td  des Sciences de Par i s  sous le t i t r e :  ( (Formules appa ren tdes  's celles de Gauss- 

Bonne t  et  de Nevan l inna -Ahl fo r s  pour  cer ta ines  app l i ca t ions  d ' u n e  varidt6 h n d imen-  

sions dans  une autre.)) Cet te  th5se comprena i t  un t rois ibme chap i t r e  qui  sera  publ id  

au Bul le t in  de la Socidtd Ma thdma t ique  de F rance1 ;  nous y gdndral isons h cer ta ines  

catdgories  d ' app l i ca t i ons  rdgulibres des propr id tds  a s v m p t o t i q u e s  re la t ives  aux  ddfi- 

ciences de cer ta ins  po in ts  ou sous-var id tds  de l ' espace  image ;  nous nous inspi rons  

des mdthodes  de topologie  utl isdes pa r  Ahlfors  2 mais  nous n ' d tud ions  pas  le cas des 

app l i ca t ions  ana ]y t iques  complexes,  nous  ne donnons  pas  de gdndra l i sa t ion  (le la 

thdorie  de Nevan l inna  comme l 'on  fait ,  en par t icu l ie r ,  H. e t  J .  W e y l  a puis  W. Stoll  ~. 

J e  t iens h expr imer  ici m a  reconnaissance  h Monsieur  Val i ron sans les encourage-  

men t s  duqucl  je n ' au ra i s  pas  entreI)r is  ce t r ava i l  et  h Monsieur  Lichn(~rowicz qui a 

bien voulu s 'y  intdresser  et  me faire prof i te r  de scs couscils. 

C H A P I T R E  I 

Applications r~guli~res 

I 

D ~ f i n i t i o n s  

w 1. Triangulation r~guli~re d'une variSt~ diff~rentiable 

Soit  V une vari~t~ s n d imens ions  (n > 1), de classe C 2 (e'est-,~-dire deux  fois con- 

t i n u e m e n t  diff~rentiable) ,  o r ien tab le  et  orient~e. V est  compacte ,  avec ou sans bords.  5 

D6finit ion 1.1. Soit  ~v un hom~omorph i sme  de elasse Ck en t re  deux vari~t~s de 

elasse Ck; si aucune  hypoth~se  de diff6rent iabi l i t~  n ' es t  ~aite s u r c f  ~, nous  d i rons  

que ~ est  un homdomorphisme unidi//grentiable (de classe Ck). Si, au coutra i re ,  c f t  est  

1 M.-H. SCHWAI~TZ [9]. 

$ 2~kHLFORS [l]. 
3 :H. et J. WEYL [12]. 
4 W.  SWELL [ I ] ]. 

Nous appellerons intt~rieur (resp. bord) d'une variSt5 U de dimension p, l'onsemble des points 
de U tels que chacun admette, dans U, un voisinage hom("omorphe h R p (resp. au demi-espace eu- 
clidion, fermi, de dimension p). 

13-  533807. Acts Mathematics. 91. Iml)rim~ le 28 octol)rc 1954. 
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suppos6 diff6rentiable (il s 'ensuit  alors qu'il  est de classe Ck), cf sera appel6 homdo- 

morphisme bidi//drentiable (de classe Ck). 

D6[inition 1.2. Dans  ce travail  nous appellerons sous-varidtd de V tou t  sous- 

espace B de V qui, muni  de la topologie induite, est une vari6td topologique avec ou 

sans bord. Nous conviendrons d 'appeler  interieur /~ de B l ' int6rieur ~ de cette vari6t6. 

Dans  les cas que nous avons  ~ consid6rer l 'adh6rence ]~ de B dans V sera 

aussi, pour la topologie induite, une varidtd topologique et c 'est  au bord de cette 

variSt6-1s que nous r6serverons la nota t ion  /~ ou /~. 

Une sous-vari6t6 de V sera dire sous-varidtd di/]drentiable de classe Ck si elle 

v~rifie la condit ion su ivante :  chaque point  z de B poss~'de un voisinage v ( z ) d a n s  V 

repr6sentable clans R ~ par  un hom6omorphisme bidiff6rentiable de (',Iasse Ck tel (tue, 

pour  zE]~, l ' image de BN v(z) soit un espace euclidien R ' ~ R  ~ et que, pour z c / ~ ,  

l ' image de B N v(z) soit un demi-espace euclidien form6. 

D~Iinition 1.3. Une trianguhltion topologique (D) dc V e s t  ddfinie par la donndc 

(l 'un complcxc simplicial euclidicn (D) 2 et d ' un  hom6omorphismc 7 ~ de (D) sur V. 

11 s 'ensuit  (tue (/*)) est n6cessaircment une vari6t6 top()logi(tue ~ .  

Nous at)i)ellerons simt)lcxe ferm6 f)k dc (f)) un des simplcxcs dont  l 'cnscmble 

d6finit (D), le termc de simplcxe ou simplexe ouvcr t  6rant  rdserv6 s l ' int6ricur /)~ 

(Ic ] ~  (l 'int6rieur 6rant pris dans le sons t)rdc6dcmmcnt (15fini). k est la dimension 

du simplexe ct i cst un in(lice dc num6rota t ion  (lUC nous supprimcrons (tuand il n ' y  

aura pas ambiguit6.  Nous utiliserons les nota t ions  correspondantcs  pour  le complexe 

(D), on aura  D~=go(D~ ). 

i'ensemble des D~ ]orme une partition de ?. Nous dSsigncrons par  ~ = b~(~)  

celui qui contient  un point  ~ de ~. De mSme D~(x) sera le simplexe topologique 

(le (D) contenant  un point  x de V. 

1)~finition 1.4. Une triangulation (D) de V sera dire rdguli~re si elle est l'image 

d'un complexe simplicial euclidien (]~) par un homgomorphisme q~ conservant la structure 

de complexe et vdri/iant lea conditions suivantes: 

(T R)I la restriction de q~ ~ tout simplexe [ermd D~ de (D) est un homdomorphisme 

unidi//drentiable de classe C 2 de D~ sur D~. Cela signifie que cette restriction peut  

I Voir note 5, p. 191. 
2 Pour la dSfinition d'un complexe simplicial euclidien ou g~om~trique voir LEFSCHETZ [7] p. 96. 
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~tre prolong6e dans un voisinage ouvert de _~ dans la vari6t5 lin6aire ~ /c dimen- 

sions qui le contient, par un hom(~omorphisme unidiffdrentiable de classe C~ de ce 

voisinage sur une sous-vari(it6 diffdrentiable de V. 

(T R)e La restriction de q~ ~ tout simplexe ouvert D~ de (lO) est un homdomorphisme 

bidi[[drentiable de classe C~, de JD~ sur la sous-varidtd di//drentiable D~ de V. ~ 

Nous appellerous complexe rdgulier dans V tout  sous-complexe d 'une triangulation 

rdguli~re. 

Remarque 1.1. Les triangulations topologiques compreunent  donc comme cas 

particulier les triangulations rdguli6res qui, elles-m6mes, comprennent comme cas 

particulier les triangulations diff6rentiables de classe C2; celles-ci sont, en effet carac- 

t~risdes par le fait  que of, restreint g toute cellule ferm~e, est un hom4omorphisme 

bidiffSrentiable (dans le sens ddfini s proI)os de la condition (TR)I).  

D~finition 1.5. Vecteurs spdciaux. Un vecteur spdcial pour (D) est un vecteur 

non nul d'origiue ~ E ~? et situs dans la varlet5 linSaire ~ k dimensions d~finie par  D, (x). 

Un vecteur spScial pour (D) est un vecteur non nul d'origine x E V et tangent 

,a D ,  ~ (x) .  

Espaces de vecteurs tangents.~ Soit ~ t 'espacc fibr5 des vecteurs non nuls tangents 

h V, soit ~ ( B )  la restriction de ~ s un ensemble B ~  V; ~(x)  sera donc une fibre. 

Nous d6signerons par ~ la fibre type, identi(tue tt R ~ trou5 h l 'origine; le groupe 

des automorphismes (le ~ sera le groupe lindaire. Soit ~* l 'espace (le tous les vcc- 

tcurs, nuls ()u n()n, tangents ~ V. 

Soient ~ c  ~ l'cspace des vecteurs spdciaux pour (D) et ~+ c ~ l 'espace des 

vecteurs sp6ciaux pour (D) ou nuls. 

Soient ~ ,  l 'espace des vecteurs sp(;ciaux pour (/~) et ~ :  l 'cspace des vecteurs 

sp6ciaux pour (b) ou nuls et ayant  leur originc dans I ?. 

Propri4t~ 1.1. Les sous-varidt~s ~s + (D~), ~s (b~), ~+ (D~) et ~ ( D ~ ) ,  sont diff~- 

rentiables de classe C1, sans borda et de dimension 2k. 

Extension de ~ et q~ aux vecteurs spdciaux ou nuls, 

La restriction de r ~ D~ 6tant, d'apr6s (TR)2, un hom6omorphisme bidiff6ren- 

tiable de elasse C 2, d6finit une application relative aux vecteurs tangents;  cette ap- 

1 Nous aurions pu remplacer (T R)2 par la condition suivante: La restriction de r k f)~ est, en 
tout point, de rang k. En effet, (TR)z r~sulte de cette condition et de (TR h par le th~or~me des 
fonctions implicites. 
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plication est un homdomorphisme bidifferentiable de classe C~ (le ~+  ( / )~)sur  ~+ (D~) 

dans lequel les vecteurs nuls se correspondent.  L 'ensemble de ces applications lindaires 

9, ~ + angentes pour  tons les /)~ d6finit un hom6omorphisme ~ de ~+  sur ~,~ , on a done : 

et : 

Propri~t~ 1.2. L'homt~omorphisme c~ est unidiffdrentiable de classc C~ (~par sim- 

plexe ferm(~>, c'est-h-dire dans ~+  ( /~) ,  et bidiffdrentiable de classe C~ ((par simplexe 

ouvcr t , ,  c 'est-s dans ~+ (/)~). 

])~l'inition 1.6. Applicat ion re ct  7~. 

(resp..Q) est l 'applicat ion de ~+  sur V (resp. ~$  sur 12) (lui, '~ chaque vecteur  

dldment de ~+  (resp. ~+),  fait correspon(lre son origine. 

w 2. Appl icat ion r~guli/~re d 'une  vari~t~ diff~rentiable dans  u n e  autre.  

Soit W une vari6t6 diff6rentiable (te classe 0 2 ~ n dimensions orientable et 

oricntSe, sans bords. ( W e s t  compacte  ou non compacte.)  

Dtfini | ion 2.1. Une application / de V dans W sera dite r(quli~re si elle saris/air 

aux deux conditions suivantes: 

(A R)I ] e s t  de classe C 2 (2 lois continuement di/ldrentiable) ; 

(,4 R)2 il existe une triangulation rdguli~re (D) de V telle que la restriction de 

to,it simpb, xe ouvert D~ de (D) soit nu homdomorphisme bidi//dr~'ntir~ble de cblsse ('.z 

de D~ sur n't~c sous-wlridtd di//drentiable A~ de W. I 

Extension de [ atlx vecteurs spdciaux pour (D) ou nuls. 

Soient ~9 ~ l 'espace de tous Ics vecteurs tangents  's W e t  ~2~ l 'cspace de tous los 

vecteurs non nuls tangents  s W;  la fibre type  pour  ce dcrnicr espace fibrd est encore 

et le groupe s t ructural  est encore le groupe lindaire. Nous ddsignerons encore par  

l 'application canonique de ~ sur W qui ~ chaque vecteur fair correspondre son 

origine. 

La restriction de f ~ D~ 5tant ,  (t'hpr~s (A R)2, un hom~omorphisme bidiffdren- 

tiable de classe C,2 de D~ sur A~, dSfinit une application des vecteurs t angents :  

celle-ci est un homSomorphisme bidiffdrentiable de classc C 1 de 9~ + (D~) dans la vari6td 

x Nous aurions pu reml)lacer (A I)~)2 par la condition suivante: La restriction de ] h D~ est, en 
tout point (t0 rang k. En effet, (A R)~ r6sulte de cette condition et do (A R)I par le th6or~me des 
fonctions implicites. 
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des vec teurs  t angen t s  s A~, dans  lequel les vec teurs  nuls  se cor respondent .  L 'en-  

semble  de ccs app l i ca t ions  t)our t o u s l e s  D~ ddfini t  une app l i ca t ion  [ de ~+  dans  

~i3+; on a :  

Propri6t6 2.1. L ' app l i e a t i on  [ (le ~I~ + dans  ~3 + est  d i f fdrent iable  de classe C 1 sa 

res t r ic t ion  ~ ehaque ~).~+ (D~) est  un homdomorph i sme  b id i f fdrent iab le  Chsse  C 1. 

Application [ocf et /095. Nous emploierons  les no t a t i ons  du  w 1 pout" d6finir la  

t r i angu la t ion  rdguli6re (D). L ' a p p l i c a t i o n  /oq~ (le ]~ dans  W poss6de routes  les pro-  

pridtds que nous avons  signalSes pour  / ~ ce|~ pN~s qu 'el le  n ' e s t  d i f f6rent iable  que pa r  

9 ,~* dans  s implexes  fermds / ~ .  De m6me ~095 est  une appl ica t ion  cont inue  (le l ' espace  ~o~ 

~)3 + telle que :  

Propri6t6 2.2. Toute  app l i ca t ion  rdgulibre es t  diserbte (c'est- '~-dire que l'im,~ge 

rdeiproque de tou t  po in t  de W est  un ensemble  diseret) .1 Ce]a rdsul te  du  fa i t  que 

1)~ qui cont iennent  ehaeun au  p lus  une image rd(~i<lr<~que (le ~ E IV ~ont  en hombre  

h)calement  fini. 

Remarque  2.1. Une apl) l iea t ion rdguliSre ne conserve ndeessa i rement  la s t rue tm'e  

t r iangulde  ni g loba lemcnt  ni mSme loealcment .  ~ Nous  le mont rc rons  pa r  l 'exeml)]e 

su ivan t  : 

Example  2.1. Soient  V, V1, V., et  W qua t re  esi)aees R a de coordonndcs respee- 

t i r e s  x, y, z; x~, y~, z~: x~, y.,, z.,: e t  ~e, ~, ~. So ien t  [~, [2 [ a l e s  appl iea t i (ms  ddfinies 

r e spec t ivemen t  pa r  les t ro is  sys tbmes  su ivan t s  d ' d q u a t i o n s :  

pour  ]1:  x t : = : x ;  Yl=:Y"-z"; z l = 2 Y Z  

l Y',::Yt pour  x l ~ 0  ou x l ~ -  

pour  /z: x 2 = x l  ; 1 ; z2- -z l  
Y2 ::  !11 -[- x2 sill ~ - p o u r  -- 7t _< x I ~ 0 

x 1 
2 "~ 

pour  /3: ~ = x 2 - Y ' ~ ;  ~ / :  2 x  2y2, ~=z2.  

/ = / o / 2 o / ~  est  une app l i ca t ion  r6guli~re de V dans  W. L ' ensemble  (D) t des 

po in ts  de V au vois inage desquels  / n ' es t  pas  un homdomorph i sme  est  la rdunion des  

1 Certaines applications non partout d6finies ou non discrbtes, en particulier des al)l)lications 
m6romorphes, peuvcnt devenir r6guli6res si l'on supprime de la varidt6 objet ccrtaines sous-varidtSs 
singuliSres; la partic restante V pcut avoir des nombres de Betti 61ev6s ou infinis. C'est pour(tuoi 
nous ne ferons pas d'hypoth~ses simplificatrices sur la connexion de notre varit~t6 V. 

2 Si V et 1V sent des varidt6s analytiques complexes et ] une application rdguli~re m6romorphe, 
la structure triangulde est conservdc localement. 
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trois droites 
y = z = O ;  x = y - z = O ;  x = y + z = O .  

On voit  a isdment  que son image (A) 1 est  la rdunion des deux droites ~ = ~ = 0  

et ~ = ~ = 0  et  de la courbe ddfinie par  le pa ram~t re  t (O_<t_ < �89 

~=t2 l - t  ~sin , ~] s i n ~ ,  ~=0,  

L'appl ica t ion  [ n 'es t  done pas simplieiale g loba lement ;  elle ne l 'es t  pas non plus 

loealement  au voisinage du point  x =  y=z=O,  ear, si pe t i t  que soit un voisinage v de 

ee point  darts V, [ ((D) L Cl v) eont iendra  une infinitd de points  mult iples,  le point  ~ = ~ = 
1 

= ~  = 0  et t o u s l e s  points  r l =  ~ = 0  et  ~ =k-zr pour  tous lea eutiers k > k  0(v). 

I I  

Champ b a r y c e n t r i q u e  r e l a t i f  h (D) 

w 3. D~finition et propri~t~s du champ barycentrique :~l 

D~finition 3.1. Compleze ([l) subdivision barycentrique de (D). 
Dans  chacuue des cellules [)~ de (/)) prenons un point  a rb i t ra i re  d'i; la d imen-  

sion v de / ~  sera appelde l ' indice simplicial du point  d~'. 

I1 existe une t r iangulat ion (d), subdivision de (D) a d m e t t a n t  pour  sommet s  les 

points  d'i et  aucun au t re ;  ses cellules d~ sont  des simplexes.  On peu t  l 'ob teui r  en 

f o r m a u t  success ivement  ses squelet tes  de dimensions croissantes.  

Deux  sommets  d 'un  m6me simplexe ferm6 ~ n 'on t  jamais  m6me indice simpli- 

cial, nous pourrons  donc les ordonner  par  indices s t r i c tement  croissants d"~ 

d" '=d~,  . . . ,  d"k =dk  et ordonncr  de la m6me mani6re les coordonn6es baryeent r iques ,  

t0, t'l, . . . ,  tk, par  r appor t  b. ees sommets ,  d ' un  point  ~ E~t k. L ' indice simplical  ~9 du 

s o m m e t  dj correspondent  & ~) sofa encore appel6 indiee simplicial  de 1~ coordtmude tj. 

A tou t  ~ E I  ? nous pour rons  associer une suite de n +  1 eoordonn6es,  t'~ 

fl  (2), . - . ,  f~ (~), d ' indices s impliciaux 0, 1, 2, . . . ,  n. Il  peu t  y avoir  plusieurs d~ con- 

t enan t  ~ mais  s'ils ont  uu s o m m e t  d ' indice simplicial  v la coordonnde barycen t r ique  

t' (x). de "2 relat ive ~ ce sommet  est tou jours  "' ^ 

1 Nous donnons  de ce champ la d6finition de WrttTHEY [13]; il est 6galement utilis6e par  ,ST~N- 

~OO [10] pp. 202--203. 
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' ___ , \  

% 

. .,,. ~ , , ~ . .  . . .  

Fig. 1, w 3. C h a m p  barycen t r iquc ,  n~= 2. 
^ 

5~ t~ia~glo ~0, ~o, do 
d~ triangle d?, d), a~ 
h o m o b o u l e s  bt ~ : 
g~ (d~) l)ointill~e 
1)s (dl) et  bE (d ~ = ~'~ (d~ hachurdes  su ivant  les rayons  des sous-6toiles ~'E 0J) 

Remarque 3 3 .  Si deux  s o m m e t s  dist incts  de mSme indice simplicial  v appar- 

t i ennent  respect ivement  ~, deux  s implexes  ferm6s de (4) qui cont iennent  ~, c'est que 

~"(~) = 0, posons:  

(3.1) ~q ('2) = ~q+l (~) ~ . . . .  + ~'n (~) 0 ~ q < n 

les points  du squeUette  de d imens ion  k de (b)  seront  caract6ris6s par: 

~k (3) = 0. 

Dfifinition 3.2. Le champ X (fig. I). Le champ barycentr ique X est ddfini en 

tout  point  ~ E 19 par le veeteur  

(3.2) X (~) = ~ ~" (3) ~" (3) ti ~ ti". 
O<v</J_<n 
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~3 

; Xq(x) 

'~ dt 

Fig. 2, w 3. Ddcomposition canonique du champ barycentrique, n = 3 ; k ffi 3 ; e = 1 

: t6trab(lre d o , d l, d 2, d s 
segment d ~ d 1 
segment d 2, d a 

Le remarquc  3.1 montre  que .~ (:~) est ddfini sans ambiguitd.  On peut  restrein(lre 

la (ldfinition s un simplcxe ferm6 quelconque (te ((~) con tenan t  ~, en part iculier  /~ 

l'adhdrenc:~ (le d~ (5). ]l en rdsulte que .~ (5) est (lans la vari6t6 lindaire d6finie par  

d~ (5) (lonc; /~ fortiori dans cclle (tui est (ldfinie par  [)~ (5); (l'ofi: 

Propri~t~s 3.1. 

a) ~: est un champ (le vecteurs sp~ciaux pour  les t r iangulat ions (D) et ((~) ; ~ est 

une application bi-univoque (le 19 dans ~ .  

b) Les zdros (le ~ sont  les sommets  de la t r iangulat ion (~); ce sont  les points  

(lont toutes  les coordonndes sont  nulles sauf une. 

c) L 'appl ica t ion X de 19 dans ~+  est, ~par simplexe fermd~), un homdmorphisme 

uni(tiffdrentiable et, (~par simplexe ouve r t , ,  un hom~omorphisme bidiffdrentiable. 

Ddcomposition du champ barycentrique relativement 4 la dimension ~ (fig. 2). 

Soit 0 _ < Q < n - 1 ;  ~ tou t  point  5s k , k > ~ ,  associons les points  ~ et ~ de a~ 

de la mani~re suivan~e en consid~rant les suites des n +  1 coordonn~es de chacun 

des points. Pour  1) les ~ § 1 premieres coordonndes sont  proportionnelles aux coor- 

donndes correspondantes  de 5, le r appor t  ~tant  1/[1-~(5)]=1/~q(5) et les n - ~  
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autres dtant nulles; pour ~ les ~ + 1 premieres coordonndes sont nulles et ]es n -~ )  

autres proportionnelles g celles de ~2 dans le rapport  1/ve(~). 

S o i t  (~1 le simplexe ferm6 d~termin6 par les sommets de ~ d'indiccs simplicieux 

-< e et ~ le simplexe ferm6 d6termin6 par les autrcs sommcts. On a ~j ~ ~ et ~ ~ ~ .  

~), ~ et ~ sont align6s et l'on a:  

.~ ~/~) ~ -- 1 - ~ (~) = ~c) (~) et y ~ / y z = v ~ ( x ) = l - ~ ( x ) .  

Prenons une origine quelconque dans dz afin de pouvoir 6crire d-~d ; =  d ~ -  d" et 

t a ; s6parons le second membre de la formule (3.2) en trois parties en posant: 

-~Q(~)= E f ~ f ~ d ~ d ' = ~ ( ~ ) X ( ~ ) ;  )~ ' (~ )=  E ~ " ~ a " ~ = ~ ( ~ ) X ( ~ )  
/*<v< c ) C)+ 1-<,u < v 

et 

.t~-(~)= Z i.t~a,'d~= ~ t~ [E t , 'a  " -  E i . a  ,'] 
.u-<c)<v ;,>~j i~_:~ .a.~q 

= Z i ~ [ ~ c ) ( ~ ) # - ~ ( ~ ) ~ ] = ; ~ o ( ~ ) [  Z t ~ x  - 5 i ~ ) ]  
v > e  v > e  v . - e  

II vicnt 

(3.3) X (3) = ~ (~) +-t~" (~) ~ 2;"  (~) ; ~ ,  (3) = ~, (~) ~t ('9) 

)~;(}) et 2~'(}) 6tant respectivement para]l(qcs s Jt et J2; et .~:~" 6tant paralliqe 

~ et de m6me sens. 

Cette ddcomposition est ]a mPme pour tous los ~ qui conticnnent ~. 

Propri6t6 3.2. L'indice de la restriction au simplexe /)q du champ ~ en son zdro 

d e / ) ~  e s t  ( - 1)~. 

Notation. Nous d6signcrons par homoth6tie (A, K) l 'homoth6tie dc centre A c t  (le 

rapport K. 

Soit alors 0 < e <  1. Soit ~q(d  q) le simplexe ferm6 homothdtique (dq, e) de ~q.  

Soit ~ un point du bord / ~  (d q) de ~q (d q) homothStique du point ~) du bord ~q de ~q. 

Soit ({kc~q un simplexe ferm6 contenant le segment ?), 2. d q. D(icomposons cano- 

niquement le champ X re]ativement g ]a dimension r = q -  1 ; on a J1 c 5 q et c~, = {dq}, 
done ~ ' ( ~ ) = 0 ,  ~ = d  q, ~t(~)=e. Des formules (3.3) il r6sulte alors que J~(~) est la 

somme de deux vecteurs: 1 ~ le vecteur ~ ( ~ ) =  e X (~) parall~le g une direction du 

bord de J~q en ?) done aussi du bord de ~q(d  q) en ~ et, 2 ~ le vecteur )~q"(~)= 

x L'unicit6 du z~ro dans un simplexe ouvert eat aceessoire; ce qui est essentiel c'est la mani~re 
dont le champ est prolong6 ~. l'ext6rieur de D ~ (w 14). 
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= e (1 - e) ~j d o = (I - ~) k d ~ strictemeut rentrant 1 par rapport ~/)~ (do). X (~) est donc 

aussi strictement rentrant par rapport "~ ~ (do). 

On sait qu'un champ continu de vecteurs ddfini darts un simplexe euclidien 

ferm6 de dimension q (ici ~ (do)), strictement rentrant (donc non nul) le long de 

son bord ct ayant  s l'intdrieur un seul zdro, admet en celui-ci l'indice ( - 1) q, ce qui 

ddmontre la propridtd 3.2. 

w 4. Comportement du champ X au voisinage d'un simplexe /~q 

Dd/initions et propridtds des voisinages b (d q) des points d q et des voisinages T (C) 

des sous-complexes (C) de (D). 

Nous avons toujours 0 < ~ < 1. 

Dfifinition 4.1: T (Do). 
Ddsiffnons par E t ( d  ~ l'dtoile [ermde, 2 dans (~), du sommet doE Jr) ~ Ddsignons par 

~'(ID o) le sous-complexe de Et (d  o) /ormd des simplexes [erme's ~ dont la trace sur D o 

est vide ou rdduite aa point do; il est de dimension n - q ;  soit ~ ( b  o) son bord. 

(4.1) ~(D q) nD~176  ~(D ~ 

sommets de ~(D ~ ont des indices simpliciaux >q. 

~o est adhdrent h /~(dl) ,  (lonc de dimension stricte- 

Remarque 4.1. Tous les 

Soit, en effet, d 1 l'un d'eux, 

ment infdrieure. 

l)~finitions 4.2. Sous-dtoile fl'~(?7) a d'un point ~) de •. Soit /)~ ~ ( ~ )  

sera l'ensemble ddcrit par l'homothdtique (~), ~) d e  ~(D ~ lorsque ~ ddcrit l'intervalle 

ferm6 [0, el, ensemble muni de la structure simpliciale ddduit de celle de ~(D~ eette 

structure de ~(~j) est isomorphe ~ celle d e  ~?(n~ ~e(~)) contient ?) (cas off ~ =0) 

et son bord ~(~) est l 'homothdtique (~), ~) de ~(D~ 

On a: 

(4.2) 

Remarque 4.2. 
(Do)). 

~, (r n b~ (r : {~}; ~, (r n b~ (r = o.  

~ ( d  q) (resp. ~(d~ est l 'homoth6tique (d e, ~) de I ' (D e) (resp. 

1 Express ion  pa r fa i t ement  d6finie puisqu' i l  s 'agi t  d 'un  s implexe rectiligne. 
L'dtoile fermde d ' u n  point  dans  une t r iangula t ion  simplieiale  est  la r6union des s implexes  

ferm6s qui le con t iennent .  
a Sous-entendu ~, sous-6toile d 'o rdre  e,). 
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Propri~tg 4.1. ~,(?)) (resp. ~b (?))) est l'ensemble des points de ]'~toile de ?~ dans 

(4) tels que leurs coordonn~es barycentriques d'indices simpliciaux _<q soient pro- 

portionelles aux coordonn~es correspondantes de ?) dans un rapport compris entre 1 

et e (resp. dans le rapport e). Cette propridt6 est une consequence imm6diate de la 

remarque 4.1. 

D~finitions 4,3. Sous-varidtds ~ ( D  q) et T~(~q). Nous d6signerons par s q) et 

~'~(D q) les sous-vari6t6 engendr6es respectivement par 5"~(~)) et ~ ( ~ )  quand ~)ddcrit 

le simplexe ouvert Dq. 1 

Propri~t~ 4.2. ~ ( D  q) (resp. T'(bq)) est le sous-ensemble des points ~ intdrieurs 

~. l'dtoile E t (d  q) de d q E b  q dans (4) caractdris6s par TQ (3)_<e (resp. vq(:~) =e). En 

effet, ~ ( D  q) est bien dans l'intdrieur de Et(a q) et ~a propri6t6 4.1 exprime que la 

relation Tq(~)<e est v6rifide pour tout point de T~(bq); et reciproquement si cette 

relation est vdrifi~e pour un point intdrieur 'X Et  (d q) il est dans ~ (~)), ~ dtant le 

point de Dq dont les q premibres coordonndes sont proportionnelles ~t celles de 

dans le rapport 1 / (1-rq(~)) ,  et les autres nulles. 

ConsSquence. ~ ( D  q) est voisinage dans ~ (le tous ses points non situds sur 

5b:(D q) en particulier de tous ceux de b q. 

Propri~t~ 4.3. Soit ~ E s (b  q) ; le simplexe homoth6tique (~, 1 - ~) de/)q est (tans 

~ ( ~ r  pour 0<~_<e et (lans ~:(D q) pour '~l--e" Soit en effet ~)ED q, les t)oints 

homoth6tiques (~, 1-~]) de ~) pour 0_<~]_<e forment ia trace (le T~(D q) sur le seg- 

ment ~ " yz.  

Proprifitfi 4.4. ~ ( D  q) (resp. s admettent  des partitions en cellules ouvertes 

5 q~.  ~q+~ est situ6e dans une vari6t6 lin~aire de dimension q+k  paral|~le 'X Dq et 

un simplexe t ~ ( D  q) (resp. ~ b ( D q ) )  et engendr6e linfiairement par un sim- 

plexe homoth6tique de D q de fagon que le point homothfitique de d q (16crive ~q. 

L'existence de cette partition r6sulte de la d6finition et de la propri6t6 4.3. 

q Proprifit$ 4.5. Le champ barycentriqne ~ est sortant de T~(D q) le long de ~ (D ). 

Soit en effet ~ E ~b: (Dq); il existe alors deux points ?)E ~ D q et ~ E ~ ~b (~q) tels 

que ~)-~/~-~=vq(~)=~. D'aprbs la propridt6 4.4 on a: xE(~(~)~b,(Dq),  ~ (~ )d t an t  

une eellule parallble h ~ et ~ .  D'autre part aq~ et ~ ddterminent un simplexe 

t~ a de ~ ) ;  les indices simpliciaux de leurs sommets 6tant respectivement <q  et 

>q, ce sont prficisdment les simplexes que nous avons appelds ~x et aq~ lorsque, 

1 Si e---~l lira ~e([)q)=~(D r et lim ~e(]Dq)=~(Dq). 
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au w 3, nous avons dtabli la d~composition!canonique de X pour une dimen- 

sion qui est ici r (formule (3.3)). Dans cette d~composition les vecteurs ~ ( ~ )  

et ,~'e' (~) ~tant respectivement parall~les s ,~ (~ )e t  ~ (~) donc s ~ et ~ ,  le vecteur 

~:~(~) + ~ ' ( 2 )  est paral]6le ~ ~(~); c'est donc un vecteur du complexe des tangentes 

en 2 ~ ~ ' (~q)  qui, au voisinage de 2, est le bord de ~,(Dq). Quant ~ ~ " ( ~ ) ,  

gquipollent s ?)~, il est strictement sortant de ~ ( D  q) au point ~; il e n e s t  donc de 

mSme de ~(.~), ce qui d~montre la propri~t~ 4.5. 

w 5. D~finition et propri~t~s de l'homoboule orient~e /~ (dq) 

Soit a q E D ~ un sommet de (~). Nous avons d6fini (el. propri6t6 3.2.) le sim- 

plexe ferm6 ~q homoth6tique (d q, e) de /~q. 

D~finition. Lorsque ~ dgcrit Dq~ la sous-dtoile ~(~)) ddcrit une sous-varidtd h n 

dimensions avec bord que nous munirons de l'orientation induite par celle de ~ (que 

nous appellerons orientation canonique) et que nous ddsignerons par b~ (dO). Pour voir 

que c'est une sous-vari~t4 et obtenir certaines de ses propri~t~s nous remarquerons 

simplement que cet ensemble est ]a restriction de ~e (D~ lorsque ~ au lieu de d$crire 

1~ simplexe ouvert D ~ d~icrit le simplexe ferm~ ~ q c ~  q. b~(d q) est une sous-varidt~ 

ferm~e dont le bord, muni de l'orientation canoniquement ddfinie par celle (le b~(dq). 

sera d~sign6 par ~(d~ On a :  

~. (d ~) = b" (d ~) u b:' (d~). 

~'~(d q) est engendr~ par s (~) quand ~ d~crit 5~ q et ~: '(d') est cngendr~ par ~ ( ~ )  

quand ~) d$crit le bord ~,q de ~)~q. 

De la propri~t~ 4.2 on d6duit: 

PropriSt$ 5.1. Un point ~ de b~(d q) est caract~ris~ par les relations: 

(5.2) ~6$t (dq) ;  Tq(~)=tq '~(~.)+. . .+t"(~)_<e;  t~  ~(})_<e(1-vq(~)) 

qui mettent en ~vidence le fait que /~(dq) recouvre un voisinage de d q dans ~ .  

De la propri~t~ 4.5 il r6sulte: 

Propri6t6 5.2. Le champ barycentrique ~ est sortant de b~ (d q) le long de ~ (dq). 

Il est rentrant le long de ~:'(dq); ce dernier point r6sulte imm6diatement de d6- 

monstration de la propri6t~ 3.2. 

De la propri6t6 4.4. on d6duit une partition en cellules. Nous mettrons ici en 

~vidence, au lieu de D q les ~q'E Dq. I1 vient: 
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Propri~t~ 5.3. b~(d q) est un complexe euclidien de dimension n. Toute  cellule 

ouver t  dq,+k de ce complexe est associ~e ~ un couple de simplexes d o' EL) q et  

~kE~(Dq) .  Soit a~q'4~ le simplexe ferm6 ddfini par  c~ q' et J~; on a ~q,+k E dq,+k. 

(~q'+~ est hom6omorphe au produi t  de a~ q' par  d k done b, une boule ouver te  de dimen- 

sion q ' +  k donc aussi ~ d q'~k. 6~ q'+k est un simplexe quelconque du complexe Et(dq). 

Nous avons done d6fini, par  inclusion de route cellule de [,,(d q) dans le simplexe 

correspondant  dans ff~t(dq), un isomorphisme simplicial entre  b,(d ~) et  J~t(~tq). Or 

l'6toile d 'un  point  dana une t r iangulat ion simpliciale d 'une  varidt6 topologique est 

une homoboule  ~, son bord dtant  une homosphbreL 

On en conclut :  

PropriStfi 5.4. b~(d a) est une homoboule  orientde et  ~,(d q) est une homosphbre 

orient6e; leurs traces J ~  et  b~q sur ~q sont respect ivement  une sphbre et une boule 

topologiques. 

w 6. D~finit ion et propri~t~s des tubes or ient , s  T, ((~) (Fig. 3.) 

Nous prendrons dor~navant  e <  1/2. 

Soit (~) un sous-complexe de (/~). 

En  ver tu  de la ddfinition de ~ , ( / ~ ) ,  nous pouvons poser2: 

(6.1) I U = U 

Nous avons vu (propri~t~ 4.4) que ~ , ( D  q) admet  une par t i t ion en cellules 

ouver tes ;  en faisant intervenir ,  au lieu de /~q, t o u s l e s  a~ q' E D q, on obt ient  des cel- 

lules telles que deux d 'ent re  elles sont soit disjointes, soit confondues mSme si elles 

appar t iennent  h deux ~ , (b~)  diffdrents. On en d~duit  qu'elles forment  aussi une 

par t i t ion localement finie de [~ , (~) [ .  II suffira done, pour  mont re r  que [~ , (~ ) [  est  

un complexe, de mont re r  qu'il est fermi .  

En effet, /~sc/~q entraine ~ (b  q) c ~(Ds) .  ConsidSrons alors une suite de points 

ff~ de /~e tels que lira f f~=ff 'EbSCb q. Lira ~ ( ~ t )  (resp. ~,(~ ' ))  eat engendr6 par  les 

homoth6t iques  (if', ~/) de ~ ( b  q) (reap. ~b(/~); donc lim ~,(?)~)c~,(ff ' )  ce qui entraine,  

puisque (~ est ferm6, que I ~ ( O ) l  l 'est aussi. 

I Une homosph6re (resp. homoboule) est une vari6t6 topologique qui a les m6mes groupes 
d'homologie et d'homotopie que la sph6re (reap. boule). Pour n _< 2 elle est hom6omorphe /t la sph6re 
(resp. boule). 

I Soit A une vari6t6 orient6e, nous d6signerons en g6n6ral par I A I la m6me vari6t6 non orient6e ; 
mais lorsque nous n'aurons jamais t~ orienter une vari6t6 B nous la d6signerons par B et non par I B I" 
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hachur6 suivant 
]es rayons des sous- 
~toilcs Te (~)) 
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e ~ 

~ 

, ~ �9 o o 

/ / " /\(; 
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Fig. 3, w 6. Tube Te(U). n = 2 ;  p = l .  
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o 
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Enfin, du fai t  que ~ <  1/2 (pus les s sont  disjoints.  Lorsque  e-+0,  1~,(r  

reste hom6omorphe  ~ lui-m6me et  tend vers le complexe (~);  e 'est  une varidt~ que 

nous appellerons ((tube au tour  de (0)~). 

Tout  poin t  int6rieur pour  I 'un au moins  des ~ , (D?)  le sera pour  I ~ ( r  il en 

r6suite, pour  le bord [~ , (C) [  de 15 r 1: 

(6.2) I~b (~)]c U ~:  (b~). 

PropriSt$ 6.1. Le champ barycentrique :~ est sot(ant du tube ~'~ (~) le long de son 

bor  I 
Spit en effet, 3 E ~ b  (~);  il existe un D q et  un seul tel que 3 E ~ ( D q ) .  On sait  

(propri~t6 4.5) que le vectcur  X(3)  est  sor tan t  de ~ ( b q ) ;  spit 3 '  un point  voisin 

de 3 sur la demi-droi te  suppor t  de ,~(3) e t  dans  a,~(3); on a T q ( 3 ' ) > e .  Mon- 

t rons  que 3 est  ext~rieur h t o u s l e s  s ~) done ~ T~(O). Pour  b ~ = D  q nous 

le savons d~jb,. Pour  b p # ~q nous savons  que 3 ~ ~ :  (Dr). Nous dis t inguerons 3 cas : 

1 ~ cas: /~P N/~q = @ ; on a 3 '  r ~ ,  (DP). 

2 ~ cas: b p c ~q ; on a p < q ; supposons 3 '  E ~ (b~), eela ent ra lnera i t  v~ (~') _< e ; 

e t  comme q > p on aura i t  : vq (3') < vr (3') < e, d 'oh  une contradic t ion  ; done : 3 '  ~ ~ (Dv). 
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3 ~m~ cas: ~ P D D  q: On a p > q ;  supposons 3 ' E ~ ( ] D ; ) ,  done v p ( 3 ' ) < e ;  mais 

comme 3' d g E ~ (~) leurs coordonn6es relatives aux sommets de / ~  non situds dans /5" 

sont les m6mes, on a vp (3') - vp (3) = vq (3') - vq (~) > 0, on aurait  done T~ (~) < ~p (3') < ~ ; 

et 3 serait dans l 'intdrieur de ~ (D q) donc aussi de ] ~  (C)[ ce qui n 'est  pas possible 

puisque 3 E [s (r 

3 '  n 'd tant  dans aucun ~ (Dq) ,  n 'est  pas 4ans [~,(r Le veeteur ~ '  est 

strictement sortant  de [ ~ (C) I en ~, il en est done de m~me du vecteur X (3), c. q. f. d. 

D~finition. Le tube I ~  (C)[ (engendrd par la sous-dtoile ~ (9) lorsque ~ ddcrit le 

complexe (~)) muni de rorientation induite par celle de ~? sera, par dd/inition, le tube 

orientd ~ (~). 

Nous ddsignerons par  ~ ( C )  la varidtd orientde s n - 1  dimensions, bord de 

~ ( (~) ;  l 'ensemble de ses points est la varidt6 I~((~)1. La propri6t6 6.1 montre que 

le champ barycentrique est strictement sortant  de ~((~)  le long (le son bord; tous 

ses zdros dans ~((~)  sont situds sur (C). 

I I I  

V a r i d t d s  t r a n s v e r s a l e s  p a r  r a p p o r t  h la  t r i a n g u l a t i o n  (D)  

w 7. D~finition des varidt~s transversales 

l)~finition 7.1. Rappelons que deux sous-vari6t6s topologiques sans bord, dans 

une varidtd topologique ~? de dimensions respectives p e t  q, se coupent canoniquement 

si chaque point de leur intersection admet,  dans ~?, un voisinage qu 'un homdomor- 

phisme convenable applique sur R ~, les traces des deux sous-varidtds dtant respective- 

ment  appliqudes sur deux sous-espaces euclidiens R p et R q qui se coupent suivant 

un espaee R p+k n 

Nous dirons qu'une sous-varidtd topologique sans bord coupe canoniquement un 

complexe topologique si elle coupe canoniquement ehacune de ses eellules ouvertes. 

Pour une varidtd avec bord nous dirons qu'elle coupe eanoniquement un com- 

plexe s'il en est ainsi pour son intdrieur et pour son bord;  mais nous n'utiliserons 

cette ddfinition que pour des varidtds possddant une triangulation euelidienne ou pour 

leurs images par applications diffdrentiables. 

D~finition 7.2. Application /x. Nous appelerons /x l 'application qui, ~ ehaque 

vecteur ~ )  de ~+ fait correspondre son extrdmitd 3 dans le simplexe b~ (?)) ou dans 

son prolongement lindaire. 
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Soit ~ (~)) un sous-espace vectoriel ou un demi sous-espace vectoriel de ~s + (?~); 

nOUS p o s e r o n s  

/5 (:)) = / ,  

/5(~) est encore un espace ou demi-cspace vectoriel. 

Spit ~" unc sous-varidtd topologique fcrm6c 's p dimensions de i if, possddant une 

triangulation simpliciale euclidienne (C) que nous prendrons toujours assez fine pour 

que chacun de ses simplexes C] spit dans un /)~. Soient l~" et U son bord et son 

intdrieur. 

D~Iinitio. 7.3. ~"~', ~1 et ~.-v+,; p.-v, L', /5.-v+,, ~ .  p. Nons appellerons 

'~=-" ou ~"  "(~)) tout espace vectoriel ~ n - p  dimension ayant  pour origine un 

point ~) de ~" et possddant les propridtds suivantes: 

(P)R ~n-p (~)= ~+ (?)). 

(P)2 a) si ~) E l~'; P" ~ (~))=/~(~"-~' (~))) coupe canoniquement I~' dans l ? en ~j. 

b) si ~j E/~;, au voisinage de ~), /~'-"(.~) ne coupe ~" qu'en ,~. 

~ . -  Nous appc]lerons ~ ou s toute demi-droitc issue (I'un point 1) de 

ct possddant les propridtds suivantes: 

(L)t ~'  (Tj)c 2~+ (~j). 

(L)z au voisinage dc ~), la dcmi droite L ' (~) ) - /~ (~ ' (? ) ) )nc  coupe C qu'cn ~), 

tandis clue la dcmi-droitc opposdc est clans ~. 

Lcs conditions b) imposdes ~ ~' (~) et "k ~"  " (?)) entralnent qu'ils d6tcrminent 

un dcmi-espace vectoricl s n - p + l  dimcnsions ~n P+'(~))c ~I~+ (y) pour y c U .  

Appelons ~ - , , + t  un tel demi-cspace (lont on nc prdcise pas l'origine dans U. 

On vdrific clue l'cspace vectoriel cntier correspondant coupe canoniquement U en ~. 

Les ensembles des ~ ' - ' ,  ~1 et ~ p+l seront munis de structures diffdrentiables 

par simplexes de (C). 

Ddlinition d'une varidtd ~ transversale par rapport ~ ([)). 

C'est, par ddfinition, une sous-varidtd topologique /t, p dimensions de [~ possd- 

dant une triangulation simpliciale euclidienne (~) et telle que: 

(VT)x il existe le ]ong de ~' un champ d'espaces vectoriels ~n ~p diffdrentiable 

de classe C 1 par simplexes fermds de (~). 
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(VT)2 il existe le long de U un champ de demi-droites Qt diffdrentiable (te 

classe C 1 par simplexes ferm6s de (0). 

Cons6quenee. II existe, le long de ~', un champ associd aux deux prdcddents, 

de demi-espaces vectoriels ~ P+~, diff6rentiable de classe C1 par simplexes de (0). 

Nous appellerons ~ v OJ), ~ (Y) et ~ -P+~  (~j) les espaecs d6finis an point ~)par 

lea champs correspondants. 

w 8. Vari6t6s transversales: exemples et propri6t6s 

Exemple 8.1. Le bord ~ d'une vari6t6 0 transvcrsale par rapport h (1)) est 

aussi une varidt6 transversale par rapport '~ (•): Elle est d6finie comme telle par 

le champ des espaces vcctorie]s entiers (ldfinis par lcs demi-espaces ~.l'~ v+l (~). 

Exemple 8.2. La varidt6 17 elle-m6me est transversalc par rapport h (D), tolls 

lcs ~n v = {10 6rant rdduits ~ leur origine; mais aucune varidt6 difinie par un sous- 

complcxc (It (~)) ne peut 6tre transversale par rat)port ~ (f)) ; en effet il n 'y a jamais, 

en un sommct f)0, d'espace ~n-v ou ~'~ "+' (te dimension : 1 car ~ ;  (D O ) se rdduit 

un point. Or, si la dimension p de la sous-vari6t6 cst z ~ n - 1 ,  on a n - p  ; l ;  si 

p = n ,  commc la sous-vari6t6 est distinctc de ~ ct quc nous av()ns supt)osd ~ con- 

nexc elle a un bord ()it lcs ~= v+t devraicnt avoir la (limension I. 

Exemple 8.3. Lc bor(I ~ ( C )  du tube (16fini au w 6 autour (lu s()us-conq~lexe 

(~) de (D) est unc vari6t6 h n ~  1 (limcnsions, sans bord, transversale par rapport h 

(D); on peut en effct prendre pour pt(ff) le support du vecteur ,Y(~)du  champ 

barycentrique. 

Propri6t~ 8.1. Toute varidt6 ~ transversale par rapport 'h la triangulation (/)) 

la coupe canoniquement. 

Soit en cffet, ?)E U;  au voisinage de ~, (7, par ddfinition, coupe canoniquement 

/ ~  v Q)) donc, ~ fortiori, le simplexc b~ (~)) lui-m~me. Ce raisonnement, appliqu6 ~L 

~f, varidt6 transversale sans bord, montrc qu'elle coupe aussi canoniqucment tout 

simplexe de (D), done ([)). 

Pour la rdciproque de la propri6t6 8.1 nous n'essaierons pas de ehercher les 

conditions les moins restrictives, nous montrerons seulement qu'on peut faire inter- 

venir des conditions simples et nous limiterons ]a ddmonstration au cas des varidtds 

saris bords de dimension p = n - 1 .  
1 4 -  533807.  Acta Mathematica. 9 l .  I m p r i m 6  le 29 oc tob re  1954. 
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Propri6t6 8.2. Si ~ eat  une vari~t~ sans  bo rds  qui  poss~de une t r i angu la t ion  

s impliciale  eucl id ienne et  qui  coupe canon iquement  (b ) ,  elle sera  t r a n sve r sa l e  pa r  

r a p p o r t  s (D) si elle sa t i s fa i t  s la  condi t ion  s u i v a n t e :  

I1 eat  poss ib le  de r emplace r  (D) p a r  une de ses subdiv is ions  s impl ic ia les  eucli- 

d iennes  que nous  appe l lc rons  encore (J0), qui soi t  encore coup6e canon iquemen t  pa r  

C e t  tel le  que chaque  c o m p o s a n t e  connexe -~ de J ~ N  ~ (qui eat  de d imens ion  

q = p +  k - n )  soit  contenue  dans  une vari6t6 l in~aire ~(q de m~me d imens ion  q. 

Nous  supposons  ici p = n - l ~ ,  q = k - 1 .  
Soit  . ~ E A ~ k ;  les s o m m e t s  de D ~ si tu6s d ' u n  cot6 de ~[k et  ceux qui  s en t  

si tu6s de l ' a u t r e  (il n ' y  en a pas  de s sus  du fair  de l ' i n tc r sec t ion  canonique)  d6ter-  

m inen t  deux  s implexes  ferm6s ~k ,  e t  ~ f "  ( k ' + k " = k + l ) ,  nous p rendrons  pour  

/ sn-p(~)  la  d ro i te  un ique  p a s s a n t  p a r  y e t  r e n e o n t r a n t  J ~ '  e t  D k ' ' .  Sa va r i a t ion  

es t  bien cont inue sur tou t  /~ et  d i f f6rent iable  (et m6me ana ly t ique )  pa r  s implexe  

Ierm6 de (D). L ' ex i s t ence  de ce champ  de dro i tes  d6mont re  pour  p = n - 1 ,  la pro-  

pri6t6 8.2. 

Remarque  8.1. Consid6rons le cas  oh /~ a un  bord  (] or ien table ,  ~ et  /~ v6ri- 

f ian t  la condi t ion  6nonc6e s la propri6t6 8.2. Quand P~(?)), qui  e s t  d6termin6 le 

long de ~ ,  var ie  le long de (] il engendre ,  au  vois inage  (le /) ,  une vari6t6 /~ n - 1  

d imensions .  Le r a i sonnemen t  p r6c6demment  fa i t  p rouve  l ' ex i s t ence  d ' u n  champ  de 

(Iroites 2 5t r e l a t ives  ~ cet te  vari6t6. Comme /~ cat  or ientable ,  lea d ro i t es  /3~ i ssues  

des  sea po in ts  d6 t e rmincn t  des  demi-dro i t cs  L ~. U eat done encore une vari6t6 t r ans -  

versale.  

w 9. D6finitions et propri6t6s de / ~ ( U )  et ( ~  [~) (Fig. 4.) 

D6finition 9.1. P o s o n s :  

Cette propri6t6 eat valable pour p queleonque, le principo de la d6monstration eat le suivant : 
ell construit le cilamp /Sn ~ le long des squelettes do dimensions croiaaantes de (D). Le champ sur 

Aq 6tant d6termin6 h partir (lo son bord .4q; l'ensemblo des jSn-p (~) en un point ff de ~q est ana. 
lytiquement isomorphe /g R q(n-q). II suffit alors de montrcr que le prolongement diff6rentiable 

partir du bord A eat possible pour une fonction r6elle; co dernier point r6sulte du fait que, au voi- 
sinago d'un point de son bord, ~q eat lin6airement applicable dana le premier cadran de R q. 

Si ~ a un bord ~ on 6tablira des conditions analogues k celle de la propri6t6 8.1 en supposant 
prolongeable au delk de son borden une varidt6 ~" dana laquelle ~ devra ~tre tranversale par 

rapport /L une subdivision de la trace de (D). 
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Fig. 4, .~ 9. Tube [I(I t ) .  n='2; p ,1. 

Hachur5 suivant les rayons des boules /~t (!)) et des demi-boules H~ (!)). 

Nous  d6montrerons  d 'abord  la proi)ri6t6 suivantc :  

Propri~t~ 9.1. II existe sur ~" une fonctiou ~/(~j) telle quc, ell tou t  point  2" (le 

]~, il passe au plus uu P(~j) vdrif iaut :  longeur ~J~::~7(Y)" 

~j('2) pourra  5(re (tdtcrmin6 si, ct  sculcment  si, quehluc soit le l)oiut ~j, il 

n 'cxis tc  pas dc, suite (le points  ~l, tel quc l 'on air:  '2tEP(~j) N/~(~jt), l~t limite dcs 

longeurs ~j~t et  ~jt~l 5tant  mille; cet tc  (lernibre condition implique (lUe ~jl tcn(lc vers ~j. 

II nous suffira doric (It montrer  que, lors(lue ~ j t -~  la longeur ~1'2t ne tend l)as vers 0. 

Remarquous  clue l 'existence de "2 implique que D~ (~) e t  D] (~)t) se coupent  donc 

soient  identiques. 

Les vecteurs ?)'2, et  ~ t  sont dis t incts  d 'aprbs l 'hypotbse (P)2 car ~'2, est  clans 

P(~)) et  ~)t  est  dans ~.  Consid6rons le demi-plan ddfini par  le vecteur  ~(). , /~)= 

=).~'21-F/L?)?)t avec ) . E l - o  o, + o~] et  /tC[O, + o  o]. Comme la posit ion l imite de ce 

(lemi-plan a pour trace, sur P(~) ,  la posi t ion limite cte la (lroite ~'2t, si la limite (l 'un 

vecteur  variable v()li, Bt) existe et es t  dans /5 (2 ) ,  elle est colindaire ~, celle (te ~ t ;  (lonc 

l 'angle de v().i, Bt) et  (te ~)~t tend vers 0 ou ~. Prenons  - ) ~ t = / ~ = l ;  v()-t,B~) cst  

dquipollent ~, '2~]~ ~ P (~)~) : sa posi t ion limite est  dans P (~)) (l 'aprbs les hypothbses  

de diffdrentiabilit6 de (VT)~ et  (VT)2. D'aprbs ces m~mes hypotbses  l 'angle de 

v(). ,  t;~) ou de ~?)t avec '2t~, qui t end  vers 0, tend vers  0 avee un ordre supdrieur 

ou ~gal ~ celui de l ' infiniment pet i t  ~'2t. La considerat ion du triangle '2t~j?)t mont re  

alors que la longueur ~)~)t reste  born6e par  un nombre s t r ic tement  positif. 
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~(9) pourra done 6tre ddtermin6 ce qui ddmontre la propri6t6 9.1; nous pourrons 

prendre pour ~ (9) une fonction diffdrentiable par simplexe ferm6 de (if). 

Dfifinition 9.2. / t (~ ) .  Appelons / t(9) (resp. /~n=p(9) et /~n-P+~(9)la restriction 

de P(9) (resp. P"-v(9)  et _P" P+1(9)) aux vecteurs de longeur ~ ( 9 ) .  Appelons 

/ t  (0) leur rdunion. 

La propri6t6 9.1 montre que les /~(9) forment une partition de / t ( 0 ) .  

/ t ( 0 )  est la r6union de l'espaee engendr6 par les /t=-P(9) et de l'espace en- 

gendr6 par les /~"=v+a(+)) qui sont des demi-boules. La propridt6 9.1 montre que ce 

sont deux espaces fibr6s. Leur topologie 6tant toujours la topologie induite par celle 

de 1~, ce sont done deux sous-vari6tds (ferm6es); nous les munirons de l'orientation 

induite par celle de l 9. Leurs bords dans 1P coincident done avec leurs bords en tant 

qu'espaces fibrds. La sous-varidt6 engendr6e par / t"-~ (9) pour ~)E U disparait darts 

le bord / t ( 0 )  de leur rdunion /~(C'). I1 en r6sulte que: / t (U)N U = O ;  U est done 

strictement dans l'int6rieur de / t ( 0 ) ,  / t ( ~ )  e n e s t  un voisiuage. (II est m~me un 

tube mais nous n'utiliserons pas cette propridt6). 

D~tinition 9.3. lt~ et 1~: lI~ est la restriction de 2~ aux vecteurs tangents ,t U. 

it+ = (j~- i  (tt+). 
O n  a :  

$ (9) n o 

I)~Iiniiion 9.4. ,~(0). Ai)pelons 2(9)  la restriction de ~ ( 9 )  aux vecteurs de 

Iongeur < r/(9); on a ~, (2 (9)) = /~  (9). Appelons I.~2 (~)1 l'ensemble engendr6 par .~ (9) 

quand 9 d6crit ~ ;  son image par /x est /'t (0) et, de la propri6t6 9.1, il r6sulte que la 

restriction tq de /t h 1'~(0)1 est une applicgtion biunivoque. L'application inverse 

/ '  de t/(W) sur I,w est continue, il en rdsulte que /+ et /+-t sont des hom6o- 

morphismes; ils sont respectivement diffdrentiables par cellules ~+++ (5) et J~++; I.~3 (~)1 

est  donc, comme f t (0 ) ,  une sous-varifit+ h n dimensions diffdrentiable par cellules. 

Nous appelerons 2 ( 0 )  la varift+ I.~(01 munie de l'orientation image par # ' d e  

l'orientation canonique de J~(0). Son bord est ,~ ( 0 ) ~  ~+~(0)-fis.  

D$linit]on 9.5. 4 ,  (0). Consid~rons la vari~t6 engendr~e par s~l (9) quand 9 d~- 

erit /?, la sous-vari~t6 de ses vecteurs nuls est /it  1(0), et 2 (0) y est un voisinage 

de cette sous-vari6t6; la vari~t6 engendrde par ~1(9) pent done 6tre orient6e de 

manii+re ++ induire sur 2 ( 0 )  l'orientation qui y a d6jb+ 6t6 d6finie; cette vari6t6 ainsi 

,orient~e sera notre $1(0) .  
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Nous pouvons 6noncer: 

Propri6t6 9.2. I1 existe dans ~1 (0 )  une sous-vari6t6 ,~(0) s n dimensions qui 

est, dans ~1 (~) '  un voisinage, orient6 canoniquement, de la sous-vari6t6 des vecteurs 

nuls et sur laquelle la restriction ~q de # est un hom6omorphisme bidiff6rentiable 

par cellule ferm6e et conservant l 'orientation, qui applique , ~ ( ~ ) s u r  un voisinage 

canoniquement orient6 /~r(O) de O dans ]P. 

Char di//drentiables par ceUules. Soit G une chaine d6finie par  l 'application q 

d'une vari6t6 C dans une vari6t6 / ' .  Nous dirons qu'elle est <~diff6rentiable par cel- 

lules>> si / '  est munie d 'une triangulation diff6rentiab]e telle que la restriction g 

chaque cellule ferm6e soit une application diff6rentiable. Des propri6t6s classiques 

des formes diff6rcntiables nous d6duisons: 

Propri~t~ 9.3. Toute forme diff6rentielle peut ~tre int6grde sur une chaine diff6- 

rentiable par cellule. (L'int6grale ne pouvant  ~tre ~a 0 que si le degr6 de la forme 

est 6gal & la dimension de la chaine.) 

Dtifinition. Nous dirons que deux cycles sont diff~rentiablement homologues si leur 

difference est le bor(| d 'une chaine diff~rentiable par cellules; si cette chaine peut  

~tre ddfinie par une homotopie d 'un cycle sur l 'autre nous dirons qu'ils sont diffd- 

rentiablement homotopes. 

D~finition 9.6. ChaCnes dquivalentes. Soient sur une varidt6 / '  deux chaines ~ et 

(~' de m~mc dimension p;  si les intSgrales sur (~ et ~ '  de toute forme diff6rentielle 

d6finie sur / '  sont (,gales, nous dirons quc ees deux ehalnes sont 6quivalentes. 

Exemple: Pour p _ < n - l ,  toute chaine de dimension n de la vari6t6 ~1(~)  a, 

pour projection canonique par ~, une chaine 6quivalente & 0. 

Remarque 9.1. a) De cette d6finition il r6sulte que deux cycles ~quivalents sont 

homologues et que toute chalne qui admet  pour bord leur diff6rence est $quivalente 

ik un cycle. 

b) Les bords de deux chaines 5quivalentes sont des cycles $quivalents. 

D~finition 9.7. Cycle ,~ (~). Consid6rons le cycle de ~s d6termin6 par l 'applica- 

tion /~1 de /~(~)  dans ~s ;  comme /~1 est un hom6omorphisme bidiff6rentiable par  

cellule, et conservant l 'orientation, le cycle ainsi d6fini est 6quivalent au cycle de 

~s (~) - lls, d6fini par l ' immersion canonique de/~i -1 [/~ (~')] ; nous les d6signerons par ]e 

m~me symbole. 
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w 10. Vari~t~ transversale et champ barycentrique 1 

D~finition 10.1. /~ 6rant une vari~t~ transversale munie d 'une triangulation eu- 

clidienne (~) il existe une triangulation simpliciale euclidienne (b ' )  de ~ qui est une 

subdivision de ([)) et qui admet  pour sous-complexe une triangulation de ~ sub- 

division de (0). Soit )~' 2 un champ barycentrique relatif ~ la triangulation (D'). 

Par  la m6thode du w 6 construisons un tube orient6 T'~(~) autour de ~ considgr4 

comme sous-complexe de (D'). 

Voisinages I2I(0) et T'(~ ') .  I1 nous suffira de traiter le cas oh ~ est compact. 

Nous pourrons alors d6terminer e de manibre ~, avoir:  

(10.1) ~/" (0)= T: (~)~ h (0). 

Application y3 (fig. 5). Ddterminons une application V de /~ (0)  sur ~ ( 0 )  de 

la mani6re suivante:  soit k ' E / t ( O ) ;  il existe sur 0 un point ~ et un seul et, sur 

~b(?)), un point 2 et un seul, tels que lc point 2 soit strictement int~rieur au segment 

~2'.  ] , 'application qui ~ ~', fair correspon(tre ~ r~pond bien ~ la question, elle est 

continue sur /~(~') et diffdrentiable par  simplexes fermds de ]a subdivision bary- 

centrique (d') de (D');  c'est une application (~sur,) ~ ' ( 0 )  puisque tout  ~E~b'(O) est 

sur un rayon d 'une sous-6toilc ~ '  (~)) dont le prolongement rencontre / t ( ~ )  en au 

moins un point k'. 

Cycle O(0) .  Ce sera lc cycle d6fini par l 'application ~p (te la varidt~ orient6e 

/ t ( ~ )  dans [~, son Sul)port est clone le mSme que celui de ~ ' ( 0 ) .  

Etablissons une sdrie (le lcmmes dont le premier est 6vident. 

Lemme 10.1. Lc cycle / t ( 0 ) -  ~ '  (0) est le bord de la chaine ~ l = / 1 ( 0 ) -  ~" (0 )  

(lui est diffSrentiable par cellule ~'. 

Lemme 10.2. a) Le cycle O ( 0 ) - / ~  (~') est le bord (l'une chahm ~2 diff~rentiable 

par cellule. 

b) La chaine ~2 est dquivalente ~ l a  chaine - ~ 1 .  

Pour ddmontrer ce lemme nous ddfinirons ~ ,  par l 'application, dans V, de la vari4t~ 

[0, 1] • (0) canoniquement oricnt~e comme produit, qui, au point 0 • ~' (0 ~ [0,1], ~'fi/~ (0)) 

a Co paragraphe aboutit h la d6finition 11.1 et aux propri6t6s 11.1; 11.4 et 11.6. Lea cycles 
d6finis par le champ ~ qui figure au th6orbme I sont ainsi reli6s aux cycles ~ (ef. ptopri6t6 11.6) 
qui seuls devront figurer dans lea formules du th6orbme II. 

2 Ce champ X' eat sans rapport avec la composante X; du champ barycentrique X relative- 
ment h la dimension e. 
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fait correspondre le point 2 (0) tel que 2 '2 (0) = 0 k'2, avec 2 = ~v (k'). Cette application 

est bien diff6rentiable dans chaque cellule [0, 1]> [cZ'f3/t(0)]; son degr6 topologique 

global est dgal s - 1  sur la vari6t6 J ~ I = / t ( ~ ) - T ' ( ~ ' )  et 0 ailleurs; la chalne ~2 

est donc 6quivalente ~ - ~ 1 .  Le bord de la chaine ~2, d6fini par l'application de 

(1•215  est bien (~(~')-/~(~') .  Le lemme 10.2 est ainsi ddmontr6. 

Des deux premiers lemmes il r6sulte que le cycle O ( 0 ) - ~ " ( 0 )  est le bord de 

la chaine ~ = ~ 1  +~2 diff6rentiable par cellules et 6quivalente gt zdro. De la remarque 

9.1 b) on d6duit: 

Lemme 10.3. Le cycle O ( ~ ' ) - ~ " ( U )  est 6quivalent ~ z6ro. 

Par rel~vement dans ~s g l'aide du champ barycentrique ~:', il vient: 

Lemme 10.4. Le cycle ~ ' ( O ( ~ ) - ~ ' ( ~ ' ( ~ ) )  est 6quivalent 's z6ro. 

Introduisons maintenant .~3 (~) et d6montrons: 

Lemme 10.5. a) Le cycle .~ ( (~ ) -~ ' ( (~ (~)  est, dans ~ ,  le bord d'une chaine if5 

diff6rentiable par cellules. 

b) La chaine ~ (@5) est 6quivalente /~ la chaine - ~ ' ( ~ ) .  

Soit ?)' le point tel que 2' E H (?)'); soit ~ = #  (X' (2)) (cf. ddfinition 7.2). 

Nous d6finirons @5 par l'application, dans ~s, de la vari6t6 [0, 1] •  (orientde 

comme produit), dans laquelle le point 0•  2 ' E / ~ t ( ~ ) ) a  pour image le 

veeteur 2 (0) ~ (0) ainsi d6fini pour chaque 2':  1 ~ quand 0 d6crit l'intervalle [0, 1/2], 2 (0) 

coincide avec 2 et ~(0) d6crit lindairement le segment ~2' de ~ ~, 2 ' ;  le vecteur 

2(0)~(0) ne s'annule pas car si 2 6tait sur le segment ~ ' ,  le vecteur ~ serait, /~ 

un facteur positif ou nul pros, 6gal h 2?) done rentrant ou nul, ce qui est absurde; 

2 ~ quand 0 d6crit l'intervalle [1/2, 1], 2(0) d6crit lin6airement le segment 2#'  

de ~ /~ if' et ~(0) coincide avec ~';  le vecteur 2(0)~(0) ne s'annule pas car 

~' n'est pas sur le segment ~ '  (en effet si les trois points sont align6s c'est que ?~' 

est la trace, sur ~ ( f f ) ,  de la droite 2~', donc coincide avec if; or 2' est extSrieur 
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au segment ~j2). Quelque soit 0 les points 2(0) et ~(0) sont dans D~ (?) ')=b~(2(0));  

le vecteur 3 (0)~-(O) est dans ~s. Nous avons bien d~fini une application de [0, 1] • (0) 

dans !~, elle est diffdrentiable dans chaque cellule [0, 1] • (~)~/~ (~')); elle d~finit une 

chalne ~5 dont le bord, image de 1 x / t  (~') - 0• (0), est bien le cycle ,~ (0) - J~' ((~ (0")). 

La chaine ~(~5) est (l~finie par l'application de [0, 1]•  dans V qui au point 

0•  fait correspondre le point 3(0); son degr5 topologique est - 1  sur ~ ' ( 0 )  et 0 

ailleurs. Le lemme 10.5 est donc d~montr~. 
r Soit maintenant un tube ~ , ( ~ )  donn5 ~ l 'avance; puisque e n'est pas born6 

infdrieurement nous pouvons lui imposer d'Stre < ~1. Posons alors ~e = - ~b~ (~') + ~ (~) 

et ~ = ~ ' ( ~ 6 ) ;  on a: 

Lemme 10.6. a) le cycle ~ ' ( ~ b : ( O ) ) - ~ ' ( ~ ( ~ ' ) )  est le bord de la chalne ~6 

diff~rentiable par cellules; 
, i 

b) la ehaine ~ (Re) est dquivalente ~ la chaine - ~  (~ ' )7 -~  ( ~ ) =  ~e. 
Des lemmes 10.4, 10.5 et 10.6 on d~(luit. 

Propri~t~ 10.1. a) Le cycle .~ (~) - .~' (s (0)) est le bord de la chaine ~ = ~5 + ~e 

diff~rentiable par cellules. 

b) La chalne ~ (~1) est dquivalente h la chaine - ~ ( 0 ) .  

La varlet5 ~1(~)  et le cycle ,~(~) ne sont pas d6termin6s canoniquement; 

soient ~1 (~) et .~2(0) deux cycles ,~ (~). Nous ddmontrerons: 

Propri~t~ 10.2. a) Le cycle ,~z(~) - ,~1(~)  est le bord d'une chaine ~21 de 

~ ( 0 ) - H ~  diff6rentiable par cellules. 

b) La chaine ~ ((~21) est dquivalente & zdro. 

Nous pouvons en effet appliquer la propri6t6 10.1 ~ ,~1(~)puis  & ~ ( 0 ) ,  lc 

cycle ,~' (~b'(~)) restant le mSme appelons ~n  et ~2  les deux chaines ~ ainsi d6finies, 

nous prendrons pour ~ la ehalne ~ 2 - ~ n  et la propridt~ 10.2 sera alors eons6quence 

imm6diate de la propri6t6 10.1. 

w ll .  Cycles ~(/~) et ~(U) 
D~finition 11.1: cycles ~[(0). 

Nous appelerons ~ ( 0 )  un cycle de !~ (/~')- H~ vdrifiant les conditions suivantes: 

(K h ~ ( 0 ) - , ~  (0) est le bord d'une chaine Go diff~rentiable par cellules. 

(K)~ La chaine ~ (~o) est ~iquivalente k z~ro. 

La propri~t~ 10.2 justifie cette d~finition en montrant  qu'elle ne d~pend pas du 

choix particulier du cycle ,~ (0). Tout cycle ,~ (0) est ~videmment un cycle ~ (0 ) ,  

ee qui d~montre l'existence de ceux-ci. 
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Proprifit$ l l .1.  a) Le cycle , ~ ( 0 ) - ~ ' ( ~ ' ( 0 ) )  est le bord d'une chalne ~ diffd- 

rentiable par cellules. 

b) La chaine ~t (~) est ~quivalente s la chalne -s 

Cette propri6t6 est caractdristique de ~[(0): elle rdsulte de la propridt6 I0.1 et 

de la d6finition de 3~ (e)  pourvu que l'on pose ~ = ~0 + ~,:  r6ciproquement les condi- 

tions (g  h e t  (K)2 r6sultent des proprift6s 10.1 et 10.3 pourvu que l'on pose ~0 = ~ - ~ .  

Exemple de cycles ~ (0). 1 ~ Dans une varidtd ~ (0) prenons un voisinage ~ ( ~ )  

canoniquement orient6 de la varidt6 /z~l(~ ') des vecteurs nuls; son bord, s'il est 

diff6rentiable par cellules, d6finit par application canonique dans ~s, un cycle ,i[(O). 

On peut, en effet, ddterminer une vari6td ,~ (~) ~ ~ (~) et, en prcnant ~0 = ~ (~) - ~ (~), 

les conditions (K h e t  (K)2 sont vdrifi~es. 
r 

2 ~ On a toujours ~ ( ~ ) =  ~( ,~(~) )~  ~s. Considdrons le cas particulier ou / est 

rapplication identique de V dans W (alors ~ ,  = ~) et off U est une varidt6 diff6rcn- 

tiable et sans bord; dans ce cas l'ensemble de tous les vecteurs unitaires tangents s 

V le long de U ct perpendiculaires ~ ~ est une varidt6 qui, orient6e convenablement, 

(tdfinit, par son application canonique dans ~_~, un cycle 6quivalent /~ ,~'(~). 

Cas ou 1~ est le 

Posons 0 = 

(u.1) 

bord d'une sous.varidtd compacte ~ ~t n dimensions de [~. 

O; 11=(~ et:  

[ ~'+ (r = ~'  (r n (~ - 5 ) ;  ~'+ (r = ~ '  (r n (~ - c )  

[ ~ ' -  (O) = ~' (0) n 0 ; ~' (5) = ~'  (r n d 

La chalne ~ ' (~)  est dquivalente ~ la chaine ~'+ (~) -~ ' - ( (~) .  Le cycle ~ ' (~)  

est 6gal au cycle ~'+ ( ~ ) - ~ ' - ( ~ ) .  

Les vecteurs sortants 1 d e O  le long de ~ d'une part et les vecteurs rentrants 

de l'autre, d6terminent une partition de !~s((~)-~ en deux vari6t6s disjointes; ils 

ddterminent done aussi des partitions de ~ (~), ~ (~) et ~0, ~ en des cycles ou chalnes 

ferm~s. Les signes + correspondant aux vecteurs sortants et les signes - correspondant 

aux vecteurs rentrants nous 6crirons: 

(11.2) ( ~ o = ~ - ~ ; ;  ~ ( r 1 6 2 1 6 2  , ~ ( ~ ) = ~ + ( r  

bord ~ = ~+ (0) - ,~+  (O); bord ~.o- = ~-  ( 0 ) - , ~ -  (O). 

Les deu~t cyeles ~ (~+ (O)) et ~ (~-(O)) sont ~quivalents au cycle O. 

x Expression parfaitement d~finie puisqu'il s'agit d'un polybdre rectiligne. 
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Propri~t~ 11.2. En posant ~ = ~ + - ~ - ,  on a: 

a) le bor4 de ~+ est ~ + ( r  le bord de ~ - e s t  ~ ( 5 ) = ~ ' ( ~ b ' - ( 5 ) ) ;  

b) la chaine ~(~+) est dquivalente ~ la chalne - ~ ' ~  (r la chalne ~ (~ - )  est 

4quivalente s la chaine + ~'~ (r 

En effet il rdsulte de la formule (11.2), de la d~finition de $~ et du lemme 10.6, 

que la propri~t~ 11.2 est ~quivalente s celle que l'on obtiendrait en remplaqant, dans 
A. .~ t son 6nonce, ~(/~') par ,~ (/~), ~ par ~5, et ~ ( / ~ )  par ~ ' (0 ) .  Or la d~monstratiou du 

lemme 10.5 montre, pour p = n - 1  et /~'=C ~, que ~5, se d~compose en deux chalnes 

ferm~es, l'une ne faisant intervenir que des vecteurs sortants de ~ le long de /~ = 

et des vecteurs d'origine ext~rieure s ~, et l 'autre que des vecteurs rentrants ou des 

vecteurs ayant leur origine dans ~. 

Propri~t~ 11.3. ies cycles ~+ (~) et ~[(~) sont les m~mes. 

De la propri~t~ caract~ristique 11.1 et de la propri~t~ 11.2 il r~sulte en effet que la 

propri~t~ 11.3 est ~quivalente ~ la suivante: les cycles X'(s (r et ~ ' (~b ' ( r  

les m~mes ou encore: les sous-varidt~s ~'+ (r et ~ '  (~) sont les m~mes. Or ce dernier 

point r~sulte imm~diatement de la d~finition des tubes ~ ' (~ )  (ou ~ (~) ,  w 6); en 

effet, ~ = r ~tant de dimension p = n, ~ '  (r peut ~tre engendr~ par le point ~ '  (~)) fi ( V - C) 

pour ~ E r  or ce point engendre pr6cis~ment ~ '+( r  (d~fini par la formule l l . l ) .  

PropriSt~ 11.4. Tout champ d6fini le long de r et diff6rentiable par simplexe 

ferm6 ~ i k c  r de vecteurs sp6ciaux sortants par rapport /t. ~, d~finit, par rel~vement 

de C ~ dans ~s, un cycle ~(r (r 

Ce cycle r6pond, en effet, k la d6finition d'un cycle ,~(r qui est un ~[(r 

particulier; ce n'est peut-~tre pas un cycle ~+ (r mais, d'apr~s la propri6t6 10.5, 

c'est un cycle ,~§ (r c .q . f .d .  

D~finition 11.2, Vecteurs spdciaux sorbants ou rentrants de C le long de ~. Ce 

seront les images par ~ des vecteurs sp~ciaux respectivement sortants ou rentrants 

de r  le long de ~'. 

Varidtd transversale U. Une telle vari~t~ sera, par d~finition, l'image par ~ d'une 

varlet6 transversale 0 de ~?. 

Remarque 11.1. Le cycle ~ ( ~ ) ) d a n s  ~ ,  est diff~rentiable par cellule ~ , ( ~ ) ,  

car c'est l'image, par ~, du cycle ~(/~') de ~8. 

Pour simplifier les notations nous ~crirons: 
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(11.a) ~ (~ (~)) = si (u);  ~ (s~ (0)) = it (c);  ~ (s~ + (~)) = si + (0) 

de la remarque 11.1 on ddduit: 

Propri6t6 11.5. Toute forme diff6rentielle de degr6 n - 1  d6finie sur ~ peut 

6tre intdgr6e sur les cycles ~(U).  

Compte tenu de la d6finition 11.2, la propridtd 11.4 devient: 

Propri6t~ 11.6. Tout champ, dd[ini le long de O, de vecteurs spdciaux sortants par 

rapport h C dd]init, dans ~s, un cycle ~ (C) = ~+ (~), dt condition que l'image de ce champ 

par (f-1 soit di//drentiable par simplexe D ~ k c C = q  -1(C). Si la triangulation (D)' est 

non seulement rdguli~re mais diffdrentiable il suffit que le champ donn6 soit diffdren- 

tiable par simplexe /~[k (/~'~ = q~ ( j~ ) ) .  

(12.1) 

Y (~) 
poser : 

(12.2) 

IV 

I m a g e s  d u  c h a m p  X p a r  ~ e t  To~ 

w 12. D6finitions; correspondance entre eertains groupes d'homologie 

l)6finitions 12.1. 

On a ~ : ( ~ ) E ~  + et ~ ( ~ + ) = ~ + ,  on peut donc poser: 

Y ( ~ ) = ~ ( ~ )  et Z(~)=[(Y( '~) )=[o~)( .~(~)) .  

est un vectcur nul ou spdcial tangent g V et d'origine X:-g(2 ' ) ,  on peut 

X (x) = Y (5) = ~ ,~: (~ ' (x)). 

Le champ X est continu sur V, ses zdros sont les points a,~-~((i~). Mais 

comme la restriction de ~- t  g un simplexe ferm6 D~ n'est pas suppos6e diffdrentiable 

au voisinage du bord, le vecteur X (x) ne varie pas (liff6rentiablement ell fonetion 

tie son origine x mais seulement du parambtre ~ - - ~ - '  (x). C'est pourquoi nous 

utiliserons celui-ci. 

Y = ~ o ~  est une application (Ic 19 (lans ~s + et, ell particulier, tie I ~ -  (Jd~ 
i ,k  

dans ~,.  

Z = ] o Y = [ o ~ o ~  est une application de )9 dans ~ §  et, en particulier (le 

~9- U d~ dans g~. 
f ,k  

Propri6t6s 12.1. a) Y est un homdomorphisme, Z une application continue. 

b) Y e t  Z restreintes ~ un simplexe ferm6 / ~  sont diff6rentiables de classe U t. 
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Cela r6sulte de la propridtd correspondante de X (propridtd 3.1, c) et des hypothbses 

(TR)I et (A R)I. 
c) Y e t  Z restreintes ~ un simplexc ouvert D~ sont des homdomorphismes bi- 

diff6rentiables de classe C, sur les sous-vari6tds diffdrentiables Y (D~) c 9_~ + et Z (]5~) = ~ + .  

Cela rdsulte de la propridtd correspondante de ~ (propridtd 3.1, c) et des hypothbses 

(T R)2 et (A R)2. 

Remarque 12.1. L'application Y est un cas particulier de l'application Z. En 

effet Y = Z quand W = V et que / est l'application identique qui est bien une applica- 

tion r6gulibre. 

Correspondance entre certains groupes d'homologie. 

Soit fl une boule topologique ouverte de W situ6e dans le domaine de d6finition 

d'une des cartes qui d6finissent la vari6t6 diff6rentiable W. I1 existe donc un homdo- 

morphisme bidiff6rentiable ~v de classe C 2 de fl sur un ouvert ~o(~)de R n, il se 

prolonge en un hom6omorphisme ~ bidiff6rentiable de classe C 1 de l'espace 9.~ (/~)des 

vecteurs non nuls tangents ~ W ayant  leur origine dans /~ sur l'espacc des vecteurs 

non nuls de R n ayant  leur origine dans yJ (fl) ; eelui-ci est l'espace produit ~ (fl) x 3 d'ofi : 

(12.3) ~ [ ~  (fl)] = ~ (fl) • 3. 

DSfinition 12.2. Nous allons d6finir des projections, sur 3 ct fl, (l'un vecteur 

~o E~iJ(fl): la projection sur 3 sera la composante scion ~ de ~(~0); la projection 

sur fl sera la transform6e par ~-1 de la composante, scion v/(fl), de v~(10). 

Remarque 12.2. La projection de ~ ( f l )  sur ~ d6finit classiqucmcnt un isomor- 

phisme des groupes d'homologie de ~ ( f l )  sur les groupes d'homologie de 3- Cette 

application est ind6pendante de la carte choisie eb l'isomorphisme est canonique. 

Pour les dimensions > 0  le seul groupe d'homologie non nul de 3 est le (n--1)~me; 

il est cyclique et, la vari6t6 W dtant orient6e, canoniquement isomorphe au groupe 

additif des entiers, il e n e s t  donc de m~me pour ~( /~) ;  cela permet d'associer, b~ 

toute classe d'homologie de dimension n - 1  dans ~ ( f l )  et dans 3 un nombre entier 

appel6 indice. 

Toujours du fait que W e s t  orient6e il existe un isomorphisme canonique entre 

le ( n - 1 )  ~e groupe d'homologie de la fibre ~ ( ~ )  de ~ au point ~ E W e t  le groupe 

correspondant de la fibre type. Si ~ E fl l'immersion de ~f3(~) dans ~ (fl) d6finit une 

application du ( n - l )  ~e  groupe d'homologie de ~J(~) dans celui de ~ ( f l )  qui est un 

isomorphisme. En rfisum6 : 
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Propri~t~ 12.2. Soit F u n  cycle g n - 1  dimensions d6fini dans ~ ( f ) :  sa classe 

d'homologie dans ~ (f) et celle, dans ~, de sa projection sur ~ ont m~me indice 

quelque soit la carte prise pour d6finir cette projection. Si F c  ~ ($), ~ Eft, cet indice 

est aussi celui de sa classe d'homologie dans ~ ($). 

Donnons-nous maintenant  sur fl un champ de vecteurs non nuls sauf peut-~tre 

en un point a de fl; iI ddfinit une application de fl trou6 en a darts ![9 (fl); cette 

application r6alise un homomorphisme du ( n -  1)~m~ groupe d'homologie de fl troufi en 

a dans le groupe correspondant de !33 (fl) donc aussi dans eelui de la fibre type ~. 

Soit a "-~ un cycle de dimension n - 1  appartenant ,  dans fl, s la classe d 'homo- 

logic d'indice + 1. L'applieation de a =-~ dans !3)(fl) ddfinie par le champ est un 

cycle F. D'aprbs une d6finition classique de l'indice d'une champ de vecteurs, l'indice 

du champ eonsid6r6 est dgal s l 'indice prfieddemment d6fini, de la elasse d'homologie 

dans ~, de la projection, sur ~, de F ~  ~ (f);  cet indice est aussi celai de I" clans ~ (fl). 

D'aprbs la remarque 12.1 ces notions s 'appliquent aussi s la vari6td V. Dans 

ce cas nous pouvons prendre pour fl une boule B qui eontient un z6ro a~ du champ 

X et pour cycle a ~-1, le cycle b~=b(a~) qui appartient,  da.ns B trou6 en a~, /~ la 

classe d'homologie d'indice + 1. D'ofi: 

Propri6t~ 12.3. L'indice du champ X, d6fini sur V, en son z6ro a~ est l'indice 

de la classe d'homologie du cycle X(b~)= Y ( ~ )  dans la restriction de 93 aux vecteurs 

ayant  leur origine dans la boule B c b~. 

w 13. Degr6 topologique local de f 

Soit x E B N V, supposons que B soit une boule topologique ouverte ou une homo- 

boule ouverte assez petite pour que: 

1 ~ / (B)c f l ,  fl ~tant, comme pr6c6demment (w 12) une boule topologique, domaine 

de d6finition d'une carte de W; 

2 ~ en posant ~ = / ( x )  on ait  BN/-l(~)={x}. 
Soit s ~-1 un cycle de dimension n -  1 darts la boule B troufie en x et apparte- 

nant  ~ la classe d'homologie d'indice + 1; / (s  "-1) est un cycle de dimension n - 1  

dans f trou6 en ~. 

D$finition 13.1. Le degrfi topologique m(x) de l 'application /r au point x est 

l'indice de la classe d'homologie, dans f - ~ ,  du cycle /(sn-1); il ne d6pend pas du 

choix particulier de f et de s n-1. re(x) est aussi dgal au degr~ topologique de l 'ap- 

plication fo~0 au point ~=q-l(x) ,  clue nous noterons m(~). 
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Dejrd topologique le long d'un simplexe de (D). Soit t)(}) un voisinage ouvert de 

dans W et v (x) la composante connexe contenant x, de ]-1 (t)(})). Nous pouvons en 

outre supposer ~} (}) assez peti t  pour que v(x) soit int~rieure b, l'~toile de x daus (D) 

et pour que x" Ev(x) f3 D~(x) entraine v(x) N i t - l (} ' )={x'} avec } '= / (x ' ) .  Le degr6 

topologique global de la restriction de / ~ v (x) est alors constant et figal au degr6 

topologique local m (x') en x', en particulier s m (x). Le degr6 topologique local est 

donc constant sur v(x)f3 D~ (x), qui est un voisinage de x dans D, k (x); il est donc 

constant sur tout  D, k(x). D'oh:  

Propri~t~ 13.1. Le degrd topologique local de / eat le mdme en tous lea points d'un 

aimplexe D~ de (D); noua le ddaignerons par m(D~). 

Remarque 13.1. La d6monstration de cette proprift6 ne fait pas intervenir les 

hypoth6ses de diffdrentiabilit~. Elle est donc valable pour toute application continue 

~b d'une varidtfi V dans une varifitd W qui poss~de la propri~t6 suivante: il existe 

une triangulation (D) de V tel que la restriction de l'application ~ chaque simplexe 

ouvert de (D) soit un hom6omorphisme. 

Expression particuli~re de m(D~); a~ 6tant le z6ro du champ X dans D~ (13.1) 

on a m (a~) = m (D~). 

Les homoboules b~' = b~ (a~) d~pendent des param~tres e~. 

HypothLses relatives aux e~. 

(e)l :0<e~' < 1/2;  cela entralne que routes les homoboules b~ sont disjointes. 

(e)~ : e~ est assez peti t  pour q u e e n  posant a~ = ] (a~) on ait relativement/~ l'homo- 

boule b2,~ (a~): 

(13.2) b2~ (a~) f3 it-' (at k) = {at k} et it [b2~ (ark)] c ~ ,  k, 

fl~ 6tant une boule topologique ouverte, domaine de d~finition d'une carte de la vari6t~ 

difffirentiable W. 

On peut alors appliquer la definition de re(x)en prenant x=a~ et an-l=b~. 

il vient 

Propri6tli 13.2. Le degr6 topologique m (D~) est l'indice de la elasse d'homologie, 

dans fl~ - a~, du eyele f (b~) = it o ~0 (~).  
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w 14. Prolongement canonique des vecteurs sp~ciaux ou nuls au voisinage 
d'un simplexe Dq 

Nous avons ddfini au w 4 la sous-vari~t~ ~ n dimensions ~ ( b q ) ,  nous l'ori- 

enterons canoniquement. Considdrons les espaces suivants de vecteurs sp6ciaux ou 

nuls ( ~ )  ou sp6ciaux (~,): 

!~s ~ (Dq), ~s (bq), 8 ,  + (~, (ha)) et ~s (~)  = ~s (~, (ha)). 

Fixons arbitrairement une orientation fixe sur ~q.1 

Soient ~) E D ~ ~ E ~ (?)) et un vecteur ~ (~) E ~s + (~). 

Nous ddfinirons le prolongement canonique de ~ (~) par la formule suivante: 

(14.1) ~ (~) = ~2 (~) .~ (~) + :~'j (~) + : ~ "  (~) 

le scalaire )t (~) et les vecteurs .,~'q' (~) et ~ "  (~) ont la m~me d~finition qu'au w 3, 

formule (3.3) avee ~ = q. Lorsque ~ d~crit ]a sous ~toile ~ (~)), ~ (~) d~crit, dans 

~ ; ,  une sous vari~t6 s n - q  dimensions dont tous les points, saul peut dtre ~(~), 

sont dans ~ (T~); de plus quelque soit ~ (?)) elle est hom~omorphe k la sous-dtoile 

de ~) ou s celle du point dq:~ '= ~ (dr et ses positions relative~ i~ deux .~(~) dis- 

tincts sont sans points communs. 

On en d6duit l'existence (Fun homdomorphisme )~ du produit ~2 (/~q)• dans 

~ (~(Dq)). Orientons alors T de mani~re que ~ conserve l'orientation. De la for- 

mule (14.1) on d6duit aussi: 

(14.2) 

(14.3) 

(~,  (b ~ • ~) ~ ~ (~ )  

(~ :  (b o) • 5) c ~ ,  (~,). 

Consid6rons maintenant une chaine b, q dimensions ~ c ~2 (D q) telle que: 

(14.4) ~ c as  (Dq). 

Associons-lui la ehaine ~ n dimensions f i =  ~ (~ • ~) c ~+; on a: 

(14.~) ~ = ~ (~ • ~ + ( - 1}~ ~ • 5) c 8 ,  (~}. 

L'inclusion dans ~s r~sulte des 4 derni~res formules 

1 Les r~sultats seront indSpendants de ce choix car, les chaines ~, ~, ... peuvent ~tre consi- 
d~r~es comme des chalnes d'esp~ce paire. 
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Propri~t6 14.1. La classe d'homologie (te 1 <~ dans ~ (T~) ne d@end que de la 

classe d'homologie de ~ dens ~ (/)q). 

Au cycle diff6rence de deux cycles ~ correspond le cycle diffdrence des cycles I '  

correspondants: la i)ropri6t6 14.1 se ram~ne done "~ la suivante: si ~ est homologue 

'& 0 dans ~ (/)q), I "~ l'est dans ~ (T~). 

ce cas ~fi est aussi le bord d'une chaine tt q dimensions ~ ' ~  (/)q) et Dans 

l ' o n  a: 

&off 

~ •  b o r d @ ' • 2 1 5  '' 

/~= )~ (bord (3' ~') + ( - 1) q (7 - 7') T), 

1' cst (hmc la somme de deux cycles; le premier, ~ (bord fi'• ~/')= bord (~ (~'x ~)), 

est homoh)gue '& 0 dans ~ (T~) puisque It @' x ~') ~_ ~ (~'~) d'apr6s (14.2). Montrons 

qu'il en est (le m?,me pour le second: la chaine ~- -~ '  a i)our bord ~ - ~  = 0; c'est donc 

nn cycle (lc (limension q dans l'espacc ~ i  (/)q), lcquel est hom6omorphe ~ /)q •  q 

(lonc h R2q; ce cvcle est (tonc homoh)gue i~ 0: 7 - ~ ' - ~ ,  d 6rant une chalne (le (li- 

mension q-{-1 (lans ~ ;  (Dq). On a: ( y - y ' ) > : T = c •  (c~); or d'apr6s (14.3), 

(g• T) c ~ (f/'~), done /~ (({, - ~ ' )  ~')= bord/~ (~• ~') est homologue it 0 (lans 2~ (7'~). 

11 c n e s t  donc (lc m6me (lc 1" et la i)rol)ridt6 14.1 cst (ldmontr6e. 

l{cprcn<ms Ic simplcxe f)]:: f)q N b: (a ~) et l'cst)ace ~" 2~ (f)~) des vccteurs qui y 

ont leur originc. N()us ne considdrons dordnavant que des chaines 7 ~ ~ (]~q)~ ~s (/)q); 

remarquons qu'il y e n  ~ dans chaque classe d'homologie (le ~ '  (Dq). La condition 

(~).,, formule (13.2) cntraine, & fortiori: 

(14.6) [o ~ (4)c~i.~ (fl). 

r 

Nous avons donc 6tabli, par l'intermddiaire des cycles 1' une application lin6aire 

de l'espace des cycles ~ sur l'espace des cycles [o @ (/1). La propri6t6 14.1 et ]a con- 

tinuit6 de [ o ~  montrent qu'~ l'application lin6aire des cycles correspond un homo- 

morphisme du ( n - l )  ~me groupe d'homologie de ~ ( D  q) dans le ( n - l )  ~me groupe 

d'homologie (le ~ (fl). 

Ces deux groupes 6tant cycliques, l'homomorphisme correspond s la multiplica- 

tion des indices par un entier, d'ofi: 
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Propri~t5 14.2. L'indice J de la classe d'homologie de [ o ~ ( ] ' )  dans ~ ( f l )  est 

proportionnel ~t l'indice I de la classe d'homologie de ~ dans ~ (D ~) (ou de ~ =~ (4) 

dans ~ (Dq)). 

w 15. D~termination du coefficient de proportionnalit~ entre les indices J et I 

Nous aliens d~finir une chahm particuli~re ~ telle que ~ apI)art ienne ~ 1~ classe 

d 'homologie  d' indice I =  + 1; nous calculerons alors l ' indice J de la classe du cycle 

~o ~ ( I ' )  qui sera pr6cisdment 6gal au coefficient chereh6. 

sera le re l6vement  de f)q: dans  ~ /  d6termin6 en un point  ~j de /~q: par  le 

vecteur:  

115.1)  k ( ~ )  = - - , ~  (~),  

dtant  toujours  Ic champ b a r y c e n t r i q u e :  

Propri~t6 15.1. L'in(lice du chain t) (ldfini sur f)~q par .~'(:~) en son zdro uni(lUC 

d q est  + 1 .  Cela rdsulte du fait  que l'in(lice (lu chain|) ,~:  . . . .  .~ est  ( l) q (pro- 

I)ri6t6 3.2). 

De la formule (3.3) prise pour  ~ = q  nous ddduis()ns ceci: eu un point  2" (le /J, 

~E~'~(?)), le champ .~ prolong6 canoniquement  par  la formulc (14.1) est  (h~ml6 par: 

(~5 .2)  , ;/(~.) ~ ~ - ,~ '~ (~)  + 2'~' ( ~ ) ~ - . ~ ' ~ "  (.~.) - .~ (~.) - 2 ~ ~  (2.). 

Propri6t6 15.2. Lc champ  .~' cst  s t r ic tement  s()rtant de b le long (lc ~. Re- 

I)ortons nous cn effct h la prot)ridt6 5.2. Le vecteur  X (~) cst 6quipollent ,t ),~ (2'),~ (/)) 

(formule (3.3)), donc parallble h ~q et  7', (/)q). 

1 ~ Pour  ~ E ~' == b N ~'~ ([)q), J ~  (~) est, au voisinage (te ,~', dans  T,  (Dq); (Ion(, 

,~(~:) est, comme X (~), s t r ic tement  so r tan t  (te ~'~ (D q) (lone aussi (lc /~. 

2 ~ . P o u r  ~ 2 e D - / ~ '  ~  ~ "  " ' "  c b , le vecteur  Xq (k)+Xq (.~) est situ6 dans  b" ;  donc .~'(~) 

est, comme - ) ( ~  (~) et  - ,~ '~ (~j), s t r ic tement  sor tant .  

Remarquons  (tuc les vecteurs  .~' (~) ont  leur SUl)port (lans 1~; nous pouvons,  comme 

au w 7, les identifier "X des 616ments de ~s'  ou 's des vccteurs  traeds sur ]P. 

I ~ et r sent ici d(~ter,ni,ldes par l'application, dana ~s, de sous-varidt,% ct~no,~iquement ori- 
entdes de ~)r ~ est do,m toujours un cycle d'indico I =  + 1 auquel nous raisons corresp0ndre un 
cycle :0  ~ d'indice J = m (1) a) quelles clue soient les orientations de D q, V et W pourvu que la eor- 
respondanco dtablie par ] entre les decux derni6res ne change pas. 

15-  533807. Acta Matt*ematlca. 91. Imprimd le 29 octobre 1954. 
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Comme il s'agit d 'un probl~me local nous pouvons supposer que la boule topo- 

logique f l~  W e s t  dans un espace R~: s'il n'en ~tait pas ainsi on remplaeerait / par 

~fl o/, ~p 6rant l 'hom~omorphisme bidiff6rentiable de classe Cz qui d~finit une carte; 

l'indice de la classe d'homologie du cycle ~ 2 o [ o ~ ( F )  que l 'on calculerait alors serait 

encore 6gal s J .  

~ +  (/~) est alors identifiable b, l'espace des vecteurs de R n issus de fl et on peut 

~crire 

(15.3) ~ (fl)=~• 

La restriction de / o  99 h chaque cellule ferm~e ~ fl b2~q (a q) (ces cellules sont en 

nombre fini) est maintenant une application diff~rentiable de classe C 2 d'un espace 

euclidien & k dimensions (limit~ h la cellule consid~rde) dans R ~. Soit ~ = [  o 99 (~). 

Nous pourrons prendre des d~veloppements limitds de ~ en particulier dans le cas 

suivant: 

Soit 3o E ~; pour 0 < v <_ to, r0 > O, le point 3 = 3 o + v X (3o) est ext~rieur b, b = b~q (d q) 

et int~rieur h b2~q (dq). Soit ~o = [ o 99 (30). Prenons un ddveloppement limit5 du vecteur 

~o~ en fonction de v, il vient: 

(15.4) 

Nous pouvons prendre la constante K assez grande pour que l'indgalitd soit valable 

dans tout les ~k ~ ,q fi b2Eq ( a )  donc pour tout  3 o e ~. Le vecteur [o  ~ o ~(3o) a une longueur 

sup~rieure ~ un nombre positif fixe, l'indgalit~ (15.4) montre alors que, ~ tout  angle 

O, 0 < 0 < ~, on peut associer un nombre vl, 0 < vl <- Vo et un point ~1 = ] o 99 [3 o + vl ~ (30)], 

tels que l'angle des vecteurs / o ~ o ~ ( 3 o )  et ~o~, soit _<0. Il en rdsulte que, dans 

~ ( f l ) ,  le cycle 3o(~) d~crit par le vecteur ~o~[ lorsque 3 d~crit ~ est homotope 
.,?, 

au cycle d(!crit par le vecteur [ o ~ o ~ ( 3 ) ,  qui n'est autre que le cycle [o  (~ (1"). 

Montrons maintenant que 30(~), done aussi / o ~ ( / ~ ) ,  est homotope, dans ~ ( f l ) ,  

au cycle 3 ,  (~) d~crit par le vecteur o ~ ~ quand 3 dderit ~. Nous allons d~terminer 

un cycle ~ (t) image de ~ dans ~ (fl), variable diff~rentiablement avec t E [0, 1] de 

fa~on que 3 (0)=3o(~)  et ,~ ( 1 ) = 3 ,  (~). L'image dans ~ (/~), d 'un point 3oE~ sera 

d*finie par le vecteur ~0(t)~:x(t) ainsi d6termin6:1  ~ Pour t e l 0 ,  1/2] on prendra 

~0 (t) = ] o 99 (3t), 3t E b (itant l 'homoth6tique (d q, (1-2 t)) de 30 et ~x (t) -= ~1 = / o 99 (3 0 + vi ~ (30)). 



FORMULES APPARENT~ES A LA FORMULE DE GAUSS-BONNET 225 

Le point  ~o+Zl  ~ @o) 6rant  ext6rieur b~ ~) est dist inct  de tou t  point  ~ (t) pour 

0 < t <  1/2; ~l(t) et  ~0(t) sont leurs images respectives dans la restr ict ion de / o ~  s 

b~  (x0), qui est un homdomorphisme d'apr6s (TR) t  et (AR)2: ils sont donc aussi 

distincts. Il en est de m6me pour  t=  1/2 car ~0 ( t )=a  q est dist inct  de ~1 gr~,ce "~ 

l 'hypothbse (e)2 (formule 13.2); 2 ~ . Pour  t E [1/2, 1] nous prendrons ~0 (t) =a~ et  

~1 (t) = / o ~ (~0 § ( 2 -  2 t) v 1 ~ (~0)); ces deux points sont encore distincts en ver tu  de 

(c)2. Le vecteur  ~=0(t)~l(t) varie doric bien entre les positions ~=o~ et a-q-~o; il ne 

s 'annule pas et varie diffdrentiablement.  L 'homologie est donc 6tablie, les cycles 

To~(/~), 30(b) et 31(b) appar t iennent ,  dans ~ ( f l )  b, la m~me c]asse d 'homologie dont  

l 'indice est J .  De plus, ~ 1 ( b ) c ~ ( a  q) et, d'apr~s la propridtd 12.2, J e s t  encore 

l 'indice de la classe d 'homologie du cycle ~1 (/~) dans ~ (aq). Mais ~9 (a ~) est canoni- 

quement  identifiable b~ R ~ - a  q (R ~ t rou6 en a q e f f o r t ) :  au cycle ~ t  (b) correspond le 

cycle / o q (b) d6crit par  ~ ;  il est dans la boule topologique ft. J e s t  donc aussi l'in(lice 

de la classe d 'homologie dc /ova(b) dans R ~ - a  ~ ou dans f l - a  ~, or, d'apr6s la pro- 

pridt6 13.2 cot in(lice est 6gal au (legr5 topologique m (Dq). 

(15.5) J = m (D q) 

pour  le cycle [ o  c~ (F )  6tudi6 (lans ce paragraphe le coefficient cherch6 est donc m (D~). 

w 16. Enonc6  du thdor~me I 

En rdsum6 (le ce qui prdc6dc nolls dnoncerons: 

Th~or~me I. Le prolongement canonique (14.1) q~i gdndralise le prolongement dd/ini 

par le champ barycentrique permet de dd/inir un homomorphisme du ( q -  1) ~me groupe 

d'homologie de ~ ,  (D q) dans le ( n - 1 )  ~me groupe d'homologie de ~i~ (fl). Entre les indices 

I relati/s au premier de ces ffroupes et les indices J relati/s au second on a la relation: 

(16.1) J = m (D q) I 

m ( D  q) dtant le degrd topologique de l'application [ en chaque point de D q. 

Corollaire I. X dtant toujours le champ barycentrique, le cycle fo  (p fl: (~)= fo  X (b) 

appartient, dans ~3 (fl), dt la classe d'homologie d'indice ( - l) q m (D q) = ( - 1) q m (aq). 

Corollaire II. Le champ barycentrique X = ~ (.~) en son zdro a q E  n q a pour indice 

( - 1)q.1 

x Ce r6sultat  mont re ,  sans recourir  t~ la ddmons t ra t ion  d 'Alexandroff ,  que la somme des indices 
algdbriques des z6ros d ' u n  c h a m p  sur  V e s t  ~ ~ ( D ~ ) ~  (V); STEENROD ([10] p. 203), /~ par t i r  

i .  k < n  
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Ces corollaires se d6duisent  ainsi  du  thdor~me I: si ~ = X  (/~q) l ' indice  I, qui est  

aussi  l ' indice  de la res t r ic t ion  ~ D q du  champ S~ en son z6ro a q est  ( - l )  q (propri6t6 

3.2) donc J = ( - 1 ) q m ( D q ) ;  c 'es t  le corollaire  I .  Le corollaire  I I e n  est  le cas par-  

t icul ier  ob tenu  en p renan t  pou r  W la varidt6 V elle-mSme et pour  / l ' app l i ca t ion  

ident ique ,  alors m (D q) = 1. 

w 17. Complexe (G)  des singularit~s topologiques 1 

D~finition. Au  vois inage de tou t  po in t  x de  V tel  que m (x )=  1, ] e s t  un  hom~o- 

morph i sme  dans  W; l ' ensemble  de ces po in t s  est  donc ouver t ;  son compldmenta i re ,  

ensemble  des po in ts  x tels que I m ( x ) l #  1, est  done ferm6; il a d m e t  pour  t r i angu la -  

t ion  un sous-complexe de (D) pu isque  le degr6 topologique  est  cons tan t  sur  chaque 

D~; c 'es t  donc aussi  un complexe,  nous le d6signerons pa r  (G). 

(G) ne cont ien t  aucun  D~ car  m ( D ~ ) =  1. Tou t  D = i est  a( thdrcnt  'h (teux sim- 

plexes D~ et  D~,, la condi t ion  n6cessaire ct  suff isante  pour  que D ~ i soit  dans  (G) 

D" est que m ( D ~ ) x m (  . , ) - - 1 ;  dans  ce cas m ( D  ~ l ) = 0 .  

(G) est  contenu dans  l ' ensemble  des poin ts  oh le rang de l ' app l i ca t ion  ] e s t  

s t r i c t c m e n t  infdricur 's n mais  ne coincide pas  n6ccssairement  avec lui. 

Cas o'h [ conserve l 'orientation. Dans  ce cas le (legr6 topo log ique  m (x) n 'es t  ja-  

mais  n6gatif  ni nul; il s ' ensui t  que (G) ne cont icn t  aucun  D ~ 1. Nous  d6montrerons :  

Propri6t6 17.1. Si  [ conserve l 'orientation (G) est un  complexe de d imens ion  p~tr- 

tout  dgale 5 n - 2  (ou encore ( G ) = I 3 D t  ~ '~). 
t 

II s ' ag i t  de mon t r e r  que, si un s implexe  D s est  contenu dans  ((;) ( m ( D  ~) : 2 ) ,  

sans  qu ' aucun  des s implexes  auxque ls  il est  adh6ren t  le soit ,  on a ndcessairement  

s = n -  2; nous savons  d6js que s < _ n -  2. 

Soit  xED~;  ~ = [ ( x )  E A  ~=[ (D~) .  

Soit  fl une boule topologique  ferm6e, vois inage tie ~ dans  IV et  assez pe t i t e  pour  

que  la composan tc  connexe B de [ l(fl) qui  cont ien t  x soit  intdr ieure h la sous-6toile 

de x dans  (D). En  cons6quence: 

(17.1) B fl ]-~ (A ~ N f l ) = B  f) n ~ 

e t  

�9 du m6mo chainp barycentrique indique le principo d'une d6monstration un peu diff6rcntc (et (tui ne 
fait 6videmment I)as intcrvcnir d'application ]). 

a Co paragraphe ct la propri6t6 13.1 n'utilisent pas lea hypoth6ses de diff6rentiabilit6 ct seraient 
valablea pour les applications ~b des remarques 13.1 et 17.1. :Nous aurions pu, tout au d6but de co 
m6moire, introduire ces applications et d6montrer pour elles les propri6t6s 13.1 et 17.1. 
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(17.2) B N (G) = B N D ~. 

En  effet l ' int6rieur de l '6toile de x dans (D) se compose (le D ~ et de simplexes 

D ~ auxquels D ~ est adh6rent  et qui, par  hypoth~se, ne sont  pas dans (G). 

La  restriction de / b, B a un degr6 topologique global constant  sur /3; comme 

Eft a une seule image r6ciproque x dans l ' int6rieur de l '6toile de x done (lans B, 

cc degr6 topologique cst 6gal s m ( x ) = m  (DS)_>2. 

Consid6rons la par t i t ion  de fi en l 'ensemble ferm6 fl 0 (/5 N A ~) ct l 'ensemble com- 

pldmentaire fl' qui est une sous-vari6t6 ~ n dimensions, ouverte,  de W. Cette parti-  

t ion d6termine, par  image r6ciproque, une par t i t ion de la composante  connexe B; on 

a B ;1/-1 (fi) = / ~  puisque le bord de l ' image r6ciproque est l ' image r6ciproque du bord, 

de cette relation et de (17.1) on d6duit  que l ' image r6ciproque, restreinte k B, de 

fl U (fl (1 A s) est l 'ensemble ferm6 B U (B fl D~); son compl6mentaire est 

(17.3) B'  = B  n / ' (fl'). 

B'  est une sous-varidtd (te V, ~t n dimensions et ouverte, elle est connexe puis- 

qu 'on  l 'obt ient  cn ret i rant  de l ' int6rieur /~ de la composante  connexe B, la trace de 

la sous-vari6t6 D s (le dimensions s_< n -  2. Par  ailleurs (17.2) entraine: B '  (1 (G) = O; 

la restriction de / s B '  est douc un hom6omorphisme au voisinage de chaque poiut,  

son degr6 topologique global est m (DS)>_2 en tous l e s  points d e / ~ ' = / ( B ' ) ;  la fronti~re 

/ : / U ( B N D  ~) de B '  ne coupe pas [ l(f l , ) ,  on en ddduit  que chaquc point  ~Ef t '  pos- 

sb(le un voisinagc connexc w ( ~ ) c f l '  tel que BN/ -1 (w(~ ) )  se ddcompose en m ( D  ~) 

composantes  connexcs et que / applique chacune d'elles hom6omorphiqucment  sur 

w(~); B' est done un rev~tement [ini de fl' connexe et de degrd m (D~)~ 2. L 'exis tence 

d ' u n  tel rev6temcnt  implique que fl' n 'es t  pas s implement  connexe; or si on avai t  

s_< n - 3 ,  fl', qui s 'obt ient  en ret i rant  de la boule ouver te /~ la trace de la sous-vari6t6 

A s , serait s implement connexe; comme s # n  et s # n - 1 ,  il reste s = n - 2 ,  c .q . f . d .  

Remarque 17.1. Cette d6monstra t ion de la propri6t6 17.1 - -  comme celle de la pro- 

pri6t~ 13.1 - -  ne fair pas intervenir  les hypotheses de diff6rentiabilit6. Nous pouvons  

done ~noncer: 

Soit ~ u n e  applicat ion d 'une  vari6t6 V dans une vari6t~ W de m~me dimension 

n; on suppose que r est continue, intSrieure et poss~de la propridt~ suivante: il existe 

une tr iangulat ion (D) de V telle que la restriction de ~ h chaque simplexe ouver t  

de (D) est un  hom6omorphisme.  
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Propri6t4 17.2. L ' e n s e m b l e  des  p o i n t s  off le degr~ t o p o l o g i q u e  local  de  ( / ) e s t  

s t r i c t e m e n t  sup6r ieur  ~ 1 est  un  s o u s - c o m p l e x e  de  (D) d o n t  la  d i m e n s i o n  es t  p a r t o u t  

6gal ~, n -  2. 

C H A P I T R E  I I  

Formes diff6rentielles images transpos6es des formes 52o et II par une 
application reguli~re 

w 18. Rappel d'une d4finition des formes 520, 52 et I I  

Cons id6rons  la  var i6 t6  W c o m p a c t e ,  o r ien t6e  e t  s ans  bords ,  d i f f6 ren t i ab le  de  classe 

C 2. So i t  z ( W )  sa  ca rac t6 r i s t i que  d ' E u l e r - P o i n c a r 6 .  Che rn  a mis  en  6v idence  les 

r a p p o r t s  en t r e  la  f o r m u l c  de  G a u s s - B o n n e t  g6n6ralis6e 1 e t  la  th6or ie  de  Ia t r ans -  

gression.  N o u s  6nonce rons  ses r6su l t a t s  sous  la  f o r m e  s u i v a n t e :  

Th6or~me de Chern.  Soil .(2 o une /orme di//drentielle de degrd n sur W appartenant 

?t la classe d'homologie caractdrisde par la relation: 

(18.1) f -Oo=X ( W ) .  
w 

Soil, dans l'espace /ibrd ~2~ des vecteurs non nuls tangents ~ W, la [orme di//d. 

rentielle $2 de degrd n image transposde de ~2 o par l'application canonique re qui ?t chaque 

vecteur lair correspondre son origine: 

(18.2) .(2 = re* Qo- 

1 ~ La [orme ~2 est une di//drentielle exacte dans ~ ,  nous dcrirons: 

(18.3) ~ =  - d H .  

2 ~ II  peut dtre choisi 2 tel qu'il poss~de la propridtd suivante: dtant donnds un point 

de W, l'espace ~ ( ~ ) c ~  des vecteurs non nuls tangents ~t W en ~ el un cycle di/- 

/drentiable 11 appartenant, dans le ( n - 1 )  ~ groupe d'homologie de ~ (~) ~t la classe 

d'indice 13, l'intdgrale de II sur 11 est dgale h cet indice: 

1 Nous appelons ainsi la formule de Gauss-Bonnet pour les vari6t$s h n dimensions pouvant 
avoir des bords; elle a 6t6 d6montr6e par ALLENDOERFER et WEIL [3] SOUS une premi6re forme puis 
par CHERN [5] par la m6thode que nous reprenons ici. 

Ce choix n'est, en r6alit6 n6cessaire qui si Z ( W ) =  0 (ce qui est toujours le cas s i n  est im- 
pair); si • (W) :)6 0, (18.3) entraine (18.4). 

8 La vari$t6 W 6tant suppos~e orient6e, cet indice est bien d4fini. Supposons d'ailleurs que 
V e t ' W  ne soient pas orientables mais que l 'application f le soit c'est-h-dire 6tablisse une corre- 
spondence fixe entre les deux orientations possibles de V e t  les deux orientations possibles de W; 
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(18.4)  f H = I .  
r 

3 ~ A chaque mdtrique riemannienne sur W on peut associer canoniquement une 

/orme [20 et une /orme II qui peuvent ~tre dd/inies localement. La /orme [2o particuli~re 

eat la /orme di//drentielle de eourbure pour n paire et 0 pour n impaire. 

Nous n'aurons pas k nous servir de ces formes particuli~res mais, dans routes 

nos formules, on pourrai t  les faire intervenir et obtenir ainsi des formules relatives 

une m~trique riemannienne sur W. 

Formes images transposdes: [2~, [2* et H*. Posons: 

(18.5) ~ = /*  (~0); ~* = t* (~); H* = t* (n) .  

[2~ est une forme diff~rentielle sur V = / - 1  (W); [2* et H* sont des formes dif- 

f~rentielles sur ~ =~-1 (~) .  De (18.2) on ddduit, en ddsignant encore par r~ l 'applica- 

tion canonique de ~ dans V: 

(18.6) [2* = ~* [2~ 

de (18.3) on d6duit 

(18.7) ~* = - d  |I* 

et de (18.4) on d6duit que si C est un cycle de ~f~ (x), avec } = / ( x )  on a: 

(18.8) f H*=ind ice  du cycle /(C) dans la ( n - 1 )  ~me groupe d'homologie de ~ (}). 
c 

w 19.  E n o n c ~  d u  t h ~ o r ~ m e  II  

D~ifinition 19.1. Caractdristique )el (U). 

Soit C une sous-vari6t~ de V qui admet te  pour triangulation un sous-complexe 

d'une subdivision (D') de la triangulation (D). Posons 

(19.1) X I ( C ) = ~  ( -  1)~m (n~ k) pour D~kcC.  
Lk 

il nous faudrait alors consid~rer toutes nos formes comme ~tant d'esp~ce convenablement tordues 
(par l'orientation de W) et toutes nos chaines comme ~tant d'esp~ce paire (ou tordues, voir les 
notes des pages 221 et 223. 
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Mettons ZI (C) sous une forme ind4pendante du choix particulier des triangulations 

(D) et (D')I: 

Appelons V', /z # 0, l 'ensemble des points de V off le degrd topologique de / est, 

pour /~> l ,  au moins 4gal ~ # et, pour / x < - l ,  au plus 4gal s /~: c'est un sous 

complexe de (D) done de (D') et la formule (19.1) devient: 

(19.2) St (C) ~,~_ Z (C Iq V") -,<__~ X (C N V"). 

D~finition 19.2. Caractdristique intgrieure 9C'I (C). Nous la d4finirons par la relation 

(19.3) X' (C) = Z (O) = Z ( - I) k m (D; k) pour D; k c (O). 

R e m a r q u e  19.1. Lorsque [ est un homdomorphisme la caract4ristique Xl se r4duit 

la caract4ristique d'Euler-Poincar6 X- 

Lorsque C est une vari4t4 transversMe sa caract~ristique Zf poss~de des pro- 

pri4tds analogues b, celles de la caract4ristique d'Euler-Poincar6 d'une vari4t~, comme 

le montrera le th4or~me II. 

Th~ori~me II. Soit ] u n e  application rdguli~re de V dans W.  

a) Si C est une sous-varidtd transversale ~t n dimensions de V, on a: 

( 1 9 . 4 )  

et 

(19.5) 

b) 
on a: 

(19.6) 

c) 

(19.7) 

f ~ ,  = f - n*+z~(c) 
c' iV(t) 

f ~ =  f -n*+x;(c) ,  

Si U est une sous-varidtd transversale de dimension in/drieure ou dgale ?~ n -  1, 

f II* = xl (u).  

Si U est une sous-varidtd transversale de dimension impaire <_ n, on a: 

zf (0) = 2 z, (u) = - 2 z; (u). 

* On p o u n a i t  met t re  ~ !  (C) sous  une  autre  forme en u t i l i sant  les ensembles  G ~ de s implexes  

de (D) tels que, en t o u t  po in t  x de G" on ait: m ( x ) -  y, on aura i t  alors: 

X~ (c) = ~ �9 X (c N o') 

Z (C N O v) ~tand d6fini par le ~ ( -- 1) k relatif/~ ses s implexes .  
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Autre dnoncd. Si C est de dimension n on a ~ + ( ~ ) = ~ ( C )  (propri~t6 11.3); les 

formules (19.4) et (19.6) sent donc des cas particuliers de l'~nonc6 suivant: 

Soit U une varidtd transversale de dimension quelconque, on a: 

(19.8) f n* - + z~ ( u ) .  
u ~(u) 

Rappelons que les varidtds transversales dans V sent les images par l 'homdo- 

morphisme ~ des varidtds transversales /~ de 17' ddfinies au w 7; en particulier les 

vari~t~s transversales clans V coupent canoniquement la triangulation (D). 

Rappelons aussi que le cycle ~ (U) de ~ ,  (U) est l ' image par  l 'hom~omorphisme 

de la sous-vari6t6 orientde ~ (gY) de ~ ,  (~). ~ (U) peut ~tre ddfini par la d~fini- 

tion 11.1 ou par la propridtd caractdristique 11.1. Rappelons qu 'un champ de vecteurs 

spdciaux sortants  de C le long de C (ddfinition 11.2) permet  de d6finir un cycle 

.i[' ( ~ ) =  ~ (C). Rappelons enfin que, saul dans le cas off les triangulations sent dif- 

f6rentiables, le cycle ,i~ ((~) doit ~tre consid6r6 comme image non pas de la vari6t4 

mais de la varidt6 ~ = 7~ ' l  (~). 

Cas particulier olt [ est l'application identique. 

On a alors ZI =Z,  ~2~=.(20, l I * =  11. En se restreignant au cas off U est une 

varidt6 diff~rentiable sans bords la formule (19.6) se rambne ~ une formule ddmontrde 

par une autre mdthode par  Chem. 1 

Lorsque U est une vari6td polyd(lrale avec bord, les formules (19.4) et (19.5) 

gdndralisent la formule (le Gauss-Bonnet aux vari6t~s ~, n dimensions, toutefois elles 

ne coincident pas avec la formule d'Allendoerfer-Weil ~ qui ne fait pas intervenir la forme 

l], mais avec la formule in(liqude par  Chern dans le cas plus particulier oh C est 

une varidtd diff6rentiable. 

C'est  d'ailleurs la m6thode de Chern, dans laquelle la formule de Stokes est 

appliqu~e ~ ,(2 et II (ici ~* et II*) que nous utiliserons pour ddmontrer le thdorbme 

I I  (w167 20 ~ 24). 

C~ERN [5]. 
2 ALLENDOERFER et  A. ~rEIL [3]. D a n s  nos  formules ,  l ' i n t6gra le  de --  H *  n ' e s t  d i f f6rente  de 0 

q u ' a u  dessus  des  cellules de d imens ion  p de U (si p < n )  e t  p - -  1 de C (pour  p ~ n ) ;  t and i s  que ,  

dans  la formule  D'ALLENDOERFER-WEIL les int6gralos qu i  g6n6ra l i sent  celle do la eourbure  g6od6sique 
l )euvent  6tre non  nul les  pou r  des  cel lules de rou te s  d imens ions .  N o u s  nous  r app roche r ions  p lus  de 

c e t t e  fo rmule  en a p p l i q u a n t  no t r e  fo rmule  (19.5) /~ C --  T~ (~ )  d o n t  le bord  ost  u n e  var i6 t6  t r ans -  

versa le  (exemple  du  w 8) pu i s  en  fa i san t  t end re  8 vers  0 ( compare r  d a n s  los fig. 3 e t  4 les r a y o n s  

,los ~ ,  (9) et B (9) o~ u ,  point anguleux 9 de 0 ) .  



232 MARIE-H~L~NE SCHWARTZ 

w 20. Int6grale de ~ au voisinage d'un z6ro a du champ X 

Soit b = b~ (a). La sous-vari6t6 X (b) = Y (~) engendr6e par X (x) = Y (2) (formule 

(12.2)) quand X ddcrit b est un cycle diff6rentiable par parties si on la consid6re 

non pas comme image de b mais comme imag e de g (il est diff6rentiable par sim- 

plexes fermds de (d)); H* est donc int6grable dessus, en posant [o  Y (b)=Z ($), il vient 

(20.1) f n*= f H. 
Y(b) Z(b) 

I1 s'agit d 'un probl~me local, nous supposerons donc qu'un voisinage fl de a = / (a )  

eat une boule ouverte de Rn: en effet, s'il n'en dtait pas ainsi, nous pourrions prendre 

1;our fl une boule sur laquelle eat d6finie une application ~f bidiffdrentiable de classe 

C 2, dans Rn; nous remplacerions / par ~fo/ et II par ~o(H) et le r6sultat du calcul 

serait le m6me. 

La formule (15.3) ~)J(fl)-.fl• est done encore valable ici. Le vecteur Z (~ )=  

= / o ~ X @ ) ,  3E~), a pour projection sur fl son origine / o~ (3 )  et sur ~ un 616ment 

que nous notcrons H (3); lorsque ~ ddcrit ~, H(3) engendre, dans ~, le cycle H (~) 

et Z (2) engcndre, dans ~3 (fl), le cycle Z ([)); ces cycles sont diff6rentiables par sim- 

plcxes fermds de (~). 

D6terminons une homotopie de Z(~) dans un cycle .q3 (1)~i3(tl) .  1 Le cycle ,~3(t) 
image de ~ variable avec t, t c  [0, 1], sera ainsi ddfini: l'image h(~, t) d'un point 

de ~ aura pour projection sur ~ H (3) et sur /~ le p o i n t / o  ~v (3(t)), ~ ( t)6tant  l'homo- 

th6tique (a, I - t )  de 2. On a bien 9 ( 0 ) = Z ( ~ )  et ,(3 (l) c ~ (a). 

9 (t) engcn(h'e une chaine ,~ (0, 1) image de [0, 1]• dont le bord est Z ( ~ ) - 9  (1). 

Toutes lea applications consid~r6es ici 6tant diffdrentiables par simplexes fcrmds (le 

(~) il en est de m6me des chaines consid6rdes et l'on peut int6grer - I I  sur 

z ( b ) - ~ ( l )  et ~Q sur .!)(0, 1). 

Appliquons la formules de Stokes, il vient: 

(20.2) f ~ =  f - n -  f - I I .  
.9(0, D Z(b) ,90) 

La projection de .q3(0, 1) sur fl est engendrde par l'image par /oef de l'homo- 

th6tique (a, t) de b, c'est done [ o q ( b ) = / ( b )  et on a: 

(20.3) f Q= f Qo= f Q;. 
.9(0, 1) l(b) b 

I C e s  cycles ,~) (t) sont  sails rappor t  avec les chalnes  ~ (U) d6finies au w 9. 
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L'intdgrale de H sur ,~ (1) est, d'apr~s (18.4), l'indice de la classe d'homologie 

de ~ (1) dans ~ (a) done aussi dans ~ (fl) d'apr~s la propridtfi 12.2; mais l'homo- 

topie pr~c~demment 6tablie montre que la classe d'homologie de ,~.5 (1) dans ~ (fl) 

est aussi celle de Z ( b ) = [ o ~ o ~ : ( ~ ) ;  son indice est done, d'aprbs la corollaire I du 

thdor~me I, 6gal ~ ( - 1) ~ m (D~), (D~ =D~ (a)): 

(20.4) f H = ( - 1) ~ m (D~) = ( - 1) k m(a) 
.9(D 

la formule (20.2) donne alors: 

(20.5) f H= f H*= f l-I*=(-1)~m(n~)-f~o. 

Remarque 20.1. 

b = b~ (a): 

(20.6) 

Remarque 20.2. 

Comme f2 est une forme diffdrentielle continue on a, en posant 

lim f I I * = ( - - 1 ) k m ( D ~ ) = ( - - 1 ) k m ( a ) .  
~ ~  x (b(a)) 

Le raisonnement prdcddent est valable pour tout cycle .~" (/~)= 

= ~o~(~) ,  ~ ~tant un champ obtenu par prolongement canonique (w 14)d 'un  champ 

de vecteurs tangents /~ D~; supposons que ce champ ait, dans /~, un seul z~ro a 

d'indice I~. Au lieu d'appliquer le corollaire I du thdorbme I il faudra appliquer le 

thSor~me lui-mSme et on trouvera: 

(20.7) ] H * = I ~ m ( D ~ ) -  f )* 
~(~) b 

w 21. Int~grale de ~ au voisinage d'une vari~t~ [ransversale 

Soit U=~p(~') cette sous-vari~t~, p sa dimension; reprenons les notations du 

w l0 /~ cela pros que nous d~signerons par 3 ' ( /~)  et non plus 5P',(~) un tube quel- 

conque construit autour de ~ par la mdthode du w 6 relativement s ]a triangulation 

(D'). Toutes les chaines et varidt~s du w l0 ont des images par T ou par ~ que 

nous d~signerons par les m~mes symboles d~pourvus d'accents circonflexes. De la 

propri6t6 10.1 il r~sulte alors: 

Propri~t~ 21.1. E tan t  donn6s un cycle $~ (U) et un tube T'  (U) il existe dans 

~ une chaine ~ diff~rentiable par cellules (cellules ~s (~k)) telle que: 
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a) le bord de ~ soit ~ ( U ) - X '  (T' (U)); 

b) darts V l a  ehaine ~ (~) soit 6quivalente g la chaine - T' (U), T' (U) 6tant dd- 

finie par l'immersion canonique de T' (U) dans V. 

D'aprbs la propridt6 9.3 nous pouvons intdgrer les formes diffdrentielles sur ces 

chaines et appliquer la Formule de Stokes g l'intdgrale, sur ~, de la forme /2*. I1 

vient: 

(21.1) / / 2 " =  / -- I I*--  f --II* 
(~ ~(u) X'tT'(U)) 

mais d'aprbs la propridt6 21.1, b) la Iormule (21.1) devient: 

(21.2) f / 2 " = - -  f /2 :=  f - I I * -  f - I I ' .  
T'([7) g{(U) X'(T'(U)) 

Considdrons maintenant le cas oh p = n - 1  et oh U = r  est le bord d'une sous 

varidtd compacte s n dimensions C de V .  La propridtd 11.2 donne, pour les dldments 

correspondant par T et # s ceux qui figurent dans son dnoncd: 

Propri~t6 21.2. Etant  donnds T' ~ (~) et un cycle ~ (0), il existe darts ~ , ,  une 

chaine ~ diffdrentiable par cellules telle que: 

a) le bord de ~* soit ,~[~ ( ~ ' ) - X '  (T'~(0)); 

b) la chaine ~z ( ~ )  soit dquivalente s la ehaine - T ' ~  (0). 

Nous pouvons, comme prdcddemment, appliquer la Iormule de Stokes puis faire 

intervenir /2~ au lieu (le /2*; la formule 21.2 devient: 

(21.3) - f /2*= ; - II* - f - I I *  
T' ' (C) ~t' (C) X' (T' + (b)) 

En intdgrant /2* sur la chaine ~ - = ~ ( ~  ) de bord ~-i- ( ~ ) - X ' ( T ' -  (0)) et en 

appliquant la partie correspondante de l'dnoncd de la propridtd 11.2, on obtient: 

f / 20=  f - n "  - ; - n "  
T'-(~') ~- (C) X'(~"-(O)) 

w 2 2 .  F o r m u l e  g l o b a l e  

Considfirons toujours le compact C de V tel que ~-1 ( 0 ) = r  soit une varidt6 

transversale dans ]~. Appelons a'~ les zdros du champ barycentrique X' relatif ~ la 

triangulation (D'). Nous prendrons e assez petit pour clue le tube T' (0)=  T~ (0) ne 

contienne que les zdros a'~ situfis sur 0. Nous prendrons ensuite les e~ assez petits 
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pour que les homoboules b' (a'~)=b:~ (a') n'aient de points communs ni deux 5̀  deux 

ni avec T' (~). 

Soit C ~ la vari6td 5, n dimensions orientde ddfinie par: 

(22J) 

son bord est 

C ~= adh6rence de (C U T' + ( ~ ) -  U b' (a'~)); 
i ,k 

= + b'  l a ' ~  (22.2) ~+ T' ( ~ ) -  U , , , .  
i ,k 

Soit X'  (C+) la chaine d6finie par l'application ~ o X' de ~ - - ~ v  -1 (C ~ ) dans ~l,', 

elle est diffdrentiable par simplexes ferm6s de (d) et nous pouvons intdgrer dessus 

~ * = - d H * .  La Formule de Stokes donne: 

(22.3) f z * =  f n * -  x f - n*. 

Par ailleurs 

(22.4) 

Dans l'6galit6 (22.3) nous allons remplacer: la premibre intdgrale par sa valcur 

(tonn6e par (22.4); la deuxi~me int6grale par sa valeur donn6e par (21.2) lorsqu'on 

y remplace U par (~; et les int6grales suivantes par leurs valcurs (lonn6es par (20.5) 

lorsqu'on y remplace X et b par X' et b' (a'~). Remar(luons que D'~cD~ entra~ne 

m (D '~)=m (D~). Les intdgrales de ~2~ sur T "  ((J) et sur les b' (a'~ k) disparaissent 

et nous obtenons la formule fondamentale (19.4) du th~or6me II. 

f~2~= f - I I * +  ~. (--1)km(D'~) = f - I I * + Z , ( C ) .  
c iY(6) D'~cc i~,~(6) 

L'int~gration de r sur C-=adhdrence ( C - T '  ( ~ ) - U  b' (a'~)) dont le bord est 
i, k 

T ' - ( ~ ) - U  b' (a'~) conduit 5̀  la formule (19.5) 
i , k  

f .Q~= f - l I * +  ~ ( -1 )~m(D '~ )  = f - I I*+Z~(C) .  
c a-(C) D'~c ~ i~-(6i 

Remarque 22.1. Consid6rons le cas oh l'on impose seulement 5̀  la varidt~ com- 

pacte C que r  (~) soit diff~rentiable de classe C 2 par simplexe D~, et ne passe 

par aucun z~ro d~ du champ barycentrique X. On peut prendre les homoboules b (a~) 
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assez petites pour qu'elles ne coupent pas ~ puis relever le compac t  adh~rence de 

( C - U  b (a~)) dans !~s par le champ X et appliquer comme pr~c6demment le formule 
i,k 

de Stokes. Soit 0 (a~) un nombre 6gal ~t 1 pour a~ ~C et sinon b, 0. I1 vient: 

(22.5) f -I-i* + ~ ( - - 1 )  k O(a~)m(D~) 
a x(~') i,k 

mais les deux tcrmes du second membre d6pendent ici du choix particulier des 

points a~. 

w 23. Formule  globale pour une  sous-vari~t~ transversa|e de dimension 
strictement inf~rieure b n 

Soit U cette sous varlet6, p sa dimension et q: ( ~  (~)) = T' (U) le tube d6fini aux 

w167 10 et 21. Posons C=  T'  (U). ~' est une vari6t6 transvcrsale (w 8, 3 ~me exemple), nous 

pourrons donc appliquer s C la formule fondamentale (19.4). Nous prendrons une 

subdivision (D') relative s C qui admette pour sous complexe une triangulation de 

U. D~montrons d'abord la formule suivante: 

(23.1) ~ ( -1)km(D' ,~)  = ~ ( - -1)km(D'~) .  

D~ ~tant un simplexe quelconque de (D), D'~cD~ entralne m(D'~)=m(D~). 

Pour d~montrer la formule (23.1) il suffira de d6montrer: 

(23.2) ~ ( - 1 ) k =  ~ ( - 1 )  k ou z(CND~)=x(UND~).  

La propri6t~ 8.1 montre que U N D~ est une sous vari6t6 de dimension q = s + p - n ;  

C N D~ est, dans D~, un tube autour de cette sous vari6t~ et l 'admet pour r6tract 

quand e-~0. Les sous vari6t~s C f~ D~ et U fID[ ont donc les m~mes nombres de 

Betti  donc la m~me caract~ristique d'Euler Poincar~ ce qui d~montre les formules 

(23.2) et (23.1). 

Le long de r = V-1 (~) le champ X'  est diff~rentiable par simplexe ~' et stricte- 

ment sortant par rapport  k r Nous pouvons prendre pour cycle ~ (~) le cycle 

X'  (~) d6fini par l 'application r  de r dans !~s. Compte tenu de (22.1), la formule 

(19.4) s'~crit: 

(23.3) f Q~ - f - II* = ~_ ( -  1) ~ m (D'tk). 
T' (U) X' O" (U)) D'~C U 
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La formule (21.2) 

la formule (19.6) 

donne alors la valeur du premier membre et nous obtenons 

f H*=  ~ (-1)km(D'?):z/(U). 
~(u) D'~c [7 

Remarque 23.1. Si U =  ~ est le bord d'une vari6t6 compacte C h n dimensions 

on a ~ (U) = ~ (~) = ~+ ( ~ ) -  ~ -  (~), la formule 19.6 devient: 

(23.4) f I I * -  j H * =  ~ (-1)km(D'~):Zi(O) 
it + (c) ~-(6) D'~c O 

formule qui r6sulte aussi, par diff6rence, de (19.4) et (19.5). 

w 24. Caract6ristique Zj des vari6t6s t r a n s v e r s a l e s  de  d i m e n s i o n s  i m p a i r e s  

Consid6rons d'abord une vari6t6 transversale U de dimension quelconque, un cycle 

,~ (U) d~fini au w 9 et le cycle ,~ ( U ) :  ~ (if) (U)) correspondant. Appelons ,~' (0) la 

partie de ,~ (U) engendr6e par la sphere i~ n -  p - 1  dimensions ,~n ~ (~) quand ~) d~- 

crit U, munie de l'orientation induite par  celle de ,~ (~). Nous d6signerons par 0~' (U) 

le cycle d~fini par l'application ~ de ,~ (U) dana kRs. 

Syradtrie 
Nous d6signerons par un m6me symbole a les automorphismes de ~ ,  ~s et ~s 

qui, ~ un vecteur 616ment d'un de cea espaces font correspondre le vecteur oppoa6. 

~r 6tant l'application qui h un vecteur fait correspondre son origine, on a 

7g O ~ = ;7I:. 

On en d6duit, pour la forme o*I1 d6finie sur ~ comme image transpos6e de 

H par a: 

(24.1) 

Par ailleurs: 

- d o* H = - o* d H = o* ~*  -Go = ( ~  a)* O o = ~*  -Go = -Q- 

t O ~  ~ ~ 0  t 

d'ofi 

(24.2) o* H * =  ~* I* H = I* o* H. 

~tant la sphere des vecteurs unitaires d'une fibre ~ (~) orient6e de mani~re 

& appartenir A. la classe d'indice + 1 dana le ( n -  1) ~m~ groupe d'homologie de ~ (~), on a: 
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et 

(24.3) 

M A R I E - H E L l e N E  S C H W A R T Z  

( ~ }  = ( - I)" 

f~*ri= f I I=( -1FfH.  

Ddtermination d'une forme II particuli~re, symdtrique ou antisymdtrique 

Posons: r l '  = �89 (II + ( - 1)" a* H) (24.4) 

o n  a :  

(24.5) ~*n,=(-1)~Ii ,. 

Des relations (24.3) et (18,3) on d~duit: 

f r i=l .  

Comme l'int6grale de II '  sur un cycle f '  de dimension n -  1 dans ~ (~) d6pend 

lin6airement de l'indice I de la classe de F dans ( n - 1 )  ~me groupe d'homologie de 

~f3 (~), on d~duit de la relation pr6c6dente: 

f H ' = I .  
r 

De la relation (24.1) il r6sulte: 

(24.6) /2 '=  - d  H ' =  �89 (1 + ( -  1)")/2 = 7t* (Qo); 

avec 
/2~ = �89 (1 + ( -  1)") no .  

Comme Z ( W ) = 0  pour n impair on a, quelque soit la parit6 de n: 

f/2;= x (w)= f no; 
W W 

Nous pouvons 6nonccr: 

Propri6tfi 24.1. Les formes diffdrentielles /2o, /2' et H'  satisfont donc aux rela- 

tions (18.1), (18.2) et (18.3) du th~or~me de Chem. Les formes /2'~=1"/20, /2 '*=  

= [ ' 3 2 '  et H ' * = [ *  II '  sont donc des formes /2~'), /2* et H* particuli~res, sym~triques 

pour n pair et antisym6triques pour n impair. 

De la relation (24.5) on d6duit: 

f lI'*= f ~ ' r r '= ( -1 ) "  f rI '~ 
0(6'((7)) ~'(u) ~'(u) 

Or on a d'apr~s les d~finitions du w 9: 
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done 

(.9"-" (y)) = ( -  ~)"-" ~"-" (y) et o (,w (u)) = ( - 1)" " , 5 '  (U) 

f n ' * = ( - 1 ) " :  f n'*. 

Des deux expressions que nous venons d'obtenir pour la m~me intdgrale nous tirons 

(24.7) 

On en d~duit: 

Pour p impair: 

(24.8) 

f 17'*=(-D" f rI'*. 
.~'(v) ~'(u) 

f H'*=O 

Pour p quelconque: En vue d'une prochaine application nous allons supposer que la 

chaine $)' (U) est la somme de deux chaines dgalement diff6rentiables par cellules 

ferm~es: 

(v)=.i-/+ (u) 
et que 

9 ' + ( u ) = ( -  W ~ ' a (9 ' -  (u)). 

De ees deux relations oll d6duit: 

f II '*= f H ' * + ( - 1 )  "-~ f II '*= f l I ' * + ( - a :  ~ f ~*II"  
~'(v) ,~'+ <v) 0<.~,', <v)) V ' ( v )  .~'~ <u> 

d'oh, pour p pair: 

= ( t + ( - t )  ~) f tt'* 
+"(u) 

(24.9) f n'*= f H'*. 
~' ~( v) +'o(V) 

Application des [ormules (24.8) et (24.9) h une vari~t~ U, de dimension impaire 

p, et s son bord U, de dimension paire p - 1 .  

Appelons ~ (U) la partie de ~ (~') engendr6e par la demi-sph~re h n - p  dimen- 

sions .~,-~+x (~) quand /) d6crit ~, et munie de l'orientation induite par celle de 

(~'); appelons ,~+ ([)') la chaine d6termin~e par son application ~ dans ~s. On a 

(24.10) 9 (u) = 9 '  (u) + ~+ (0). 
1 6 -  533807.  Acta Mathematica. 91. I m p r i m 6  lo 30 oc tob re  1954. 
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Posons  (~-).-v+l (~) = ( -- 1)n-p+10 [,~n-p~-I (~)]; e ' es t  la chaine d6termin4e par 

l'immersion dans ~ de la demi-sph~re symdtrique ~n-v~i (?)) par rapport /~ ?) dans 

~+'s, et leur r6union est le cycle d6termin6 par l'immersion de la sphere continfiment 

orient6e comme Y3 n-p+1 (if). U ~tant sans bord, lorsque ?) ddcrit U, cette sphere 

engendre le bord entier d'une vari6td qui a routes lespropri6t6s d'un voisinage orient6 

(~r). Nous d~signerons donc ee bord orient6 par ,~ (~r) et le cycle qu'il d6termine 

par l'application ~ dans ~ par ,~ (U). De cette d6finition il rdsulte que: 

(24.11) ,~ (8 )= ,9+  (/))--,~'~- (/)) avec .9- ( / ) ' )=( - -1)"-Pa( ,$+(8)) .  

Nous pouvons donc appliquer la formule (24.9) en remplagant U par gr, p par 

p - 1 ,  .~' par ~, il vient: 

(24.12) f II '* = �89 f II '* = �89 (~2). 
,~+ (~) ,~,W) 

La derni~re 6galit4 r6sulte de la formule (19.6) puisque le cycle .~ (U) est un 

cycle ~ (U) particulier. De cette m~me formule on ddduit:. 

1 ~ si p <  n -  1 

zl(u)= f II'* 
,9(u) 

et de la formule (24.8), applicable puisque p est suppos6 impair, on d6duit que 

l'int6grale de II* sur ,~' (U) est nulle. La formule (24.10) donne alors: 

z,(z)= f . " -  f n"+  f n'*= f �89 z (c) 
.~(u) 6'(v) 6'(v) 6~(v) 

2 ~ si p = n  

alors aussi 

c'est que n e s t  impair done /20 =/2'0* =0;  la formule (19.4) donne 

z~(u)= f n'*=�89 
�9 ~,+ W) 

En introduisant la caract6ristique int6rieure Z' (U) = Z (U) - Z (U) nous obtenons 

la formule suivante: 

pour U de dimension impaire: 

(24.13) )~r (U) = - Z~ (U) = �89 Zt (Lr). 

La formule (19.7) est dfimontr6e; elle g6n~ralise la formule classique /~ laquelle 

elle se ram~ne quand / est un hom6omorphisme de V sur W. 

La d6monstration du Th$or~me II  est aehev6e. 
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