SUR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
TRANSFORMABLES EN ELLES-MEMES PAR UN CHANGEMENT
DE FONCTION ET DE VARIABLE

PAR

P. APPELL

4 PARIS,

1. Les fonctions périodiques d’une variable z sont des fonctions qui
ne changent pas quand on y remplace # par 2+ w, @ étant une certaine
constante. On peut, plus généralement, imaginer des fonctions de z qui
ne changent pas de valeur quand on fait sur 2z une opération déterminée

~¢(2), de telle facon que l'on ait

g ()] = 1(2)-

Il pent se faire qu'une fonction f{z) ne change pas quand on fait succes-
sivement sur z plusieurs opérations déterminées ¢(2), ¢(z), ... 'on aura
alors

[le(a)] = £(2),  flg()] = 1(2),

Telles sont les fonctions doublement périodiques pour lesquelles ¢ (2) =z,
¢(2) = 2 + @', la fonction modulaire de M. Hermire et, plus géné-
ralement, les fonctions fuchsiennes et kleinéeunes de M. PoixcarE pour
az + b

e - d T
Nous avons donné des exemples de fonctions f(z) vérifiant une rela-
tion de la forme

lesquelles ¢(z), ¢(2), ... sont certaines fonctions de la forme

fle(2)] = f(2)

Acta mathematica. 15. Imprimé le 28 septembre 1891, 36
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dans deux Notes présentées a I'’Académie des sciences de Paris dans les
séances des 21 avril et 19 mai 1879: dans deux de ces exemples ¢(2)

3

est une fonction algébrique de z, ¢(2) = 27 ou £ — 1; dans un autre

r . . .
¢(z) est une fonction transcendante sin - 2. M. RAUSENBERGER & publié

une suitec de Mémoires intéressants sur les fonections f(z) vérifiant une
ou plusieurs relations de la forme ci-dessus, en supposant que les opéra-
tions désignées par ¢(z). ¢(2), ... soient alyébriques: il a considéré des
fonetions plus générales f(z) vérifiant des relations de la forme

fle(a)] = ¢l

c(2) ¢t ¢(z) désignant des fonctions algébriques données.’

A un autre
point de wvue, des équations fonctionnelles de formes analogues dont les
principales sont

Mo = ¢, fle(a] = 1(2) + ¢(2),

¢(z) et &(z) désignant des fonctions données algébriques ou transcendantes,
ont ¢té étudices par Asrr,” par M. Scmnorpen,” M. Korking,* M. Farkas®
et enfin par M. Koexies® &4 qui lon doit d'importants théorémes sor
Iéxistence et l'expression générale des solutions holomorphes de certaines
¢quations fonctionnelles.

Dans une Note Sur des équations différentielles linéaires dont les inté-
grales vérifient des relations de la forme Flc(1)] = &(x)L'(x) présentée a

U Vayez RAUSENBERGER: Theorie der allgemeinen Periodicitit, (Mathematische
Annalen, Tome 18, année 18381): Zwr Theorie der Functionen mit mehreren nicht ver-
tauschbaren DPerioden, (Deux articles. Ibid., année 1882); Uber periodische Functionen
zwceiter Gatlung, (TLid., année 1882); Lelwbuch der Theorie der periodischen Funkiionen
einer Variablen mit einer endlichein Anxahl wesentlicher Discontimuititspunkte. (Lipz. 1884.)

* Qcuvres complétes, publides par M. M. Syrow et Lie, Tome II, p. 36.

Uber wnendlich viele  Algorithmen s duflosung der Gleichungen, (Mathema-
tische Awnnalen, Tome 2): [ber ierirte Functionen, (Ibid., Tome 3).

Sur un probléme dinferpolation, (Bulletin des sciences mathématiques,
1882).

 Journal de mathématiques de M. BREsAL, mars 1884.

S Recherehes sur les substitutions wniformes, (Bulletin des sciences mathé-
matiques, 1883); Reclherches sur les intégrales de certaines équations fonrtionnelles, (An-
nales de 'Eeole Normale, année 1384, supplément); Nouvelles vechgrehes sur les

équations fonctionnelles, (Ibid., novembre 1885).



Sur des équations différentielles lindaires transformables en elles-mémes. 283

(3]

I'Académie des sciences dans la séance du 7 novembre 1881, j'ai con-
sidéré des équations différentielles linéaires et homogénes définissant y
en fonction de et possédant la propriété suivante. Il existe deux
fonctions ¢ et ¢ telles qu'en faisant le changement de fonction et de
variable

z=¢(t), y=2zp(l)

on raméne l'équation a la forme primitive ot x serait remplacé par ¢ et
y par z. En d’autres termes, il existe un changement dc fonction et de
variable qui transforme l'équation en elle-méme; si cette hypotheése est
réalisée, I'équation admet au moins unc intégrale y = F(x) verifiant une
relation de la forme

Flg(2)] = 4¢ (@) F(z)

ou A désigne une constante.

i On reconnait dans ce théoréme unc analogie lointaine avec les
théorémes que M. Picarp o donnés sur les équations différentielles li-
néaires a coefficients doublement périodiques. (Comptes rendus, 1880,
premier semestre; Journal de Crelle, t. go.)

Dans le cas ou l'équation différentielle est du second ordre, les deux
fonctions ¢ et ¢ existent toujours comme lont montré Kummer dans son
mémoire sur la séric F(a, B, r, x), et M. Brioscur dans différents mémoires
dont le point de départ se trouve résumé dans les Comptes rendus,
t. 93, p. 941. Je me propose, dans le présent travail, d’étudier et d'in-
tégrer une classe étendue de ces équations, en m’appuyant sur les ré-
sultats obtenus par M. KoEgnics.

2. Rappelons d'abord quelques uns de ces résultats, afin de pouvoir
caractériser les équations dont nous allons mous occuper.

La suite des quantités a,,a,, ..., a, est dite converger régulierement
vers une limite xz, lorsque, a tout nombre positif ¢ aussi petit que l'on
veut, il est possible de faire correspondre un entier N, assez grand pour
que, sous ta seule condition p > N_, on ait

la, — x| <e.?

! La notation |u| signific module de u.
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Soit. une fonction ¢(z) uniforme dans l'intérieur d'une région R du
plan et jouissant de la propriété que, si & est intéricur a cette région,
i1l en est de méme du point 2z == ¢(z); si nous posons généralement
21— ¢(2), les points de la suite

ol -
gy e &y

1?
sont tous a lintérieur de la région R. Lorsque cette suite converge
régulierement vers une limite  qui n'est pas pour ¢(z) un point singulier
essentiel, on suit que x est un zéro de la fonction

qui doit vérifier linégalite

¢'(r) [ < I.

id

Cette valeur de ¢'(r) sera constamment désignée par a ct supposée diffé-
rente dc zéro. Réciproquement, si z désigne un zéro de la fonction
z—¢(2) tel que '¢'(x) <1, le point x est le centre d'un cercle C, a
lintérieur duquel: 1°) ¢(2) est holomorphe, 2°) le module de ﬂ;L}f
reste constamment inféricur a un nombre fixe moindre que 1, 3°) les
points 2 ,z,,...,: convergent uniformément vers le point z (voyez
Koexis, Annales de 1'Ecole normale, 1884, supplément, page 6).
Toutes ces conditions étant remplies, nous supposons que les coefficients
de T'équation différentielle sont holomorphes ow méromorphes au point limite
@, hypotheése qui éearte les équations dont les coefficients sont des fone-
tions doublement périodiques, ou des fonctions fuchsiennes. Nous montrons
que toutes ces équations sont intégrables i Paide de la fonction B(z)
introduite par M. Koexiss, et méme qu'elles peuvent, par une substitu-
tion que nous indiquons, étre ramencées a avoir leurs coefficients constants.

3. Pour obtenir une premiére expression des coefficients de nos
équations, nous aurons & nous appuyer sur les considérations suivantes.

Soit ¢1(z) une fonction de 2z holomorphe dans le cercle C, et telle
que le module de ¢(r) est moindre que l'unité. Alors, en désignant
par & une constante positive comprise entre l'unité et le module de ¢ (x),
on pourra, & cause de la continuité de ¢(:), assigner un nombre positif
o tel que, sous la condition

|s—a]<p
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on ait

[P =k

Soit, d’autre part, @(z) une fonction holomorphe dans le cercle C,. La
gérie '

(1) Fi2) =2 ¢()e(2)d(a) - ¢(e)@(2)

— 9(2)a(2) + ¢(2)(2)(2) + )P (2)P(2)a () + -

est convergente pour toutes les valeurs de z prises dans le cercle C, et
définit, par suite, une fonction de z dans ce cercle. En effet, z étant un
point du cercle C,, on peut trouver un nombre y assez grand pour que,
sous la seule condition » >y, on ait

a—wl <o [@la)]<H

Partageons la série (1) en deux parties la premiére contenant les v pre-
miers termes, la seconde les autres

F(o) = £ ¢(2)¢(). . 6(z)a() + Z 6(9(a) - ¢(a)a(2)

La seconde partie contient en facteur ¢ (2)¢(2,) ... ¢(2.,) et peut s'écrire

PED) - P B P an) - Hlon) T

série évidemment convergente, car le module de @(z,,,) restant inféricur a
une limite fixe L puisque @(z) est holomorphe, et les modules des. fac-

teurs
¢(Z,> ’ ¢’(ZV+1) LA ¢(27+I’>

étant tous inférieurs ou égaux au nombre & moindre que l'unité, le mo-
dule du terme général sera moindre que

Lk?

terme général d’une progression géométrique décroissante.
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La fonction F,(2) existe done dans tout le cercle C,: elle vérifie la
relation suivante qui résulte immédiatement de la forme du développement

(2) F ()] = 51, File) — al2)

La série des dérivées des termes de F\(z) cst aussi uniformément con-
vergente dans tout le cercle C,
ment analogue & celui que fait M. Korsigs pour des séries du méme.
genre.  On en conclut que la fonction ¥,(z) est holomorphe dans le cercle
C,. Ce fait se trouvera du reste vérific a posteriori dans tous les cas
que nous traiterons.

Complétons ces considérations en cherchant toutes les fonctions holo-

, comnme on le verra en faisant un raisonne-

morphes ou méromorphes vérifiant la relation (2).
Soit F'(z) une autre fonction holomorphe ou méromorphe dans le
cercle €, vérifiant la méme relation que IY(2)
I
I'f¢(2)]) = = I'(2) — @(z).
[ ()] = 510 1(2) — ()
La différence F(2) — I',(z) vérifiera la relation
~ ] I Yo, M -
Fle(a] — Bl ()] = 5, 1) — B2
M. Koexigs a montré! qu'il existe une seule fonction holomorphe G(z)
vérifiant I'équation
N /v(bv) .
Glel2)) =22l G(2)
[9 \"’)] g."(Z) ( /
et qu’il nexiste nucune fonetion méromorphe dans le cerele €, vérifiant
cette équation. Cette fonction G(z) étant formée, on aura

Fle(a)] — File(x)] 1 Fz)— F\(2)

- e —

G gle G
ce qui montre que la fonction

F(z) — F,(z2)
G(z)

'"Annales de 1'Ecole normale, 1884, supplément p. 25 et 26.
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est une solution méromorphe de 1'équation fonctionnelle

Ele ()] = gy £(2)

dont M. Koewnigs a donné toutes les solutions méromorphes et holo-
morphes dans le cercle C,. D'aprés l'analyse de M. Korxias (loc. cit.
page 16), cette équation n’admet de solution holomorphe ou méromorphe
dans le domaine du point z que si l'on a

¢(z) = [¢'(z)]",

n désignant un entier positif ou négatif. Si l'on supposc - cette condition
remplie, la seule solution holomorphe ou méromorphe de I'équation

a[B(2)]™,

a étant une constante et B(z) une fonction holomorphe dont M. KoExies
‘a donné l'expression et qui vérifie la relation

Blg(2)] = ¢'(=)B(2).
On a donc alors, pour expression générale de F(z)
F(z) = Fi(2) + «G(2)[B(e)]

Cette fonction DB(z) est définie par M. Koexigs comme la limite vers
laquelle tend le produit ’

fonctionnelle est

¢ol2) —=

PrETE

quand p augmente indéfiniment, ¢,(2) désignant lopération ¢(z) répétée
p fois. La dérivée B'(2) est la limite du produit convergent

)l — i:msp,(zf)
B(z) = g—-—a .
S'il nexiste pas d'entier » vérifiant la relation

¢ (@) = [¢'(2)]",

Péquation

Ele ()] = 5775(9)

1
¢ ()
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n'admet aucune solution holomorphe ou méromorphe au point . Dans
ce cas, 1l n'existe pas de fonction holomorphe ou méromorphe F(z) autre
que F\(2) vérifiant la relation

Fle(s)] = 5 F(2) — a(2).

Equations du second ordre.

4. Arrivons maintenant & l'objet principal de ce travail et prenons
d'abord une équation linéaire et homogéne du second ordre que 'on peut
tonjours supposer privée du second termne:

d*u
P uf(z) = o.

Kommer ' et M. Brioscui® ont montré qu'en remplacant z par ¢(2) et
u par uy¢'(z), I'équation reprend la méme forme pourvu que ¢(z) vérifie
la condition

r /*’N — »'2
(3) le(e)) = gaf(z) + 5 5%
ou ¢, ¢”, ¢ désignent les dérivées successives de ¢(z). Lorsque f(z)
est aonnée, la détermination d'une solution ¢(z) de cette équation (3) est
impossible dans la plupart des cas. Nous supposerons ¢(z) donné et nous
chercherons a former une fonction f(z) vérifiant la relation (3).
Supposons que l'on se donne une fonction ¢(z) remplissant toutes
les conditions indiquées dans le numéro 2. Nous savons qu'au point
limite  on a [¢'(7)| < 1, et nous supposons, comme plus haut que ¢'(x)
est différent de zéro. Dans un certain cercle C, de centre z et de rayon
suffisamment petit, ¢(z) restera différent de zéro et la fonction

r e

S(s) 3¢ 2" 11
w(Z’) 4¢'4 yrg <\/¢7>

! Journal de Crelle, t. 15.
? Un résumé trds-succinet des importantes recherches de M. BRIOSCHI se trouve dans
les Comptes rendus, t. 93, p. 941I.
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sera holomorphe dans C,. En écartant le cas on cette fonction serait
identiquement nulle, on peut appliquer l'analyse du n° 3 en prenant
pour ¢(z) la fonction [¢'(2)]°. D’aprés ce que nous avons vu, la série

L) = S [¢E)¢E)- - ¢la) ()

est convergente et définit une fonction holomorphe au point z vérifiant
Iéquation (3).

Si T'on prend pour la fonction f(z) cette détermination particuliére
f,(2), T'équation différentielle

du
P uf,(2) = o

aura son intégrale générale holomorphe au point 2: soient F| (z) et F,(2)
deux solutions holomorphes linéairement indépendantes: les fonctions

I I

Fohlk@  SE Rl

seront aussi des solutions holomorphes et I'on aura
I ) )
:"F == F' [) I’y )
o Bl = B () + B ()

I 4 vy 1
\/7@‘351[?(2)] = a'aﬁl('z) + b2PQ(Z)’
a,,b,,a,,0b, désignant des constantes. Si l'on fait

F(Z) = )‘IFI(‘Z) + AQFQ(Z)

on pourra déterminer les constantes A, et A, de telle fagon que

(4) Flp(2)] = AF(2),

I
Vi
A désignant une constante. Il existera donc une intégrale F'(z) et, en
général, deux intégrales telles que F'(z), holomorphes au point z et vé-

rifiant cette relation. Quelle sera l'expression analytique d’une de ces
dcta mathematica. 15. Imprimé le 28 septembre 1891. 387
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intégrales? La fonction B(z) de M. Korxics (log. cit. page 16) vérifie
I'équation

Bl¢(2)] = ¢'(x) B{z) = aB(z)
sa dérivée B'(z) vérifie donc I'éguation

¢'(2)Blg(2)] = ¢'(x) B(2) = aB'(2)

en posant
¢lr) = ¢
d’on
o a _
VBle()] =V iy vB)-

Comme z == x est un zéro simple de B(z), B(x) est différent de zéro et
om P
VB(z) est une fonction holomorphe au point x. Le produit

F(2)VB'(z)

sera donc holomorphe au point z et vérifiera la relation

Fle(2)]VBleG)] = Ayal(2)VB ().
Ce prodnit est donc nécessairement de la forme

CIBE)Y

ot » est un entier positif ou nul, ¢ une constante arbitraire. Quant &
la constante A, elle est

L’on a donc enfin, en laissant de coté le facteur constant C
b b

F(e)VF) = [B(:)])

d’oun
- [B(z)]"
_Z‘ — T e
(s) (2) VE)

L’équation différentielle
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admettra donc une et, en général, deux intégrales de cette forme ou il
ne reste plus qu'a déterminer 'entier positif ou nul ». Pour cela ex-

primons que la fonction
1

. ’ T2
uw = [B(2)]'[B'(2)]
vérifie I'équation: nous aurons aprés réduction ct en désignant les dérivées

de B par B, B",
sz 3 1;'12 IBH/
f(2) = n(n — 1) 57 + 1B 2B

Cette relation doit étre identique en z: or, pour 2z = z, tous les termes
. B . . « oo
sont finis sauf 4+ qui devient infini du second ordre. Il faut donc gue
ce terme disparaisse, c’est a dire que # ait une des deux valeurs o ou 1.
L’équation différenticlle

d’u
77— Uh(z) = o

aura donc les deux intégrales

VA =——I—— u, = B(z) .
tVBG) ' VB®)

Elle peut étre regardée comme intégrée dans le domaine du point x.
Remarque. Comme le nombre entier désigné ci-dessus par # cst égal
a 1 ou a 0, la fonction £ (z) vérifie I'identité

Proposons nous de démontrer directement cette identité sans nous
servir de I'équation différentielle. Posons

1”2 7

et calculons la valeur II(2) que prend cette fonction quand on y remplace
z par ¢(z). Désignons pour abréger par B;, By, By les valeurs B(z),
B'(2), B'(¢). Comme on a

B=%E
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d’aprés la propriété fondamentale de la fonction B(z)
Ble(2)] = aB(2),

on aura en dérivant les deux membres par rapport a z

BII SD” , :I
F=y Ve

B/II (B” 2—" 1 s9!? 2 . B;I 12 B;'I <B:/> 2
)= E () e TG

\

l‘G

22 rt

Portant ces valeurs de 7 ¢ 7 dans 1'expression de II(z), on trouve aprés

réductions

49"
on aura
(%) _
{9”’(3)}? = H(zl) + (,U(Z).

En vertu de cette identité, il est aisé de former la somme de la série
N=1

() = Ze(2)e'() - ¢(a]'a(a)

qui définit 7,(:). L'identité ci dessus donne on changeant z en 2, et par
suite 2, = ¢(2) cn 2,4,

— I (2n)
) =7 N2l Zn .
3(2) = horsn— M)
D'aprés cela le terme générale v, de la séric f,(z) peut s'écrire

v =[¢(9)¢'(2) - eI T(E) — [£(2)¢(a) - - - ¢ (@) T (z)

expression de la forme

v, = W, — W,
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en faisant

W, = [fﬂ’(‘z)fo’(zx) tee 5”'('2‘:!—1)]2H(3u>'

La somme S, des » premiers termes sera donc

Si=v,+ v+ ... + 0, = wy— W,y

Comme w,,, tend vers zéro pour # infini, la somme S, tend vers la
la limite w,; on a donc

C’est bien I'identité que nous voulions vérifier.
On pourrait encore un peu simplifier cette analyse en remarquant
que l'équation

¢(2) = agas
donne \

() = o gy
d’ou

, , , a1 B(2)
4 (Z)gp (Zl) cee @ (Zn) = a! Bzuy1)

5. Nous avons vu dans le paragraphe 3 que si ¢/(z) n'est pas de
la forme

¢(#) = [¢'(«)]"; (v entier)
il n’existe pas de fonction holomorphe ou méromorphe autre que F(z)
vérifiant 1'équation

1

(2) Flp(2)) = 505 F(e) — ().
Si au contraire

¢(z) = [¢'(a)]"
le fonction méromorphe la plus générale vérifiant la relation considérée
est I')(2) + aG(2)[B(2)]™", G/(2) étant une fonction holomorphe telle que

Gle()] = 5 6()
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et a désignant une constante. Or, dans 'application que nous venons de
faire a l'équation différentielle

d*u
a7 ufl(z) = 0,
nous avons formé une fonction f,(2) holomorphe au point x vérifiant la
relation

Ale ()] = oy () — @(2)
de la forme (2) ci-dessus ol

¢(2) =g
La condition

¢(x) =g (o)]
est donc vérifiée pour n = 2; la fonction G(2) est [B'(2)]’ et la fonction
la plus générale méromorphe au point x vérifiant la relation

fle(2N) = a(s) —a(2),
est

) = 1, + o 33|

L’équation du second ordre la plus générale remplissant les conditions
que nous imposons a nos équations est donc

I ,
Eiz‘? — uf(2) = o,

f(2) ayant la forme que nous venons de trouver. Nous allons intégrer
cette équation. La fonction B(z) admettant le point limite z = x pour
zéro simple, la fonction f(z) admettra ce point pour pole double et, dans

. . . . . o . ’
le voisinage de z = x, la partic principale de f(2) scra Pt L inté-
grale générale de 1'équation linéaire est donc réguliére au point x, suivant
les expressions usitées dans la théorie des ¢équations linéaires. L’équation
fondamentale déterminante est

r(r—1)—a=o0;
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supposons ses racines distinctes et supposons que leur différence n'est pas
un nombre entier. Si I'une de ces racines est r, 'autre sera 1 — 7 et,
dans le domaine du point z, lintégrale génerale de I'équation sera de
la forme

”(Z) = )‘1(2" - x)rgl(z) + )‘2(3 —_ x)l—rgz(z)’

9,(2) et g,(¢) étant deux fonctions holomorphes dans le domaine du point
x et ne sannulant pas en ce point. (Voyez les recherches de M. Fucns.
ou le Mémoire de M. Tax~eEry, Annales de 1’Ecole normale, 1875,
- p. 165.) L’équation différentielle ne changeant pas quand on remplace
z par ¢(z) et u par u\y(z), admettra aussi dans le domaine du point &
l'intégrale générale

[¢(2)] = A o) —2lale=) | lp(z) — o "alp (o))
’ Ve'(a)

I

—u = —
Ve'(2) 1 ’ Ve'(z)
que l'on peut écrire

Al(z - x)rGl(Z) + 22(2 - x)l_rG2(z)
avec

_[e(z) — 27 g,[p(2)] _[e(8) — 2" g,e(2)]
GI(Z) —[ r— & ] — GQ(Z) “‘[ 5 — ] —~ N

V() ve(s)
ces nouvelles fonctions G, et G, étant, ainsi que les premiéres g, et g,,

holomorphes an point « et différentes de zéro en ce point. Les deux
formes u et U de l'intégrale générale devant étre identiques, on a

G (2) = k,g,(2), Gy(2) = k,9,(2);
k, et k, désignant des constantes. On a donc
[¢(2) — 2T g,[¢(2)] = ki Vei(e)2 — 2]°9,(2),
[¢(2) — 2] 7g,le(2)] = ky Ve (e)[e — 2] 7"9,(2).
On en conclut que les deux intégrales particuliéres
(o) =(—a)9(2),  F9) = (—2)7g()

vérifient les deux équations

Fl[fo(‘z)] =k, \/;’7(’"—)F1(Z)’ Fﬂ[’”(z)] =k, \/—?7(?)F2(z)
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Comme la fonction B(z) de M. Koexies admet le zéro simple z = x et
vérifie la relation

Blg(2)] = ¢'(«)B(z)

d’ou
’ — s’;’(ﬁ ’
B [55(2)] - 90'(2.) B(z)’
le rapport
By
VB(2)

est, dans le voisinage du point z, égal & (z— x)” multiplié par une fonc-
tion holomorphe et vérifie la relation

ol on a posé ¢'(x) =a. La fonction

_ FI(Z)V/EI(_ZS
%) ="EEy

est donc holomorphe au point z et vérifie la relation

O l¢ ()] = ka* @,(2);

elle est, d’aprés le théoréme de M. Koenias déjh cité, de la forme [B(2)]",
# désignant un entier positif ou nul. Mais comme cette fonction @ (z)
ne s'annule pas au point « et que B(z) admet le zéro simple z = z, il
faut prendre #» = 0. On trouve ainsi, pour lintégrale F,(z) 'expression

B(z)
l(z) ¢BI(Z)
on trouve de méme pour la seconde intégrale particuliére
[(B(z)]'-r
F =N

L’équation différentielle est done intégrée.
En substituant ces fonctions F, et F, dans l’équation différentielle,
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on montrera que l'équation est vérifiée par l'une et l'autre quelque soit
r, cest ¢ dire méme en laissant de coté les suppositions faites sur v, a
I'aide de lidentité

établie dans le numéro précédent.
Lorsque » =—21-, a = ———i ces deux intégrales sont identiques. On
en obtiendra alors une nouvelle par la méthode connue qui consiste a
remplacer 'une des intégrales par la différence des deux divisée par 7‘-——;3
[B(2)]" — [B(z)'—"

gnre

puis a faire tendre r vers é . On trouve ainsi, pour « = _—:—1’ les deux
solutions -

oM

B(3)’ Bz 108 B(2)

quil est aisé de vérifier d’aprés l'identité ci-dessus.
Remarque. Le résultat général que nous venons de trouver sur I'ex-
pression des intégrales de l'équation

d’*u
W_ uf(Z) = 0

peut s'énoncer ainsi. En faisant le changement de fonction et de variable
v

—

VB'(2)

on transformera l'équation en une autre dont l'intégrale générale sera

U = ¢ = B(z)

7t (1—1)t
c,e” - ¢ce
et qui, par suite, aura la forme élémentaire:

d*
d?A —_— g == O
a coefficients constants.

Acta mathematica. 15. Imprimé le 28 septembre 1891. 83
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6. Dans ce qui précéde, nous avons supposé que la fonction
",—2 R 1 1 1
a(s) =¥ — (——>
49 ¢ We
n'est pas identiquement nulle; pour quelle le soit, il faut et il. suffit que
¢(2) soit le quotient de deux fonctions linéaires en 2z

az + b
Zl=¢(z)=cz+d

a,b,c,d constants. On sait et il est facile de vérifier que, si 'équa-

tion du second degré
z—g¢(2)=o0

a ses deux racines z et 2’ distinctes, la relation entre z et 2, peut s'écrire

2, — '.13/ fz - fl?l,
zZ, — zZ2— &

K désignant une constante. La dérivée ¢’(x) est égale a K il faut donc
supposer |K| < 1. Alors, il est évident que le point x est un point
limite pour la substitution

2 = ?(Z);

le deuxiéme point 2’ serait limite pour la substitution inverse. D’aprés
M. Koenics,' la fonction B(z) est dans le cas actuel

z2—

B(z) =

z—a
et I'équation ci-dessus entre z et 2, exprime la propriété

Blyp(2)] = ¢'(#)B(#)

puisque
¢'(z) = K.

Dans ce cas particulier la fonction appelée précédemment f,(z)

f(5) = Z [¢(2)¢(a). - (a1 (z)

' Annales de 1’Ecole normale, 1884, supplément page 24.
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est identiquement nulle, et la fonction f{z) devient

)= 1) + o= o[ ]

t—x z—
L’équation différentielle

d*u
El‘z";"— uf(z) = 0

devient

a*u I I 2% o
—5—a — | u=
dz? [z —z 72— a;] ’

elle admet les deux intégrales

Br(2) B'=r(2)
ul == “2 — —
VB(2) VB'(z)
olt r eb 1 —7 sont les racines supposées distinctes de I'équation »(r —1) =a.

Ces deux intégrales sont, en négligeant des facteurs constants

(z — ) )
17 (g —a)y—t’ N

. . . I .« 4
ce qui est bien connu.' Si 7=, on aura les deux intégrales

_— log 2%
U, = & —a)e— ), Uy, = U 108 — 4+

Ce sont la des vérifications élémentaires de la méthode générale.

Si les points limites x et 2’ étaient des points singuliers essentiels
de la fonction f(z), les considérations précédentes ne s'appliqueraicent
plus. On obtiendrait alors une fonction f(z) vérifiant la relation

(2)

I
¢'*(2)

fTe(2)] =

_az+b
()—cz+d’

en prenant une fonction thétafuchsienne de M. Poimncare. On serait

! Voir une Note de M. BuscE, Journal de Liouville, 1% série, t. 9, p. 336.
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ainsi conduit & des questions se rattachant & un ordre d'idées enticre-
ment différent de celui que nous avons adopté dans ce mémoire.
Si les deux racines z ct 2’ de I'équation z = ¢(2)

__az+b
z-cz+d

sont égales, ' = x, la substitution 2, = ¢(2) peut g'écrire, comme il est
connu
1 1

2, —x z—

+ C.

Dans ce cas z est encore un point limite, mais notre méthode ne s'applique
plus car ¢'(x) = 1 et nous supposons |¢'(z)| < 1.
Néammoins 1’équation

du 1 I 2
———a( — >u=o

da® z2—wx z—u

dont nous venons de trouver lintégrale conduit comme cas limite a I'in-
tégration de l'équation

d*u ku —0
st  (z—a)* ’
Il suffit de poser
k N
a—(w—z’)” rE=r =

quand z’ tend vers z, 'équation

r(r—1) =a
devient

et l'intégrale

devient
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Ce cas a été traité par SrITzer, Vorlesungen dber lineare Differentialglei-
chungen, p. 98.

Ces derniéres équations rentrent également dans le type d’équations
différentielles linéaires binémes que nous avons étudi¢ dans les Annales
de I’Ecole normale (janvier 1883).

7. Si nous revenons un instant au cas général, nous pouvons faire
cette remarque que l'équation différenticlle

g;i:'— uf(z) = o

conserve la méme forme non seulement pour la substitution

1

u=olg(2)] %  t=g(2),

mais encore pour une infinité de substitutions du méme genre.

En effet le coefficient f(z) sexprime comme nous l'avons vu en
fonction rationnelle de la fonction B(z) et de ses dérivées. Il restera
donc le méme si l'on altére la fonction ¢(z) de telle maniére que la
fonction B(2) ne soit pas altérée. Or cela est pbssible d'une infinité de
maniéres, comme 1'a montré M. Koenigs dans ses Nowwvelles recherches sur
les équations fonctionnelles, (Annales de 1'Ecole normale, novembre
1885). M. Koexies a démontré que l'équation

B(Z) = kB(2)

dans laquelle % est une constante et |k| < 1 définit Z comme une fone-
tion de 2 holomorphe dans le domaine de point z et se réduisant a x
pour z= . Soit Z= @z, k) cette fonction; elle admet le point »
comme point limite et sa dérivée @'(x, %) au point x a pour valeur k.
On en conclut que toutes les fonctions @(z,%) out |k} < 1 donnent nais-
sance & la méme fonction B(z) et que ce sont les seules fonctions jouis-
sant de cette propriété. La fonction @(z, a) n'est autre chose que ¢(z).
En résumé, I'équation différentielle

%— uf(z) = o
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est transformable en elle-méme par toutes les substitutions

1

u=o[0@, k] %, t=0(@,k),

ot k est une constante de module plus petit que I'unité. Ces substitu-
tions forment, d’aprés les dénominations de M. S. Lix, un groupe continu
de transformations.

Cest 1a qu'on peut trouver la raison de ce fait que I'équation est
réductible & une autre & coefficients constants; car si I'on pose

1

Z =logB(z), u= [ﬁf:;] ‘U

on obtient une équation entre U ct Z qui ne change pas quand, sans
changer de fonction, on remplace Z par Z + logk. Les coefficients de
cette équation devront donc admettre la période loghk et, comme % est
arbitraire, ces coefficicnts seront des constantes.

Equations du troisiéme ordre.

8. Nous allons montrer rapidement que la méme méthode avec les
mémes conséquences s'applique aux équations du troisiéme ordre dont les
cocfficients sont méromorphes au point limite z.

Soit

d3u du
d—z;—'4af(3) - 4“.9(2) =0

unc équation de troisiéme ordre que l'on pecut toujours supposer privée
de second terme par un changement de fonction. Faisons le changement
de fonction

u = vA(2)
et de variable

dt ,
t=g¢(2), 5 =¢(2)

dz

nous aurons en désignant par w, «', u”, w"” les dérivées de u par rapport
a 2z et par v,v,v”, v les dérivées de v par rapport & ¢, les formules
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% = VA,
w =o',
w =)'+ v (A" + 2X¢) + v"A¢"?,
w” =l 4+ (" 4 3Xe" 4 3X'¢"y + 300 (Ap" 4 X¢') 4 v""R¢'%

Supposons que l'on puisse déterminer 2 ct ¢ de fagon que l'équation
différentielle reprenne la méme forme, avec cette seule différence que
sera remplacé par v et z par ¢{. Le coefficient de v” devant étre nul

on aura
I

¢'(2)
en particularisant la constante d'intégration, ce qui ne particularise pas
la détermination des fonctions 2 et ¢, car deux déterminations de A qui ne
différent que par un facteur constant doivent étre regardées comme iden-
tiques. On devra avoir ensuite, en écrivant que le coefficient de o’ est

— 4f(t) ou — 4f[p(2)] et celui de v, — 4g(t) ou — 4g[¢(2)]:

Aspll + AI¢I — O, A

-—“411 Z)+2 I/I+321 ”+3l"’
— affp(e)) = AT 3T LY,
— 44 — 421 (=) + 2"
— aglp(s)] = A

ou en remplacant A par sa valeur —;— et réduisant

r 1t 7”2

Q fle(a)] = jalle) + =5,

(b) 9le(2)) = 59() —Z(e) — 3 ()
Pour que la transformation soit possible, il faut et il suffit qu’il existe
une fonction ¢(z) autre que z vérifiant ces deux conditions.

La premiére relation (a) étant identique & celle que nous avons ren-
contrée dans l'étude de l'équation du second ordre, la fonction f(z) la
plus générale vérifiant cette relation sera, comme nous avons vu

B(2)1?
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f,(z) étant une fonction holomorphe dont nous avons donné deux ex-
pressions.

La fonction f(z) étant ainsi déterminée, il reste a déterminer la fonc-
tion g(z) par la condition (b) dans le second membre de laquelle figure
la fonction f(z) qui n'est pas holomorphe an point 2 mais admet ce
point pour péle de second degré.

Rappelons nous que la fonction B(z) admet le point z pour zéro
simple et vérifie la relation

Bl¢(2)] = ¢'(#) B(2) = aB(2)

en faisant ¢'(z) = a.
Multiplions le premier membre de la relation (b) par B[¢(2)] et le
seccond membre par la fonction identique a’B*(2), nous aurons

2 Q 7t

ole () Bl ()] = 230 () BYa) — 5 () B(e) — 1o () B,

ou en posant

F(z) = g(2)BY(2),

2(2) =S 1B + 12 () B,
@ Flp(2)] =5 F(s) — 2(2)

ou la fonction y(z) est holomorphe au point z, car le produit f(2)B*z)
Uest. Cette derni¢re équation (d) rentre dans le type d'équations fone-
tionnelles traitées an paragraphe (3)

I

Fly(e)) = 50 F() — 0(2)

¢(z) =%,  a(z) = z(e).

On obtient une solution particuliére de cette équation a l'aide de la série

by (z / o0 n ' ’3 '« oty n
Fl(z) — [90( )¢'(2,) e )] Z(Zu) — B(Z) a™tly(z.)

b
oo a?t? — B'¥znyy)
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série convergente car, la guantité ¢(z) étant égale & a ou & ¢'(x), le
module de ¢(x) est moindre que l'unité. Comme

¢(x) = ¢'(@)

la fonction holomorphe ou méromorphe la plus générale vérifiant I'équa-
tion fonctionnelle est

F(#) = Fy(2) + A5

§ désignant une constante arbitraire et G(2) une fonction holomorphe au
point x vérifiant la relation

Gle(a)] = %Ef)) G(2),  Gle(2)] = [90’(06) ‘

Cette fonction est actuellement [B'(2)])® et I'on a

F(z) = F\(2) + p

en écrivant B, B',... au lieu de B(2), B'(2),...

Comme on a posé
F(z) = g(2)B?,

on a enfin, pour l'expression de g(z):

o(e) =52+ 8(5)

que nous rapprocherons de celle de f(z)

1(2) = £,) + o(3) -

B

f(z) admet le point x comme poéle du second ordre et g(z) admet ce

point comme pole du troisiéme ordre; les parties principales de f(z) et
g(2) dans le voisinage de 2z = = sont respectivement

“« B
(e—a?’ @ —a)

Acta mathematica. 15, Imprimé le 3 octobre 1891.

39
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9. En adoptant ces déterminations de f(z) et g(z), intégrons
maintenant 1'équation que nous avons écrite

d*u du

A e —awg(2) = o

dans le domaine C, du point z. L’intégrale générale sera réguliére dans
le domaine du point w: elle sera composée linéairement avec les trois
intégrales particuliéres

() = (=) h(2),  w(e) = (o — a)7hy(2),
u,(2) = (s — a1y (2),

by, hyy h, désignant trois fonctions de 2z holomorphes au point z et 7,
r,, 7, les racines de I'équation fondamentale déterminante

r(r—1)(r — 2) — gar —4f = o0

supposées distinctes et telles qu'aucune des différences 7, — 1, , 1, — 7,
r, —r, ne soit un nombre entier. On sait en outre d'aprés M. Fuchs
que, dans cette hypothése, les fonctions holomorphes h (2), h,(2), h,(2)
ne s'annulent pas au point z.' L’équation différentielle reprenant la
méme forme quand on fait
v
2

L= ey t = ¢(z),

la nouvelle équation entre v et ¢ admet les trois intégrales
(— 21 (0) s (= a)hy(2) , (1 — )y (2),

d'ot Pon déduit pour 1'équation w les trois intégrales

[p(z) — a]h g (2)]  [e(2) —alhyle(2)]  [g(z) — @]Phyfe ()]
() " ¢(z) ’ ¢'(2)

Comme ¢ (2) —x admet le zéro simple z=1, les quantités [¢(z) — #]" sont

de la fOI‘IIle
. so(z) —_—
(z )“[ ]

Z2—X

' Voir par exemple TANNERY, Annales de 1’Ecole normale, 1875, p. 1C5.
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ou le second facteur est holomorphe au point z; les trois nouvelles in-
tégrales ci-dessus sont donc de la forme

(— P I (2) , (e — o) Hy(2) , (— 2 H,(2),

H (2), H/(z), H(2) étant de fonctions de 2z holomorphes et non nulles
au point #. Comme les premiéres intégrales w, (2), u,(2), u,(2) sont de
cette méme forme, elle sont identiques aux nouvelles 4 des facteurs con-
stants prés, et I'on a

lp(2) —2]nh,[p(2)] o
gp(z) - kl(z x) hl(z)

c’est a dire
u1[¢(z)] = kls&’(z)ul('z)

de méme

t, [50 (Z)] = kafa,(z)“a(z)’

uslp(2)] = k' (2)u,(2),

k,, k,,k, étant des constantes. La fonction B(z) admet le zéro simple
z = x ct vérifie I'équation

Blg(2)] = aB(2), a=¢'(2)
d’on
Blp(e)] = 5, B
la fonection

__u,(2)B(2)
26) =5t

est donc holomorphe et différente de zéro au point z, et vérifie la relation
Olp(2)] = ka0 ().

Draprés M. Koexies, les seules solutions holomorphes ou méromorphes
de cette équation sont de la forme

AB"(z)

ou n est un entier positif, négatif, ou nul. La fonction @(z) étant ho-
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lomorphe au point x et ne pouvant pas sannuler au point x, cet entier
n est nul, @(z) est unc constante, ¢t ko' " est égal a I'unité. On aura
donc, en négligeant un factcur constant
B{z)n
u(z) = 2L
B(z)
on trouvera de méme

B(z)] B2\l
u(e) =50 (o) = B

L’équation différentielle peut donc étre considérée comme intégrée dans
le domaine du point ..

La notion de continuité permettra d’affirmer que ces trois fonctions
sont encore des intégrales Mnéairement indépendantes, quand les racines
¥ s ¥y, r, restant distinctes, certaines des différences

Y, — ¢

8 7 r,—7r

.2 ’ 2 3 3 1
deviennent des nombres enticrs,

On passe du cas général ol les trois racines sont distinctes, au cas
ou deux ou trois deviennent égales par un procédé bien connu que nous
avons employé pour l'équation du second ordre ct sur lequel il est inutile

d’insister.

10. La forme que nous venons de trouver pour l'intégrale générale

de I'équation
du du
i Az (8 —aw(e)=o

dz
montre que si l'on fait le changement de fonction et de variable

v

ZE(Z—)’ B(z):e‘,

1]

Uintégrale générale de 1'équation en v est
' 4
CYlerlt + Cge"l + Cserz’
et par suite cette équation en » prend la forme élémentaire

d*v dv
aF T Aeg AR =0



Sur des équations différentielles linéaires transformables en elles-mémes. 309

@ coefficients constants. 11 serait aisé de vérifier toutes ces conséquences
en supposant

az + b
¢(3)=m

comme nous l'avons fait au n° 6 pour 'équation du second ordre. L’une
des équations dont nos formules donnent l'intégrale dans cette hypo-
these est 1'équation

d®u 1 1 3
F“ﬁ[z_w*z_w] =0

déja intégrée par Harpuen (Mémoire Couronné, Savants Etrangers,
t. 27, p. 143).

11. Si l'on exprime que les intégrales que nous venons de trouver
vérifient 1'équation différentielle

d*u du
w4 (2) — 4ug(2) = o,

on obtiendra les expressions des fonctions f(2) et g(z) a I'aide de la fonc-
tion B(z) et de ses dérivées. La fonction f(z) a déja été exprimée
antérieurement; on a

) = f(2) + a(5)

__~3 B/l 2 IBHI
=3 ()L

Quant & ¢(2), on peut également l'exprimer directement a laide de la
fonction B en faisant la somme de la série qui donne g,(z) par une
méthode analogue a celle que nous avons suivie pour la série f(z), ou
mieux comme il suit. Les fonctions f et g sont assujetties a vérifier les
deux relations

’”"e

(el = Jaf(s) + L3,

2 ¢ PR\
gle(2)] 50,39(3)-!-?,41‘@) 4¢,2<¢>
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Introduisons linvariant de MM. LaAcuergre et Brioschi
I '
9(2) — ;1(2);

nous avons en différentiant la premiére relation

! iy a7 _— _I_ ? _iai é’ /2¢’¢,” — 3¢”_2 ’.
e (e = () = 2 1) + ()

Formant la différence
I
gle(a)] —; e (2)]
on trouve

2le (@) =5 Te() = 5| 9(2) — 31()|s

¥

les autres termes disparaissent, comme on le vérifiera sans peine en effec-
tuant les différentiations.
La différence

I ’
9(2) —5f (2)
est donc une solution de I'équation fonctionnelle

Ele ()] = ()

admettant le point limite x comme poéle d'ordre 3, car f(2z) admet ce
point comme pole d’ordre 2. D’aprés M. Kokenigs la seule fonction Z
remplissant ces conditions est
By®
()

7 designant une constante.
On a donc

o) =300 +55(5) + ()’

BB’ B\®
9(2) = 11 () + a T + (%)
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avec
B=r—uo
sous cette derniére forme la partie principale de g(z) dans le voisinage
du pdle x est
’ I
o=y
comme il doit arriver.

En partant de ces deux expressions de f et g jointes a celles de
f,(2), on pourra aisément vérifier que les trois intégrales trouvées satisfont
4 1'équation différentielle.

Les coefficients de 1'équation f(2) et g(2) étant des fonctions ration-

nelles de B(z) et de ses dérivées, 1'équation ne change pas non seule-

ment quand on fait
v

U= t = ¢(2)

mais quand on fait la substitution plus générale

v

=06’

t = @, k),

comme nous l'avons vu pour les équations du second ordre.

Equations d’ordre quelconque.

12. Soit une équation d’ordre ¢ que nous écrivons comme HALPHEN,
avec les coefficients du bindéme

dtu | qlg—1) di2u | q(g—1)g—2) di—3y
det 1.2 Py(2) g T 1.2.3 Py )dzq—3 +
d
cee qPq_l(z)%: + P,(2)u = o

en admettant qu'on aft fait disparaitre le second terme par un change-
ment de fonction.

Supposons que cette équation reprenne la méme forme quand on
fait
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c¢’est a dire devienne

1o — 1 — 1)y — do—
‘ v+ g(ql .ZI)P ‘ v g(g xxg 2)P3(t) dtq——:;v +

dts (1) dta—2 1.2.3

4 %Pqﬁl(t)% + P,(t)o = o.

Un calcul facile montre que pour faire disparaitre le second terme dans
I'équation en v, il faut prendre

Az) = [

Une fois A(#) déterminé, on aura par les formules générales données par
HarLpHEN dans son Mémoire couronné les expressions des fonctions P,(t),
P(t),..., P(t) cest a dire de P,[¢(2)], P,[e¢(2)], ..., Ple(s)] en
fonction linéaire de P,(z), P,(2),..., P,(2), les coefficients de ces ex-
pressions contenant les dérivées de ¢(z). A laide de ces relations et en
s'appuyant sur P'analyse du n° 3, on pourra de proche en proche former
les expressions les plus générales des fonctions P,(2), P,(2), ..., P/(2)
sous la condition que ces fonctions soient méromorphes an point limite x.
La premiére fonction P,(z) ne différera que par un facteur constant de
la fonction appelée f(z) dans D'étude des équations du second et du
troisiéme ordre.

13. Mais il est plus simple d’avoir recours a la théorie des invariants.

Prenons d’abord linvariant ¥V, d'Hacrmex (Mémoire couronné, Sa-

vants étrangers, t. 28, n° 1, p. 124 et suiv.) qui est actuellement
Vi(e) = 3P(2) — 2P,(2)

puisque P, est nul. Si Uon forme ce méme invariant sur l'équation
transformée on aura, en I'appelant v,

0,(t) = 3Pi(6) — 2Py(t) = V().

La relation

donne donc
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La fonction V,(z) étant méromorphe au point @, on aura nécessairement
d’aprés les théorémes de M. Koenias

B7?
Vi) =d
3() B(z) ?
a® étant une constante arbitraire. Tous les autres invariants rationnels
et entiers par rapport aux coefficients et & leurs dérivées s'exprimeront

’

A h B ’ \ - -
de méme par des puissances de 7 ¢gales a leur poids. Par exemple, l'in-
variant qu'Harruex appelle A et
absolu 7

qui forme le numérateur de l'invariant

A — 27*[/321)2 + 7(‘74+ 1) V;?_?)(Qj‘ 1) T/;Vér

étant de poids 8, on aura

I

/B’ 8
Ale(el = =AG. A =pF)
f désignant une constante. Résolvant l'expression de A par rapport a

P, on aura :
A G+or (VN VY
278, = = [1(5) —o 7]

d'on, en remplacant A et V, par leurs expressions

(BN _9lg+1n)3B” B
= () P )

7 étant une constante. On a ainsi Dexpression générale du second coeffi-
cient P, et on peut vérifier, comme nous 'avons dit, que ce coefficient
ne différe que par un facteur constant de la fonction f(z) trouvée plus
haut

B/ 2 31‘772 IB///
f(z) = “<§> +Z§ﬁ——5§r~

Il est inutile de répéter encore une fois les raisonnements faits dans les
cas particuliers ¢ = 2, ¢ = 3 pour trouver la forme de lintégrale géné-
rale.  Nous nous bornerons & montrer que l'équation différentielle peut
étre ramenée a avoir des coefficients constants. Pour cela, nous allons

Acta mathematica. 15. TImprimé le 5 octobre 1891, 40
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démontrer que la forme canonique donnée par Hareuex (loc. cit. p. 128)
est a coefficients constants. Iin effet cette forme canonique étant

17_1‘12 qly — I)h di—%v q(q — 1)g —2)1 dh . de—3p
die 2 3 dte? + .2.3 (dt > dte—3

q((l - I)(q — 2)(4] —_ 3) di—4y _
+ 1.2.3.4 S T 8=

le coefficient & a pour expression

A
‘pf

h = ,

Wi

Ol -

3

et, en vertu des valeurs ci-dessus de A et ¥V, il est constant et égal a

9%8. En général linvariant absolu s, a pour expression

1
m T " 4m'm

r 3
Vs

S

ou ¢, est un invariant fonction entiére des coefficients de I'équation pro-
posée: et de leurs dérivées. Comme le poids de cet invariant ¢, est 4m

on a
B’ im
t, =o. <I;‘>

ou ¢ est une constante. L’on en conclut que s, a la valeur constante

m aim

Le théoréme est donc démontré.
La transformation propre a ramener l'équation primitive & cette
forme canonique ou les coeflicients sont constants est, d’'apres HarLpHEN

1
dt 5 _ B(z) .
&= Vi =g { = alog B(z2),
tr B\T
P,dz
v = uV“ v = 7‘(5) 2

olt nous négligeons un facteur constant dans l'expression de v.
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Comme nous l'avons indiqué en détail pour le cas du second ordre,
il existe encore ici une infinité de substitutions contenant un paramétre
et transformant I'équation en elle-méme.

Remarque. Lorsqu'on prend le cas particulier on

az + b
Sp(z):cz_*_d’

les équations que l'on obtient sont celles qui ont été intégrées par HaL-
pHEN (Comptes rendus, t. 92, p. 779).

Equations non linéaires.

14. On peut étendre une partie des résultats précédents a des équa-
tions mon linéaires; par exemple aux équations considérées par ABEL,'
par M. R. LiouviLie,® par M. Eruior,® par M. Rivereau,* et par nous-
méme.* \

Ainsi, les équations homogénes mais non linéaires par rapport a la
du d*u
dz 7 de* 7

forme quand on fait le changement de fonction et de variable

fonction inconnue # et & ses dérivées ., conservent la méme

u = vA(2), t = ¢(2).

I pourra arriver qu'un choix convenable des fonctions A(z) et ¢(2) les
transforme en ellessmémes. Si la fonction ¢(z) remplit les conditions
supposées par M. Koenics et si les coefficients de I'équations sont holo-
morphes ou méromorphes au point limite x, la considération des in-
variants permettra d'étendre & ces équations une notable partie des ré-
sultats précédents. C’est ce que l'on verifiera en suivant une méthode
analogue a celle du § 13.

! Qeuvres, t. 2, p. 19 et 26,

® Comptes rendus, 1886 et 1887.

® Ibid. 1890, premier semestre.

* Sur les imvariants de certanes classes d'équations différentielles homogénes par
rapport ¢ la fonction inconnue et @ ses dérivées, These présentée 3 la Faculté des sciences
de Paris, 1890. Gauthier-Villars.

> Journal dé mathématiques de M. JORDAN, 4¥™¢ gérie, t. 5, 1889,




