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UBER EINE NUMERISCHE BERECHNUNG
DER ARGUMENTE DER CYKLISCHEN, HYPERBOLISCHEN UND
ELLIPTISCHEN FUNCTIONEN

VON

C. RUNGE

in HANNOVER,.

Die Methode, durch welche ArcHMEDES seinen Naherungswerth der
Zahl 7 fand, ist einer Vervollkommnung fahig, auf welche meines Wissens
bisher nicht aufmerksam gemacht worden ist.' In ihrer verbesserten Form
bicetet sic ein gecignetes Mittel dar, um dic Argumente der Exponential-
und Kreis-Functionen so wie der hyperbolischen und elliptischen Func-
tionen zu berechnen, wenn die Werthe der Functionen gegeben sind.

ArcuiMEDEs berechnete an Stelle des Umfanges eines Kreises mit dem
Radius 1 den Umfang eines cingeschriebenen und den eines umschriebenen
regularen Vielecks. Der Umfang des Kreises liegt zwischen diesen beiden
Werthen, welche beliebig nahe an einander riicken, wenn die Seitenzahl
hinreichend gesteigert wird. Den Umfang eines reguliren Vielecks mit
grosser Seitenzahl fand er, indem er successive aus dem Umfang des Sechs-
ecks, welcher gleich 6 ist, den Umfang des Zwolfecks, aus diesem den des
Vierundzwanzigecks u. s. w. berechnete. Die Seite des eingeschriecbenen
regularen n-Ecks ist gleich 2 sinw, wenn mit # der »** Theil von 7z be-
zeichnet wird, und die Seite des umschriebenen regularen n-Ecks ist gleich

. « U w
2 tan#. Aus den Werthen von sinw und tan# kann man sin - und tani

finden, welche verdoppelt die Seiten des eingeschriebenen und um-
schriebenen 2#n-Ecks darstellen.

! Vgl. Nachschrift.
Acte mathematica. 15. Imprimé le 8 aofit 1891,
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Diese Methode lasst sich auf jede Function anwenden, sobald es mog-
lich ist, aus dem Werthe der Function fiur ein gegebenes Argument den
Werth derselben fir dic Halfte des Arguments zu berechnen.

Sei namlich f(u) eine beliebige Function von u, welche in eine con-
vergente Reihe nach Potenzen von u entwickelt werden kann

f(u) =a, + au + au® 4+ . ...

Wenn es moglich ist aus f{u) den Werth von f(g) und mithin den Werth

von f(%) fur jeden ganzzahligen Werth von #n zu berechnen, so kann

man daraus den Werth von # finden. Denn es ist:

% u u?

f<—> =a, + 0,5+ ¢,

Zn

+...
und folglich

- ’ 2
K1 "
2[f<2—> - “o] =aqu+a,Z+ ...

Fir grosse Werthe von s werden auf der rechten Seite alle Glieder ausser
dem ersten sehr klein, und man erhialt einen Naherungswerth fur a u,
aus dem durch Division mit a, die Grosse » gefunden wird, vorausgesetzt
dass a, von Null verschicden ist. Ware a; gleich Null, so miisste man
mit 2** statt mit 2" wmultipliciren und es wiirde

2""‘[/'(%) — ao]

ein Niherungswerth fiur «,u® sein. Wirde auch a, verschwinden, so
konnte man durch Multiplication mit 2** cinen Naherungswerth fir a,u®
gewinnen u. s. w.

Dieses Verfahren ist das namliche, welches Lrcrnpre zur Berechnung
elliptischer Integrale angewendet hat.

Ist
¢ ¥1
d . ' d
u:\/‘:%_:’—_, s0 1st g=f1—;_f—":,
. Vi—k'sin’p . Vi—k'sin*g
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wo ¢, aus den Gleichungen

. X
sin—
27

sin g, = ——, siny = ksing
COS8 -
27

gefunden wird. ,
Denkt man sich ¢ als Function von w dargestellt ¢ = f(u), so kann

man also ¢, = f(%) berechnen. Aus ¢, findet man aunf dieselbe Weise

@, = f(%) u. 8. f. Setzt man das Verfahren % Mal fort, so liefert 2"¢,

einen Naherungswerth fir . Statt ¢ kann man auch sing als Fune-
tion von u betrachten. Die Abh#ngigkeit zwischen sing und sing, ist
eine algebraische durch Quadratwurzeln darstellbare, was in den Fillen
ein Vorzug ist, wo etwa der zu erreichenden Genauigkeit wegen trigono-
metrische Tafeln nicht zu Gebote stehn.

Gegen diese Art der Berechnung ist einzuwenden, dass die Zahl der
Schritte manchmal betrichtlich ist, um eine nennenswerthe Genauigkeit zu
erzielen. Man kann aber dieses Verfahren des ARCHIMEDES, wie wir es
nennen wollen, so ‘modificiren, dass die berechneten Niherungswerthe sich
viel schneller dem gesuchten Werthe nahern.

Es sei wieder

fw)=a, + au 4 au’ 4+ ...+ au +....

Dann ist
u u? u"

f<;>-=ao+a,;—i+a22;m+...+an5,;+.

Um keine Nenner schreiben zu missen, moge a, = 2*"b, gesetzt werden.
Dann hat man

u

f(;) =q, + ])"M -+ baua 4.+ bnﬂ””“ + b,,+2u“+2 + .,

u
f(;;;& = a, + b2u+ 2%+ ... + b, 2"t b 2" L

flu)=a, + b 2"u + b, 2" 0’ .. 4 b, 20" - B, 2Oy L
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Diese Gleichungen sollen mit Constanten multiplicirt und addirt werden,

und zwar sollen die Constanten so gewihlt sein, dass auf der rechten

Seite in der Summe alle Glieder fortfallen, welche #?, «®, ..., «"*' ent-

halten. Bezeichnet man die Constanten der Reihe nach mit C, C,, C,,
.» C, und bezeichnet mit ¢(z) die ganze Function »** Grades

¢(z)=C, + Cz+ Cx* + ... + C2",

so kann man die Summe
C(3) + Cf(335) + - + Cuf )
folgendermassen schreiben:

a,¢0(1)+ b e(2)u4be(2Hu’+ ... F b e (2" b, e (27 DU L
Um die Coefficienten von #*, «®, ..., «"*' zum Verschwinden zu bringen,
bat man C, C,, ..., C, so zu bestimmen, dass
¢(2) = ¢(2") =... = ¢(@"") =o.
D.h C,,0C,...,C, missen den Coefficienten von
( — 2Nz — 2% ... (@ — 2"*")

proportional sein.

Der Proportionalitatsfactor werde so bestimmt, dass ¢(2) == 2" ist.

Man setze also:
W— 2@ —2%) . (e — 27+

¢(z) = (z—2%2z—2%...(2— 2"t
oder
¥ —2% g — 2%y — 2° @ — 2%t1
5;(%):1_2.1_2,1__2,--. 1 —2"
Dann ist

Cr(%) + Cf(5m) + - + Cufl) — ap (1)
oder, was dasselbe ist

Co[f<%> —-ao] + Cl[f<2:—‘_l) —-—ao] + ...+ C[f(u) —a,]



Uber eine numerische Berechnung der Argumente gewisser Funectionen. 225

ein Naherungswerth fur ¢, und die Abweichung von au ist gleich:

bppap (2" U + b, 0 (2" P L

oder, wenn man statt der Grossen b wieder die urspriinglichen Coefficienten
der Entwicklung von f(u) einfiihrt,
s0(27z+2)

n43
nt? e(2"*3) ts
Ay PYTET CARNE A PYEE) u + ...

Hebt man aus jedem der Factoren des Zahlers von ¢(2"+%) 2"* heraus,
so wird:
— p—n—a}2 1 — 2-—-n—a+3 I —— 2~a+1

I
2n+a —_ 271(n+a) ...
¢( ) 1—2 I — 27 I-—2"

Und schreibt man zur Abkiirzung
Opy = (1 — 27 (1 — 279 ... (1 — 27%7"H7),

so nimmt der Ausdruck fur die Abweichung des Naherungswerthes die
Gestalt an:

I
(1T —2)(1 —2%) ... (1 —2m [@nsadt™ + @ug 8™ )

Die Grossen ¢ sind sammtlich positiv, nehmen mit wachsendem Index zu
und nihern sich der Grenze 1. Daraus erhellt, dass die unendliche Reihe
zugleich mit der unendlichen Reihe fur f(u) convergirt und divergirt.
Die Gleichung ist mithin nur far solche Werthe von u richtig, fur welche
die Reihe fur f(u) convergirt. Fur solche Werthe erhilt man aber bald
sehr genaue Niherungswerthe, selbst wenn die Convergenz der Reihe f(u)
langsam ist. Denn bezeichnet » die Summe der absoluten Betriige von
Cuipa "ty @, 50", ..., s0 ist die Abweichung des Niherungswerthes ab-
solut genommen kleiner als

r
z—1)2*—1)...(2»—1)

.

Es ist aber der natirliche Logarithmus des unendlichen Productes
(1 —27)(1 — 27%)... gleich

Acta mathematica. 15, Imprimé le 6 aolt 1891, 29



226 C. Runge.

T — ) ==Y Y s
-5

=—Yir

Y Y (k)

1 i
=-[(2)”“Z}51_(27:“}_)'

Also wie man leicht findet

— 211 — 27" < 1(2) + o,6.
Mithin ist die Abweichung des Naherungswerthes kleiner als

_n(n—H)
2 2 L2ty

oder auch kleiner als

_ 'n(n2+ 1) 4
r2

2

Man sieht aus dieser Form, dass die Genauigkeit des Verfahrens selbst

bei langsamer Convergenz d. h. wenn » mit wachsendem » nur langsam
nn+1)
2

. . . . - +2
abnimmt, betriichtlich ist. Denn fir #» = 10 ist z B. schon 2

kleiner als 107", In besonderen Fallen wird man eine noch etwas klei-
nere Grenze fur die Genauigkeit ableiten konnen, wenn man nicht, wie
es hier der Einfachheit wegen geschah, die Grossen ¢ gleich 1 setzt.

Sind von den Coefficienten der Reihe f(u) einige Null, so kann man
die Constanten C, C,, ..., C, zweckmassiger bestimmen. Denn es ver-
schwinden alsdann in der Entwicklung

a,¢(1) + be(2)u + b (2h)u® + ...

! Zur Berechnung von H(I -— 2—%) kann man sich auch der EULER’schen Formel
34k

bedienen JI(1 —a*) = 2 (— 1)*a 2 und findet so [ (1 — 274 = 0,288788....
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einige Glieder von selbst, und fur diese braucht dann natirlich ¢ nicht
gleich Null zu sein. Statt dessen lassen sich dann eben so viel weitere
Glieder zum Verschwinden bringen, wodurch eine grossere” Genauigkeit
des Naherungsverfahrens erreicht wird. Ehe diese Betrachtungen durch-
gefithrt werden, soll indessen ein Beispiel die Methode erlautern.

Man findet leicht

Laad

fur n= p(r) =4 — 2,

fir n=2 30(2) = 32 — 122 + &7,

fur n=3 21¢0() =512 — 2242 4 282 — 2%,

fir w=4 3150(2)= 16384 — 7680x 4 11208° — 602° 4 x*

und
p(1) = 2" — 1.

Will man nun z B. den natiirlichen Logarithmus von 2 berechnen, so

. ) u _ o .
ist zu setzen f(u) =¢' = 2, f(;) =2, f(g) =z u s w. Firn=4
ist, da-# kleiner als 1 sein muss, r<1%+‘i7-|-...<—6—%< 17.107* Die

Abweichung ergiebt sich mithin kleiner als
278 17,107t < 7.107°,

Will man den Naherungswerth auf 6 Stellen berechnen, so sind 2z, yz,
V2, y2z noch etwas genauer als auf 6 Stellen in dic Rechnung einzu-
fuhren. Denn der Fehler von yz wird ja auch mit C, multiplicirt der
von 2 mit C, u. s. w. Da die Summe der absoluten Betrige von C,,
C,,...,C, oder p(— 1) etwa gleich 8o ist, so geniigt es jedenfalls mit
acht Decimalen zu rechnen.

Bedient man sich der THomas'schen Rechenmaschine so braucht ein
einigermassen geiibter Rechner nicht mehr als 8 Minuten um den Na-
herungswerth 0,6931473 zu finden. Mit Benutzung dieses Werthes kann
man zeigen, dass die Genauigkeit noch grosser ist als oben uberschlagen

wurde. Denn da [(2) hiernach kleiner als 0,7 ist, so wird r < ‘—15-1—99(0,7)6.

Die oben gefundene Grenze reducirt sich dadurch auf weniger als o,12
ihres fritheren Betrages und ergiebt sich demnach kleiner als 84.107%



228 C. Runge.

Wesentlich kiirzer gestaltet sich die Rechnung, wenn in der Ent-
wicklung von f(u) eine Reihe von Cocfficienten Null sind. Es sollen fiir
den Fall, dass nur ungerade Potenzen vorkommen und firr den Fall, dass
nur gerade Potenzen vorkommen, die Formeln ausfithrlich entwickelt werden.

Ist

f(0) = au + a,0° + a0’ + ... + @y @6 4 a0 L
so sind die Multiplicatoren C,, C,, ..., C, den Coefficienten von
(r — 2%z — 2% ... (z — 2"

proportional zu setzen. Und damit in dem Ausdrucke fur
Gl(%) + G (=) + - + Guf(w)

der Coefficient von w gleich @, sei, bestinmmt man den Proportionalitits-
factor so, dass ¢(2) = 2" und setzt demnach

(%) = W& — 2% —2° g— 2t p—2%p —2° g 2l
PNB) = 2 iy e it T

Die Abweichung des Nzherungswerthes ergiebt sich gleich

o (243) g2+
Oni2 sagnrn U + Cnts Snanisy ¥ LR I

Nun ist aber

¢(22n+2a+1) (I —_ 2—-2n—2a+2)(l — 2—2n—2a+4) . (I —_— 2—2:1)
2nen et (r—2"(1 —2%...(1— 2™ )

Schreibt man zur Abkirzung
e, = (I _ 2—24)(1 . 2-2«—2) . (I _ 2—2a——‘l(n—1))
so wird daher die Abweichung des Naherungswerthes

: gyt t3 n+5
(I—2%1 —29...(1 — 2% [@ppac 8™ + a0 + ..

Die Grossen ¢ sind positiv und kleiner als 1, wachsen mit wachsendem
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Index und nahern sich der Grenze 1. Bezeichnet man die Summe der
absoluten Betrage von a,. .#™*%, a . 4**° u. 5. w. mit », so ergiebt sich
n+2 Y Y'u+t3 2

der absolute Betrag der Abweichung kleiner als

r 1
22D (1 — 273 (1 — 274 ... (1 — 2-21)

Nun ist

1 . L S 1 22
l(l—-2—2)(1——2—4)...(I——-z*“)...*2212 ”"zir—z—ﬂ

=Y~ Xiat il

1
2)

(Y + X gy <o)+ o

Also

1 4
(=291 =29 ... (1 —zm <3 DI <S5

Mithin ist die Abweichung des Naherungswerthes absolut genommen

kleiner als
I,5r2 "D 1

Enthalt andrerseits f(#) nur gerade Potenzen von %

f(u) = a, - aluﬂ + a2u4 + ...+ a”+lu2n+2 + an+2u2n+4 + ...

so wird man die Multiplicatoren so wahlen, dass in der Summe

Ct(5) + G (z) + - + Glw)

die Potenzen ', u°, ..., 4’*** wegfallen, d. h. man nimmt C,,C,,...

den Coefficienten von

(€ — 2%z — 2% ... (x — 2™

! Mit Hilfe der oben erwihnten EurLeR’schen Formel erhilt man
II(1 — 4 = 0,68854.

Darnach ist die Abweichung kleiner als 1,46r2—7("+D),
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proportional. Den Proportionalitatsfactor wiahlt man so, dass in der Summe
u® nur mit ¢, multiplicirt erscheint, dass ulso ¢(27) = 2*" ist. Demnach
hat man zu setzen

— 2 p—2°" z — 2m+2 2z —2Ye — 2° z — 2n+2

4,y L
— nln _
(o) =2 2% gt pt 28 Tt _omir 21— 2¢" " | —gm’

n+2
2 3 ~ und es wird der Naherungswerth gleich

¢(1) ist dann gleich

2‘)n+2 —1

Cf(3) + C(5m) + - - + Guf(0) = 2=,

oder auch, da ¢(1) =C, +C, + ...+ C,
Glr(z)— ]+ a[f(3s)— ]+ - + Gl —a)

Dieser Néherungswerth weicht von a,u* ab um

g (24 44 (27" onte
@p st 2n(2n+4) U + Gty 2n(2n+6) u + et

oder in anderer Form um

I
(1—291—2Y...(1 —

2n -4 2n+6
2 [%HSIu " w50t 4 ]

wo ¢&,,¢&,,... dieselbe Bedeutung haben wie oben. Bezeichnet wieder
r die Summe der absoluten Betrige von a,, ,u™**, a,, u™**
ist die Abweichung des Naherungswerthes absolut genommen kleiner als

u. 8. W. 80

I,5r2 "D,

Die Functionen ¢(x) fir die beiden Falle einer geraden und ungeraden
Function f(#) hiangen in der folgenden Weise zusammen. Setzt man im
ersteren Falle 2z statt x ein, so geht ¢(x) tber in

20 — 2422 — 2° 24 — 2842

[—2 [ —2¢ " —2m™

’

und hebt man hier aus jedem Factor des Zahlers 2 heraus, so geht der
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Ausdruck in die Function ¢{z) fur den Fall einer ungeraden Function.
f(u) uber. Fur diesen Fall haben wir

n =T 350(.’)")'—8——56,

n =2 45¢()——256—~4om+x,

n=3 2835¢ () = 32768 — 5376x + 168x® — 2%,

n=4 722925¢(x)= 16777216 — 27852802 4 913922° — 6802°® + z*.

Fur den Fall einer geraden Function f(#) hat man

n =1 3p(x)=16—un,

n =2 45¢(x)=1024 —80x + 7%,

=3 2835¢(x)=262144—21504% + 3362°—2°,

n=4 722925¢(x)=268435456—222822402+ 3655682 — 13602° 4.

Die Genauigkeit, mit welcher die Werthe von f(u), f(’—;) u. 8. w. in die

Rechnung eingefuhrt werden, muss, wie schon oben bei dem numerischen
Beispiele bemerkt wurde, grosser sein, als die Genaunigkeit, mit der man
den Naherungswerth zu berechnen beabsichtigt. Denn der Fehler von

f(w) multiplicirt sich mit C,, der von f<g> mit C, ; n. s. w. Sind die

Fehler von f(u), f<g) u. 8. w. alle kleiner als ¢, so ist der Fehler in

[\}

der Summe kleiner als ¢ multiplicirt mit der Summe der absoluten Be-
trige von C,, C,, ..., C,, d. i kleiner als d¢(— 1). Es ist nun, wenn
in f(u) alle Potenzen von # vorkommen

(+ 0+ . @D,
f D= ey <

wenn f(u) ungerade

N @ DE D@ 4D
) @' — 1)zt —1)...(2"—1)

+1
< 2",

¢(—

und wenn f(u) gerade

o(— 1) = (2* + N2t 4+ 1)... @72 4+ 1)

20
—ne —n...@—1n -7



232 C. Runge.
Darnach kann man far jeden Fall iiberschlagen, mit wie viel Decimalen
es genigt f(u), f(g) u. 5. w. in die Rechnung einzufithren, wenn man

bei allen mit der gleichen Anzahl von Decimalen rechnen will.
Fir ungerade und gerade Functionen soll die Methode an einigen Bei-
spielen durchgefithrt werden.

1. Berechnung von arcsinz und arccosz.

Man kann sich offenbar auf den Fall beschrinken, wo der Bogen
nicht grosser als i ist. Dann ist z. B. fur » = 2 beim Sinus r < 0,4.107°

beim Cosinus 7 < 0,4.107% Mithin ist fiir # = 2 der Naherungswerth
fur arcsin bis auf 1077 genau und der N#herungswerth fir das halbe
Quadrat von arc cos bis auf 107" Mit dieser Genauigkeit ist also

. U o n .
454 = 256 s1n3{—4o sm5+ sin,
L?

45% = 1024(1 —cosi—:) ——80(1 — cos%‘) ~+ (1 — cosu).

\

Die zweite Formel ist vorzuziehn, weil sie erstens etwas genauer ist und
zweitens, wenn cosu gegeben ist, nur 3 Quadratwurzeln auszuziehn verlangt.

2
. . . v w .
Rechnet man mit 9 Decimalen, so wird der Naherungswerth von — mit

2
. . . . . U
einer Genaunigkeit von 1,4 Einheiten der 8" Stelle gefunden also > selbst

auf 2,4 Einheiten der 8' Stelle. So findet man z. B. fir sinw = o,5

sinu = 0,5 cosu = 0,866025404
cosg-—-—- : +2c9ﬂ=o,965925826
u
I 4 cos -
u 2
COS; = \/ 2——‘ - 03991444861

n?

?=0,137o77845, 1 == 0,523598786
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. T . o .
wahrend der wahre Werth ¢ auf neun Decimalen abgekirzt gleich

0,523598776
ist. Auch fir » =1 ist die Genanigkeit nicht unbedeutend. Fur u =z
hat man far den Sinus 1,572"* < 10~% und fur den Cosinus
I,572"D < 14,1074

Die relative Genauigkeit (Abweichung im Verhaltniss zu «) ist firr den
Sinus kleiner als 1,3.107° firr den Cosinus kleiner als 1,8.107% Die
Formel fur den Sinus liefert eine einfache gra-
phische Rectification des Kreisbogens. Ist nimlich

< AMB=wu, so ist AC = sinu, AB = 2 sing, vor-
ausgesetzt, dass der Radius zur Langeneinheit gemacht

ist. Der Naherungswerth ist dann ;:(4AB — A4C) oder

AB+§uB~A@.

Arommepes fand aus dem Umfang des eingeschriebenen und um-
schriebenen 96-Ecks fir 7 die Grenzen 3'/, und 3'°/,,, welche bis auf
2 Einheiten der vierten Stelle genau sind. Mit Benutzung der abgelei-
teten Formel fur » = 4 wirde man aus den Seiten des 6-, 12-, 24-, 48-,

96-Ecks die Zahl 76—r mit der Genauigkeit

pa n g _ _
1,5<8> |I—12 <3107
berechnen kdnnen. o

2. Berechnung der Argumente des hyperbolischen Sinus und des
hyperbolischen Cosinus.

Die Genauigkeit ist dieselbe wie die fur Sinus und Cosinus berechnete,
da die absoluten Betrige der Glieder in den Potenzreihen fur den tri-
gonometrischen und den hyperbolischen Sinus und ebenso in denen fir
den Cosinus dieselben sind. Die Formel fur den Cosinus ist auch hier

im Allgemeinen vorzuziehn.
Acta mathematica, 15. Imprimé le 11 aoht 1881, 30
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Wenn das Argument gross ist, so thut man besser statt der Formel

fur n, die Formel fur » — 1 aber mit f(%)f (3> ...f<ﬁ> zu benutzen.

2! 2"
2
Es ist namlich die Genauigkeitsgrenze fur % etwa gleich

u2n+4

1,5 — 2" ¥D,

Wendet man dagegen die vorhergehende Formel fur #—1 auf f(g) an,

so ist die Genauigkeitsgrenze etwa

115 - n n+3 —(n-—-Dn __ ’ll/2"+2 2—n(n+])
4[2n+25 2 _—1’5|2n+2 ’

Die obige Genauigkeitsgrenze geht aus dieser durch Multiplication mit

ui

(20 + 3)(2n + 4)
kleiner. Sei z. B. cos,u = 10, dann ist:

cos,,'—; =/ I_j;.z"s_”“ = 2,345207880,

cos,,g = 1,29329190I,

hervor. Wenn also u*>(2n + 3)(2n + 4) so ist die letztere

cos, g = 1,070815554,

wi K

cos,,% = 1,017549889.

Die Formel #n = 3 auf die letaten vier Zahlen angewandt liefert:
U = 2,99352282.

2
Die Abweichung des Nzherungswerthes fiur %(S) ist etwa 1,2.107%

aber da mit 9 Decimalen gerechnet ist, so kdnnte ein Fehler von 6 Ein-
heiten der 8'" Stelle hinzukommen.
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3. Berechnung eines elliptischen Integrals erster Gattung.

Sei

dz .
s =f , wo k =sin75° = 0,96592533,
— 231 — k%?
J V(T — @1 — %)

s0o hat man

Z = snu, z, =sng=\/l—:\—/11—:$:=o,88566098,

I—yI—uz
X, == BN - == = 0,60188
2 \/I-l-\/[——ka 2 3937

x, = 0,33325174,
x, = 0,17135481,
x;, = 0,08629406.

Wendet man auf die letzten 4 Zahlen die Formel » = 3 fur eine un-
gerade Function an, so ergiebt sich 4 = 2,76806308, was bis auf weniger
als 7 Einheiten der letzten Stelle richtig ist. Die mogliche Abweichung
des Resultats in Folge der Abkurzung aller Zahlen auf 8 Decimalen
betragt 3 Einheiten der siebenten Stelle.

Man erleichtert das Verfahren und erreicht eine schnellere Convergenz,
cnu

dnwu
Grunde legt. Zur Abkirzung werde geschrieben:

. . I
wenn man statt snu die Functionen und o der Rechnung zu

1

flu) =28 gu) =

dnwu’

() =V o) =VERE

Man findet also aus f(«) und g(u) durch zwei Quadratwurzelausziehungen

Dann ist:
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f (g) und g(g) Wiederholt man diese Rechnung einige Male, so kann
die oben entwickelte Formel sowohl auf f(u) als auf g(u) angewendet
werden. Die Entwicklungen von f(%) und g(«) fangen folgendermassen an:

f(u)=1—k7nu’+...,

g(u):l-{--ﬁ—u’-}-....

Man erhalt also durch Anwendung der Formel auf f(u) einen Naherungs-

’

werth von —Ifz—u’ und durch Anwendung derselben auf g(u) einen solchen

k? . . . .
von ?u’. Was die Genauigkeit des Verfahrens betrifft, so wurde oben

dafir der Ausdruck

1,572 "D
aufgestellt, wo r die Summe der absoluten Betrige von a, ,u""*,
@, 4", ... der Glieder in der Entwicklung von f(u) resp. g(u) be-
deutet. Es kommt also darauf an fur » eine obere Grenze zu finden.

f(u) und g(u) werden beide nur an den Stellen

u=K+ Ki+ 2mK + 2nK'i
unendlich und die Entwicklungen nach Potenzen von » convergiren daher
beide fur |u| <|K 4 K'4| und a fortiori firr u =§ und % =§. Be-
zeichnet nun m den grossten Werth der absoluten Betrige einer der Po-

tenzreihen, welche dieselbe fiir |u| =12—I annimmmt, so ist bekanntlich*

K\2
(3> la,| < m

und mithin far |«] <§

K? {2“ 2n4-4
r < ”?IK——‘—_z_4|u|, IE
n
! Der Beweis ist unmittelbar aus dem CavucHY 'schen Integral f™(0) = l—— f(2) dz
2m zn-{-l

zu entnchmen,
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Ebenso folgt, wenn m' der grosste absolute Betrag fur |u| =£§— ist, for
|u| < X,
2
, K” n+4
K? - 4[""[2

2u%

ryr<m E;

Der grosste absolute Betrag, welchen eine analytische Function in einem
Gebiet annimmt, in dem sie sich regular verhilt, wird immer auf dem
Rande des Gebietes angenommen. Wenn daher um den Kreis mit dem

’

.. K K . . . .
Radius — resp. —- ein anderes Gebiet abgegrenzt wird, welches den Kreis

einschliesst, so wird der grosste absolute Betrag auf dem Rande desselben
statt m resp, m’ in dem Ausdruck fur die obere Grenze von r geschrieben
werden konnen.

Dieses Gebiet lasst sich so wahlen, dass der grosste absolute Betrag
von f(u) resp. g(u) auf dem Rande desselben angegeben werden kann.

Fur den Kreis mit dem Radius i—{ grenze man das Gebiet folgendermaassen
ab. Es sei dasselbe ein Rechteck, dessen verticale Seiten in die beiden
parallel zur y Achse durch j—_IZ—I gezogenen Geraden fallen. Die hori-
zontalen Seiten sollen durch 4+ 2nK' laufen, wo » eine ganze Zahl und

so gross gewihlt ist, dass 2nK’ >§ . Das Gebiet, welches den Kreis mit

7

dem Radius 52{— enthalt, soll ein Rechteck sein, dessen horizontale Seiten

in die beiden parallel zur 2z Achse durch iKTIi gezogenen Geraden fallt
und dessen verticale Seiten durch + 2#’K laufen, wo »’ eine ganze Zahl
und so gross gewahlt ist, dass 2n'K >§. Die grossten absoluten Betrage
von f(u) und g(u) auf dem Rande dieser Gebiete, findet man durch An-
wendung der Formeln fur f’(g) und g’(%):

2 2

w\ __ flu)+g(u) cnu-1 w\ _ flu)+g(u) cnu41
fﬂ<_> 1+g(w)  dnw+1’ 92<—>_’ I+ f(u)  cnw+dow’

Wenn "—; den Rand der beiden Gebiete durchliuft, so nimmt # solche
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Werthe an, fiur welche die Werthe von cn# und dnw bekannt sind, und
man iberzeugt sich von der Richtigkeit der folgenden kleinen Tabelle:

1 1

fa) | —w) T | kT

sy | ¥F | a—p

Man erhilt demnach bei der Rechnung mit f(u) fiir u® einen Niaherungs-
werth, dessen Fehler kleiner als jede der beiden folgenden Grossen:

(1 — K K — qu) () e

und

2n44

1
—27." 9 18 7 I N—1 E:’i’ —n{n+1)
3k P KK 4u®) (K) 2 .
Bei der Rechnung mit g(u) ist der Fehler kleiner als:

1
Sk_2k'_§_K2(K2 —_— 4_%7)—-1 <2Eu>2"+42—n(n+l)

und
— 2q)\ e
371 — k) *K'*(K'?® — 4u’)” (R—) 2D,

Man ersieht aus diesen Ausdriicken, dass fiir k¥ < &' und mithin K < K’
die Rechnung mit f(«) die grossere Genauigkeit gewshrt, fur ¥ > %’ und
mithin K > K' dagegen die Rechnung mit g(u). Ist jedes Mal  kleiner
als der 4" Theil der grosseren von den beiden Grdssen K und K', so
ist der Fehler des Niherungswerthes von »* fir ¥ < 4 und bei der Rech-

nung mit f(u) kleiner als
1
)t AP CR RV (A )]

fur ¥ <% und bei der Rechnung mit g(u) kleiner als

1
k""k’— 2 2~ DD
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Will man z. B. K berechnen und ist k> & so findet man beim ersten

Schritt aus f{K) = o, g(K) = , die Werthe von f( > und g(i—{) , beim
zweiten Schritt f(Z) und g(z>

Wenn man jetzt noch 3 ‘weitere Schritte macht und die Formel fur
n =3 auf g(u) anwendet, so wird 2{— mit der Genauigkeitsgrenze ge-

funden:
_1 =1
E?F 227 < 1,05k %107
Bei n = 4 ergiebt sich die Genauigkeitsgrenze

1 . 1

K 27 < 1,1k %107?

So findet man z. B., wenn man

= k?* = 0,933012701
f\/[—-k’Sll’l SD 793.) 7

berechnen will

| &) (=)

) o 3,863703279
1 0,891288591 | 1,965630504

2 | 0,981500332 | 1,229051488
3 | 0,995841682 | 1,056217296
4 | 0,998988331 | 1,013985805
5 1,003492123

Die vier letzten Zahlen der zweiten Colonne liefern:

K = 2,768063009.
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Dieser Werth ist etwa um 6 Einheiten der 8** Stelle zu klein. Die

oben aufgestellte Genauigkeitsgrenze ergiebt fur %

—6
2,2.107°%

also fur K?
8,8.107%.

Dazu konnte wegen der Vernachlassigung der zehnten Stelle und der fol-
genden ein Fehler von etwa 2 Einheiten der 7** Stelle kommen. K
selbst wird also jedenfalls auf 1,7.107° richtig sein.

Wenn eine Rechenmaschine nicht zur Verfugung steht, so kann man
die Rechnung auch mit Hilfe einer logarithmisch-trigonometrischen Tafel
auf die folgende Weise ausfithren:

Setzt man:
sny = singp, ksnu = siny

so ist:
cnu = cos g, dnwu = cosy.

Berechnet man zwei neue Winkel ¢, und y, aus den Gleichungen:

.
s - @
2 . . .
= sin¢,, ksing, = siny,
COS8 --
27
so ist:
u____ . ’ll:__ d LA
sn- = sing,, en ;= cosg,, n- = cosy,.

Auf diese Weise kann man fortfahren und f(%) und g(%) oder viel-

mehr die Logarithmen dieser Grossen finden. Denn nur diese braucht

man bei der Anwendung der aufgestellten Formel. Wenn # rein ima-<

gindr ist, so muss man andere trigonometrische Hilfsfunctionen einfithren.
Man setze:

sny =i tang, K sing = siny,
go ist:
dowu y
cny = ——— == CO87y.

?
cos g cnu
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Berechnet man zwei neue Winkel ¢, und y, durch die Gleichungen:

sing
2 . L . .
—— =sing, k'sing, = sing,
CO8 —
2
g0 1ist:
u
dn -
sn? — tan en” — ! 2 cos
2 Pv 2 cosg,’ on 8

Es ist bel der logarithmischen Rechnunﬂr vortheilhafter statt einer der

Functionen f{u) —a%l% oder g(u)=—— dxe ungrade Function —(Si%% zu

Grunde zu legen. Man braucht alsdann enw gar nicht mit zu berechnen.
Die Berechnung ist ebenso bequem wie die von f(u) und g(u). Die Ge-
nauigkeit ist, wie wir sogleich sehn werden ungefahr dieselbe. Ein we-
sentlicher Vortheil aber liegt darin, dass diese Function fir kleine Argu-
mente klein ist. Bei der Rechnung mit #-stelligen Logarithmen ist der
Fehler in Folge der Vernachlassigung der » + 1** und der weiteren
Stellen etwa 107" des Betrages der Zahl. Wenn also die Zahl eine ne-
gative Charakteristik hat, so bestimmt der Logarithmus sie weiter als bis
zur 7*" Decimale. Ein Beispiel wird den Vortheil am Besten zeigen.

Vorher soll aber noch cine Genauigkeitsgrenze fir die Rechnung mit

Y aufoestellt werden.
dnu 2

Der orosste absolute Betrag von ——" auf einem Kreis um den Null-
=] g dn %

. . K . . .
punkt mit dem Radius > ergiebt sich auf dem oben auseinandergesetzten

1 1
Wege nicht grosser als &~ lk’ (1 + k), auf einem Kreis mit dem Radius

7!

- nicht grosser als 'k ’(I 4 k)2 Daraus folgt ganz shnlich wie oben

fur das Verfahren die Genaulgkeltsgrenze:

1 1
I~5k_’k" 2(1 + kr)‘l 7

Acta mathematica. 15. Imprimé le 12 aofit 1891. 31
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oder auch

2n+4

2% 2—nnt ),

1 L pn
r—1 2 2
LSETR OB T | '

Hierbei ist |u| <12£ resp. |u| <§ vorausgesetzt. Wird || nicht grosser

als der vierte Theil von X resp. X’ angenommen, so ist die Genauigkeits-

grenze
1

1 1 1
k_lk'_;(l + k:)iz—-(n+1)(n+2)—1 resp. k:—xk_E(I + k)é-z—(n+l)(n+‘.‘)—l-

Sei z. B.
1
ax .
- k = sin 75°
f\/(l —a*)(1 — k’x’)’ 75
0
zu berechnen, so findet man
n log sin ¢, log cos y, @, -
o 0,0000000 90° 75°
1 9,9500183 63° 2' 8,2” 59° 25" 11,6"
2 | 9,7795127 | 9,9104299 | 37° o 17,8” 35° 32" 50,4"
3 | 9,5227724 | 9,9762467 | 19°27'58,55” | 18°46'39,55"
4 | 9,2338962 | 9,9939681 9° 51’ 59,76" 9°31’ 37,96”
5 8,9359809 | 9,9984860 4° 46’ 52,9"

Nun berechnet man den Ausdruck der oben abgeleiteten Formel

168 sing, 1 sing,

32768sing, 5376 sing,
2835 cos 7, 2835 cos 7, ’

2835 cosy, 2835 cos r,

in welcher man die Logarithmen der Coefficienten aus einer ein fur alle
Mal berechneten Tabelle entnehmen kann. Der Ausdruck ist ein Na-
herungswerth fur den vierten Theil des Integrales. Er ergiebt sich gleich
0,6920154 mit der Genauigkeitsgrenze 1,2.107°% Hierzu kann ein
Fehler kommen durch den Gebrauch siebenstelliger Logarithmen. Wir
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kdnnen annehmen, dass sich logsing und logcosy bis auf eine Einheit
der siebenten Stelle genau ergeben. Die Logarithmen der Producte von
S ¢
cos 7>
heiten der 7™ Stelle sicher sein, die zugehorigen Zahlen also etwa auf
6.1077 ihres Betrages. Das macht in dem gegebenen Falle hochstens
etwa 8 Linheiten der 7% Stelle aus. Der gefundene Naherungswerth
muss also weniger als 2.107° von dem wahren Werth abweichen. In
der That ist er bis auf etwa 4 Einheiten der 7% Stelle richtig.

Es muss zugegeben werden, dass die Berechnung der Perioden
schneller mit Hilfe der Thetafunctionen ausgefiubrt werden kann, indem
man die Theilung einer Periode durch 4 benutzt, besonders danp, wenn
beide Perioden doch berechnet werden miissen.

Wenn aber nur eine Periode zu berechnen ist, oder wenn nur ein
Werth des Integrals fiur besondere Grenzen gefunden werden soll, oder
endlich wenn die Perioden bereits bekannt sind, so mag das auseinander-
gesetzte Verfahren wohl am schnellsten zum Ziele fuhren. Fur die Aus-
fihrung mit Logarithmen selen hier noch fur die Falle n =1, 2, 3,4
die Logarithmen der Multiplicatoren auf sieben Stellen angegeben.

in den betreffenden Coefficienten, werden alsdann bis auf 2,5 Ein-

n C, —C, C, —C, C,
0,4259687 | 9,5228787
0,7550275 | 9,9488475 | 8,3467875
1,0628969 | 0,2779062 | 8,7727562 | 6,5474470
1,3656267 | 0,5857756 | 9,1018150 | 6,9734157 | 4,1409068
0,7269987 | 9,5228787
1,3570874 | 0,2498775 | 8,3467875
1,0659869 | 0,8799662 | 9,0737862 | 6,5474470
2,5697467 | 1,4888656 | 9,7038750 | 7,2744457 | 4,1409068

Bei den Logarithmen, welche die Charakteristik 4, 6, 7, 8, 9 haben, ist
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-— 10 zu erginzen, Diese Werthe werden fur dic meisten practischen
Zwecke ausreichen.

Um aber auch den Gebrauch grossercr Werthe von # zu ermaglichen,
sollen die Coefficienten fiir cin beliebiges #» angegecben werden. Die Ent-
wickelung der Functionen ¢(x) ist enthalten in der von EuLEr gegebenen
Entwickelung von

(1 +az)(1 + a®)...(1 + a*2).

Bezeichnet man dieses Product mit P,(¢, 2), so hat man in Folge der
Definition die beiden Gleichungen:

(1 + a2)P,(a, a2) = P,,,(c, 2),
(1 + a"t'2)Py(a, 2) = P, (a, 2),
folglich
(t +a)P,(a,a2) = (1 + a"'2)P,(a, 2).

Bedeutet f,(a) den Cocfficicnten von 2* in der Entwickelung von P, (a, 2)
nach Potenzen von z, so folgt aus der Vergleichung der Coefficienten von
Fla=1,2,...,n)

fl@)a* + fur(a)a® = fu(a) + fia(a)a™!

oder

fula)a® — 1) = fo(a)i@"" — a,

n(n+1)

Da f,(a) =1 und f,(a) =a * , so folgt:

an+1 —a® artl — qe artl — ga—1
fua) = ——1fas(@) = o = fea(a) = ..

a{a+41)
——

an+l —_— % (L"+1 _— aa—l G,/n&-l —a a* — 1 a,n—l —1 an—a+l —1

=5 .- == . a
a*—1 g+ l—1 a—1 a—1 at—1 as — 1 ’
oder auch
a*tl — 1 attl —g1 a*tl—1
fa(a) = at+l — gotl fa+1(a) = artl — getlgntl __ gat2 faH(“) e
a*tl—1  aetr_i ar—1 D gn_ygnlp getlp XedD

E— 2 = s 2
antl— gatlgnt1___ ga+2 an+1_ana a—1 a*—1 a"—%—1 a
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Fur die Functionen ¢(z) wurden nun oben die folgenden Ausdriicke ge-
funden. Im ersten Fall, wo in der Entwicklung der Function f(u) alle
Potenzen vertreten waren, ergab sich

(x) v —2%x —2° x — 2ntl
PN =T 1= T =2

im zweiten Falle, wo f{u) nur ungerade Potenzen enthielt

v—2%w—2° g— 20
e(@) =g T

&

endlich im dritten Falle, wo in der Entwickelung nur gerade Potenzen
vorkamen:
w—2te —2% g — 2Wt2
Xr) = “ae .
¢() 1—2%1 —2* 1— 2%

Alle drei Functionen lassen sich durch P,(a, ?) ausdriicken.
Es 18t im ersten Falle:
Pa(2, —227)
¢(e)=a"~p oy
im zweiten Falle:
" Pn(4 » T 295_1)
sﬁ(x):x Pn(4”_1)
im dritten Falle:

nPn(4;'—’4x-1)
) =2 o=

Darnach ist im ersten Falle:
_(n—a)(n—a+l)+a

n—a 2 2
Coa = (_ I) (I—2 1 —2"%,,, (1 —2791 — 271 —279)... (1 — 2*"+a)’

im zweiten Falle:
(n—a)n—a+1)
e

C

n—a

— (__ I)n—a _ _ 4 _ s - _ ,
(1 —4"9(1—4")... 0 —471 — 41 —47Y...(1 — 47"ty

im dritten Falle:

__(n—a)(n-—-a+1)

2 Fa

— e N0, 4 .
e = ) e G — e = A G A
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Jedes Mal haben C, , und C, denselben Nenner und konnen sich nur
durch das Vorzeichen und die Potenz von 2 resp. 4 im Zahler unter-
scheiden.

Zur Berechnung der Zahlen

I 1
(=21 —z ). (U—z= P T H =39 (—49

welche in den Ausdriicken fur die Grossen C vorkommen, kann man far
grossere Werthe von « dic von EuLer gegebene Entwickelung benutzen:

324k
By — 1}q ® .
ol (—a) = X (—1)e
Es ist:
I N (1 —a*t))(1 — a%t+?) .

(1—a)i —a%)..(a—a% (1 —a)(1 —a?)...

(1 — a1 —act?)..,
3kT 4k ‘

X(—1)ae ?

Der Zahler kann auch in eine bequem zu berechnende Reihe entwickelt
werden mit Hilfe der ebenfalls von EvLer gegebenen Formel

n(n+1_)
.2 : s . s i n
(1 @)1 + 2%)... in inf. = Z(I i — =
Setzt man 2 = — a®, © = a, so ergiebt sich der Zshler des obigen Aus-

druckes gleich

adtl ale+s alde+6

' —a + (1 —a)1—a® - (1 — a)(1 — a*)(1 — a*)

4 ...

; 1,
Fir a = - ist
4
34Tk
2(—1Ya? =1 —a—a*+ a4 o —a'’—a

bis auf einen Fehler von weniger als 107"

Es ergiebt sich:

3k3+-k

2(—1)a ® =0,6885375371203.
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Nun berechne man direct

1 I I 1 1 I
[—a¢’ 1 —al —a’’ I—al—a’l —a°

Fiir « = 4 werden die vier Glieder

actl q2e+3 a3a+6
T l—a " I—ai—aY) (1—a 1l — a1 —ad)

den gesuchten Werth jenes Zahlers schon bis auf 15 Stellen genau an-

geben. Fur grossere Werthe von a werden noch weniger Glieder gentigen.
I

(I —a)l —a%..(1 — a%

welcher far a >4 den Werth auf 13 Decimalen angiebt

Man erhilt so fur den folgenden Ausdruck,

1,80108547104. 1072

1,4523536424496 — e
+ 4,924702 . 10—7__3,053 .10—11
424 4300 *
NACHSCHRIFT.

Wie Herr PerAeMEN mir mittheilt ist die oben vorgeschlagene Mo-
dification des Verfahrens von ArcumMeDES, was die Berechnung von =
betrifft, bereits bekannt und in dem Lehrbuch von Saicry: Problémes
d Arithmétique (Paris 1859), auseinandergesetzt worden. Es ist mir nicht
moglich gewesen, dieses Buch einzusehn und ich habe nicht verfolgen
konnen, wer der Urheber des Verfahrens ist, und wie weit es ausser zur
Berechnung von 7 noch angewendet worden.

C. R.




