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Introduction

J’ai montré dans un article paru il y a quelques années que les congruences
de courbes du plan se prétent & des développements semblables & ceux de l'espace
lorsqu’on substitue la condition d’un contact d’ordre supérieur & 1 avec 1’enveloppe,
a celle d’'un contact simple, et ai appliqué cette idée aux congruences de cercles. 1
Bien entendu, les résultats s’appliquent par transformation projective aux congruences
de coniques qui ont deux points fixes distincts. Lorsque les deux points donnés sont
confondus, c’est-a-dire lorsque les coniques sont tangentes en un point fixe; une étude
analogue peut étre aisément faite & Yaide de paraboles ayant une direction asym-
ptotique donnée. Il m’a paru intéressant de déterminer les formules générales concer-
nant les coniques ayant deux points fixes quelconques, & distance finie ou non, et
distincts ou confondus. Il se trouve que celles-1d sont assez remarquables.

La correspondance entre les éléments focaux associés fournit une intéressante
transformation de contact de 1’espace, lorsque les deux points focaux de chaque conique
engendrent deux domaines & deux dimensions.

Les congruences dont un des points focaux décrit une courbe sont celles qui se
décomposent en une simple infinité de faisceaux de coniques, chaque faisceau étant
formé de coniques tangentes en uu méme point 4, et passant en outre par les deux
points fixes de la famille. On montre en particulier que, lorsque 4 coniques du méme
faisceau de sommet A varient en osculant leurs vraies enveloppes, les 4 droites focales
issues de A forment un faisceau de birapport constant, et les courbures de ces 4

1 «Cf. Sur les congruences de cercles du plan», Bull. Sc. Math., t. 71 (1947), p. 1-23.
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coniques en A ont également un birapport constant. On voit aussi que les congru-
ences dont les 2 points focaux 4 et A’ décrivent deux courbes sont celles constituées
par une simple infinité de tels faisceaux, dont le sommet A décrit une certaine conique
I de la famille en question, tandis que la tangente de contact 4D du faisceau en-
veloppe une autre conique IV bitangente & I' aux deux points fixes de la famille.
La congruence se décompose d’une deuxiéme maniére en faisceaux de coniques tan-
gentes, dont le sommet A4’ décrit la méme courbe I', et dont la tangente de contact
A’ D’ enveloppe I'.

Ces résultats sont établis dans les chapitres II et III de cet article, tandis que
le premier chapitre est consacré 4 une étude succincte du nombre des points focaux
variables des courbes algébriques de degré donné, et ayant un certain nombre de
points simples ou multiples fixes. On établit ainsi que, dans des conditions générales,
les seules congruences de courbes qui n’ont que deux points focaux variables sont
des congruences de courbes unicursales, n’ayant aucun point multiple mobile. On voit
également que, si un point régulier de la courbe est point focal multiple dans la

congruence, il décrit généralement une courbe au lieu d’un domaine 4 deux dimensions.

CaariTrRE I

Sur les congruences de courbes algébriques
§ 1. Soit
1) [ y; 0 )=0

I’équation cartésienne de la congruence de courbes C. Les points focaux d’une courbe
C sont les points ot ¢ a un contact d’ordre supérieur & 1 avec son enveloppe dans
une certaine famille de courbes (1) & un parameétre. Ces points sont les points d’in-
tersection de (1) avec la courbe I' d’équation?

o) ot
® r D(Zfﬂ))‘% D(Z:?,Im):"‘

Multiplier f par un facteur A(x,8) remplace (2) par une combinaison linéaire de
(2) et (1).
Nous supposons que (1) est algébrique et de degré m. Le dégré de I' est alors

généralement 3m —2, et le nombre des points focaux est a priori inférieur ou égal &

1 loc. cit., p. L.
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m(3m—2). On observe également que tout point multiple d’ordre p de (1) est un
point multiple d’ordre p—1 au moins pour (2), et compte done pour p(p—1) points
au moins dans lintersection des deux courbes.

Soit d’autre part

b4

2@y mh=3 (P)aw pay

Pensemble des termes de f qui sont de plus bas, ou de plus haut, degré. Dans le
premier cas, si p>0, C passe par un point fixe, pris pour origine des coordonnées,
avec p branches en ce point; dans le second cas, p=m. L’ensemble des termes de
plus bas, ou de plus haut, degré de (2) est

o9 o9
op D (%"p) d¢ D (6y’ 'p)

9y D(w.p) oz D(wp)

ou, compte tenu de I'identité d’homogénéité de ¢

—,0% . ,%
s

~ op o9 (399 8¢) ( 2 399)

D
ll:aq) (6x yay) 6¢D 2y az} lD oz 3y (xézt_p_l_ Qi_p)
P 9y

8y D(p) oz D(wp) p D p) \ o=
o9 3_‘1’)

D(@z oy .

D(x, B)

Ce déterminant fonctionnel se développe suivant
i ( )(p—’l) 2?1y i (1’) aakxp—k k-1
et Zo\k ~
? 9 -

2Pt 4 aak ~k g =1
- —a?
aQ)e-a55ey 50045

3*7

D(“o’a'l) 2272 D (ay, @) oy -3y [(P 1) (p—2) D(ay, as)  p(p— 1)
P Dwp O DD o Y 2 Dwh ' 2

D (a,, a5)

D(a, B)

soit enfin

3) o y)

Ordonné, ¢a s’écrit

p-4 . D(ap lfa’v) p-2
Bt = et
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On voit de proche en proche que ces termes ne s’évanouissent tous que lorsque
D (a'h ak)
D(a, B)
autrement dit si les p branches représentées par ¢ =0 ne dépendent que d’un para-

tous les sont nuls, donc si tous les coefficients @; sont fonctions d’un seul,

métre essentiel.

Si ¢ est I'ensemble des termes de plus haut degré, (3) montre ainsi que le degré
de T' est généralement 3m—2, et que C et I' ont m points communs & Pinfini.

Si O est un point multiple fixe, d’ordre p, de C, I" 'admet comme point mul-
tiple d’ordre au moins égal & 3p—2, et d’ordre 3p—2 en général; en outre, p des
tangentes & I' en O sont les tangentes de C en ce point. L’intersection de C et I’
compte au moins pour p(3p—2)+p=p(3p—1) points en ce point fixe O.

Par exemple, pour un point de rebroussement fixe de premiére espéce, mais de
tangente variable, on a p=2, et C et I' 8’y coupent en 10 points. D’ailleurs, ¢ est
ici de la forme

p=ay2*+2a, 2y +azy’ aya, = as,
done
(6% 53)
17 \o2’ 0y} D(a,, D(a, a D(a,,
P Ty R Ty R Ty R L

--1_)_(1_’1_) 24q, ‘_‘_f ]_lD(ao,al)
= D(;, ﬂl) [x’+ o xy+ag —ao ———D(a, B oz, y),

0

et (3) se réduit a

4 D (ay, a,) 2
2 D(a,B) oz, y)°.

En plagant Oy sur la tangente & la courbe C' considérée, I'intersection en.ce point
O est analogue & celle de deux courbes dont les termes de degré minimum sont res-

pectivement «* et z', et compte bien pour 10 points-au moins confondus en-0. Ce
D(a,a,)
D, B)

n'est pas identiquement nul, par 1, en divisant f par a,; les termes du quatriéme

calcul a supposé +0. On peut observer que l'on peut alors remplacer a,, qui

degré de I' disparaissent; on n’a plus la méme courbe I', mais les points d’intersection

avec C' n’ont pas changé; au contraire, on peut toujours multiplier f par un facteur
D (a,, a,)

A qui rende m

#+0, pourvu que la ‘tangente de rebroussement ait une direction
variable.

.§ 2. Admettons que les courbes ¢ soient de degré m et aient ¢ points fixes,
d’ordres respectifs p,, p,,... p; (pi=1);'on peut également supposer, pour I’examen
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qui suit, qu’ils sont & distance finie sans restriction de la généralité. Parmi les points
doubles fixes; admettons méme qu’il puisse y avoir des points de rebroussement de
premiére espéce, et soit R(R=0) leur nombre. Dans les conditions de la discussion

précédente, les points focaux variables & distance finie sont généralement au nombre de
q q
m(3m—2)—m— izlp,-(3p,-— =3m(m—1)— ,Z P (3pi—1).
= =1

Certains d’entre eux sont multiples si C a des points multiples mobiles, avec un
ordre au moins égal & p(p—1) pour un point mobile d’ordre p; nous considérons un
tel point focal comme la réunion de p(p—1) points focaux simples confondus, et le
nombre N des points focaux simples variables de C, a distance finie, est ainsi

q

(4) N=3m(m—-1)— 2 p(3p—1).

D’autre part, exprimer qu'un point donné & tangentes quelconques est un point
. i+1 - . .
multiple d’ordre p; demande Z—h(—p';—) conditions; si c’est un des R points de re-

broussement, ‘il faut ajouter une condition. La fixation des ¢ points fixes en question
impose donc & C

Lppi+1

z p i (pi ) + R

i=1 2
m(m+ 3)

2

courbes aient deux coefficients variables au moins, il faut et il suffit qu’il existe un

conditions. Le nombre des coefficients essentiels de C est , et, pour que ces

nombre entier 2>0 tel que l'on ait

0 :
zpi(pz+1)+R=m(m+3)_2_h.
-1 2 2

Associée a (4), cette relation nous fournit ainsi le systéme
q
2 mBp—1)=3m(m—1)—N,
(5) i:l
S p(pitl)=m@m+3)—4—2(R+h),
i=1

ou, par des combinaisons évidentes,

@ 6(R+h)—N

(6) 211)1 =3m—3- 4 ’
d 2(R+h)+ N

D T
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La premiére équation (5) montre que N est nécessairement pair, et, en posant N=2n,
(6) s’écrit

Zp‘ 3m—3_ S BrH—n
2_ a2 _ SBThTR
D

on voit de plus que n et R+ h ont la méme parité.
Compte tenu au besoin des points multiples mobiles de C, d’ordres respectifs
Pts P2s ... P (9;=2), le genre de C est

_m=1)(m-2) Zpm-1) Tp(p-1)_
B 2 273 25"

—1+1} (m*— ‘le?)—% (3m - ‘lel) g pi e = 1) (p’ 1),
ou, compte tenu de (7),

(8) y="=Boh_ Spp-l)

2 =1 2
Dans les conditions générales ol nous nous sommes placés, nous pouvons donc
énoncer le

Théoréme I. Le mombre N des poinis focaux mobiles, distincts ou confondus; est

pair, et le genre de C est au plus égal & e

. . n . . , .
Lorsque N=2n est fixé, le maximum de y est 5 sin est pair, et n’est atteint

que si R=h=gq'=0; C n’a alors que deux coefficients variables indépendants. Si »

est impair, le maximum de p est ﬁ——l, et correspond & ¢'=0, R+h=1, done R=1,

2

k=0 ou R=0, h=1. Par exemple, pour N =2, y est nécessairement nul, et I'on a le

Théoréme II. Les seules congruences des courbes C en gquestion, qui n’ont que 2
points focauzx simples mobiles, distincts ou non, sont des congruences de courbes unicursales,
sans point multiple mobile.

Avec N=4, donc n=2, on peut avoir y=0 ou y=1; y=08i R+%k=2, =001
R=h=0, ¢'=1, p,=2; y=1s8i R=h=g'=0.

§ 3. Examinons plus en détail le cas olt N a sa plus petite valeur intéressante 2.
Nous venons de voir que R+h=1, de sorte que (7) se réduit a

[
Z p,=3m——4,
©) o

q
2 pi=
f=1
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Par exemple, si C a un point multiple fixe d’ordre m —1, soit p,=m—1, (9) donne
]
z P = 2 m - 39
i=2
q
i=2

Q
done > p;(p;—1)=0; elle ne peut avoir d’autre point multiple fixe sans se décom-

i=2
poser; les p; autres que p, valent 1, et leur nombre

g—1=2m-3;
ainsi, les courbes en question sont les courbes qui ont un point muliiple fixe d’ordre
m—1 et 2m—3 points simples fixes.
Si ¢ a un point multiple fixe d’ordre m —2 (m>3), elle ne peut avoir que des

points doubles au plus, sans se décomposer; soit ¢ le nombre des points simples fixes,
et d celui des point doubles fixes, de sorte que g=1-+s-+d. (9) donne

8+2d=2m—2,

ls+4d=4m—6,
donec §=2, d=m—2.

Si C n’a que des points doubles et des points simples fixes?, soit d et s leurs

nombres respectifs. (9) s’écrit alors

{s+2d=3m—4,

s+4d=m?*-2,
donc
_(m~—1)(m—-2)

=—(m*—6m+6), d 5

s ne peut étre positif que si m est compris entre 1 et 5, et les seules valeurs accep-
tables sont m=3 ou 4 si d n’est pas nul. L’ensemble de ces remarques permet de
" déterminer toutes les courbes C, de degré inférieur & 6, qui répondent 3 la question.

Les congruences de coniques sont celles dont les coniques ont deux points fixes.
Pour les cubiques, le dernier cas® donne s=3, d=1. Pour les quartiques, le premier
exemple (p,=m—1) donne 1 point triple fixe, et 5 points simples fixes, tandis que
le deuxitéme, ou le troisidéme, donne s=2, d=3. Avec m =5, on peut avoir soit 1 point
quadruple fixe et 7 points simples fixes, soit 1 point triple, 2 points simples et 3 points
doubles fixes.

1 11 ne peut y avoir uniquement des points simples fixes si m> 2,
2 On verra au § 5 un exemple de cubiques n'ayant qu'un point multiple fixe (rebroussement &
Pinfini), aveec N =2, mais les hypothéses générales admises au § 2 ne sont pas satisfaites.
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§ 4. Les chapitres suivants étant consacrés aux coniques, donnons ici quelques
précisions concernant les cubiques. Nous pouvons supposer que les 3 points simples
fixes sont & l'infini, et le point double fixe & lorigine. L’équation (1) de la congru-

ence est alors de la forme
(10) f=¢(x,y) +a(x, f)a®+2b(x, f)xy+c(x, B)y* =0,
olt @ est une forme cubique de coefficients donnés. (2) s’écrit

of D(azx+by,ax®+2bxy+cy’) of Dbztcy,az®+2bxy+cy’)
oy D(a, ) ox D(a, B)

=0,

ou, & 'aide de combinaisons évidentes dans les déterminants fonctionnels,

(xa_f+ ﬂ) Dax+by, bx+cy)

D@zx+by, bx+cy)
ox y@y, D(x, f)

=0.
D (a, p)

=[B¢+2(az*+2bxy+ cy’)]

I" se décompose en une cubique et un faisceau de deux droites. L’intersection de (10)
et de cette cubique ne donne que les points fixes de la congruence, 6 & lorigine et 3
4 linfini. Les points focaux qui nous intéressent sont & I'intersection de (10) avec

le faisceau

D, b) , Da,c) Db, c) 2

(11) D, ﬂ)x TD(oc, ‘B)xyTD(d,‘B)y

0,

ce qui fournit 4 points fixes & l'origine et les deux points focaux mobiles. L’équation
différentielle des focales s’obtient en associant & (10) et (11) I'équation (10) différentiée

par rapport & o« et f, c’est-a-dire

(12) Pda+2zxydb+y*dc=0,

et en éliminant x, y entre ces trois équations. Grice & I'homogénéité de (11) et (12),
il suffit d’éliminerg entre elles. Deux des déterminants fonctionnels de (11) ne sont

pas identiquement nuls, sans quoi @, b, ¢ seraient fonctions d’un seul parameétre, et il
D{a, b)

D («, B)

n’y aurait pas de congruence. On peut admettre par exemple que n’est pas

nul, et faire a=a, b=F4. (11) et (12) se réduisent alors a
[+ cgzy—cay’=0,

(13)
\#?da+2zydf+y*dc=0,

et I’équation cherchée est

(14) (cpda—2dB) (csdc+2cadf) +(de+ceda)®=0.
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Elle ne s’évanouit que si
(15) 4cytef =0,

qui est la condition nécessaire et suffisante pour que les 2 points focaux soient con-
fondus. Les congruences qui y satisfont sont celles que nous qualifions de «singuliéres».!
L’intégrale générale de (15) dépend d’une fonction arbitraire, mais la résolution, qui
n’offre aucune difficulté, ne nous est pas utile. Contentons-nous de montrer que les
congruences singuliéres sont celles formées par les cubiques qui ont les points fixes imposés
et qui sont tangentes @ une méme courbe.

En effet, le point focal double A4 a des coordonnées z,y=px, oli g désigne la

racine double ¥ de la premiere équation (13), soit
x

[ -2

16 - _ "=

(186) 0 20, ¢’
Dz, y)

et il s’agit de démontrer que, pour ce point, =0. Or ce déterminant

D (a, §)
D(x,y) _D(x,ox) D, o)

D@ ) Diwp) D f)

x étant donné par (10) ou Von fait y=px, donc par

(p(l,g)x+a+2ﬂg+092:0;
on en déduit

0 )D(x,g):_D(a+2ﬁg+692,g) 1t ea0? 20+cp0°
D p) D, ) o e I

ot les deux éléments® de la premiére ligne sont nuls en vertu de (16). C.Q.F.D.

§ 5. Nous allons généraliser cette observation en démontrant que, lorsque la
courbe C de la congruence a un point focal multiple mobile, Uéquation différentielle des
variétés focales s'évanouit généralement en ce point, et celui-ci, s’il est régulier pour C,
se déplace alors sur une courbe au liew de former un domaine & deux dimensions.

L’équation différentielle des variétés focales s’obtient en éliminant z et y entre

les équations (1), (2) et

af of .
(17) pa g0,

1 Joc. cit., p. 4.

? Ces éléments sont justement —— et ——, dont la nullité assure ’évanouissement de I’équation

da 08

(17) des variétés focales.

18 — 543809. Acta Mathematica. 93. Tmprimé le 16 aoht 1955.
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On a un point focal multiple lorsque C et I' sont tangentes, ou lorsqu’un point
commun est multiple pour 'une d’elles; il s’agit en outre d’un point focal multiple

non isolé dans la congruence. Si ce point A est un point multiple mobile de (1), on y a

constamment gi = z—f =0, et la différentiation de (1) entraine ’égalité (17) quels que soient
z

da, df, donc gé=%=0.
Supposons donc que A soit un point régulier de C'; qu'il soit point multiple de I',
ou point de tangence de C avec I', les dérivées partielles du premier membre de (2)
. of . of

par rapport & z et y sont proportionnelles & py et B—g—/’ ce qui s’écrit

2y ) 2{6e) 26 2(og) e 2(i)

18 — —
" Dew Dwh  Day Dwp  \ow D@
&’f >f )
_2ﬂg’)(axay;)+(ﬂ)2”(ayz’f o
oz dy D(a,p) ox) D« f) '
s . of of . . . .
(2) et (18) sont linéaires et homogénes en P 6—,3’ et ces deux équations simultanées

entrainent généralement la nullité de ces deux dérivées, car les seules hypothéses

faites n’entrainent généralement pas la nullité du déterminant des coefficients de

gi ) 27{3 - 8’il en est ainsi, (17) s’évanouit bien en 4. La différentiation de (1) donne alors
o
of ef

pour le déplacement de ce point focal multiple dans la congruence, donc z et y sont

7} .
liés si z—i; 5/— ne sont pas simultanément nuls. Le lieu de A4 fait partie de 1'enveloppe
Y

de la congruence. C.Q.F.D.

Remarque. Le point A4 en question étant régulier pour C, on peut admettre
qu'au voisinage d’un tel point % n’est pas nul, et, en résolvant (1) par rapport & y
pour représenter la branche de C' qui passe par 4, que (1) est mis sous la forme
(19) y+g(x, a f)=0.

2) s’écrit alors

(52 9)
oz 9] _ 29 09 g ag_
D(x,f) ox0adf o0xdBoa

(20)
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tandis que (18) se réduit a

p(9)
(21) o] _ &g o9 Pg 09
D, )  02*0a0df 02°0f0a

0.

Notre proposition tombe en défaut si

&g 29
(22) D (5?:2’ a_:i) o
D(«, B)
au point A4, c'est-a-dire si (22) est compatible avec (20). C’est ce qui se produit en
82
particulier si (22) est une identité relativement & z, «, f de sorte que z, z%, é_xz
des fonctions liées de ces 3 variables indépendantes. L’équation différentielle qui ex-

soient

. - 3 2 0 ,
prime cette liaison est du premier ordre en ﬁ, et montre que 6_g ne dépend que

d’'un parameétre essentiel, qu’on peut prendre pour «. ¢ est alors de la forme

g (@, x, ) =h(z, «) + B,

avec a—:i:O afin d’avoir une congruence. 99 _ 1, et Péquation différentielle des variétés
®

o

focales ne s’évanouit pas en A. Ce point est déterminé par (20) et (21), qui s’écrivent

*h >*h

23 - -
(23) 0xda 0x%0a 0,

et sont supposées compatibles en x quel que soit «. Son abscisse est une racine mul-
2

tiple de 5;6—5L=0’ supposée exister quel que soit «. Son ordonnée est fournie par

(19), qui s’éerit
y= _h(x’ “)_ﬁ>

et 'ensemble de ses positions a bien 2 dimensions.
On voit ainsi que I'énoncé de notre proposition comporte effectivement des ex-
ceptions.

Par exemple, avec '
_Ph
o0xda

=(x—a)k(z, ®),

on peut prendre pour (19) une équation de la forme
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(24) y+(p(x)+ﬁ+f f(x—ac)zk(x,oc)dxdazo,

Tg Ao

ot @ (x) est une certaine fonction de x.
Le point focal multiple 4 a l'abscisse z=a, et ses coordonnées sont liées par

F'équation

y+g)+p+ f f(u—v)zk(u, v)dudv=0,

o O

qui fournit les points d’'un ensemble 3 deux dimensions, & cause du parametre .

~

r > . dk rr:
Précisons encore cet exemple, en faisant 5;5(;7(3:)50. En posant k(x)=0"" (),

(24) est de la forme

Y+B+=0" -2 (20" —0)+2 @20 —2a 0 +26)=0,

w| 8,

car on peut choisir 0 () de fagon que 6 (x,) = 0" (xg) = 0 (2y) = 0, et modifier le parameétre
f de (24). Cest une famille de cubiques dont chaque courbe a un seul point focal,

double, d’abscisse x=oa, puisque la premiére équation (23) se réduit a
6" (@) (x—a)*=0, 07 (x)=+0.

Ces cubiques se déduisent de la famille & 1 parameétre fournie par f=0 3 laide
de la translation générale parallele & Oy, et n'ont pas d’autre point fixe que le point
de rebroussement & Vinfini dans la direction Oy. Elles n'ont tout de méme que deux
points focaux mobiles & distance finie, car les conditions d’application de la formule
(4) ne sont pas satisfaites. L’équation différentielle des focales est

z® \

ap-+ (§ ~ocx2+a2x) 0" () doe=0,

ou l'on fait x=a, donc

a3 e
dﬂ—'r~3—0 () da=0.

CuariTre 11

Congruences de coniques ayant deux points fixes

§ 6. Nous supposerons que les 2 points fixes w, o’ sont sur la droite t=0 d’'un

triangle de référence, et écrirons 1’équation de la conique (C) sous la forme homogene

1) flxyt o, f)=tey) +a(e, flz+b(x fly+el(x f)t]t=0,
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e, y)=la>+2mry+ny’

A

est une forme quadratique & coefficients constants. L’équation (2;1) se réduit 3

of D(a,ax+by+ct) of D(b,ax+by+ct)
oy D p) 8z D(w,f)

0

ou

D(a,b)(xa_]‘_+ Q_f_)_D(b,c)tg_D(c,a)tﬂ: )
D p)\"o2 Yoy D@ p) ox DB oy

compte tenu de 'homogénéité de f(z,y,t) ceci s’écrit

D(a,b)of Db, c)of D(c,a)?i_o
D(a, p) ot D(a,p)0x D(«,p)dy

C’est une droite, que nous appelons la droite focale. Nous poserons

=D(b, c) B=D(c, a) =D(a, b)
D (a, By D (a, By D (a, By
de sorte que la droite focale s’écrit
of . g9l o9t _
2) Aax+Bay+C’at—0,
ou
3) 91(4,B,0) 2{(4,B,C0) A 9{(4,B,C), .

24 © 2B Y 2C

C’est la polaire du point (4, B, C) par rapport & (1). Nous poserons également

_9f(4, B,0) _91{4,B,0) _91(4,B,0)
I==%a ¥="%8 " ¥""3%¢
de sorte que (3) s’écrit
(3" Lx+My+Nt=0.

Les variétés focales sont fournies par le systéme que forment (1), (3'), et I’équation

(4) xda+ydb+tde=0,

A

qui définit la famille de coniques & un paramétre dont V'enveloppe est osculatrice &
(C) en T'un des deux points focaux. (3') et (4) donnent

®) i - ¥ ¢ ,
Mdc—Ndb Nda—Lde Ldb—Mda
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et il suffit de porter ces valeurs de z, y, ¢ dans (1) pour obtenir I'équation différentielle
des focales

(6) f(Mdc—Ndb, Nda—-Ldc, Ldb—Mda)=0.

Les deux points focaux sont distincts pourvu que la droite focale ne soit pas tangente
& (1), donc pourvu que I'on n’ait pas

(7) 2f(4,B,C)=LA+MB+NC=0.

Ils sont hors de la droite =0, & moins que (3') ne passe par w ou w’, ¢’est-a-dire
que @ (M, —L)=0. Ainsi, lorsque

@M, —L)y=(In—m?*)[p(4, B)+2(a A+ bB)C]+ ¢ (b, —a) C*=0,

chaque courbe (C') n’a plus qu'un point focal variable. C’est ce qui se produit, par
exemple, avec la famille des paraboles
oc

(8) 2y+a(x)2®+2b(@)z+el(x, f)=0 579*0’

qui n’ont qu'un point focal au plus, dont ’abscisse est donnée par
a' (a)z +b (a)=0.

§ 7. Développons I'équation différentielle (6). Deux des déterminants fonction-
nels 4,B,C ne peuvent étre identiquement nuls, sans quoi a, b, ¢ ne dépendraient
que d’un parameétre, et il n’y aurait pas de congruence. On peut supposer que 4 ou
B n’est pas null, et ce n’est pas une restriction de supposer que 4=+0. b et ¢ sont
indépendants, et I'on peut choisir les paramétres a = —b, f= —c; a est une certaine

fonction de «, 8. Avec ces paramétres, on voit tout de suite que

da ’ oa [
9) A=1, B=a—a=aa, 0=a—‘—9—~aﬁ,
en posant
f=1(4,B,0)={(1, a, ay),
il vient

11 s’agit de développer

(10) f[Nda—MdB, Na,da+(Nas+L)dp, —(May+L)da—Maydf]=0.

1 ¢ joue un réle différent de 4 et B, & cause du réle spécial de la droite t=0..
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Compte tenu de

Ma,+ L= afA+aB =2f—~ fC 2f— Nag,

Nag+ L= 3fA+:éc 2f~ afB 2f— Ma,,

le coefficient de da® dans (10) s'éerit

f(N, Naa,Naﬁ) Coh_
T +£(0,0, —2f)=

:4f(0; 0, l)fz—szs

f [2 ES (a%)] '

Le coefficient de df? est de méme

fN, N, Naj—2f)=N*f-2f°

que Pon peut éerire

H(~M, ~Mag+2f, — Mag)= (M, May—2f, May)= [Qfasfz (:12”

Enfin celui de dadpf, grice & un calcul plus compliqué, s’écrit

of (N, Na,, Nag—2f) of (N, Nay, Nag—2f)

M o + (2]~ Mal) T _ Max

8f (N, Nay, Nag—2f) af f
T aWa,—2) “M( 2faAao)+(2f MB)(N faBao)
—MO(N—a—f-— fac'fz) MN( :£+Baf+oaf)+2fM(N+AaAafc

*f f &f of ef ( *f _of 31’)
- B i) _472 - - _ g 4l
) aBao+CaO2) Y 5Bo0™ f( a¢ 2 aBao) 2\ 5550 5B50C
Avec ces trois expressions remarquables, (10) s’écrit

R e e e B T e R S L R

ou encore

(11) f{zf(:;’;dbz agafodbd +§23'; ) (:édb”g? )} o

On vérifie ainsi que I'équation différentielle des focales s’évanouit lorsque f=0, c’est-

a-dire lorsque les deux points focaux fusionnent. Réciproquement, si (11) s’évanouit,
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ou bien f=0, ou les 3 coefficients de la forme quadratique entre accolades s’annulent ;
of _ of

dans ce dernier cas, I’élimination de 5B et 30 entre les 3 équations ainsi fournies donne

P[5 e o) -

FPRrc—b)=—(a®+2np)=0,

ou

donc f=0, car a®+2np ne peut étre identiquement nul. Il est ainsi établi qu'avec
ces familles de coniques, les seules congruences singuliéres sont celles dont les deux points
focaux sont constammant confondus.

Par exemple, I’équation différentielle des variétés focales des paraboles (8) est
(a'x +26 x4+~ )d +3ﬂ dg=0,

o z est V'abscisse du point focal, et ne s’évanouit -que si ce point est rejeté a l'in-
fini, donc si @’ (x)=0. Ces congruences singulidres sont les -congruences de paraboles

égales.

§ 8. Pour une congruence singuliere, le pdle (4, B, C) de la droite focale est
sur {C'), donc sur la droite focale, et c’est le point focal double. En conservant les

notations particuliéres du paragraphe précédent, a (o, f) est tel que
(12) J=1Q, a5, ap=} p(1, ag) + (a—waz — fap) a=

Cest une équation aux dérivées partielles de Clairaut. Dans I'espace cartésien de coor-
ay, @
( (2] ﬂ) O,

D, p)

conformément au théoréme général du paragraphe 5, ceci exprime que le pomt focal

données «, §,a, l'intégrale générale est une surface développable, donc

double décrit une courbe, d’ailleurs quelconque, puisque 'intégrale générale de (12)
enveloppe un plan obtenu en remplagant a, et a; par deux fonctions arbitraires d’un

paramétre. Ne pourrait faire exception que l'intégrale singulitre de (12); mais celle-ci

ai,, et a@f” de sorte que (4, B, (), annulant f (A4, B, C) et deux
ﬂ

de ses dérivées partie]les serait un point multiple de (C); cette solution est i rejeter

s’obtient en annulant

si I'on écarte tout naturellement les congruences formées uniquement de couples de
droites.
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§ 9. Application aux équations différentielles du premier ordre

Dans ce qui suit, la droite ¢=0 est considérée comme la droite de l'infini du
plan, et ¢ est remplacé par 1 dans les équations homogénes en z, y,t.

Considérons alors 1’équation différentielle

dy
1 3= 2 Y)
(13) 2@ y)
et son prolongement
ay
dxz——'p"‘QZ,
- oz oz ) . .
o1 'on pose 32= P 6~y=q. En un point A, de coordonnées x, y, la droite D de

pente! z définit, avec A, un élément de contact. X, Y étant les coordonnées cou-

rantes, les cbniques de la famille qui sont tangentes & D en A ont I'équation
(14) (X YV)={X,Y,N)=teX-=, Y-y +ilz(z,9) (X —z)— (Y —y)]=0.

Nous choisissons celle qui est osculatrice en A & Pintégrale de (13) qui passe en ce

point. 4 est défini par I’équation

& &f P, [eHXY) _
57(5+2axayz'5?§z+[ oY ]A(’”qz)_o’

ou
(15) ¢(1,2)—A(p+qz)=0.

D’autre part, le développement de (14) est
boX N -19: X3¢, Y +ig@,y) + 22X —-AY +A(y—22)=0,
done les coefficients a, b, ¢ de la conique (1) sont ici
a=Az—}¢;

(16) =—-i-}o,
c=Ay—zz)+igp(x,y),

et les paramétres «,f sont les variables x,y. Nous savons d’avance que A4 est I'un

des deux points focaux, donc la droite focale est de la forme

(17) L(X—2)+ M (Y —y)=0.

! Dans tous les cas, D est la droite qui joint 4 au point de coordonnées (1, z, 0).
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La forme des expressions de a et b, et ’équation (15) suggérent la combinaison
ag—bp=A(p+qa)+1 e, —q9) =9(L2)+} @y, — g9

aq—bp est d’autre part le coefficient de C dans Pexpression

Lg—Mp=(IA+mB+aC)g—(mA+nB+bC)p
=(lg—mp)A+(mg—np)B+(ag—bp)C,

et, en développant pg,—q@. dans I'expression de aq—bp, il vient
(18) Lg—Mp=(lg—mp)(4—~Cx)+(mg—np)(B-Cy)+¢(l,2)C.

Calculons 4 —~Czx et B—Cy. On a d’abord

o ab
Db,c) D(b,a) |0z oy
A-Cz= —_——= :
O De,9) "Dz y) oc 98 0c oo
da "oz 9y oy
avec
ac 80, 3 8 7
5;—%x5;;—5;(c+-ax)-a==5;[ly4'%?(ﬁ,y)"%xq%]“‘“
Fij ob
et
dc éa @ 2 ab
—Fp— = x)=—[—by— LY = —y—+4,
P xay ay(cﬁ-a:c) ay[ by—tolz, 9 ?Iay
donc
ob 2b
A-Cx=21 oz 9y ;
—z 1

on a de méme
o0 0b dc_ b
_D(c,a) D(ba) |0z yax dy yay

B0y = YDy~ |oa 2a |
ox oy
avec
ac ab @ 0 ’ 2 _
3z YT sa Ty = Rzz—to @y tiyel= ~Zlaz+ gz y)]=
da
——(x'a—x-l-lz)’

oc ob @ 7] da
2y yé—?;~a—?;(c+by)—b——a—z;[ax+§<p(x,y)]“b——x5§+1,
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done
-z 1
B—-Cy=1|9%a da|.
ox dy

D’ailleurs, les expressions (16) de a et b donnent

oa 0b
a—x+zé;—lp—(l+mz),
da 9b
a—y+z‘@—}.q—(m+nz),
et 'on peut encore écrire
ob 9b l+mz—ip m+nz—24 0b ob)
B-Cy=Az|ox oyi+4A #map i I P PP ey,
-z 1 -2z 1 -z 1

car Pavant dernier déterminant est nul grice a (15). On a de méme

2b 2b| | ab 2b
_ oz 2 ox oy
da da ’
“ox oy I+mz—Ap mtnz—1q

et les expressions ainsi trouvées pour 4 —Cx, B—Cy, C donnent

Lo-ip 2b 9 ob b
—A——=[lq——mp+(mq—np)z] ox oy|+(p+gz)| oz oy |—
-z 1 l+mz m+nz
ob ob
—¢(1,2) |02 8y|-
P g

On vérifie tout de suite que les coefficients de 0% et 0b sont nuls, donec Lg— M p=0,

Jdx dy
et Péquation (17) de la droite focale a la forme remarquable

(19) p(X —2x)+q(Y ~y)=0.

Ainsi, la droite focale est la tangente au déplacement de A qui conserve la direction de D.

Si Ton construit la surface S, d’équation z=z(x,y) dans l'espace cartésien de
z, ¥, 2, les droites focales sont les tangentes aux projections des lignes de niveau de S.
On observe également que la droite focale ne dépend pas des directions asymplotiques
de la famille de coniques considérée.
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§ 10. Les coordonnées du deuxiéme point focal 4’ de (14) sont de la forme

X=z+pq, Y=y—¢p,
avec

flx+eq, y—eop)=0.
Grice & l'expression (15) de A, il vient
2
tplog, —ep)+le(p+q2)=%<p(q, —p)+op(l,2)=0.

A’ est déterminé par la racine

p(1,2)
(20 =2t
On a ainsi

21 ep_0,. 202 - AL
el X=z 2q<P(q, —p) o y+2p¢(q, - p)

La pente de la tangente focale en 4’ est

of logX—=z Y—y)
gd¥_ X 2 -y t*
dX of 1agX—=zY—y)

57 3 +2

2 Y-y

donc, grice & (21), puis & (15),

_ 90,2 o¢plg, —p) _ d¢l(g, —P) _
_ o4, -»__og +lz_ (p+qz)——~—~aq +zelg p)‘
9,2 o29lg, —p) . (p+qz)8<p(q, —p)JHp(q’ —p)

e(g, —p) o(—p) o(—p)

nous nous plagons dans le cas général ol A’ est distinct de A, c’est-d-dire ou
@(1,2)+0. En remplacant ¢(gq, —p) par

2¢(g, — 2¢(g, —
«p(q,—p)=é[q 'p(gq 'p)—p %(f_p)p)]’

994, —p) 9¢(e, — )

et en écrivant ¢y, ¢_ ur

, il vient enfin

(22) g 9+ pels)z+ 2P0
qq)ﬂ +p¢—ﬂ+2q¢_pz

L’élimination de z et y entre (21) et (22) détermine 1’équation differentielle

23 ’ ay _
(23) X Z(X,Y)
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DX, Y)
D(=,y)
ception sera examiné au chapitre suivant. Posons

associée & (13), tout an moins si n’est pas identiquement nul. Ce cas d’ex-

0Z 0Z

la droite focale associée & (23) et au point A’ est 44’; on a donc ’équation
Pe—-X)+Qy—-Y)=0,

dont la comparaison avec (19) établit 'existence d’un facteur u grace auquel

(24) P=up, Q=pg.

L’homologue de la premiére équation (21), formée avec les éléments de (23), est

o(l,2) 29 ¢(1,2)
r=X-2Q—""L-=X-—3= -,
Q(p(Q’—P) 14 'P(q,—P)
et sa comparaison avec (21) donne
p(1,2)
25 =
29) @ (L, 2)
(24) s’écrit donc
p q
26 P=—9(,2)——, =—-p(l,Z2)——-
(26) PU2) F Q= —pL D)

L’ensemble des formules (21), (22), (26) est une transformation de contact de 1’espace
de x,y,2 L’expression (22) de Z étant homogéne et de degré zéro en p, g, la fonc-
tion génératrice de cette transformation s’en déduit en y remplagant —p et ¢ par les

quantités proportionnelles ¥ —y et X —a. C’est donc

@7) H(X, Y,z;x,y,aa[(X—x)a‘p(X‘ajéY‘y’_(y_y)m—xﬂ’] (Z+2)+
+2(X—x)3"’(X"a”;;Y‘y)zz—z(y—y)a"’(x"ajé -9 _,,

On peut encore lui donner la forme remarquable

7' (mzzH?%“f) (X——x)2+(nZz—l)(X——x)(Y—y)—(ern—Z—g—z)(Y~y)2=0.

L’équation aux différentielles totales de la transformation est de la forme

(28) " dZ-PdX—-QdY—pu(dz—pdx—qdy)=0,
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avec
oH
P __oX_,
up OH 7
az

car H est fonction de X —z; 4 est donc le facteur défini par (24).

oH
Remarque. p vaut également —a%%- La comparaison avec (25) donne
oz
dp(X—=z, Y—y) op(X—=z,Y—y) 09X -z, Y-y
¢, Z)=(X"’”) X ~(Y-y) Y +2(X -2) Y Z
o1, 2) 209Xz, Y—y) op (X—z,Y—y) 20X -2, Y-y
(X -2) 5X —(Y—y)——————~ay +2(X-2) 5T z

ou, en revenant aux variables p, g,

¢(1,2) _q@+P9r+299-, %
¢(l,2) qu.+PP,+209 52

Compte tenu de I’expression (22) de Z et de ’homogénéité de ¢, il vient encore

PP+ PP s +299 p2, —(gPe+PP-p)2—2P@s)
(1, 2)

=(q@e+ PP r+2q9 5 Z)x
X(qpe+ PP s +299-,2);
compte tenu de (22) lui-méme, le second membre s’écrit
Qe+ PP o) —4Dq@e @ o =g — PP, =49 (g, — D).

Dans I’égalité ainsi obtenue, p, ¢ et z ont des valeurs indépendantes; en y remplagant

q et —p par x et y, on obtient ainsi I'identité remarquable en z, y, z
(29) plzg: —yg, +2229,, 2y . — (@Q: —yp,)2]l=4¢(z, 9 ¢(1, 2),

’ =a¢(x, y) ’ =3‘P(x7 .'/) En posant
oy

pour toute forme quadratique @(z,y), o ¢; 2s P

v .
z=;, on peut encore lui donner la forme

(29" ellxg:—yp)u+2zp,v, 2ypru—(x@: —yp,)v]1=4¢ (@ y) ¢ (u, v).
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§ 11. Conséquences. 1°. La forme de I’équation (19) de la droite focale montre
que tous les points focaux A’ des équations différentielles

(30) 2 G y),

associés @ un méme point A, sont situés sur une méme droite, qui est la droite focale

commune & toutes ces équations.

2°. Plus particulierement, on déduit des expressions (21) que foutes les équations
(30), ot G (2) vérifie Uéquation différentielle

(1, G)

(31) ¢@-t0

associent, & chaque point A, un faisceau de coniques (C), osculatrices en A d leurs
courbes intégrales, dont les deux points communs aulres que w,w’ sont les points focaux
communs & toutes ces comiques.

En effet, la valeur de p associée & une telle solution G de (31) est

pL,6) 2 91& __, ez 1

T @ - @l -n 9@ -nE
tandis que les facteurs p, ¢ dans (21) sont remplacés par G’ p, &' gq. Par exemple, avec
la famille des cercles, p(1,2)=1+2% et (31) s’écrit

¢ 1
1+GE 1+22

dont l'intégrale générale est?
Arc tg G'= Arc tg 2+ const.

Avec la famille des paraboles ayant upe direction asymptotique donnée, par exemple
@p(x,y)=2"=0, p(l,2) est-égal & 1, et (31) se réduit & G'=1; les équations différen-
tielles en question sont les équations
Z—Z =z (x, y) + const.
3°. Les équations différentielles dont la droite focale passe par un point fixe, pris
pour point x=y=0, sont les égquations homogénes.

(19) montre en effet que les fonctions z(x,y) correspondantes sont les intégrales

1 Cf. loc. cit., p. 8.
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de Péquation aux dérivées partielles pz +qy=0. L’équation (23) associée est évidem-

ment de méme nature; d’ailleurs, avec z=g(g), Pexpression (22) de Z s’écrit, grace

a1_"P
r oy
3_/) dplz,y)  opy)] . ey
_g(z, [z ox y oy —2y or
op(r,y) o9y ¥\ o9y’
- 92q(2) 2B Y)
* ox y ay +g(x)x oy
Y
c’est une fonction de ; donc de Dexpression égale X

4°. Plus généralement, les équations différentielles dont les droites focales forment
une famille @ un paramétre sont les équations de Lagrange.

La démonstration donnée dans D’article concernant les congruences de cerclest?
convient telle quelle. En voici une autre. La droite (19) ne dépendant que d’un para-

métre, les trois termes p, ¢, px + qy sont fonctions de ce seul paramétre. D’autre part,

¢
p= 81 et ¢g= —y étant liés, il en est de méme pour pz+qy—=z, donc la différence

z=(px+qy)—(pr+qy—2) est également fonction de ce parameétre. z, supposé vari-
able?, peut étre pris pour celui-ci, et (19) s’écrit

pRIT+qR) Yy +k(z)=0

> équation différentielle correspondante est 1’équation de Lagrange

dy dy
xp(dx)er (dx)+k(dz> 0.
La réciproque est immédiate. L’équation différentielle associée est également de La-

grange, puisqu’eHe a les mémes droites focales. En écartant le cas des équations

homogenes, qui ont été examinées plus haut, on peut écrire 1’équation initiale
zg()+yh(z)+1=0.

La droite focale de I’équation associée

dy
XG(Z)+YH(Z)+1=0, Z=1%-

1 Cf. loc. cit., p. 17.

d
2 Pour les équations d—y=con.st., il n’y a plus de droites focales, ni de vraies coniques C.
z
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est
xG(ZY+yH(Z)+1=0.

On obtient donc G(Z) et H(Z) a l'aide des équations

{G(Z)=9(z)=9(z (2)),
H(Z)=h(z)=h(z(Z)),

P_9()

ou z(Z) est défini par Péquation (22), dans laquelle on fait ¢ ke

§ 12. Retour a la transformation de contact. Le prolongemement de la trans-
formation de contact obtenue au paragraphe 10 s’effectue plus aisément en substituant

a la variable dépendante z la variable

2

o dz )
(52) = f«p(l,z)

2

z=1(Z) étant la fonction inverse, I’équation différentielle (13) est remplacée par

&

(33) =y (2=, 9)-

ISH

x

y(2) est définie par la forme quadratique ¢; elle s’exprime donc par une tangente,
une tangente hyperbolique, ou une homographie, suivant que les points fixes w, o’
sont imaginaires conjugués, réels, ou confondus. Clest ainsi que, pour les cercles,
z=tg Z, comme il avait été fait dans le mémoire les concernant. Les dérivées par-

tielles p et ¢ sont remplacées par

5_0%__ D -_02__ 9 .

P oey 176y (L2
Z, P, Q sont remplacés par Z, P, @, avec

z

5 f dz = P G- Q

J o2y e(,2y @(1,2)

et les formules (21), (26) deviennent
29 2p

34 X——-x——:—:, Y= +—
3 @ —D) y (@ —D)
(35) P=-7 Q=-3q.

19 — 543809. Acta Mathematica. 93. Imprimé le 15 aofit 1956.
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(22) s’écrit encore
7y~ A9t PPo) ¥ (2)+2Pgs
(36 p(Z)=
) v i) G0 TP » 279, v

oit ¢ représente @ (g, — P), et c’est cette équation qui définit Z en fonction de z, 7, §.
Désignons par 7, 3, i les dérivées partielles secondes de Z par rapport a =z, y, et
par R, 8, T celles de Z par rapport & X, Y.
La différentiation de (35) donne

‘RdX—%Sd Y= —7dx—3dy,
\§dX+TdY=—sdz—1idy,

done, en particulier, grice a (34),

= § q 3 P _ _

R[1~2; q%(swa—ﬂp p)]+S[2é -’%(S%-r(ﬁ-p)]:*n
(37) .

= q . _ § P _ .

R[ —2;}—?2%“(}70“8(}?_},)] .S[l+2a’—2£(f(pq'8¢_p):|~‘“8

Le déterminant ¢ des coefficients de ce systéme d’équations en R, § n’est pas nul si

les deux points focaux décrivent des domaines 4 deux dimensions. Il est donné par

PFO=* +4(FI—5)+ 2@ g —Fol,) ( qu(p ﬁf) —2(g; 3¢ 5) (ﬁ+ 217~ T’E) ,
soit, aprés un calcul simple,
(38) P O=¢" —2(q¢ 57+ Pyil)+2(@pat+ e 55— 4(Fi—F).
La résolution de (37) donne ainsi les formules remarquables
2

- , FE—§

6R=—f+2ﬁ(pa (pz i

188 = "S+(Q‘P0+P‘P p)

b

(39)

, Fl—
6T——f+2q<pp 7 ;

la derniére se déduit évidemment de la premitre par symétrie. On en déduit en
particulier

. 1957+ PGl TP+ PPls
& (RT - 8% = (Fi - 5°) [1~2 ”(pz 425 2

s —

—— ] 72_ -
_@9a+Pgs) —4Pi9a9 s (H_gz)] ;

@
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le dernier numérateur est (§o;— Py ;) =4¢% donc le crochet n’est pas autre chose
que J, et il reste
(40) S(RT - 8% =71—3.

Par réciprocité, le déterminant formé avec P, Q, R, S, T comme 6 Yest avec 7, q, 7,38, 1

est I'inverse de 4.

CuaariTrE III

Les congruences de coniques C dont I'un des points focaux reste
sur une courbe

§ 13. Nous désignons par 4’ le point focal dont I'ensemble des positions est sur une
courbe I', tandis que 4 dépend toujours de deux paramétres, et est associé, avec sa
tangente focale D, & une certaine équation différentielle (13; IT). Lorsqu’on se donne
la congruence de coniques (1; ITI), les coniques de cette congruence qui admettent un
point donné A4 pour point focal s’obtiennent en écrivant que A vérifie (1; IT) et (3'; IT),

et en résolvant ce systéme d’équations d’inconnues «, 8. Chaque solution fournit une

of

dy _d , S . N

valeur e ~57=z(x, y), et c’est une de ces équations, prolongée par continuité,
oy

que 'on considére.

Nous pouvons considérer la correspondance qui existe ici entre 4, D et les élé-
ments analogues 4', D' comme un cas limite de la transformation_de contact étudiée
au paragraphe 10, ou les fonctions X (z,y, z, p, q) et Y (z, 9, 2, p, q) sont lides. (28; II),
oun dZ=PdX+@QdY, montre que Z est également lié 4 X et Y; en particulier, les
droites D’ associées & un méme point A’ coincident; les coniques (C) qui passent par
A4’, et qui sont naturellement tangentes & D', forment donc un faisceau tangent en
A’. Ce premier résultat s’exprime par le

Théoréme. Les équations différentielles %=z(r, y), dont les coniques (C) oscula-

trices a Uintégrale générale ont Uensemble de leurs deuxiémes points focaux sur une courbe
unique I', sont les équations dont la congruence des coniques (O) est formée par une simple
infinité de faisceaux tangents.

Les fonctions z(r,y) correspondantes sont les intégrales de I’équation de Monge-
DX, 7Y)

Ampere fournie par
P P Dy

=0. En remplagant l'inconnue z par la variable z du
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paragraphe 12, I'expression de ce déterminant fonctionnel 6 est donnée par (38; II),

et I’équation en question est
(1) 9@ —P-2@ 957+ Peih) +2@¢7+ Pels)F-4(FI-5)=0.

D’aprés la facon méme dont elle est formée, cette équation admet les 3 intégrales

intermédiaires _
X =const., Y=const., Z ou Z=_const.

et on sait que ses intégrales s’obtiennent par de simples élimination!. Toute intégrale

vérifie deux équations aux derivées partielles du premier ordre, par exemple
2) X=6(2), Y=H®),

si P'on admet qu’il ne s’agit pas d’une intégrale oi Z=const. @ et H sont deux fonc-
tions arbitraires, qui déterminent le lieu I' des points A’, et, en chacun de ces points,

le pente Z de la tangente focale D’ associée. On sait également que
dZ=-pdX-qdY=-[3G'(Z)+qH (Z)4Z,

done, dZ n’étant pas nul,

(3) PG (2)+gH (Z)+1=0.

Avec cette restriction, I'intégrale générale Z(z,y) de (1) s’obtient en éliminant p et g

entre les trois équations (2), (3), compte tenu des expressions de X, ¥, Z que four-

nissent (34; II) et (36; II) en fonction de 2,1, z, P, §.

Si Z est une constante Z,, on peut prendre, par exemple, ¥ = G (X), qui définit T".

dZ=0 donne alors
P+q@& (X)=0,

et on obtient z(z,y) en éliminant p et ¢ entre les trois équations

9, 212 =G( o, 2,2 )
vt 2DtP(q, -p) ¥ qtp(q, -p)
4) ( o(l,2) )
@ (z-2¢——22|=0,
P&\ th(q, —p)

(Q‘P;‘f‘P‘P,—p) (2+Zo)+2q¢”-pzzo+2p‘}’:z=0,

formées en utilisant (21; II) (22; IT). On peut d’ailleurs observer que la deuxiéme de
ces équations permet d’'écrire la premitre

1 Cf. Goursar, «Legons sur Uintégration des équations aux dérivées partielles du second ordre»,
t. I, p. 62-71.
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_2g-20:3 @ixy_qx)=0,
Y2 G ) (X)-G(X)
ou
(5) y+@ (X)(X —2)— G(X)=0.

1l suffit donc d’éliminer X entre (5) et ce que devient la troisitme équation (4), homo-

géne en p,q, lorsqu’on substitue & p et ¢ les quantités proportionnelles G’ (X), —1.

§ 14. La solution analytique du méme probléme conduit & d’intéressants résul-
tats. Soit
(6) X=X(a), Y=Y ()

le lieu I" du point focal A’. a peut étre choisi pour 'un des paramétres de la con-
gruence, et la condition que (1; IT) passe par (6) définit le coefficient ¢ en fonction
de a(x,f) et b(x, f) par

(M c=—}o(X (), Y(@)—a(xf) X (x)~b(x, B) ¥ ()
En posant
© v I g HED e T 6y,

les déterminants A, B du. paragraphe 6 ont les expressions

g{) —'U—X?_Yz_b ab
() 4= * M.y +0x,
8 _yoa_ ob| 9
ap ap~ " op
*U_ng—yg}b g_“ oa
) B= * ge dt_ _picoy;
_x%_,2b oa o
o "~ op op

et Péquation qui exprime que la droite focale passe en A’ s’écrit

2b_ ¢\ (X, ¥, 1) (_ da )8f(X,Y,1) XY 0 _, ,_
(U6ﬁ+CX) 3 X + U6ﬁ+CY 37 +C T =0, t=1.

Le coefficient de C est

of o 9 _oyx, ¥,1)=0
XaX+YaY+at f(X,Y,1)=0,
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et il reste
b af oa 6[)
(10) (6,3 X 3ﬂ oY U=o0.

Si U était identiquement nul, la dérivation de U =0 par rapport & f donnerait

——X'( )+ by =0,
op op
A’ n’étant qu’exceptionnellement singulier sur I, il existerait un facteur @ tel que
T'on ait
ab , da ,
8_/§_0X(a)’ 2B 0Y (),

et grice auquel le facteur de U dans (10) devient

of

o[a’ X'(@+,5Y (@ )] 6U =0.

Il suffit donc de remplacer (10) par la seule condition

9a 0f 0b of dall 2¢(X,Y) ab[l op(X,Y)
11 a1 92 A E A A R = 0.
{an 2B 0Y 23X af;[ A BT 1 I 2
o9 6¢p . . i
7X et — ne dépendant pas de B, cette équation exprime que la pente
_oX_ 20X
af log
v zav*?

de la tangente focale D’ en A’ ne dépend pas de f, donc que toutes les coniques (C)
qui passent en 4’ sont tangentes en ce point; c’est ce que nous avons déja démontré

au paragraphe 13. En désignant par ———(——) la pente de D', on a
2b da

(12) 35 T@W53
op op

d’olr résulte
(13) b=r(ax)a+s(x);

observons que l'on a également

__l’ 199
gayto-Tle )(2 ax“)
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done :
_1(,%9 _29)

(14) 8‘“"2(’@){ aY)
Grace & la dérivation de (7), on a

dc ob
15 ST L Y,
e o5 o5 < ap
et cette relation, jointe a (11), entraine 1’égalité des 3 rapports

of of o1

0X oY ot _

o8 o8 op

287

Pour écrire P'équation différentielle (6; II) des focales, formons d’abord les expressions

de L, M,N. Grace a (9) et (9'), il vient

L=f’A(A,B,0)=ﬂ,( ab+0x U——+CY 0) Uaf(b‘*’_“ﬂ’0)+03f(X’Y’1),

oB o8 aby oX

M=f'B(A,B,C)=f;(U +0X, - U-+C’YC) plle —%0, [0/ 1,1),

op o
ab

&(—ap) oY

N=fq(4, B, C)=]'c( 5E+CX Uaﬁ

ou, compte tenu de (12) et (13) pour l'expression de N,

ot ot

ll L= %a————-—"’(b;’b +O0fx(X, Y, 1),

(17)
2 a(—ap)

u-U Mwmx Y1,
N=—-sUap +Cfi(X,Y,1).

Grace & (16), il vient alors

ab oa_U a(p(bﬁ, —~ag) ., aq;(bﬁ, a,,) 7 '
- 7= - be —ab):

grace & (15) et LX+ MY +N=0, on a de méme

3b aa ’
ac 3b da '

o 1
+CY 0) af(bﬁ; ag, O)+Caf(X) Y; ’,
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En posant
oa
—— M_—>
Laa o

et en dérivant (7) par rapport & «, des calculs semblables donnent

M«—N‘Z'f— —M(U+Xa—a+ Y@)—Na—b=vX—UM,
ox oa oa oa

~_y —=N—+L(U+X—+ Yab)—vY+UL.
do da

L’équation différentielle des focales devient ainsi
flUpXdB+(»X~-UM)da, UpYdp+ (@Y +UL)da, UpdB+vda]=0,

ou ¢ désigne @ (bs, —ap).

Comme il se doit, le coefficient de df® est nul, puisque ’'une des variétés focales
est du=0, qui exprime que A’ est fixe. Le coefficient de dadf est
Uplv X ~UM) fx(X, ¥, 1)+ 0¥ + U L) fy (X, ¥, )+ (X, ¥, 1)] =
ob . da

M)}.U"2

~ U WLfy- M -10p (L55- M5

Celui de da? est
fO0X-UM, Y +UL,v)=vU(Lfy—~ Mfx)+U*f(—M,L0)=AvUp+ 3 UM, — L);

grace a (16) et (17),

U 6¢p U 6 _r ( op 6(})) 2 2

ou, i l'aide de I'identité

(5
2y’ o=

oM, —Ly=(In—m*)Up+12C*¢p.

) 4(n—m) p (),

Si U?g était identiquement nul, I’équation différentielle des variétés focales s’éva-
nouirait, et la congruence des coniques serait singulitre. Ce cas étant naturellement
écarté, nous pouvons diviser cette équation par UPg, et I'équation de la variété

focale associée 3 A est

(18) 20U pdf+[(In—m?) U2+ 22C*+24v]da=0.
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Lorsqu’on se donne le lieu I' de A4’, et la tangente focale D’ associée & chaque point

A', X,Y,r sont des fonctions connues de «, ainsi que s d’aprés (14). Il vient alors

=9 (b;h - a/;) =@ (T, - 1) a;ﬁzx
U=f3X"()+fy Y (@)=fx (X' +rY'),
C=(rag—by)ag=—(ar +s')a
ou r'=r"(a), §=¢(a). Il reste & préciser la valeur de »; (16) et (17) permettent
d’écrire

_ ’ r_ Y ' U /a(p ' 8¢ _
y=Lb,~ Maj,=AC (a}b, bﬁaa)+2(baabé ““a(—a,;))—

=U [lbybs—m(agbs+beap) + nagag]—AC*=
=Uag[lrby—m(rag+be) +na]—AC%
Le remplacement de b, par ra,+7 a+s donne encore
v=Uaglp(r, —1)ae+(Ir—m) (' a+s)]—AC%
Le coefficient de da dans (18) devient
(In—m?)U2+2AUaglp(r, —1) ag+(Ir—m) (¥ a+s)]—A2C*=
=2 {ln—m®) (X' +r YR +2[p(r, —Dag+(lr—m)(ra+s )X +rY)—(ra+s)}
Aprés division par f#, qui n’est pas nul si la congruence n’est pas singulidre, (18)
s’écrit enfin
(19) 2¢(r, ~1)(X' +7rY)agdBf+{(In—m®) (X' +r V' +2[p(r, —Dag+
+(lr—m)(ra+&)x(X' +rY)—(ra+s)P}da=0.
C’est la forme générale, ou l’on n’a pas précisé le choix du paramétre S. ap n'est

pas identiquement nul, sans quoi ag=bs=c;=0, et il n’y aurait pas de congruence.
On peut donc faire f=a. (19) prend alors la forme simple

(20) 2¢(r, —1)(X'+r Y')g—’i—i— In—-m) (X' +rY'R+2(0r—m) (X' +2Y) (" B+s)—
: : —(rB+4)Y=0,
L’inconnue est la fonction f(x), et I'on voit que sa détermination reléve d’une équation

de Riccati. Cest le fait remarquable que met en évidence cette méthode, et deux
conséquences intéressantes vont en découler.
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§ 15. Tout d’abord, la pente de la droite focale 4.4’ est —%: en faisant tou-

jours a= g, bg=r, il vient

M Ciy+fx( X' +rY)(mr—n) Cr+(X'+rY')(mr—n)

L Cfy+fxX +rY)(lr—-m) C+(X +rY)(r—m)

tandis que C= —(r'§+s'). Cette pente est donc une fonction homographique de g,
et la propriété caractéristique de I'équation de Riccati nous fournit le

Théoréme I. Si A, A,, A;, A, sont 4 points focaux associés ¢ un méme point
focal A’, le birapport des 4 droites focales A’ A; (i=1,2,3,4) est constant lorsque A’
décrit I' en méme temps que les A; décrivent leurs focales.

Rappelons que chacune des 4 coniques (C;) du faisceau de point double A’ est
osculatrice & son enveloppe en 4;, dans ce déplacement. Bien entendu, nous n’avons
considéré t=0 comme étant la droite & Pinfini que pour simplifier le langage, et les
propriétés obtenus ne dépendent pas de cette hypothése.

D’autre part, dans tout systéme de coordonnées trilinéaires (z,y,t) avect=1, la
courbure d’une courbe en un point est le produit d’une fonction déterminée de
%,9y,y: et de y,.. Pour une conique (C), en 4’,

o tx__ 1

e @
et ¥y’ est donné par
fot+2firy +iny?+fry’=0.
Ca s’écrit

1 A | P
(p(l,-;)-{-rfx Eﬁqy(r,——l)%-r/xy =0,
done

1t

1 1
- -1 : .
y '3<p(7', )%q’x*"ﬂ

1

Yy’ est le seul terme de l’expression de la courbure qui contienne f, alors que les
autres termes sont les mémes pour toutes les coniques du faisceau en A’. Ainsi, cette
courbure est une fonction homographique de f, et on a le

Théoréme II. Les courbures en A’ de 4 coniques (C;) du faisceau de point double
A’ ont un birapport constant quand celles-ci varient avec A’ de maniére & rester oscula-
trices & leurs enveloppes respectives.

§ 16. Déterminons enfin les congruences de coniques (C') dont les deux points
focaux décrivent chacun une courbe. Soit I' le lieu du premier point focal A4, et
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Ay, A, deux positions particulitres de ce point. Nous savons que toutes les coniques
de la congruence qui passent en A, forment un faisceau tangent en 4, & un droite D;;
soit de méme D, la droite associée & A,. A chaque point focal A', dont le lieu est
également une courbe IV, est associée une droite D’ & laquelle sont tangentes toutes
les coniques de la congruence qui passent par A'; l'une d’elles appartient au faisceau
de point double A4,, I'autre au faisceau de point double A4;. Il en résulte que I' est
le lien des points de contact des coniques de ces deux faisceaux qui sont tangentes
entre elles.

Lorsque les deux points fixes w, o' des coniques (C) sont distincts, une trans-
formation projective peut les placer aux points cycliques. On est ainsi ramené & deux
faisceaux de cercles tangents. Une inversion par rapport au sommet 4, de I'un de
ces faisceaux transforme ce faisceau en droites paralleles; on voit alors tout de suite
que les points de contact avec les cercles de l'autre faisceau décrivent deux droites
rectangulaires se coupant au sommet A, de ce faisceau de vrais cercles. Abstraction
faite de Vinversion, on en déduit que le lieu obtenu avec deux faisceaux de cercles
tangents se compose de deux cercles orthogonaux passant par les deux sommets
Ay, A,. Enfin, avec deux faisceaux de coniques (C), le lieu se compose de deux
coniques  (C) passant par A, et A;; on voit en outre que les tangentes & ces deux
coniques, en chacun de ces sommets, sont conjugées par rapport aux droites qui joi-
gnent ce sommet 3 w et w'.

‘Le cas ol w et ' sont confondus s’en déduit par un passage & la limite. Des
deux tangentes en A;, l'une devient 4,w, et la conique correspondante, étant égale-
ment tangente en ® 3 t=0, se décompose en les deux droites w A, wA4,. Cest la
conique obtenue par la limite de ’autre conique qui est le lieu convenable.?!

Ceci établi, désignons par I' I'une des deux coniques, ou la seule vraie conique,
qui constitue le lien de A'; elle passe par 4, et A,, quels que soient ces deux points,
done c’est aussi le lieu du point focal 4. Nous avons ainsi démontré que, en outre
des congruences singuliéres, les congruences de coniques (C) dont les deux points focaux

1 L’étude analytique de la condition de tangence établit, entre les paramétres des deux coniques
dans leurs faisceaux respectifs, une relation biquadratique qui se décompose en deux relations homo-
graphiques. Cette décomposition s’explique par la solution obtenue avec les droites, paralléles & une
direction donnée, tangentes & un faisceau de cercles tangents; le lieu étant formé par deux droites
L, L', la considération d’une de ces droites, soit L, établit une correspondance homographique entre
le cercle C du faisceau qui passe par un point de L, et la droite de I'autre faisceau, qui passe par le
méme point, et y est alors tangente & C. D’autre part, chacune des deux relations homographiques
fournit un lieu du point de contact qui est du 4° degré, mais ne peut étre rien d’autre qu'une conigue
double. Quand @’ vient en w, 'une de ces coniques doubles devient le faisceau double formé par les
droites w 4,, w A, prises deux fois, et 'autre est une vraie conique double passant par 4, et 4,.
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décrivent deux courbes soni celles dont les deux points focaux décrivent une méme conique
T de ceite famille.

Une telle congruence est une simple infinité de faisceaux de coniques (C) tan-
gentes, dont le point de contact A décrit I', mais dont il reste a préciser la loi de
variation de la tangente de contact D associée & A. En supposant que w et w’
soient distincts, revenons aux congruences de cercles. I’ est un cercle, et les droites
D sont les tangentes aux différents cercles (C) du faisceau, défini par un élément de
contact particulier 4, D,, an point 4, autre que 4,, commun & (C) et I'. On observe
tout de suite que ces droites D coupent I' sous le méme angle que D, et enveloppent
le cercle tangent a D, et concentrique a I'. La réciproque est immédiate. En revenant
au cas général, et en passant & la limite pour le cas ou @’ =w, nous pouvons ainsi
énoncer le

Théoréme. Les congruences non singuliéres de conique (C), dont les deux points
focaux déerivent deux courbes, soni les congruences formées par une simple infinité de
faisceaux tangents, dont le point de contact A décrit une conique I' de la famille des (C),
tandis que la tangente de contact A D enveloppe une conique bitangente ¢ ' en w, ';
celte bitangence devient un contact du troisiéme ordre en w & w= w'.



