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QUI N'ONT QUE 

Introduction 

J ' a i  montr~ dans un article paru il y a quelques armies que les congruences 

de courbes du plan se pr~tent s des d~veloppements semblables ~ ceux de respace 

lorsqu'on substitue la condition d 'un contact d 'ordre sup6rieur ~ 1 avec l 'enveloppe, 

celle d 'un contact simple, et ai appliqu~ cette idle aux congruences de cercles. 1 

Bien entendu, les r~sultats s 'appliquent par  transformation projective aux congruences 

de coniques qui ont deux points fixes distincts. Lorsque les deux points dorm,s sont 

confondus, c'est.~-dire lorsque les coniques sont tangentes en un point fixe~ une ~tude 

analogue peut  ~tre a i l m e n t  faite s l 'aide de paraboles ayant  une direction asym- 

ptotique donn6e. I1 m ' a  paru int~ressant de d~terminer les formules g~n6rales concer- 

nant  les coniques ayant  deux points fixes quelconques, ~ distance finie ou non, et 

distincts ou confondus. I1 se trouve que celles-l~ sont assez remarquables.  

La  correspondance entre les 616ments focaux associ~s fournit une intfiressante 

t ransformation de contact de l 'espace, lorsque ]es deux points focaux de chaque conique 

engendrent deux domaines ~ deux dimensions. 

Les congruences dont un  des points focaux d~crit une courbe sont celles qui se 

d~cemposent ell une simple infinit6 de faisceaux de coniques, chaque faisceau 6rant 

form6 de  coniques tangentes en uii mgme point A, et passant  en outre par  les deux 

points fixes de la famille. On montre  en particulier que, lorsque 4 coniques du m~me 

faisceau de aommet A varient  en osculant leurs vraies enveloppes, les 4 droites locales 

issues :de A forment un faisceau de birapport  constant, et  les courbures de c e s 4  

x ~Cf, Sur les congruences de cercles du plan~, Bull. ~c. Math., t. 71 (1947), p, 1-23, 
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coniques en A ont dgalement un birapport Constant. On voit aussi que les congru- 

ences dont  les 2 points focaux A et A' ddcrivent deux courbes sont celles constitutes 

par une simple infinit~ de tels faisceaux, dont  le sommet A ddcrit une certaine conique 

r de la famille en question, tandis que la tangente de contact A D du faisceau en- 

veloppe une autre conique r '  bitangente h r aux deux points fixes de la famille. 

La congruence se ddcompose d 'une deuxibme manibre en faisceaux de coniques tan- 

genres, dont le sommet A' ddcrit la m~me courbe I ~, et dont la tangente de contact 

A ' D '  enveloppe r ' .  

Ces rdsultats sont dtablis dans les chapitrcs I I  et I I I  de cet article, tandis que 

le premier chapitre est consacrd h une dtude succincte du nombre des points focaux 

variables des courbes algdbriques de degrd donnd, et ayant  un certain nombre de 

points simples ou multiples fixes. On dtablit ainsi que, dans des conditions gdndrales, 

les seules congruences de courbes qui n 'ont  que deux points focaux variables sont 

des congruences de courbes unicursales, n 'ayant  aucun point multiple mobile. On voit 

dgalement que, si un point rdgulier de la courbe est point focal multiple dans la 

congruence, il ddcrit gdndralement uue courbe au lieu d 'un domaine ~ deux dimensions. 

CHAPITRE I 

Sur les congruences de courbes  alg~briques 
w i .  Soit 

(1) /(x, y; ~, t~)=0 

l 'dquation cartdsienne de la congruence de courbes C. Les points focaux d'une courbe 

C sont les points oh C a un contact d'ordre sup~rieur s 1 avec son enveloppe dans 

une certaine famille de courbes (1) ~ un parambtre. Ces points sont ]es points d'in- 

tersection de (1) a v e c l a  courbe r d'dquation 1 

Multiplier [ par un facgeur ,~(e, fl) remplace (2) par une combinaison lin~ai~ de 

(2) ct (1). 
Nous supposons que (1) est algdbrique et de degr~ m. Le ddgrd de r e s t  alors 

gdndralement 3 m - 2 ,  et le hombre des points focaux est a priori infdrieur ou @gal h 

loc. cir., p. 1. 
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m ( 3 m - 2 ) .  On observe dgalement que tout point multiple d'ordre p de (1) est un 

point multiple d'ordre p - 1  au moins pour (2), et compte donc pour p (p - 1 )  points 

au moins dans l'intersection des deux courbes. 

Soit d'autre part 

l'ensemble des termes de f qui sont de plus bas, ou de plus haut, degrd. Dans le 

premier cas, si: p > 0 ,  C passe par un point fixe, pris pour origine des coordonndes, 

avec ~ branches en ce point; dans le second cas, p =  m. L'ensemble des termes de 

plus has, ou de plus haut, degrd de (2) est 

Oy D(~c, fl) Ox D(~c, fl) 

ou, compte tenu de l'identitd d'homog6nditd de ~0 

1 

P 

soit enfin 

~y D(~, t~) 

~--xOS-~ x +y88-~y, 

ax D(~,fl) J p D(o~,fl) oy/ 

\8x 
(3) @ (x, y) D (~, fl) 

Ce ddterminant fonetionnel se ddveloppe suivant 

p 

t~o 8 ~  

p 

: 

Ordonnfi, 9a s'~erit 

D (a,, ak) xsv_t_k_ 1 y,+~-t. 
D (o~, F~ 

..D(ao, a2) [ ( p -  l) ( ~ , 2 )  D(ao, p ( p -  1) 
f ~lD(aO'D ( ~ , )  x~P-~+ ( P -  l) ~ , ~  z~P-SY+ 2 D (~, aa)+/3) - - x 2  

~(a,,~,)l ~ - , f  +... _~ 
• D(~, #) .I b--~, ~ p 
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On voit de proche en proehe que ces termes ne s'dvanouissent tous que lorsque 

tous les D(at, a~) sont nuls, donc si t o u s l e s  coefficients a~ sont fonctions d 'un seul, 
D (~, fl) 

autrement dit si les p branches repr6sent~s par ~ = 0 ne ddpendent que d'un para- 

m~tre essentiel. 

Si ~ est l'ensemble des termes de plus haut  degrd, (3) montre ainsi que ]e degrd 

de F est gdndralement 3 m - 2 ,  et  que C et  F ont m points communs ~ l'infini. 

Si 0 est un point multiple fixe, d'ordre p, de C, I ~ l 'admet comme point mul- 

tiple d'ordre au moins dgal ~ 3 p -  2, et d'ordre 3 p - 2  en gdndral; en outre, p des 

tangentes ~ F en O sont les tangentes de C en ce point. L'intersection de C et r 

compte au moins pour p(3p-2)+p=p(3p--1) points en ce point fixe O. 

Par  exemple, pour un point de rebroussement fixe de  premibre esp~ce, mais de 

tangente variable, on a p =  2, et C et r s 'y coupent en 10 points. D'ailleurs, r est 

ici de la forme 

q~=aoZa + 2alxy+asy 2 aoa2=a~, 
donc 

-4 ' D (~, fl) D (a, D (a, D (a, 

[ xa ~o a,~'] 1D(ao, a,) -D(ae'a~) + xy D(~,fl) q~(x,y), 

et (3) se r~duit 

4 D (ao, a~) , 

En pla~ant Oy sur la tangente ~ la courbe C considdr~e, l 'intsrsection en c e  point 

0 est analogue ~ celle de deux courbes dont les termes de degr6 minimum sont res- 

pectivement z z et  z 4, et  compte bien pour 10 points au moins coniondus e n ' 0 .  Ce 

D (a0 al)  , 
calcul a supposd ~ , ~  wu. On peut  observer que l 'on peut  alors remplacer a0, qu i  

n'est pas identiquement nul, par  1, en divisant [ pax a0; les termes du quatri6me 

degrd, de 1" dispaxaissent; on n 'a  plus la m6me courbe r ,  mais les points d'intersection 

avec C n 'ont  pas changd; au contraire, on peut  toujours multiplier [_par un facteur 

D (a o, al) . qui rende ~ , ~  ~:u, pourvu que la "tangente de rebroussement ait une direction 

variable. 

~w 2. Admettons que les courbes '  U soient de degr~ m et aient q points fixes, 

d'ordres respeetifs Pl, P~ . . . .  Pq (Pt ~ 1) ; ~on peut  dgalement supposer, pour l 'examen 
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qui suit, qu'ils sont s distance finie sans restriction de la g6n6ralit& Parmi  les points 

doubles fixes; admettons m~me qu'il puisse y avoir des points de rebroussement de 

premibre espbce, et soit R (R ~> 0) leur hombre. Dans les conditions de la discussion 

pr6c6dente, les points focaux variables s distance finie sont g~n~ralement au nombre de 

q q 

m ( 3 m - 2 ) - m -  ~. p ~ ( 3 p ~ - l ) = 3 m ( m - 1 ) -  ~ p~(3pi-1). 
t=1 t=1 

Certains d 'entre  eux sont multiples si C a des points multiples mobiles, avec un 

ordre au moins 6gal & p ( p - 1 )  pour un point mobile d 'ordre p;  nous consid6rons un 

tel point focal comme la r6union de p ( p - 1 )  points focaux simples confondus, et le 

nombre N des points focaux simples variables de C, & distance finie, est ainsi 

q 

(4) N = 3 m ( m - 1 ) -  ~ p , ( 3 p , - 1 ) .  
i=1 

D'aut re  part ,  exprimer qu 'un point donn6 & tangentes quelconques est un point 

multiple d 'ordre pi demande p~ (p~ + 1) conditions; si c'est un des R points de re- 
2 

broussement, il faut  ajouter une condition. La fixation des q points fixes en question 

impose donc& C 

~ p, (p~ + 1) 
~ 2 + R  

conditions. Le nombre des coefficients essentiels de C est 
m ( m + 3 )  

2 , et, pour que ces 

courbes aient deux coefficients variables au moins, il faut  et il suffit qu'il existe un 

nombre entier h >  0 tel que l 'on air 

~ p~(p~+l) + R r e ( m + 3 )  2 - h .  
t=1 2 2 

Associ4e & (4), cette relation nous fournit  ainsi le systbme 

(5) 

q 

pt ( 3 p t -  1) = 3 m ( m  - 1) - N ,  

q 

~ p~(p~+l )=m(m+3) -4 -2 (R+h) ,  

ou, par  des combinaisons ~videntes, 

(6) 

r 6 ( R + h ) - N  
pt = 3 m - 3  ., 

t=1 4 

2 ( R + h ) + N  
p~== m" - 1 -- 

i - I  4 
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La premiere ~quation (5) montre que N eat ndcfzsairement pair, et, en posant N = 2 n, 

(6) s'~crit 

(7) 

3 ( R + h ) - n  
~. p~ --- 3 m - 3 ., 
i=1 2 

R + h + n  
p~ = m z -  1 -  - -  ; 

tffil 2 

on voit de plus que n e t  R + h ont /a mgme par/td. 

Compte tenu au besoin des points multiples mobiles de C, d'ordres respectifs 
! t t t 

Pl, P2 . . . .  p~" (pj > 2), le genre de C est 

( r a - 1 ) ( m - 2 )  ~ p , ( p , -  l) ~ p; ( p ; -  l) 
7 =  2 - " 2 - 2 - t f f i l  t 3 1  

ou, compte tenu de (7), 
j=l 2 

s t 
n - R - h  pj ( p j -  1) 

(8) Y = 2 j-I  2 

Dans les conditions g~n~rales oh nous nous sommes places, nous pouvons done 

~noneer le 

Th~or~me I. Le hombre N des points [ocaux mobiles, distincts ou con/ondus~ ea~ 
N 

pair, et le genre de C eat au plus dgal d --~" 

n 
Lorsque N = 2 n  est fix$, le maximum de 7 est ~ s i n  est pair, et n'est at teint  

que si R = h = q ' - - 0 ;  C n 'a  alors que deux coefficients variables ind~pendants. S i n  
n - 1  

est impair, le maximum de 7 est - - ~ - ,  et correspond h q' = 0, R + h = 1, done R = 1, 

h = 0 ou R = 0, h--  1. Pax exemple, pour N = 2, y est n~cessairement nul, et l 'on a l e  

Th$or~me IL Les seules congruences des courbes C en question, qui n'ont que 2 

points ]ocaux simplea mobiles, distincts ou non, sont des congruences de courbes unicursaleso 

sans point multiple mobile. 

Avec N = 4 ,  done n = 2 ,  on peut  avoir 7 = 0  ou y = l ;  y = 0 s i  R + h = 2 ,  q ' = O o u  

R = h = 0 ,  q ' = l ,  p~=2 ;  y - - 1  ai R = h = q ' = O .  

w 3. Examinons plus en d6tafl le cas oh iV a sa plus petite valeur int~ressante 2. 

Nous venons de voir que R + h = l ,  de sorte que (7) se rOluit 
q 

{ ~ p , = 3 m - - 4 ,  
(9) ,-1 

r 

p ~ - -  r a s -  2.  
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Pa r  exemple, si C a un point  multiple fixe d ' o rd r e  m - 1 ,  soit Pl = m - 1 ,  (9) donne 

q 

p t = 2 m - :  3, 

q 

~. p ? = 2 m - 3 ,  

q 

done ~_ p~ ( p ~ - 1 ) =  O; elle ne peut  avoir  d ' au t r e  point  mult iple  fixe sans se d ~ e o m -  
t=2 

poser ;  les p~ autres que Pl va lent  1, et  leur hombre  

q - 1 = 2 m - 3 ;  

ainsi, les courbes en question sont les courbe8 qui ont un point multiple lixe d'ordre 

m - 1  et 2m--3  pbints simples /ixes. 

Si C a un  point  multiple fixe d 'o rdre  m - 2  ( m >  3), elle ne pout  avoir  qne des 

points  doubles au plus, sans  se d6eomposer ;  soit s le nombre  des points  simples fixes, 

et  d celui des point  doubles fixes, de sorte que q = 1 + s + d. (9) donne 

I s + 2 d = 2 m - 2 ,  

I s + 4 d = 4 m - 6 ,  
done 8 = 2 ,  d = m - 2 ~  

Si C n ' a  que des points  doubles et  des points  simples fixes 1, soit d et  s leurs 

nombres  respectifs. (9) s'ficrit alors 

s + 2 d = 3 m - 4 ,  

s + 4 d = m ~ - 2 ,  
done 

s = - ( m 2 - 6 m + 6 ) ,  d ( m -  1) ( m - 2 ) .  
2 

s n e  pout ~tre positif que si m est compris entre 1 et 5, et les seules valeurs accep- 

tables sont m = 3 ou 4 si d n 'es t  pas  nul. L 'ensemble  de" ces remarques  permet  de 

d4terminer toutes  les courbes C, de degr~, inf~rieur ~ 6, qui r6pondent  ~ la question. 

Les congruences de eoniques sont  celles don t  les coniques ont  deux  points  fixes. 

Pour  les cubiques, le dernier cas ~ donne s=3,  d =  1. Pour  les quartiques,  le premier 

exemple (p l=m - 1) donne 1 point  triple fixe, et 5 points  simples fixes, tandis  que 

le deuxi~me, ou le troisi~me, donne s = 2, d = 3. Avee m = 5, on peut  avoir soit 1 point  

quadruple  fixe et 7 points simples fixes, soit 1 point  triple, 2 points  simples et  3 points 

doubles fixes. 

x ll ne peut y avoir uniquement des points simples fixes si m > 2. 
2 On verra au w 5 un exemple de eubiques n'ayant qu'un point multiple fixe (rebroussement h 

l'infini), avec N = 2, mais les hypotheses g6n6rales admises au w 2 ne sont pas satisfaites. 
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w 4. Les chapitres suivants ~tant consacr~s aux coniques, donnons ici quelques 

prdcisions concernant les eubiques. Nous pouvons supposer clue les 3 points simples 

fixes sont s l'infini, et  le point double fixe s l'origine. L'~quation (1) de ]a congru- 

ence est alors de ]a forme 

(10) [ ~ V (z,  y) + a (:r x 2 + 2 b (~,/~) x y § c (~,/~) y~ = 0, 

off ~ est une forme cubique de coefficients donn~s. (2) s'dcrit 

~[ D ( a x + b y ,  a x 2 + 2 b x y + c y  ~) ~[ D ( b x + c y ,  a x 2 §  e) 
0, 

~y  D(:r fl) ~x D(:r fl) 

ou, s l 'aide de eombinaisons ~videntes dans les d6terminants fonctionnels, 

D (a x + by, bx  + cy)_[3qJ + O (ax2 + 2b x y + c y~) ] D (ax + by, bx  + c y) 
D (:r fl) - D (o~, fl) 

O. 

F se ddcompose en une cubique et un faisceau de deux droites. L'intersection de (10) 

et de cette cubique ne donne que les points fixes de la congruence, 6 ~ l'origine et 3 

l'infini. Les points focaux qui nous int6ressent sont & l'intersection de (10) avec 

le faisceau 

D(a,  b)x  ~ D(a,  c) D(b, c) (11) D ( a , fl ) + D_~, fl ) x Y + D ~  , fl ) y = 0 

ce qui fournit 4 points fixes ~ l'origine et les deux points focaux mobiles. L'dquation 

diff~rentielle des locales s 'obtient en associant & (10) et (11) l '~quation (10) differentiae 

par rapport  s ~ et ~, c'est-h-dire 

(12) x2 da + 2 x y d b  + y~ dc=O, 

et en ~liminant x, y entre ces trois ~quations. Gr~tce h l'homog6n~itd de (1]) et (12), 

il suffit d'dliminer Y- entre elles. Deux des d~terminants fonctionnels de ( l l )  ne sont 
x 

pas identiquement nuls, sans quoi a, b, c seraient fonctions d 'un seul param~tre, et il 

D (a, b) n 'est  pas n 'y  aurait  pas de congruence. On pout admet t re  par  exemple que D(~r fl) 

nul, et faire a = a ,  b=~.  ( l l )  et (12) se r~duisent alors 

(13) 

et l '~quation chereh~e est 

(14) 

t t 2 ~ x~ + c ~ x y - c ~ y  = 0 ,  

( x2 d~ + 2 x y d f l  + y2 d c =  O, 

(c~ d ~ -  2 d~) (c~ d~ + 2 c'~ d~) + (d~ + c: d~) ~ = 0. 
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Elle ne s '6vanoui t  que si 
! t 2 (15) 4 c~ + c~ = 0, 

qui est  la condit ion n6cessaire et  suffisante pour  que les -0 points  focaux soient con- 

fondus. Les congruences qui y sat isfont  sont  celles que nous qualifions de (( singuli~res ,). 1 

L ' in t6grale  g6n6rale de (15) d~pend d 'une  fonct ion arbi t raire ,  mais  la r~solution, qui 

n 'offre  aucune difficult6, ne nous est  pas  utile. Contentons-nous de mont re r  que les 

congruences singuli~res 8ont ceUes [ormdes par les eubiques qui ont les points fixes imposds 

et qui sont tangentes d une mdme courbe. 

E n  effet, le point  focal double A a des coordonn~es x, y = e x ,  off ~ d6signe la 

racine double y de la premiere  6quat ion (13), soit 
x 

! 

c~ -- 2 
(16) 0 : 2c '~ :  ~ ;  

D (x, y)=~O Or ce d6 te rminan t  et il s 'agi t  de d6montrer  que, pour  ce point,  D (:r fl) " 

D ( x , y )  D(x ,  o x) D ( x , e )  

n (~, fl) n (~, fi) = X n (~, fi~) ' 

x 6 tan t  donn6 par  (10) off l 'on  fair y = ~ x ,  donc par  

q~(1, 9) x + :c + 2fl ~ + c02=O; 
on en ddduit  

(x,Q) D ( c c + 2 f l ~ + c o 2 , 0 ) = _  l + c ~  2Q+c~f f  , 
q)(1, ~) 

D(~ ,  fi) D(~ ,  p) 0~ 0~ 

off les deux ~16ments ~ de la premiere  ligne sont nuls en ve r tu  de (16). C . Q . F . D .  

w 5. Nous allons g6n~raliser cet te observa t ion  en d6mon t r an t  que, lorsque la 

courbe C de la congruence a un point focal multiple mobile, l'dquation diffdrentielle des 

varidtds locales s'dvanouit gdndralement en ce point, et celui-ci, s'il est rdgulier pour C, 

se ddplace alors sur une courbe au lieu de former un domaine h deux dimensions. 

L'6qua t ion  diff6rentielle des vari6t6s locales s 'ob t ien t  en 61iminant x et  y ent re  

les ~quations (1), (2) et  

(17) ~f  o ~ d ~ + ~ d f l  =0.  

1 loc. cir., p .  4. 

Cos 616ments son t  j u s t e m e n t  ~ e t  ~ ,  d o n t  la null i t6 a ssure  l ' 6 v a n o u i s s e m e n t  de l ' 6qua t ion  

(17) des  var i6 t6s  locales. 

18 - 543809. Acta  Mathematica.  93. Imprim6 le 16 aofit 1955. 
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On a un point focal multiple lorsque C et I '  sont tangentes, ou lorsqu'un point 

commun est multiple pour l 'une d'elles; il s'agit en outre d'un point focal multiple 

non isolfi dans la congruence. Si ce point A est un point multiple mobile de (1), on y a 

constamment ~! ~f 0, et la diffdrentiation de (1) entraine l'dgalitd (17) quels que soient 
~x ~y 

d:r dfl, done ~/ 0!  0. 

Supposons done que A soit un point r~gulier de C; qu'il soit point multiple de F, 

ou point de tangence de C avec F, les ddriv~es partielles du premier membre de (2) 

par rapport  ~ x et y sont proportionnelles ~ 8xx et ~y, ee qui s'6crit 

D (x, y) D(a,  fl) D (x ,y )  D(a ,  fl) 

_2~1 ~t 
8 x S y  

(18) 
- -  + \ ~ y l  D ( . , f l )  

z)( ,!i z)i '1 ,i 
~ x a y  I ! a l l '  t ~ r  
D (~, ~) + ~ x l  -D-(Z-~i o. 

(2) et (18) sont lin~aires et homog~nes en ~-~, ~ ,  et ces deux dquations simultan6es 

entrainent g~n6ralement la nullit6 de ces deux ddriv6es, car les seules hypotheses 

faites n 'entrainent g~n6ralement pas la nullit6 du d6terminant des coefficients de 

8]], 8/_. S'il cne s t  ainsi, (17) s'6vanouit bien en A. La diff6rentiation de (1) donne alors 

~x +~dy~----O 

pour le d~placement de ee point focal multiple dans la congruence, done x et y sont 

li~s si 8! O! - - ,  - -  ne sont pas simultan~ment nuls. Le lieu de A fair partie de l'enveloppe 
8x 0y 

de ]a congruence. C . Q . F . D .  

Remarque. Le point A en question ~tant r~gulier pour C, oil peut  admettre 

qu'au voisinage d 'un tel point o~f n'est pas nul, et, en r~solvant (1) par rapport h y 
~y 

pour representer la branehe de C qui passe par A, que (I) est mis sous la forme 

D( g,g) 
\ a x  _ a*g a9 ~*g ~g 

(20) D(:~,fl)--~zaa~fl ~xafla~ O, 

(19) y+ g(x, ~, fl) = O. 
2) s'~crit alors 
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tandis que (18) se r6duit 

(21) D ~xx ~ 

D (~, 8) 
. 

Notre proposition tombe en d6faut si 

/029, a9 
(22) 

D (o~, 8) 

au point A, c'est-s si (22) est compatible avec (20). C'est ce qui se produit en 

~9 ~29 particulier si (22) est une identit6 relat ivement g x, a, fl de sorte que x, ~xx' ~ soient 

des fonctions li6es de ces 3 variables ind6pendantes. L'6quation diff6rentielle qui ex- 
~g ~g 

prime cette liaison est du premier ordre en ~-~, et montre  que ~xx ne d~pond que 

d 'un  param~tre essentiel, qu'on peut  prendre pour ~. g est alors de la forme 

g (x, o:, 8) = h (x, oO + fl, 

0h ~g 
avec ~ 4:0 afin d 'avoir  une congruence. ~ = 1, et l '~quation diff~rentielle des varigt~s 

focales ne s '6vanouit pas en A. Ce point est ddtermin6 par (20) et (21), qui s'6crivent 

B~ h Bah 
(23) a x ~  ~ x 2 ~  = 0 ,  

et sont: suppos~es compatibles en x quel que soit ar Son abscisse est une racine mul- 
~2h 

tiple de ~x~--~ = 0, suppos~e exister quel que soit ~. Son ordonn6e est fournie par  

(19), qui s'6crit 
y= -h(x ,  ~)-fl ,  

et l 'ensemble de ses positions a bien 2 dimensions. 

On voit ainsi que l'dnoncd de notre proposition comporte effectivement des ex- 

ceptions. 

Par  exemple, avee 
B~h 
x ~ = = (x  - ~)~ k (x,  ~) ,  

on peut  prendre pour (19) une ~quation de la forme 
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(24) y + c f ( x ) §  f ( x - c c ) 2 k ( x , ~ ) d x d ~ = O ,  
g~a Cto 

oh ~ (x) est une certaine fonction de x. 

Le point  focal multiple A a l'abseisse x =  e, et ses coordonndes sont lides par  

l '6quat ion 
~ x 

f f ( . -v fk(u,   )dudv=O, 
Y~o ~o 

qui fournit  les points d ' un  ensemble ~t deux dimensions, h cause du parambtre  ft. 

bk 
Prdcisons encore cet exemple, en faisant  ~xx~V(x)~-0.  En  posant  k(:r162 

(24) est de la forme 

X30  H - - X 2 ( ~ O  ' ' -  0 t) ~, X (0r 2 0 t ' - - 2 g  0 'A-, 2 0 ) = 0 ,  

car on peut  choisir 0 (~) de fa~on que 0 (~0) = 0' (~o) = 0" (0r o) = 0, et modifier le parambtre 

fl de (24). C'est  une famille de cubiques dont  chaque courbe a un seul point  focal, 

double, d'abscisse x =  cr puisque la premiere dquation (23) se rdduit 

0'" (~.) (x - ~)2 = 0, 0"' (~) # 0. 

Ces cubiques se ddduisent de la famille ~ 1 param~tre fournie par  fl = 0 h l 'aide 

de la t ranslat ion gdndrale parallble h Oy, et n ' o n t  pas d ' au t re  point  fixe que le point  

de rebroussement ~ r infini  dans la direction Oy. Elles n ' o n t  tou t  de m6me que deux 

points focaux mobiles ~ distance finie, car les conditions d 'appl icat ion de la formule 

(4) ne sont  pas satisfaites. L 'dquat ion  diffdrentielle des locales est 

off l 'on fair x=0~, done 

dfl + ~3- O'" (~) d~--O.  

C H A P I T R E  I I  

C o n g r u e n c e s  de c o n i q u e s  a y a n t  d e u x  p o i n t s  f ixes  

w 6. Nous  supposerons que les 2 points fixes w, o f  sont  sur la droite t = 0 d ' un  

triangle de rdfdrence, et  dcrirons l 'dquation de la conique (C) sous la forme homogbne 

(1) / (x, y, t; cr fl) =- �89 qv (x, y) + [a (a, t~) x + b (~, fl) y + c (~, ~) t] t = O, 
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off 
q~(x, y)=--lx 2 + 2 m x y + n y  ~ 

est une forme quadratique s coefficients constants. L'~quation (2 ; I )  se r~duit 

o n  

O~ D(a, ax+by+ct)  O/ D(b, ax+by+ct)  
Oy D(cc, fl) 8x D(:c, fl) 

0[) D(b,c) O[ D(c,a) Of 
D(a' b) {xOf +UUy D(~,fl) fl) . D(~,fl)~ Ox tOx D(:r t~y=O; 

compte tenu de l'homog~n~it4 de [(x, y, t) ceci s'~crit 

D ( a , b )  0 l §  + D ( c ' a )  0[  0. 
D(~,fl)~t D(:c, fl)~x D(~c, fl) Oy 

C'est une droite, que nous appelons la droite locale. Nous poserons 

A D (b, c) D (c, a) D (a, b) 
D(~,fl)' B=D(~,fl-------)' C=D(o:,fl)' 

de sorte que la droite locale s'dcrit 

(2) AO/ +BOf Of 
Ox Oy+ C-~t =0' 

OU 

8 [ (A, B, C) x -t 01 (A, B, B, C) 
(3) OA OB C) y+Ot(A;c t = 0 .  

C'est la polaire du point (A, B, C) par rapport s (1). Nous poserons ~galement 

L O](A'B'C) M OI(A,B,C) N O..A,B,C.,tt ) 
OA ' OB ' OC 

de sorte que (3) s'~crit 

(3') L x + M y + N t = O .  

Les vari~t~s locales sont fournies par le syst~me ClUe forment (1), (3'), et l'~quation 

(4) xda+ydb+tdc=O,  

qui d6finlt la famille de coniques ~ un param~tre dont l'enveloppe est osculatrice 

(C) en Fun des deux points focaux. (3') et (4) donnent 

(5) x y t 
M d c - N d b  N d a - L d c  L d b - M d a  
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et il suffit de porter  ces valeurs de x, y, t dans (1) pour obtenir rdquat ion diffdrentielle 

des locales 

(6) / ( M d c - N d b ,  N d a - L d c ,  L d b - M d a ) = O .  

Les deux points focaux sont distincts pourvu que la droite locale ne soft pas tangente 

gt (1), donc pourvu que l 'on n 'a i t  pas 

(7) 2 [ (A,  B, C ) ~ L A  + M B +  NC=O. 

Ils sont hors de la droite t=0, ~ moins que (3') ne passe par to ou to', c'est-~-dire 

que ~ (M, - L) = 0. Ainsi, lorsque 

(M,  - L)  - -  (l n - m 2) [q  (A ,  B )  + 2 (a A + b B )  C] + 9o (b, - a) G a ~ 0,  

chaque courbe (C) n ' a  plus qu 'un point focal variable. C'est ce qui se produit, par  

exemple, avec la famille des paraboles 

Oc 0 (8) 2 y + a ( ~ ) ~  + 2b(a)x+c(a, iO)=O -~=i= , 

qui n 'on t  qu 'un point focal au plus, dont l'abscisse est donnde par  

a' (at) x -/- b' (or) = O. 

w 7. D~veloppons l 'dquation diffdrentielle (6). Deux des ddterminants fonction- 

nels A, B, C ne peuvent  6tre identiquement nuls, sans quoi a, b, c n e  ddpendraient 

que d 'un parambtre,  et fl n ' y  aurai t  pa~ de congruence. On peut  supposer que A ou 

B n 'est  pas nul 1, et ce n 'est  pas une restriction de supposer que A # 0. b e t  c sont 

inddpendants, et l 'on peut  choisir les parambtres a = - b ,  fl = - c ;  a est une certaine 

fonction de a, 8- Avec ces parambtres, on volt tout  de suite que 

(9) 

en posant  

il vient  

OA 

II s 'agit  de ddvelopper 

(1o) 

Oa , Oct t 
A=I, ~=O-~=a,, C=~=ap; 

n p [=/(A, B, C)=/(1, a,, aB), 

at M=et=~ 
I 

0(1)'  OB Oa'~' OC Oa 0 

[[Ndo~-Mdfl ,  Na'~do~ +(Na'~+ L)dfl, -(Ma'~+ L)d~-Ma~d~]=O.  

i C joue un rSle diffdrent de A et B, /L cause du rSle si~cial de la droite t = 0.  
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Compte tenu de 

, O] 0[ 2f O~[C=2[_Na#, M a~, + L = -~  A + -~-B B = v u 

Na'~+ L = ~ [  A A + ~[cC=2[-~BB=2[-Ma'~, ,  

le coefficient de doc 2 dans (10) s'derit 

[(N, Na'~, Na'~-2[)=NZ[- 2[ O](N" N a':, N a'p) 
(N a'~) + l (o, o, - 2.D = 

=41(o, o, 1)ff-NV, 
que l 'on peut dcrire 

:[2: 0": 

Le coefficient de df l  2 e s t  de m~me 

, [ : :  t fi'l. ] ( - M ,  -Ma~,+2f, -Ma'~)=t(M, Ma'•-2L Ma'~)=[ [21-~-~ - \OB] J 

Enfin celui de dadfl, gr&ce s un calcul plus compliqud, s'dcrit 

t 

-- M 0 / ( N ,  Na'~, N a # -  2f) 
ON 

+- (2 ] - -  M a'a) ~ l (N, N a'a, N a'~ - 2 l) 
0 (N a~) 

- M ~ •  

e(Na'~-2]) - - M  N -2 .~AOC]  (2I-MB) (N ~f e~f + ~ -  2[-FffUd ) - 

B 0~[ ' = ~ 2f[2f  O[ Of 

Avec ees trois expressions remarquables, (10) s'dcrit 

[ a c /  j d ~ ' - 2  [ 2 f a B a e  aB a~j  \OB/ J 

ou encore 

(11') O. 

On vdrifie ainsi que l'dquation diffdrentielle des focales s'dvanouit lorsque [= O, c'est- 

&-dire lorsque les deux points focaux fusionnent. Rdeiproquement, si (11) s'dvanouit, 
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ou bien ] =  O, ou les 3 coefficients de la forme quadratique entre accolades s 'annulent; 

dans ce dernier cas, l'~limination de ~-~ et ~-~ entre les 3 ~quations ainsi fournies donne 

O U  

aC ~ \ a B a C I  J = O, 

p (2 n c - b a) = - ] S (a ~ + 2 n fl) = 0, 

done ] =  0, ear ~ +  2 n fl ne peut ~tre identiquement nul. I1 est ainsi ~tabli qu'avec 

ces families de coniques, /as seules congruences singuli~res sont callas dont les deux points 

/ocaux sont constammant con]ondus. 

Par example, l'dquation diffdrentielle des vari6t~s locales des parabolas (8) est 

8Cd ~ 0 

off x est l'abscisse du point focal, et ne s'~vanouit qua si ce point est rejet~ ~ l'in- 

fini, done si a' (:r Ces congruences singuli~res sont les congruences de parabolas 

6gales. 

w 8. Pour une congruence singuli~re, le p61e (A, B, C) de la droite locale est 

sur (C), done sur la droite locale, et c'est le point focal double. En eonservant les 

notations particuli~res du paragraphe precedent, a(e,  fl) est tel qua 

(12) ] =  1(1, a'-, a~)~ �89 ~(1, a'a) + (a--  ota'a- t~a'~) a'~ =0.  

C'est une ~quation aux d~riv~es partielles de Clairaut. Dans l'espace cart~sien de c0or- 

donn~es ~, fl, a, l'int~grale g~n~rale est une surface d~veloppable, done D (a~, a~)= O; 
D (~, ~) 

conform~ment au th~or~me g~n~ral du paragraphe 5, ceci exprime qua le point focal 

double d6crit une courbe, d'aiBeurs quelconque, puisque l'int~grale g6n6rale de (12) 
p 

enveloppe un plan obtenu en rempla~ant a~ et a~ par deux fonctions arbitraires d 'un 

param~tre. Ne pourrait faire exception que l'int~grale singuli~re de (12) ; mais celle-ci 

s'obtient en annulant ~a/,, et ~-~,, de sorte que ( A , B , C ) ,  annulant / (A, B, C) et deux 

de ses d~riv~es partielles, serait un point multiple de (C); cette solution est ~ rejeter 

si l'on ~carte tout naturellement les congruences form~s uniquement de couples de 

droites. 
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w 9.  A p p l i c a t i o n  a u x  s  d i ~ 6 r e n t i e l l e s  d u  p r e m i e r  o r d r e  

Dans ce qui suit, la droite t =  0 est consid~r~e comme la droite de l'infini du 

plan, e t t  est remplac6 par 1 dans les dquations homog~nes en x, y, t. 

Consid6rons alors l '4quation diff~rentielle 

(13) dy d--x = z (x, y), 

et son prolongement 
d2y 
~xx2=P+q z, 

az  ~z 
oh l 'on pose ~ = p ,  ~ = q .  En un point A, de coordonn~es x, y, la droite D de 

pente ~. z d6finit, avec A, un 616ment de contact. X, Y $tant les coordonn~es cou- 

rantes, les coniques de la famille qui sont tangentes ~ D e n  A ont l'~quation 

(14) ](X, Y )~ / (X ,  Y, 1)- �89 Y - y ) + ~ [ z ( x , y ) ( Z - x ) - ( Y - y ) ] = O .  

Nous choisissons celle qui est osculatrice en A ~ l'int6grale de (13) qui passe en ce 

point. 2 est d6fini par l'~quation 

~ 2 t + 2  ~ t  ~]  [~.](X,Y)] z •  (p+qz)=O, 
X ~ ~ ' ~ Y~ ~ Y A 

OU 

(15) ~(1, z) -2(p+qz)=0.  

D'autre part,  le d6veloppement de (14) est 

� 89  Y)- �89189 Y + �89 X z X - 2  Y + 2(y-zx)=O, 

done les coefficients a, b, c de la conique (1 ) so n t  ici 

{ a = ;t z - �89 q/ 

(16) b = - 2 - �89 ~'y 

c=2(y - zx )  + �89 (x, y), 

et les param~tres ~, fl sont les variables x, y. Nous s a v o n s  d ' a v a n c e  que A est Fun 

des deux points foeaux, done la droite locale est de la forme 

(17) L ( X - x )  + M (Y-y )=O.  

1 Dans tous les cas, D est la droite qui joint A au point de coordonn~es (1, z, 0). 
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La forme des expressions de a e t  b, e t  l '~quation (15) sugg6rent la combinaison 

aq -- bp = ~ (p + qz) + �89 (pq~ - q~o~) = q) (1, z) + �89 (pgo~ - q ~0'~). 

a q - b p  est d 'au t re  pa r t  le coefficient de C dans l 'expression 

L q - M p =  (lA + m B •  q -  (mA + n B + b C )  p 

= ( l q - m p )  A + ( m q - n p ) B +  ( a q - b p )  C, 

t t 

et, en dfve loppant  pq~,-qcf~: dans l 'expression de a q - b p ,  il vient  

08) Lq - M p = (lq - rap) (A - C x) + ( m q -  n p) ( B -  O y) + q~ (1, z) C. 

Calculons A - C x  et  B - C y .  

a v e c  

et  

done 

on a de m~me 

On a d ' abord  

l 
ob Ob 

.., D (b, c) . D (b, a) ~x ~y 
A ~ U X = - -  - V X ~  

= ~ c  Oa ~ c  Oa D (x, y) D (x, y) 

Oc Oa ~ O , 
--x+ X~--x=-~-x (C +ax) -a=~--x[~Y + l ~(x, y ) -  l xcfx] - a 

O ab  
=~x  [ - b y -  �89 y)] - a =  - y ~ x -  ~Z, 

~c Oa O a Ob 

A - C x = 2  
Ox . 
- - Z  

IOc Ob Oc Obl 
D(c ,a)  D(b,a)  I ~ x §  Y~y 

l B - C y  D(x , y )  t-YD-"~),y)=]Oa ~a ' 

I o-i~ 
avec 

~c Ob O 0 ~x 
-~x+y~-~=~x (c+by)=  --~x [2zx- �89162189 - [ax + �89162 

Oa 

Oc Ob O O ba 



done 
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- z  1 

B - C y = 2  0a Oa 

D'ailleurs, les expressions (16) de a et b donnent 

Oa Ob ~+zux=ap-(t+mz), 
Oa Ob 
~y+Z (m + n~), 

et l 'on peut  encore dcrire 

B - C y = ,~ z + ~t 
- -  - - Z  - - Z  

car l 'avant  dernier d~terminant est nul grace ~ (15). On a de m~me 

@a @a = 

Ox 

Ox Oy 

l + m z - ~ p  m + n z - ~ q  

et les expressions ainsi trouv~es pour A - C x ,  B - C y ,  C donnent 
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(19) p ( X - x ) + q ( Y - y ) = O .  

Ainsi, /a droite locale est la Sangente au ddplacemen$ de A qui conserve la direction de D. 

Si l 'on construit la surface S, d'~quation z = z ( x ,  y) dans l'espace cart~sien de 

x, y, z, les droites locales sont les tangentes aux projections des lignes de niveau de S. 

On observe ~galement que la droite locale ne ddpend pas des directions asymptotiques 

de la ]amille de coniques considdrde. 

I L q - M p  
= [ l q - m p + ( m q - n p ) z ]  Ox + ( p + q z )  ~x  ~y  - 

- z  [ l + m z  m + n z  

-q~(1,z) 

8b 8b 
On v~rifie tout  de suite que les coefficients de Oxx e t o u  sont nuls, done L q - M p  = O, 

et l'~quation (17) de la droite locale a la forme remarquable 
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w t0.  Les coordonn6es du deuxi~me point focal A'  de (14) sont de la forme 

avec 
X=x+~q, Y = y - q p ,  

f(x+~q, y-qp)=O. 

Grace s l'expression (15) de +l, fl vient 

�89162 -qp)+ ~l~(p+qz)=-~cp(q, - p ) + ~ q ( 1 ,  z )=0 .  

A'  est ddtermin~ par la racine 

(20) ~ = - 2 

On a ainsi 

(21) X = x - 2 q  9~(1' z)., 
~(q, -~)' 

r z) 
(q, - p) 

y . ~, r z) 

La pente de la tangente locale en A'  est 

~f l~q~(X-x, Y-Y)  +,~z 
z = d Y  OX= 2 ~(X-x)  

a x  O_Jl _ l a q ~ ( X - ~ ,  r - y )  
a Y 2 ~(Y-y )  

done, grace ~ (21), puis ~ (15), 

�9 "8r -P)+z q~(l,z) ~qJ(q' -P) +~z -(p+qz~ -ffq q~(q, -p)  
z =  q~(q' - p )  ~q 

~(1, z) Oq~(q, -p)  +,~ (p+qz) ~q~(q, -p)  +q~ 
q~ (q, - p) ~ ( -  p) ~ ( -  p) (q' - p) 

nous nous plagons dans le cas g6n6ral oh A'  est distinct de A, c'est-~-dire oh 

~o(1, z ) # 0 .  En rempla~ant ~0(q, - p )  par 

[" ar ar 
-v)=�89 [q v J' 

t t 

et en 6crivant ~q, 9~_p pour r (q, -- p),  .a ~ (q, -- p), il vient enfin ~q a ( - p )  

! 

(22) Z= (qq~, +pq~'_.r)Z+, 2pq~a, 
qqpQ + pq~_p + 2q q~_p z 

L'61imination de x et y entre (21) et (22) d6termine l'6quation differentielle 

(23) d Y X ~ - ~ - - z (  , Y) 
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D (X, Y) 
associde s (13), tout  au moins si D(x, y) n'est pas identiquement nul. Ce cas d'ex- 

ception sera examin6 au chapitre suivant. Posons 

~Z ~Z ~=P, F2=Q; 

la droite locale associ6e s (23) et au point A' est A A' ;  on a donc l'6quation 

P(x -X)+Q(y -  Y)=O, 

dont la comparaison avec (19) &ablit l 'existence d 'un facteur ju grace auquel 

(24) P=lzp, Q=/aq. 

L'homologue de la premibre dquation (21), form6e avee les dldments de (23), est 

tog, - z-) ix q~ (q, - p) 

et sa comparaison avec (21) donne 

( 2 5 )  ~ = - ~ ( 1 , z ) .  
~(1,  z) 

(24) s'dcrit donc 

(26) P = - ~ ( 1 ,  Z) P ~(1, z)' Q=-~(1,  Z ) - -  
q 

~(1, z) 

L'ensemble des formules (21), (22), (26) est une transformation de contact de l'espace 

de x, y, z. L'expression (22) de Z &ant  homog~ne et de degr~ z~ro en p, q, la fonc- 

tion g~n~ratrice de cette transformation s'en d~duit en y rempla~ant - p  et q par les 

quantit~s proportionnelles Y - y  et X -  x. C'est donc 

(27) H(X, Y,Z; x,y,z)~[ (X-x)  D~(X-x'~X Y-y )  (y_y) ~Cp(X-X,~ y Y-y)] (Z+z)+ 

+2(X-x) OqJ(X-x' Y-Y) Z z - 2 ( Y - y )  
OY 

~cf(X-x, Y -y )  
~X O. 

On peut encore lui donner la forme remarquable 

(27') mZz+ 2 ] ( X - x ) 2 + ( n Z z - 1 ) ( X - x ) ( Y - y ) -  re+n--2-) (Y-y)~=O" 

L'4quation aux diff~rentielles totales de la transformation est de la forme 

(28) d g - P d X - Q d  Y-[a(dz-pdx-qdy)=O, 
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avec 
OH 

P OX 
p p  OH 1, 

Ox 

car H est fonction de X - x ;  p e s t  done le facteur d6fini par  (24). 

Remarque. p vaut  6galement 

OH 
Oz 
OH 
~Z 

- - - .  I ~  comparaison avec (25)donne  

( X _ x )  OeP(X - x ,  Y - y )  
O, 7,) o x  

- ( Y - y )  Oq~(X-x, Y-y) +2(X_x)Oq~(X-x, Y - Y )  z 
O Y  O Y  

( X - x ,  Y - y )  ~(~,z) (X_x)a~ 
OX 

- ( Y - y )  Or ( X - x ,  Y - y )  + 2 ( X _ x )  Oep(X-x ,  Y - y )  
8 Y  OY 

ou, en revenant  aux variables p, q, 

t t 

~(1 ,Z)  q r 1 6 2 1 6 2  
~(1, z) q~'q+pep'_p+2qg~'_pz 

Compte tenu de l 'expression (22) de Z et de l'homog~n~it~ de ~p, il vient encore 

i i �9 
ep (qep'q + pef'_~, + 2qep_j,z, - (qep'q + pq)_~,)z-- 2 pq~q) 

q~ (1, z) 
? r r 

= (qq~q + pq~-p + 2q q~-~, Z) x 
i t f • (qepq +pq)_j, + 2qq)_~, z) ; 

compte tenu de (22) lui-m~me, le second membre  s'6erit 

t t 2 - -  t t t 2 ( q ~ .  + p ~ _ ~ )  - 4 p q~q ~_~ = ( q ~  - p ~ _ ~ )  = 4 ~  (q, - p)2. 

Dans l'~galit~ ainsi obtenue, p, q et z ont des valeurs ind~pendantes; en y rempla~ant 

q et - p  par x et y, on obtient ainsi l ' identit~ remarquable en x, y, z 

(29) 
i 

ep[xq/= -yep '  u + 2zxq/~, 2yep'~ - (xep'~ -yep, )z]  ~ 4~p(x, y)= q~(1, z), 

pour route forme quadratique ~(x, y), oh ~ 

V 
z = - ,  on peut  encore lui donner la forme 

U 

0r  , 0~ (x , y )  En posant 0x ~u= ~y 

i i I 
129') q~[(xq/~-yg~'y)u+2xep, v , 2yq~=u- lxg~-yep '~)v]~4eplx ,  y)'q~(u,v). 
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w 1.1. Consequences.  1% La forme de l'6quation (19) de la droite locale montre 

que tousles points focaux A'  des dquations dif~drentielles 

d Y - G ( z ( x ,  (30) ~ -  y)), 

associds dt un mdme point A ,  sour situds sur une m~me droite, qui est la droite /ocale 

commune dt routes ces dquations. 

2 ~ Plus particuli~rement, on d6duit des expressions (21) que routes les dquations 

(30), o/t G(z) vdri~ie l'gquation dif/drentielIe 

(31) a' (z) ~ (1, G), 
(p(1,z) 

associent, d chaque point A ,  un /aisceau de eoniques (C), osculatrices eu A d leurs 

courbes intdgrales, dont les deux points eommuns autres que w, m' sont les points ]ocaux 

communs ~ tout~s ces coniques. 

En effet, la valeur de ~ associ~e ~t une telle solution G de (31) est 

~ = - 2  ~(1,  G) 2 ~(1, G) 2- (p(1, z) 1 
(G' q, - G' p) G '~ ~ (q, - p )  q (q, - p) G "  

tandis que les faeteurs p, q dans (21) sont remplae~s par G' p, G' q. Par exemple, avee 

la famille des eereles, ~0(1, z)---1 +z  2, et (31) s'~erit 

dont l'int6grale g6n6rale est 1 

G' 1 
l § Ga = l ~ z 2  ' 

Are tg G = Are tg z + eonst. 

Avee la famille des paraboles ayant  une direction asymptotique donn~e, par exemple 

~(x,  y) ------ x~ = 0, ~(1, z) est 4gal s 1, et (31) se r~duit k G'= 1; les ~quations diff~ren- 

tielles en question sont les ~quations 

..du = z (x, y) + const. 
d x  

3 ~ Les dquations di/fdrentielles dont la droite locale passe par un point {ixe, pris 

pour point x = y =  O, sont les gquations homog~nes. 

(19) montre en effet que les fonetions z(x, y) correspondantes sont les int~grales 

1 Cf. loc. cir., p. 8. 
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de l'~quation aux ddrivdes partielles p x §  L'dquation (23) associde est ~videm- 

nature; d'ailleurs, avec z=g~Y),  l'expression (22)de Z s"dcrit, grs ment de m6me 
\x /  

h q = - P ,  
x y 

y) [ ~ ~ (x, y) ~ ~ (x, y)] (x, y) 

Z =  
x~(x'Y)~x -Y~qJ(x' Y) 2g (Y) ~qp(x, ~y  

Y 
c'est une fonction de -Y'x donc de l'expression 6gale ~ .  

4 ~ Plus gdndralement, /e~r dquations dif/drentielles dont les droites /ocales [orment 

une /amille d un param~tre sont les dquations de Lagrange. 

La d~monstration donnde dans l'article concernant les congruences de cercles 1 

convient telle quelle. En voici une autre. La droite (19) ne d~pendant que d 'un para- 

m~tre, les trois termcs p, q, px  + qy sont fonctions de ce seul parambtre. D'autre part, 

~z ~z 
P=~xx et q=~yy ~tant lids, il e n e s t  de m~me pour p x + q y - z ,  donc la diffdrence 

z = (px + q y) - (px + q y -  z) est dgalement fonction de ce parambtre, z, suppos~ vari- 

able 2, peut ~tre pris pour celui-ci, et (19) s'dcrit 

p(z)x + q(z) y + k(z)=O; 

' ~quation diff~rentielle correspondante est l'dquation de Lagrange 

x p  +Yq + k  = 0 .  

La rdciproque est immediate. L'dquation diff~rentielle associ~e est ~galement de La- 

grange, puisqu'elle a les m~mes droites focales. En ~cartant le cas des dquations 

homog~nes, qui ont dtd examindes plus haut, on peut dcrire l'~quation initiale 

xg(z )+yh(z)+ l =0.  

La droite locale de l'~quation associ~e 
d Y  

X G ( Z ) +  Y H ( Z ) + I = O ,  Z=~--X, 

x Cf. loc. cir., p. 17. 

P o u r  les ~qua t ions  d y  - - =  const . ,  il n ' y  a p lus  de  droi tes  focales, ni  de vra ies  con iques  C. 
d x  
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est 
xG(Z) + y H (Z) + I =O. 

On obtient donc G (Z) et H (Z) s l'aide des 6quations 

a (g) = g (z) = g (z (z)), 

H (Z) = h (z) = h (z (Z)), 

off z (Z) est d6fini par l '~quation (22), dans laquelle on fair -p = g (z) 
q h (z) 

w 12. ]Retour & la t r a n s f o r m a t i o n  de  contact .  Le prolongemement de la trans- 

formation de contact obtenue au paragraphe 10 s'effectue plus ais~ment en substituant 

la variable d4pendante z la variable 
Z 

= [" d z  
(32) 

J ~(1, z) 
Z0 

z=~0(~) ~tant la fonction inverse, l '6quation diff6rentielle (13) est remplac6e par 

(33) dy d~ = ~ (~ (x, y)). 

(z) est d6finie par la forme quadratique ~o; elle s'exprime donc par une tangente, 

une tangente hyperbolique, ou une homographie, suivant que les points fixes m, ~o' 

sont imaginaires conjugu~s, rgels, ou confondus. C'est ainsi que, pour les cercles, 

z = tg 5, comme il avait ~t~ fair dans le m6moire les concernant. Les d~riv~es par- 

tielles p e t  q sont remplac~es par 

~ p a~ q 
- - 2  

P=~x ~0(1, z)' q = ~ y  ~ ( l , z ) '  

Z, P, Q sont remplac6s par Z, P, Q, avec 

z 

2 = f  as p= P 0= Q 
(1, z)' ~ (1, z) '  ~ (1, z ) '  

ZD 

et les formules (21), (26) deviennent 

(34) X = x  2~1 Y=y-4 2~ 
(~,  - ~ ) '  q~ ((7, - ~ )  ' 

(a5) P = - ~ ,  Q = - ~ .  
19 - 543809. Acta Mathematica. 93. I m p r i m 6  le 15 aoftt 1955. 
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(22) s'~crit encore 

(36) 
(qq~q + ~qa'_ ,) y~(~) + z pq~ 

v ( 2 ) = - :  ; ' 2 -  ' ' qqPq+pq) p+ qcf_p~(z.) 

off ~ reprdsente ~(~, --~), et c'est cette dquation qui d~finit Z en fonction de 5, p, q. 

Ddsignons par ~, ~, i les ddrivdes partielles secondes de 5 par rapport  k x, y, et 

par i~, S, T celles de Z par rapport  k X, Y. 

La diffdrentiation de (35) donne 

t R d X + ~ d Y =  - ~ d x - ~ d y ,  
~ S d X + T d Y =  - ~ d x - t d y ,  

done, en particulier, gr~tce k (34), 

(37)  

- 2 - + . q ~  q~'_~) +8  1 ~--)~q~ 2 ~  ~ (tq0~-~q~'~) = - 

Le d&erminant O des coefficients de ce syst~me d'dquations en R, ~q n'est pas nul si 

les deux points ~ocaux d~crivent des domaines ~ deux dimensions. I1 est donnd par 

v~-v  2 + 4 ( ~ z -  ~2) + 2 ( ~  - ~ v'_p) (~ + 2 q ~ ~ ! )  - ~ (tv~ - ~v '~ )  ~ + 

soit, apr~s un calcul simple, 

(38) ~ ~ = ~ - 2 (~ ~'_ ~ ~ + fi T~ i) + 2 (~ ~ + fi ~'_~) ~ - 4 (~ i - ~).  

La rdsolution de (37) donne ainsi les formules remarquables 

/ - , H - ~  2 

la dernibre se ddduit dvidemment 

particulier 

o~(v, ~+~q~t 6~(R~-,~*)=(~-a ') 1 - .  

de la premibre par symdtrie. On en ddduit en 

2q~+P~:~  ~2 
- -  P 2 P ] 
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le dernier numdrateur est (~/~'0-~0'_~)2=4~ 2, donc le crochet n'est pas autre chose 

que 6, et il reste 

(40) ~ (RT  - ~2) = ~t - ~2. 

Par  rdciprocitd, le ddterminant formd avec _P, Q, R, ~, T comme ~ l'est avec ~, ~, ~, ~, i 

est l'inverse de (~. 

C H A P I T R E  I I I  

Les congruences de coniques C dont run des points focaux reste 
8 u r  l i n e  c o u r b e  

w t3 .  Nous ddsignons par A' le point focal dont l'ensemble des positions est sur une 

courbe F, tandis que A ddpend toujours de deux param~tres, et est associd, avec sa 

tangentc focale D, ~ une certaine dquation diffdrentielle (13; II). Lorsqu'on se donne 

la congruence de coniques (1; II), les coniques de cette congruence qui admettent  un 

point donnd A pour point focal s 'obtiennent en dcrivant que A vdrifie (1 ; II) et (3'; II), 

et en  rdsolvant ce syst~me d'dquations d'inconnues :r ft. Chaque solution fournit une 
8! 

valeur ely dx dx  ~/ z(x,y) ,  et c'est une de ces dquations, prolongde par continuitd, 

Oy 

que l 'on consid~re. 

Nous pouvons considdrer la correspondance qui existe ici entre A, D et les dld- 

ments analogues A', D' comme un cas limite de la t ransformation.de contact dtudide 

au paragraphe 10, off les fonctions X (x, y, z, p, q) et Y (x, y, z, p, q) sont [ides. (28 ; II), 

ou d Z = P d X + Q d Y, montre que Z e s t  dgalement lid ~ X et Y; en particulier, les 

droites D' assocides ~ un m~me point A' coincident; les coniques (C) qui passent par 

A', et qui sont naturellement tangentes ~ D', forment donc un faisceau tangent en 

A'. Ce premier rdsultat s'exprime par le 

dquations di//drentielles ~ =  z (x, y), dont les coniques (C) oscula- Th~or~me. Les 

trices dt l'intdgrale gdndrale ont ['ensemble de leurs deuxi~mes points/ocaux sur une courbe 

unique F, sont les dquations dont la congruence des coniques (C) est ]ormde par une simple 

in/initd de ]aisceaux tangents. 

Les fonctions z (r, y) correspondantes sont les intdgrales de l'dquation de Monge- 
D(X,  Y) 

Ampere fournie par D (x, y) 0: En rempla~ant l'inconnue z par la variable 5 du 
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paragraphe 12, l'expression de ee d4terminant fonctionnel 6 est donn4e par (38; II), 

et l '4quation en question est 

(I) ~ (~, - ~)2 - 2 (~ ~'_~ ~ + ~ ~ l) + 2 (~ ~ + ~ ~'_~) ~ - 4 (~i- ~2) = 0. 

D'apr~s la fagon m~me dont elle est form4e, eette 4quation admet les 3 int6grales 

interm~iiaires 
X = const., Y =  const., Z ou Z = eonst. 

et l 'on sait clue ses int~grales s 'obtiennent par de simples 4limination 1. Toute int~grale 

v~rifie deux 4quations aux deriv~es partielles du premier ordre, par exemple 

(2) X = G (Z), Y = H (Z), 

si l 'on admet qu'fl ne s'agit pas d'une int~grale off Z =  const. G e t  H sont deux fonc- 

tions arbitraires, qui d6terminent le lieu F des points A', et, en chacun de ces points, 

le pente Z de la tangente locale D'  assoei4e. On sait 4galement que 

d Z =  - ~ d X - ~ l d  Y =  - [~G' (g )+~t  H' (Z)]d2,  

donc, dZ  n'~tant pas nul, 

(3) ~ G' (~z) + ~ H '  (Z) + 1 = O. 

Avec cette restriction, l'int~grale g6n4rale 5(x,y) de (1) s'obtient en $1iminant ~ et 

entre les trois 4quations (2), (3), compte tenu des expressions de X, Y, Z que four- 

nissent (34 ; II)  et (36 ; II) en fonction de x, y, z, p, q. 

Si Z e s t  une eonstante Z0, on peut prendre, par exemple, Y = G (X), qui d6finit F. 

d Z = 0 donne alors 
p+qG' (X)=O,  

et on obtient z (x, y) en 41iminant p e t  q entre les trois 6quations 

[y+2 ~(1,z) ~/x 2 ~(1,z) ~, 

( (q~'~ +p ~ - r )  (z + Zo) + 2 q ~ - r z Z o  + 2pce=O,  

form4es en utilisant (21; II)  (22; II). On peut d'ailleurs observer que la deuxihme de 

ces ~quations permet d'$erire la premiere 

1 Of. GOUI~AT, *Lefons sur l'int~a~ion des dquations aux ddrivdes partielle~ du second ordre,, 
t. I, p. 62-71. 
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y -2q  9(l,_z) G'(X~-G(X)=O, 
q~ (q, - p) . 

y + G' (X) (X - x) - G (X) = O. 
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I1 suffit donc d'61iminer X entre (5) et ce que devient la troisi~me 6quation (4), homo- 

g~ne en p, q, lorsqu'on substitue ~ p et q les quantit6s proportionnelles G' (X), - 1 .  

w l~.  La solution anMytique du m6me probl~me conduit ~ d'int6ressants r6sul- 

tats. Soit 

(6) X = X ( ~ ) ,  Y= Y( ~ )  

le lieu 1" du point focM A'. ~ peut 6tre choisi pour l 'un des param~tres de la con- 

gruence, et la condition que (1; II) passe par (6) d6finit le coefficient c e n  fonction 

de a (~, {~) et b (~, fl) par 

(7) c = -- �89 (p (X  (o0, Y (~)) - a (~, 8)  X (~) - b (o:, fl) Y (~). 

E n  posant  

(8) U OI(X' Y) x '  (o0 4 
OX 

O f (X,a Y Y) Y' (~) = { d 9  (X (m),d o~ Y (~ + a X' (~ + b Y' (~x), 

les d6terminants A, B du paragraphe 6 ont les expressions 

lob x a a - r a b  I ab 
(9) A =  ~ - . U -  as aSab =U ~ + v x '  

a b a a y _~ 

(9') - U - X a a -  yab aa I aaa[j as - u - + o r ;  
aa ab " aa rap 

et l'6quation qui exprime que la droite iocale passe en A' s'6erit 

8b )a/ (X,  Y, 1) 
U-~fl + C X O X 

a/(X, Y, t_Cal(X, Y, (-U~+CY) ~Y ') at t) O, t= 1. 

Le coefficient de C est 

a/ a/ al_2/(x ,Y,l)=O, 
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et il res~ 
(Ob O/ Oa 0 , )  (1o) @ ~x ~r ~ U = 0 .  

Si U ~tait identiquement nul, la d~rivation de U = 0 par rapport ~ fl donnerait 

Oa _, Ob ~x. (~) +U~ Y'(oO=o; 

A' n'~tant 

l'on air 

qu'exeeptionnellement singulier sur F, il existerait un faeteur 0 tel que 

Ob Oa 
t,~ = o x "  (o0, p~--z = - o r '  (~), 

et grace auquel le facteur de U dans (10) devient 

o/ o/ ] o ~-~X'(a)+~-~Y'(a) =OU=O. 

II suffit done de remplaeer (10) par la seule condition 

Oa OI Ob ~ 1 0 a [ ~ O c p ( X , Y )  ] Ob[~Ocp(X,Y)+ ] =  
(11) O fl o r a fl O X -- O fl o r  + b - -~fl a r a O. 

09 09 
e-~ et Ur ne dfipendant pas de fl, cette Squation exprime que la pente 

OX 2 0 X  +a 
Of 1 0 ~  + b 
OY 2 0 Y  

de la tangente locale D' en A' ne d6pend pas de /~, done que toufcs les eoniques (C) 

qui passent en A' sont tangentes en ee point; e'est ee que nous avons d6jA d6montni 
1 

,~u paragraphe 13. En d~signant par 
r (~) 

- - -  la pente de D', on a 

(12) Ob Oa @=r(~)@ 
d'oh r~sulte 

(13) b = r (~) a + s (~) ; 

observons que l'on a 6galement 

1 0~o a)  
2 0_~+ b=r(~t ) (~  O~ b-~+ , 
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done 

(14) ~(~) =5 

Grace ~ la d4rivation de (7), on a 

~e ~a ~b (!5) ~ g~ x -  ~ Y, 

et cette relation, jointe ~ (11), entralne l'~galit6 des 3 rapports 

of of ~l 
(16) 8X ~Y ~t ~.. 

~a ~b 8c 

Pour dcrire l'~quation diff6rentielle (6; II) des locales, formons d'abord les expressions 

de L, M,N.  Grace ~ (9) et (9'), il vient 

, ( ~b aa ) ~,(b t, - a t ,  0 } Y, 1) L=I~(~,B,c)=/~_u~+cx,-u~+cr,  c. =u obt ~ c ~  ' 

, , ( 8b 8a ) 8](b'~,8(_at)-a'~,O) ~_CO](X,Y,I)sy M = / B ( A , B , C ) = / .  U~-~ f l+CX, -U-~+CY,  C =U , 

' A , (  ~b Oa ) ~l(b'~,st-a'~,O) t_C~](X,Y,i)st N = / c (  , B, C ) = I c U -~-flfl + C X, - U ~fl + C Y, C = U , 

ou, compte tenu de (12) et (13) pour l'expression de N, 

[ L U O~0(b;, •at)  , 
2 ~b'~ +Clx(X, Y, 1), 

(17) / M  = U  8~v(b~,-a~) , 
2 ~(-a~) ~-CIy(X, Y, 1), 

t t N-~ - sU al~ +Oft (X, Y, 1). 

Grace s (16), il vient alors 

~b _~a U [Ocp(b;,-a~) ~0(b~',--_a;) ~ ] O ( _ a ; )  ' ' 
LU~-~U~=~[ b~ ~ =U~(b~, -a~); 

grace ~ (15) et L X + M Y + N = O ,  on a de m6me 

oh( 
a~l = U ~(b~, -a~) X, 

~a a, ( a b  ~ )  , , ! V ~ - L ~ = Y  L - ~ - M  =U~(b[j.-a[~)f. 
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En posant 
, = L  ob M oa, 

et en d4rivant (7) par rapport k ~, des calculs semblables donnent 

M O C - N O b = - M (  O~ ~ §  Y ~ / -  ~Ob] NOb -~=~,X-UM, 

.NOa_.L OC NOa ( Oa Oh) 0~ ~ =  ~+L u + x ~ + r ~  =,Y+UL. 

L'4quation diff~rentielle des locales devient ainsi 

l[Uq~X dfl+(rX-UM)du, Uq~ Ydfl+(,Y +UL)d~, Uq~dfl+~,du]=O, 
I I 

oh ~ d4signe ~ (b~, - a~). 

Comme il se doit, le coefficient de dfl ~ est nu], puisque l'une des vari~t~s focales 

est d~ = 0, qui exprime que A' est fixe. Le coefficient de d~ d~ est 

U q~[O,X-U M) fx(X , Y, 1) + O,Y + U L) fy(X , Y, 1) +~,/~ (X, Y, 1)]= 

@ a) U a ~2. [L Ob M-'~ =~ =P~(LIY-M/I)=~U'~\ ~- 
Celui de d~ ~ est 

/ O, X -  U M, ~,Y + U L, ~)= ~,U (L /'~- M /~) + [12/(- M, L, O)=I~, U~q~+ �89 U~ v~(M, - L ) ;  

grs s (16) et (17), 

ou, ~, l'aide de l ' identi~ 

2 Ob'p ~( ,), +Zc'~, 

q~(M, - L)=(In-m z) USq~+ tzC2q~. 

Si U2~ ~tait identiquement nul, l'4quation diff~rentielle des vari~t~ focales s'4va- 

nouirait, et ]a congruence des coniques serait singuli~re. Ce cas 4rant naturellement 

4cart~, nous pouvons diviser cette ~iquation par V ~ ,  et l'4quation de la vari~t~ 

focale associ~e ~ A est 

(18) 2~U q~d~+[(ln-m~)Us + ~2Ca + 2t~,]d~x=O. 
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Lorsqu'on se donne le lieu F de A', et la tangente locale D' associ~e & chaque point 

A',  X, Y, r sent  des fonctions connues de a, ainsi que s d'apr~s (14). I1 vient  alors 

~ =  ~ ( b ~ , -  a~) = ~0 (r, - 1) a# '~, 

v = 1~ x '  (~) + l~ r '  (~) = lk- ( x '  + r Y') ,  
! ! 

C = (r a~ - b'~) a~ = - (a r' + s') a~, 

off r '=r ' (~ ) ,  s'=s'(o:). I1 reste s pr~ciser la valeur  de v; ( 1 6 ) e t  ( 1 7 ) p e r m e t t e n t  

d'~crire 

v = L b ~ - M a a = 2 C ( a ~ b ~ - b ~ a ~ ) + ~  - ~ - a a o  ( ) 

= U [l b" b'~ - m (a'a b'~ + b" a'~) + n a'~ a'~] - ,~ C 2 = 
t t I i 

U a~ [l r b~ - m (r a~ + b~) + n a'~] - ~ C ~. 

i t ~p Le remplacement  de b~ par  r a~+r  a +  donne encore 

v = Ua'~ [q) (r, - 1) a~ § ( /r  - m) (r'a + s')] - ~C ~. 

Le coefficient de d~  dans (18) devient  

(l n -- m ~) U ~ -t- 2 ~ U a~ [~0 (r, - 1) a" + (l r - m) (r' a + s')] - ~t ~ C 2 = 

=1~ ( ( l n - m  ~) (X'  + r  Y')~ + 2 [~(r ,  - 1) a~' + ( l r - m )  (r' a+s ' )]  (X'  + r  Y ' ) - ( r '  a+s')~}.  

Apr~s division par  1~, qui n 'es t  pas nul  si la congruence n 'es t  pas singuli~re, (18) 

s'~crit enfin 

(19) 2 ~ ( r ,  - 1 ) ( Z ' + r  Y ' ) a ' ~ d f l + { ( l n - m  ~) ( Z ' + r  Y ' ) 2 §  - 1)a~' + 

+ ( / r -  m) ( r ' a+s ' ) ] •  + r Y ' ) -  ( r ' a+s ' )2 }d~=O.  

C'est la forme g4n4rale, oh l 'on n ' a  pas pr~cis~ le ehoix du  param~tre  ft. a~ n 'es t  

pas ident iquement  nul, sans quoi a'~= b'~= c'~= O, et  il n ' y  aurai t  pas de congruence. 

On peut  done faire f l=a .  (19) prend alors la forme simple 

(20) 2q~(r, - 1 ) ( X ,  +r  Y ' ) ~ + ( l n - m ~ ) ( X ' + r Y ' ) ~ + 2 ( I r - m ) ( X '  + r Y ' ) ( r ' ~ + s ' )  - 

- ( r ' / / + s ' ) ~  = 0 ,  

L' inconnue est la fonetion ~ (~), e t  l 'on vol t  que sa ddermina~ion relive d,une dquation 

de Riccati. ~'est  le  fai t  remarquable  que met  en ~videnee cet te  m~thode, e t  deux  

consequences int~ressantes v e n t  en d~couler. 
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L 
w 15. Tout  d'abord, la pente de la d ro i~  focale A A' est - ~ :  en faisant tou- 

jours a = fl, b~= r, il vient 

P P r M C~r+~x(X + r Y ' ) ( m r - n )  C r + ( X ' + r Y ' ) ( m r - n )  
L C / ' x + ] ' z ( X ' + r Y ' ) ( l r - m )  C + ( X ' + r Y ' ) ( l r ' m )  

tandis que C = - ( r ' f l + s ' ) .  Cette pente est done une fonetion homographique de fl, 

et la propri~t~ caract~ristique de l'~quation de Riccati nous fournit le 

Thfior~me L Si Aj, A2, A3, A 4 sont 4 points ]ocaux associds h u n  m~me point 

/ocal A', le birapport des 4 droites /ocales A" AI (i= 1, 2, 3, 4) est constant lorsque A' 

ddcrit F en mdme temps que les A~ ddcrivent leurs [ocales. 

Rappelons que chacune des 4 eoniques (C~) du faisceau de point double A' est 

osculatrice h son enveloppe en A~, dans ce ddplacement. Bien entendu, nous n'avons 

consid~r~ t = 0 comme ~tant la droite ~ l'infini que pour simplifier le langage, et les 

propri~t~s obtenus ne d~pendent pas de cette hypoth&se. 

D'autre part, dans tout  syst~me de coordonn~es trilin~aires (x, y, t) avec t = 1, la 

courbure d'une eourbe en un point est le produit d 'une fonetion d~termin6e de 
f 

x, y, Yz et de Y'x:. Pour une conique (C), en A', 

tS 1 

et y"  est donn~ par 

~a s'~crit 

~0 

done 

pP t t  t lx.+21xry + 1~,'. Y'~+I~Y'" =0.  

(1, 1 ) + r / ' x y "  =--~qz(r, --1)+ ' " -- r / x y  =0, 

1 1 
- - - - 7 " - - "  

y"  est le seul terme de l'expression de la courbure qui eontienne fl, alors que les 

autres termes sont les m~mes pour toutes les coniques du faisceau en A'. Ainsi, cette 

courbure est une fonction homographique de fl, et l 'on a l e  

Th6or~me II. Les courbures en A' de 4 coniques (C~) du [aisceau de point double 

A '  ont un birapport constant quand celles.ci varient avec A' de mani~re h rester oscula. 

trices h leurs envelolrpes resloec$ives. 

w i6 .  Ddterminons enfin les congruences de coniques (C) dont les deux points 

focaux ddcrivent chacun une courbe. Soft I ~ ie lieu du premier point focal A, et  
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Ao, A 1 deux  posi t ions  par t icul i6res  de ce point .  Nous  savons  que tou te s  los coniques 

de ]a congruence qui  passen t  en A o fo rmen t  un  faisceau t a n g e n t  en A 0 ~ un  dro i te  Do; 

soi t  de m6me D 1 la d ro i te  associ4e ~ A 1. A chaque  po in t  focal  A ' ,  don t  le l ieu es t  

4galement  une  courbe F ' ,  est  associ~e une  dro i te  D' ~ laquelle  sont  t angen tes  rou tes  

les coniques de la congruence qui  passen t  p a r  A ' ;  l ' une  d 'e l les  a p p a r t i e n t  au faisceau 

de  po in t  double  Ao, l ' a u t r e  au  faisceau de po in t  double  Aj .  I1 en r4sulte que F '  est  

le lieu des po in t s  de con tac t  des coniques de ces deux  fa isceaux qui  sont  t angen tes  

en t re  elles. 

Lorsque  les deux  po in t s  fixes o~, ~o' des  coniques (C) sont  d is t inc ts ,  une  t rans-  

fo rma t ion  p ro jec t ive  pou t  les p lacer  aux  po in ts  cycliques.  On est ainsi  ramen4 ~ deux  

fa iseeaux de  cercles t angen t s .  Une  invers ion  p a r  r a p p o r t  au  sommet  A t de  Fun  de 

cos fa isceaux t r ans fo rme  ce faisceau en dro i tes  paral l~les ;  on vo l t  alors t o u t  de sui te  

que los po in ts  de con tac t  avec los cercles de l ' a u t r e  faisceau d4cr ivent  deux  dro i tes  

rec tangula i res  se eoupan t  a u  sommet  A 0 de ce faisceau de vra is  cercles. Abs t r ac t i on  

fa i te  de l ' invers ion,  on en d4dui t  que le l ieu ob tenu  avec deux  fa isceaux de  cercles 

t angen t s  se compose de deux  cercles o r thogonaux  pas san t  p a r  les deux  sommets  

Ao, A 1. Enfin ,  avec deux  fa isceaux de coniques (C), le l ieu se compose de  deux  

eoniques (C) pas san t  p a r  A 0 e t  A1; on vo i t  en ou t re  que les t angen tes  ~ ces deux  

coniques,  en chacun  de ces sommets ,  son t  conjug4es p a r  r a p p o r t  aux  dro i tes  qui  joi- 

gnen t  ce s o m m e t  ~ eo e t  o)'. 

L e  cas off eo e t  m' sont  confondus s ' en  d4du i t  p a r  un  passage s la l imite .  Des 

deux  t angen tes  en A0, l ' une  dev ien t  Aom , e t  la  eonique cor respondante ,  4 ran t  4gale- 

m e n t  t a n g e n t e  en ~ i~ t = 0 ,  se d4compose  en los deux  dro i tes  eoA 0, coAl.  C'est  la 

conique ob tenue  p a r  la  l imi te  de l ' a u t r e  conique qui  es t  le l ieu convenable .  * 

Ceci 4tabl i ,  d4signons p a r  F l ' une  des  deux  coniques,  ou la  seule vra ie  conique,  

qui  eons t i tue  le l ieu de A ' ;  elle passe  p a r  A 0 et  A1, quels que soient  cos deux  poin ts ,  

donc c 'es t  aussi  le l ieu d u  p o i n t  focal  A .  Nous  avons  ainsi  d4montr4  que, en ou t re  

des  congruences singuli~res, ~ congruenc~ de. coniques (C) dont l~s deux points focaux 

* L'6tude analytique de la condition de tangence 6tablit, entre les param6tres des doux coniques 
dans louts faisceaux respectifs, une relation biquadratique qui se d6compose en deux relations homo- 
graphiques. Cette d6composition s'explique par la solution obtenue avec les droitcs, paraU61es ~ une 
direction donn6e, tangentes ~ un faisceau de cercles tangents; le lieu 6tant form6 par deux droites 
L, L', la consid6ration d'une de ces droites, soit L, 6tablit une correspondance homographique entre 
le cercle C du faisceau qui passe par un point de L, et la droite de l 'autre faisceau, qui passe par le 
m6me point, et y est alors tangente & C. D'autre part, ehacune dos deux relations homographiques 
fournit un lieu du point do contact qui est du 4 ~ degr6, mais ne peut 6tre rien d'autre qu'une conique 
double. Quand o)' vient en e0, l'une de cos eoniques doubles devient le faisceau double form6 par les 
droites oJAo, oJA 1 prises deux lois, et l 'autre est une vraie conique double passant par .40 et A,. 
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ddcrivent deux courbes soar ceUe~ dg~t le~ deux points /ocuux ddcriver~t une mgme conique 

F de cette ]amille. 

Une telle congruence est une simple infinit~ de faisceaux de coniques (C) tan- 

gentes, dont le point de contact A d6crit F, mais dont il reste ~ pr~ciser la 10i de 

variation de la tangente de contact D associ6e ~ A. En supposant que co et to' 

soient distincts, revenons aux congruences de cercles. I ~ est un cercle, et les droites 

D sont les tangentes aux diff6rents cercles (C) du faisceau, d6fini par un 616ment de 

contact particulier A1D1, au point A, autre que A1, commun ~ (C)et  F. On observe 

tout de suite que ces droites D coupent F sous le mgme angle que D 1 et enveloppent 

le cercle tangent s D j e t  concentrique K r .  La r~ciproque est immediate. En revenant 

au cas g6n6ral, et en passant ~ la limite pour le cas oh to '=  to, nous pouvons ainsi 

6noncer le 

Th6or~me. Les congruences non singuli~res de conique (C), dont les deux points 

/ocaux ddcrivent deux courbes, sont les congruences formdes par une simple in/initd de 

/aisceaux tangents, dour le point de conJa~ A ddcrit une conique F de la /amille des (C), 

tandis que la tangente de contact A D enveloppe une conique bitangente d F en co, co'; 

cette bitan~lence devient un contact du troisi~me ordre en m si to---to'. 


