
PROBLEMES AUX LIMITES SUR DES ESPACES FIBRILS 
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1. Syst~mes diff~rentiels sur une vari~t~ diff~rentiable 

On d6signe par  X une vari6t6 ind6finiment diff~rentiable r6elle, de dimension 

r6elle n, d~nombrable ~ l'infini, orient6e (1); C z d6signe l 'espace ~ Z dimensions com- 

plexes, C =  corps des complexes. On d6signe alors par  E un espace fibr6 ind6finiment 

diff6rentiable, de base X, s fibre vectorielle complexe de dimension complexe Z; donc 

E est r6union de fibres Ex, Ex isomorphe s C z, x E X .  

On a alors la notion de section ind6finiment diff6rentiable de E (au-dessus 

de X) : c'est une application x-+s (x), ind6finiment diff6rentiable de X dans E, telle 

que s (x)EE~ pour tout  x EX .  L'ensemble de ces sections est muni d 'une structure 

d'espace vectoriel sur C. On dgsigne par 

d6finiment diff6rentiables de E s support 

topologie classique (2~. Cet espace gdn~ralise 

On introduit ensuite l'espace ]ibrd dual 

dont la fibre E'x est (E~)* (dual de Ex), 

diff6rentiable habituelle. 

Soit maintenant  Tx l 'espace vectoriel, 

tangents complexes s X en x (un vecteur 

u et v vecteurs tangents r6els); la somme 

classique, e t e s t  appel6e l 'espace fibr6 T 

fibr6 dual. 

(E) (resp. E (E)) l 'espace des sections in- 

compact (resp. quelconque), muni de la 

l 'espace ~ (resp. E) habituel. 

E* de E; c'est l 'espace fibr6 de base X, 

muni de la structure fibr~e ind6finiment 

de dimension complexe n, des vecteurs 

tangent  complexe est une somme u + i v ,  

des Tx est munie d 'une structure fibr6e 

des vecteurs tangents. Soit T* l 'espace 

On sait aussi qu's deux espaces fibrds, s fibres vectorielles complexes, E et F,  

de m6me base X, on peut associer un produit tensoriel fibr6, E |  de m6me base, 

de fibr6 Ex|  au dessus de x EX;  on peut  aussi consid6rer les puissances ext6rieures 

{1) Cf. DE I~HAlYI-KoDA[RA [1], STEENROD [1], CARTAN [1]. 
(2) Cf. SCHWARTZ [1]. 
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fibr~es A p E, de fibres A" E~ au dessus de x, et A E, de fibre A E~, somme directe 

des ArEx,  O<_p<n. 

Posons alors : 

= E* | n T*. 

On a :  

E =  (E*| n T*)*QA n T* ~_E| n T |  n T* ~_E 

car A n T~QA n T~ est canoniquement isomorphe s C. 

I1 y a un accouplement naturel entre les 61gments de ~ (E) et ~ (E) (et entre les 

~l~ments de E (E) et de ~) ($)). En effet, si ~ E O  (E) et v/E ~ ($) (par exemple), pour 

tout  x E X on d6finit un produit contract~ : (~ (x), ~ (x)), ~l~ment de A n T*; la sec- 

tion : x-->(~ (x), ~ (x)~ de A n T* est indgfiniment diff~rentiable s support compact, et 

comme une section de A n T* n'est pas autre chose qu'une forme diffdrentielle de degr~ 

n sur X, on peut  l'intdgrer sur X et poser :  

= f (x), (x)>, 
x 

ce qui d~finit l 'accouplement. 

On consid~re alors l'espace /) '  (E) des sections distributions de E, d~fini comme 

espace dual de D ($), muni de la topologie forte de dual de D(B);  ~ ( E )  et E (E) 

sont contenus dans D'  (E) et sont denses dans cet espace. De m~me, ~ '  (B)=espace 

des sections distributions de B, est dSfini comme espace dual de ~ (E). 

On donne maintenant un espace de Hilbert V, avec :  

(1.1) ~ (E) c V c l)'  (E), 

l'espace ~ (E) n'~tant pas forc~ment dense dans V, les injections de O (E) dans V 

et de V dans ~ '  (E) dtant continues. 

On suppose en outre donnd un semi-isomorphisme (topologique)V-->~ de O (E)  

sur O (E); on suppose donc que pour tout  2 E C on a : ( ~ ) =  ~ ~; on suppose ~gale- 

ment que cet isomorphisme se prolonge en un isomorphisme T-->T de O' (E) sur 

~ '  (/~). On d~signe alors par ~" l'espace de Hilbert form~ des images ~ de v E V, 

lorsque v parcourt V, par l 'application T-->T, muni de la topologie transport~e par 

cette application. On a donc : O  (/~)c ~zcO,  ($). On suppose donn~ dgalement un 

espace vectoriel topologique Q, avec :  

(1.2) ~0 (~) ~ I 7 ~ Q ~ ~ '  (~), 

chacune des injections ~tant continue, et ~ (E) dtant dense dans Q. On peut alors 

identifier l'espace dual Q' de Q ~ un sous-espace vectoriel de O' (E) : 
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(1.3) ~0 (E) c Q' ~ ~0' (E), 

oh t ) (E )  est faiblement dense dans Q'. 

On donne maintenant sur V une forme sesqui-lin6aire : 

(1.4) u, v--~((u, v)), 

continue sur V• V; soit encore:  

(1.5) ((u, v)) = ((u, v)) 1 + i ((u, v))~ 

sa ddcomposition en pattie hermitienne et anti-hermitienne. 

Consid~rons alors, pour u E V e t  ~E (E) (~E~0 (~')), la forme : 

q~-~((u, ~)); 

c'est une forme semi-lindaire continue sur ~ (E), done : 

(1.6) ((u, ~)) = (A u, ~),  

off AuE~) ' (E ) ,  ce qui ddfinit A, ~ldment de l'espace E(V; ~)'(E)). 

On d6signe alors par ~ l'espace (peut ~tre r6duit ~ (0} )des  u E V tels que 

A u E Q', muni de la topologie la moins fine telle que les applications u--->u et u ->A u 

soient continues de ~/ dans V e t  Q" respectivement. On d~signe maintenant par N 

le sous-espace vectoriel ferm~ de ~/ form4 des u tels que 

(1.7) <Au, $ )= ( (u ,  v)) pour tout  v E V  (1). 

On dira, comme dans la d6finition de Lions [1], p. 25, que ((u, v)) est elliptique 

s'il existe a > 0  tel que :  

(1.8) ((u. v))~ ~> a II u H~ pour tout  u E v. 

On d6montre alors exactement comme au th~or~me 2.1, p. 26, le 

TE~OR~ME 1.1. Si  la /orme ((u, v)) est elliptique, l'opdrateur A dd/ini par (1.6), 

est un isomorphisme de N sur Q'. 

EXEMPLE. 

On prend : X ~ ,  ouvert de R n, et l 'on prend ensuite un espace fibr~ t r iv ia l :  

E ~ X •  x. Alors E* est identifi~ ~ E, et ~ (E) n'est autre que ( ~ ) ~ ,  produit topo- 

logique de Z espaces ~gaux ~ ~ .  De m~me : 9 '  (E )~  (~)~)x. On retrouve alors le 

N ~ 13, Chap. I, w 1, de Lions [1]. 

(1) Le crochet d~signe la dualit6 entre Q' et Q. 



158 J .  L.  L IONS e t  L.  SCHWARTZ 

2. Appl icat ion  : Probl~mes  au x  l imi te s  sur u n  espace de R i e m a n n  (1) 

On d~signe par  X un  espace de Riemann  d6nombrable s l'infini, de dimension 

n, orient6. On consid~re l 'espace fibr6 E = A T * ;  alors ~ (E) est ] 'espaee des formes 

diff6rentielles sur X ~ coefficients ind6finiment diff6rentiables s support  compac t ;  le 

produi t  int6rieur permet  d ' identifier A v T |  n T* s A ~ v T*, donc E ~ E ((EV) ~ 

En-v); D' (E) est l 'espace des courants  sur X (cf. de Rham-Koda i r a  [1]). Si ~ est 

dans ~ (X), on prend : 

forme adjointe de q. Alors : 

;v ,  = f v . ,  v 
X 

d6finit sur D (X) une s t ructure  d 'espace pr6hilbertien; on ddsigne par  L z (X) l 'espace 

de Hilbert  compl6t6 de D (X) pour  cette s t ructure  (espace des courants  de carr6 som- 

mable). On consid~re alors l 'espace E ~  (X), espace des u E L  2 (X) tels que du EL ~ (X) 

et ~uEL~(X);  si u, vEE~2(X), on pose : 

(2.1) (u, v ) ~ =  (u, v)L~ + (du, dv)L~ + (~u, ~V)L,. 

L'espace ElL, (X) est alors un cspace de Hilbert.  On d~signe par  ~ (X) l 'adh~rence 

de O (X) dans ~ (X), et on consid~re V, sous-espace vectoriel ferm~ de E ~  (X), 

contenant  OL~ (X). Sur V on consid~re la forme sesqui-lin~are : 

(2.2) ((u, v))=(du,  dv)L.+(~u, ~v)L~+c(u, v)L~, c > 0 ,  

forme qui est dvidemment  elliptique. Cette forme d~finit l 'op5rateur  : 

(2.3) A = ~ d + d ~ + c .  

L'espace N e s t  alors l 'espace des u ~ V tels que A u E L 2 (X) et qui v6rifient : 

(2.4) (Au ,  v)L~=((u, v)) pour  tou t  vE V, 

et A est un isomorphisme de N sur L 2 (X). 

Si par  exemple V= ~ (X), ce thdor~me rdsout le probl~me de Neumann relative- 

ment h A. 

3, Probl~mes  mixtes  

On fair les m~mes hypotheses  qu ' au  N ~ 1, en supposant  en outre que Q est un  

espace de Banach.  

(1) Cf. aussi la conf6rence de M. DE RHA~ au 2 ~me Colloque sur les Equations aux d6riv~es par- 
tielles, Bruxelles, Mai 1954, et D. C. SPENCER [1]. 
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On donne KeO'+(t, s Q')) (cf. Lions [1], p. 95) et  on suppose que K a d m e t  

une t ransformde de Laplace  en t : / ~  (p); p-->I~(p) est  une fonct ion holomorphe  dans  

le demi-plan  ~ > ~g s valeurs  dans  E (74; Q'). 

L'op~ra teu r  A + / ~  (p) est  dans  • (~;  Q'). On fair les hypotheses  suivantes  : 

~ A + K ( p )  est  un i somorphisme de N sur Q', 
(H 1) 

d ' inverse  G (p) pour  t ou t  p a v e c  ~_>_ ~0 >- ~K. 

~I1 existe un  nombre  b tel  q u e :  II G (p) ]I: (Q.: N) <_ exp (b~ ) . po l  (]p[), (H 2) 
( ~ > ~0, pol (I P J) = po lynome en I PJ s coefficients positifs. 

Les ddmonst ra t ions  des Th~or~mes du N ~ 2, p. 99, 100 et  101 de Lions [1] sont 

valables  sans changement ;  d o n e :  

T H ~ O R R ~ E  3.1. Sous les hypotheses (H 1) et (H 2) l'opdrateur I | 2 4 7  est un 

isomorphisme de ~+ (t, N)  sur 7)+ (t, Q'). La  dis t r ibut ion de Green est  encore cal- 

culable pa r  t r ans fo rma t ion  de Laplace  en t. 

Ce th~or~me a d m e t  les m~mes appl icat ions que celles ddvelopp4es dans  Lions [1]. 

On peu t  appl iquer  ces rdsul tats  au cas du N ~ 2. Sont  ainsi r~solus de n o m b r e u x  

probl~mes mix tes  sur des espaces de Riemann .  
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