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Cohomologie L? sur les revétements
d’une variété complexe compacte

Frédéric Campana et Jean-Pierre Demailly

Introduction

La théorie de Hodge des variétés kihlériennes compactes peut étre en grande
partie étendue aux variétés kahlériennes complétes lorsque le cadre est celui de
la cohomologie L2 ; les propriétés énoncées dans ce cadre sont alors remarquable-
ment analogues (Andreotti-Vesentini [AV], Ohsawa [O], Gromov [G]). Par ailleurs,
les théorémes d’annulation de la géométrie kahlérienne ou projective reposant sur
la méthode de Kodaira-Bochner-Nakano admettent par nature des versions L?
(voir [AV] et [D]). On se propose ici de définir une cohomologie L? naturelle sur tout
revétement étale d'un espace analytique complexe X, & valeurs dans le relevement
de tout faisceau analytique cohérent F sur X. Cette cohomologie a toutes les pro-
priétés habituelles de la cohomologie des faisceaux sur X (suites exactes de coho-
mologie, suites spectrales, théoremes d’annulation, en particulier), et ces propriétés
sont obtenues en incorporant I'information issue des estimées L? dans les preuves
standards des résultats correspondants. La cohomologie L? devrait offrir un cadre
naturel pour étudier la géométrie des revétements, en fournissant un formalisme
fonctoriel jouissant des propriétés attendues. Lorsque 1'espace X de base est com-
pact et que le revétement est galoisien de groupe I', on peut définir la I'-dimension
des groupes de cohomologie L? associés & un faisceau cohérent sur la base. On
établit en particulier leur finitude et on étend le théoréme de I'indice L? de Atiyah
dans ce cadre. Enfin, si X est projective, on a des théorémes d’annulation L? qui
étendent, naturellement les théoremes d’annulation usuels (théoréme de Kodaira-
Serre, théoréme de Kawamata—Viehweg, ...).

Dans [E1], [E2] et [E3] P. Eyssidieux a indépendamment construit une telle
cohomologie, en utilisant des procédés voisins de ceux présentés ici. Signalons quun
théoréme d’annulation en cohomologie L? similaire 4 théoreme 4.1 est énoncé par
J. Kollar dans [K], corollaire 11.4. Les travaux de J. Jost et K. Zuo [JK], T. Napier
et M. Ramachandran [NR], ainsi que ceux de [C], font aussi intervenir des problé-
matiques fortement liées a celle du présent article.
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1. Norme L? sur les sections

1.0. Soit X une variété analytique complexe, F un faisceau analytique cohérent
sur X, et U un ouvert relativement compact de X. On dira que U est F-admissible
s’il existe un ouvert de Stein V contenant U et tel que U soit relativement com-
pact dans V, ainsi qu’un morphisme surjectif f: O}, —F|y de faisceaux de Oy-
modules sur V. Un tel morphisme sera appelé une O-présentation de F. Si le fibré
vectoriel trivial V xC" est muni d’une métrique hermitienne h, on définira. pour
s€H°(U,0y;) la norme ||s|| par ||s||?= f,; h(s,s) du, ol p est la forme volume d’une
métrique fixée sur X. On notera H&)(U, O7) Despace vectoriel (de Hilbert) des s
tels que ||s||<+o0, et

H,) (U, F):= f.Hy (U, 07) CHY(U, F).

On notera que cet espace est indépendant des choix (h, p, et méme f-—voir ci-
dessous) faits. On le munit de la norme L? quotient : pour o= f.(s)€ H( (U, F), on
pose

loll :=inf{||s|| | fo(s) =: fos =0, s€ H{(U,O)}.

1.1. Proposition. Si |o||=0, alors 0=0. Autrement dit, la semi-norme ainsi
définie sur H(Oz)(U, F) est une norme. De plus H?z)(U, F) équipé de cette norme est
un espace de Hilbert isométrique d Uorthogonal (Ker f,)* de Ker f.: H(, (U, O")—
H(Oz)(U, F) dans H&)(U, O7), et Ker f, est fermé dans Hf, (U,0").

Démonstration. 1l suffit de montrer que Ker f. est fermé dans H(O2)(U, on).
Or ceci résulte du fait que la topologie L? est plus forte que la topologie de la
convergence uniforme sur les compacts de U ([W]. section IIL.7), et du fait bien
connu que le noyau Ker f,: HO(U, O")— H°(U, F) est fermé pour la topologie de la
convergence uniforme sur les compacts (c’est le cas pour les sections & valeurs dans
un sous-faisceau quelconque, [H], théoréme 6.3.5 et chapitre 7). O

1.2. Définition. Deux espaces de Hilbert (F, h;), t=1,2, sur le méme espace
sous-jacent F sont dits équivalents si les normes h; et ho définissent la méme topolo-
gie (ou encore: s'il existe 0< A< B tels que Ah,<hy<Bh;).

1.3. Corollaire. A équivalence preés, l’espace de Hilbert (H?Q)(U, Fr- ) est
indépendant des choix (h;p; f) faits.

Démonstration. Seule 'indépendance vis a vis de f mérite d’étre vérifiée : soient
[i: Oy = Fly —0, i=1,2, deux 0-présentations de F|y sur un V commun. Puisque
V est Stein, il existe : O > O}, avec i#j, tel que fjop=f;. O

Cette application fournit la continuité de l’application identique de H (02)(U, F)
muni de la norme déduite de f; dans lui-méme muni de la norme déduite de f;.
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1.4. Soit U’ CU ; Papplication naturelle de restriction H(OZ)(U, F )—)H(()2)(U "NF)
est continue, et compacte si U’ €U. L’affirmation est en effet claire dans le cas de
faisceaux localement libres, et le cas général s’en déduit.

1.5. Soit u: F—G un morphisme de faisceaux, et U/ un ouvert qui soit a la fois
F-admissible et G-admissible relativement & un méme ouvert de Stein V. On a alors
un morphisme induit u(g):H(Oz)(U, }')—>H?2)(U.g) continu. En effet, soit f: O}, —
Flv une 0-présentation de Fly et g: O} —G|y une O-présentation de G|y choisie
en sorte que goi=uo f, ol i: Of, —>(9{,+s est I'injection des r-premiéres composantes.
Alors le noyau du morphisme f*:HFZ)(U, O7,)~-H%(U, F) s'envoie par i dans le
noyau de g,: H?Z)(U, Oyr*)—= HO(U,G), et on en déduit le morphisme vz voulu par
passage au quotient. De plus u(o) est injectif si u est injectif, et ;) est surjectif si
u est surjectif.

1.6. Le foncteur F '—>H(02)(U, F) n'est en général pas exact. Pour le voir, on
peut considérer par exemple le morphisme injectif u: Ogz—Oc2, s+ 25. Alors le
morphisme induit

w2y Hiyy (U, 0) — Hiyy (U, O)

n’est pas d’image fermée sur la boule unité U=B(0,1)CC? (on peut vérifier que la
section (1—21)~%/2 n’est pas dans L2(U), tandis que z2(1—z,)~%/? est dans L2(U),
et par suite zo(1—21)"3/? est seulement dans 'adhérence de I'image). Ceci montre
qu’on ne peut pas avoir une suite exacte

HY (U, 0c2) =3 HY) (U, Ocz) — Hy) (U, Ocx 0y)-

1.7. Le défaut d’exactitude du foncteur sections L? pourra étre pallié par

I'observation suivante : soit
F5LG-5H

une suite exacte de faisceaux admettant des 0-présentations sur un ouvert de Stein
V, et soient U'€@U &V des ouverts de Stein. Il existe une constante C >0 telle que
pour tout élément g dans le noyau de v(z): Hfy) (U, G)— Hy) (U, H), on puisse trouver
un élément f€ HYy (U, F) tel que ugg)(f)=glu- et || fllzz@w <CllgllLz(w)- En effet,
la topologie de H 82)(U, G) est plus forte que la topologie de la convergence uniforme
sur les compacts de U (induite par passage au quotient & partir d’une présentation
ON G et de la topologie d’espace de Fréchet sur H°(U, O")). On conclut & partir
de la suite exacte d’espaces de Fréchet

H(U, F) — H°(U,G) — H°(U, H)

et du fait que le morphisme de restriction H°(U, F)— H ?2)(U !, F) est continu.
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1.8. Remarque. Les notions d’espaces de sections L? peuvent également étre
définies de maniére analogue pour un espace analytique X arbitraire (réduit ou
non), en plongeant localement Vouvert de Stein VCX dans un espace ambiant
lisse CV, et en considérant l’extension triviale G du faisceau F|v & CN (telle que
G|cnv\v=0). Les normes L? pour un ouvert U €V sont alors calculées en travaillant
sur un ouvert de Stein U'@CV tel que U'NnV=U.

2. Image directe L2

2.0. Conventions. Soit X un espace analytique complexe et p: X — X un revé-
tement étale de X. Soit F un faisceau analytique cohérent sur X et F:=p*F son
relevement & X. Si U€V sont des ouverts de X avec V Stein et f: Oy —=Fy une
O-résolution de F sur V, on notera U=:p~2(U); V:=p~'(V); et f: O%—)]T}, les
reléevements correspondants 3 X.

On dira que V est p-simple si chaque composante connexe de V est appliquée
par p sur une composante connexe de V, bijectivement. On supposera cette condition
satisfaite.

Soit h une métrique hermitienne sur le fibré trivial V x C" associé a O, et h
son relevement & V x C", associé & (9:7.

Ceci permet de définir la notion de norme L? pour € H 0((7 F ), grace a la
définition de 1.0, et aussi H(Om(fj' ,F) qui. muni de cette norme, est un espace de
Hilbert. De plus, les arguments de la section 1 montrent que l’espace de Hilbert
(H?Q)((} ,F), - 1) est indépendant des choix (V. f.h, ) faits, & équivalence pres.

2.1. Définition. Soit W un ouvert de X, et W=:p~1(W). Soit s HY(W, F).
On dit que 3 est localement L? sur X si, pour chaque z€ W, il existe des voisinages
ouverts UEV de x dans X, avec V Stein et p-simple, tels que la restriction de 5 a
U soit dans Hpy (U, F).

2.2. L’ensemble, noté H&)_IOC(W, F) des 5 de HO(W,F) qui sont localement
L? sur X forme clairement un espace vectoriel complexe. On a;ge Rlus, des applica-
tions naturelles de restriction resy w: H&).IOC(W.]-' )—+H?2)(W',.7: ) pour WOW’,
ouverts de X, et donc un préfaisceau & valeurs dans la catégorie des espaces vecto-
riels complexes

W — Hiy) 1o (W, F).

Il est immédiat de vérifier que ce préfaisceau est un faisceau d’espaces vectoriels
complexes sur X.
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2.3. Définition. Le faisceau ainsi défini W—)H(r_,) loc(W F) sur X est noté
p*(g)}' il est appelé le faisceau image directe L? de F par p.

2.4. On munit maintenant naturellement (p,,(g)]-' } d’une structure de Ox-
module comme suit : si §€ H, (02) loc(W F) représente un germe de section de (p.(2)F)

en €W, et si o€ HY(W, Ow), alors (p*@-3) € H
donc un Ho(W, Ow )-module.

(2) loe( W.F). Ce dernier groupe est

2.5. Remarque. Le faisceau p*(2)(f ) n’est en général cohérent que si p est fini,
auquel~cas il se réduit & 'image directe p*f usuelle. Si p est infini et F+#0, alors
P.(2y(F) n’est jamais cohérent.

2.6. Proposition. Soit F—G—H une suite exacte de faiscemix cohérgnts
analytiques sur X ; alors la suite naturelle d’images directes LQ:p*(Q)f =P yG—
pu2)H est ezacte. (Autrement dit : le foncteur d’image directe L? par p est ezact.)

Démonstration. Soit V un ouvert p-simple sur lequel 7, G et H admettent
des O-présentations et U’'eU &V des ouverts de Stein connexes comme dans sec-
tion 1.7. Toutes les composantes connexes U J’ eU; eV, de U'. U . V sont alors en iso-
morphisme avec U'€U V. 1l existe par conséquent une constante C indépendante
de j telles que les sections g; du noyau de H 2y (Uj- g)~>H(2)(Uj,’;q) se relévent

en des sections f; de H0 y(Uj, F), avec ”f]HL2(U y<ClgjllLz(u,). Toute section
9= g; dans le noyau de H(z)(U G)—H 2)(U #) se releve donc en une section

~

f=@ fieH U, F) dans LX(U’). O

2.7. Corollaire. On a un isomorphisme naturel de faisceauzr de Ox -modules
P2y F = (Px(2)O% ) ®0x F.

Démonstration. C’est immédiat 4 partir des définitions lorsque F est locale-
ment libre. En général, on conclut & partir de I'exactitude du foncteur image directe
L2, par récurrence sur la longueur d'une résolution libre (locale) de F sur X. O

2.8. Exemple. Supposons que F admette une résolution finie localement libre
(si X est projective, c’est toujours le cas, par un résultat de J.-P. Serre) 0— L, —
Lo 1—..=Ly—F—0. Alors p*(z).?? admet une résolution finie de méme longueur
par des faisceaux localement de la forme (p,(2)O g)@r,

0 HP*(z)Zn — .. **39*(2)50 — ey F — 0.

Lorsque X est projective, les £, peuvent étre pris de la forme

L= Ox(a;). ;€
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et on a donc

Pe)L= @P*(z)og ®ox Ox (a;).
i=1

2.9. Proposition. Soit Y un sous-espace de X, F' un faisceau analytique
cohérent surY, et F=i.F' son extension par 0 sur X\Y (image directe par l'in-
]ectzon Y= X). Alors, sip': Y: =p_ 1(Y)—)Y est le revétement étale de Y induit
parp: X—X, on a p*(g)}' 7. (p *(2).7-‘) ot 7Y = X est Uinjection naturelle.

Démonstration. On observe d’abord que si V est un ouvert de Stein simple
dans X et si UEV est un voisinage dans X d’un point z€Y (resp. U'€YNU
un voisinage de z dans Y'), on a un morphisme de restriction continu H (2)(U F)—

(2)(U ", F"). En considérant les sections sur les revétements UetU' puis en passant
a la limite inductive sur U et U’, on en déduit qu'on a un morphisme de restriction
Pu(2) F =i A (2).7: Y continu. Il s’agit en fait d’un isomorphisme. En effet, prenons
des voisinages ouverts de Stein U, U; de z dans X (resp. U’ de z dans Y'), tels que
UelU;eV et YNU;€U’. On a un homomorphisme surjectif d’espaces de Fréchet
H°(U,, F)=»H°(YNU,,F'), qui est par suite un morphisme ouvert. Pour toute
section s’ de F’ sur U’, on peut alors trouver une section s de F sur U telle que
slyau, =$'lvnu, et ||slLee @y <Cl8'|| L ) pour un certain U] €Y'NU;. Au niveau
des normes L?, ceci implique ||s}|p2(yy<C||s'l|z2(7). On conclut en passant aux
sections sur les revétements U et U’. O

3. Cohomologie L?
3.0. Les conventions sont celles de conventions 2.0.

__ 3.1. Définition. Soit W un ouvert de X. On définit la cohomologie L? de
W & valeurs dans F comme étant celle du faiscean p,(2)F sur W. On note alors

(2)(W F }, >0, le g-ieme groupe de cohomologie ainsi défini.

3.2. Théoréeme. Soit 0—»F—G—->H—0 une suite eracte de faisceaur analy-
tiques cohérents sur X. On peut lui associer une suite exacte longue de cohomologie
L2, fonctorielle en F,

0— Hpy (X, F)— ... Hpyy (X, F) - HY (X, G) > HY (X, H) » HIF (X, F) -

Démonstration. Cette suite exacte résulte immédiatement de I’exactitude du
foncteur p.(yy et des propriétés usuelles de la cohomologie.
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3.3. Proposition. Soit un diagramme commutatif

vy 1o X

2R
y L x
ot les fleches verticales sont des revétements, f:Y —X un morphisme analytique

et p':Y Y le revétement image inverse de p par f. Soit F un faisceau analytique
cohérent sur Y. Alors pour tout ¢>0 on a la formule de commutation

D) (RUfF) = Rf, (Pi(z)]?)‘

Démonstration. Les deux faisceaux en question sont les faisceaux associés au
préfaisceau

U HU(fHU), Py F), U HYy (FHD), F),

et ces deux préfaisceaux coincident par définition de la cohomologie L2. [

3.4. Isomorphisme de Dolbeault. On suppose que X est une variété lisse,
que F est localement libre, et on note F le fibré vectoriel (supposé muni d’une
métrique hermitienne) associé sur X. Soit F™4 le faisceau des formes différentielles
v de type (r,q) & valeurs dans F et A coefficients leoc sur X , telles que Qv soient
aussi L. Soit p.F™9 le (pré)faisceau sur X défini par U —>H?2)JOC(U' ,FTa),
image directe L? de Frasur X , & savoir le faisceau des formes différentielles qui sont
L? localement au dessus de X, sur les ouverts de la forme U=p~}(U). L’opérateur
0 fournit un complexe de faisceaux sur X,

~ ~ 5 5 ~ ~ ~
0—)[)*(2).7:—)1)*(2).7:0‘0 — ... —-)p*(z)fo'q _)p*(2)]_-0‘q+1 — ... _)p*(2)]_-0.n —0.

Ce complexe est exact, en vertu du théoréme d’existence de Hérmander—Andreotti—
Vesentini pour les solutions L? de ’opérateur 3 : en effet, on va appliquer ce théore-
me sur des ouverts U qui revétent un ouvert de Stein I/ C X quelconque, en prenant
une métrique kdhlérienne w sur X et des poids de la forme p=pop, ou p est choisi
en sorte que 190+ Ricci,, +Courburer >w. Pour toute forme w telle que dw=0,
on voit alors que I’équation Jv=w admet une solution v telle que ||v||<|jw| en
norme L?.

On obtient ainsi une résolution fine de p*(g)]? (par des faisceaux de modules
sur le faisceau d’anneaux des fonctions C> sur X), de sorte que le complexe de
Dolbeault L? calcule bien la cohomologie L? définie en définition 3.1. Nous pouvons
énoncer le résultat suivant.
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3.5. Proposition. (Isomorphisme de Dolbeault) Soit X une vmz‘ét_ei analy-
tique compleze, F un Ox-module localement libre sur X, et (L?{;’_IOC(X FYO) e

compleze des (0, q)-formes sur X, a valeurs dans F et localement L2~sur X ainsi
que leur 9. Alors la cohomologie de ce complexe s’identifie a H("Q)(X ,F).

Comme dans la situation classique. I'isomorphisme de Dolbeault fournit un
moyen commode pour prouver des théorémes d’annulations.

3.6. Théoréme. Soit F un faisceau cohérent sur un espace complexe X.

(a) SiU est un ouvert de Stein, alors Hg2)(ff. .7-')=H"(U. p*(g)j:')=0 pour ¢>0.
(b) Soit WCU une paire de Runge d’ouverts de Stein, alors le morphisme
de restriction H?z)(ﬁ ,f')—)H(Oz)(W,]?) est d’image dense pour la topologie de la
convergence L? au dessus des compacts de W.

Démonstration. Rappelons qu’une paire d’ouverts de Stein W CU est dite de
Runge si Penveloppe holomorphe convexe de toute partie compacte de W relative-
ment & Valgtbre des fonctions holomorphes sur U est compacte dans W. On sait
alors que 'image du morphisme de restriction O(U)— O(W) est dense, et que pour
tout compact K de W il existe une fonction d’exhaustion strictement plurisoushar-
monique @ sur X telle que I'ensemble de niveau X, ={px <c} vérifie KCX.€W.
Le théoreme 3.5 se prouve en trois étapes.

E‘tape 1. Le compleze X est lisse et F est localement libre. Dans ce cas, il suffit
d’utiliser Visomorphisme de Dolbeault, section 3.4, et d'appliquer le théoréme de
Hormander—Andreotti—Vesentini ([H]. [AV]) avec des poids plurisousharmoniques
@ sur U a croissance arbitrairement grande lorsqu’on s’approche du bord de U,
de maniere & faire converger les normes L?. L’assertion sur les paires de Runge
se démontre comme les théorémes 4.3.2 et 5.2.10 de Hormander [H], en utilisant
des poids de la forme e V¥%, N>>0, pour assurer la convergence uniforme des
approximations au voisinage de K. Bien entendu, cette étape permet aussi de couvrir
le cas ot U est un ouvert de Stein dans un espace X quelconque, il suffit de plonger

V dans un espace de Stein ambiant lisse et de prolonger le faisceau F par 0 en
dehors de X.

Etape 2. L’ouvert U est contenu dans un ouvert de Stein simple V sur lequel
F admet une résolution libre. Soit

0—L,— L1 — L, — ... —Ly—F

une résolution libre de F. On raisonne par récurrence sur la longueur n de la
résolution. Si n=0, alors F est libre et on applique I'étape 1. En général, soit G
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le noyau de Lq-—F. Alors G admet une résolution libre de longueur n—1, et par
hypothése de récurrence on a H 32)(U ,G)=0 pour ¢>0. La suite exacte

0—G—Ly—F—0
fournit une suite exacte longue de cohomologie

0=H}

&) (U, Lo) — HY,

00, F)— HSWU,G)=0, ¢>0,

(2)

ce qui conclut la récurrence. Le fait que le morphisme H (02) (W, Lo)—H, (02) (W, F) soit

surjectif rameéne 'assertion sur les paires de Runge au cas d’un faisceau localement
libre.

Etape 3. Cas général. On utilise la classique « méthode des bosses » d’Andreotti-
Grauert. Pour cela, on choisit un recouvrement localement fini U=|J;cn U; assez
fin de U, par des ouverts U; ayant les propriétés suivantes :

» U; est un ouvert de Stein relativement compact dans U, et (U;,U) est une
paire de Runge ;
» V;=UoUU,U...UUj est un ouvert de Stein et (V;,U) est une paire de Runge.

On chaisit le recouvrement (U;) assez fin pour que chaque U; soit contenu dans
un ouvert de Stein simple sur lequel F admet une résolution libre. On démontre
maintenant par récurrence sur j que

(a;) H&)(Vj,.’f):o pour tout ¢>0; o L
(b;) si WCVj est une paire de Runge, la restriction H((’?)(l/j,f)—)H?Q)(W,f)

est d’image dense.

Pour j=0 on a Vy=Uj et (ap), (by) résultent de I'étape 2. Pour passer de I’étape j
a I'étape j+1, on utilise la suite exacte

o HE (Vs FYO HY N (U1, F) — Hiy (VinUy 1, F)

(2) (2)

o Hy Vi, F) — Hy, (Vi F)OHY, (U1, F) — Hipy (V;0Uj 10, F) — ...
qui résulte de ’application de la suite exacte de Mayer—Vietoris au faisceau (pz)*f .
Pour ¢>2, ’étape 2 et '’hypothése de récurrence entrainent

ng_)l(‘wfjﬂfjj+lyf) =H("2)(fjj+1,]~7) =0, resp. H(q2)(1~/j,.7-') =0,

d’ol H, 212) (‘7]-+1, F }=0. Si g=1, on utilise de plus le fait que le morphisme de restric-

tion H(02)(‘7j7 .7~7)—>H(02)(‘7j NU,41,F) est d’image dense pour voir que le morphisme
continu )
H&)(VJDUJ’?H’}-) - H(12)(Vj+1s-7'-)
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est nécessairement nul. Ceci implique alors H(Q)(Vjﬂ,]? )=0 et I'assertion (a;;1)
est démontrée.

L’assertion (b;41), quant & elle, s’obtient comme suit. Soit W CV;1; une paire
de Runge. Alors WnV;CV; et WNU;,,1CUj41 sont des paires de Runge pour
lesquelles on peut appliquer ’hypothése de récurrence (b;), resp. I'étape 2. Si s
est une section de H?z)(W,]? ), on peut approximer s en topologie L? au dessus

de tout compact de WﬂVj, resp. de WNUj,,, par des sections sjEH&)(~- .7?)
resp. tq1 EH? (UJ+1, ) La différence s;—t;,, définit un 1-cocycle de Cech sur

Vj+1 relativement au recouvrement (V;,U;41). Comme H(2)( j+1,.7-')=0, on a un
morphisme surjectif d’espaces de Fréchet

HY, (V;, FYOHY, (Uj1. F) — H (Vig1, F).

Or, si s; et t;,1 sont des approximations suffisamment bonnes de s, la différence
sj—t;y1 peut étre choisie arbitrairement petite dans la topologie de 'espace de
Fréchet but. D’aprés le théoréme de l'application ouverte, on peut trouver des
sections o; EH&)(V]-,]T') et 7']'+1€H?2)([}j+1..7'- ) arbitrairement petites telles que
05 —Tj+1=8;—1l;41 sur ‘7]-0[7]41. Alors sj—o; et tj;1—Tj41 se recollent en une
section sur V;1=V;UU;;1 qui approxime s d’aussi prés qu'on veut sur W. Un
raisonnement standard de passage & la limite & la Mittag-Leffler permet d’atteindre
la nullité de la cohomologie sur U=|J, jeN V; et le théoréme de Runge pour la paire
W CU & partir du théoreme de Runge sur les paires wnV; Vi, Vi1 CVjga, ..,
etc. O

3.7. Corollaire. Soit U:=(Ux)recp un recouvrement ouvert localement fini de
X par des ouverts de Stein Uy. Ce recouvrement est alors de Leray pour Pu2)F et
on a un isomorphisme naturel

Hp) (U, F) 5 Hiy (X F).

ol H(2)(U,f):=H*(U,p*(2)f) est la cohomologie de Cech de p*(Q)f relative au
recouvrement U de X.

3.8. Explicitons I'assertion de corollaire 3.7 : soit Ny () le g-nerf du recouvre-
ment U, constitué des intersections non vides de (¢+1) des éléments de U, et soit
C(2) loc(u F ) le groupe des g-cochaines & valeurs dans F. définies sur les ouverts
L{(q) =p~}(Uy)) et localement L? au dessus de Uq) € Nq(U). avec les applications de
cobord

511: Cg2).loc (a' f’) — Cg;;.lloc (a’ j:-)
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usuelles. Alors H7,) (Z} ,F } est la cohomologie du complexe ainsi défini. Les espaces
Cé)’loc (Z] F ) sont naturellement munis de la topologie de la convergence en norme
L? au dessus des compacts p-simples contenus dans les Uy (on ne prend bien
entendu en compte simultanément qu’un nombre fini de ces intersections), ce qui
en fait des espaces de Fréchet. On munit H (2)(U ,f } de la topologie quotient cor-
respondante (qui n’est pas nécessairement séparée).

3.9. Désignons par B, (Z; Fet Z

(2)(11 A ) respectivement 'image de d4—1 et

le noyau de 9, (avec B(z) (Z/I .7? )=0). On a alors une suite exacte
0— Hiy (U, F) — HY (U, F) — Hiy (U, F) — 0,

ou B(Q) (U, F) est I'adhérence dans Z?

@) (U,]T') et

(U, F) de BE‘Q)

HY, (U, F) =By U, F)/Bl, U, F), HyU, F)=2Z% U, F)/BoHU, F).

(2)
L’espace H, (‘12)(1,7’ F ) est par définition un espace de Fréchet, mais H '(12)(L7, F ) est
muni de la topologie grossiere et, s’il est non nul, la cohomologie L? n’est pas
séparée. On va voir, cependant, que la topologie de H? 2) (U F ) est essentiellement
indépendante du choix du recouvrement. Soient en effet U, U des recouvrements de
Stein de X. On suppose U’ plus fin que U et muni d’une application de raffinement
o vers U. Alors, dans le diagramme commutatif associé (¢=>0),

0 ’ (2)(“ '7:) > H(z)(ﬁ j}) EE— ﬁé)(ﬁ,f) — 0

] ] |

0 —— HYL U, F) —— HY U\ F) —— HoHU',F) —— 0

les applications verticales g, g, g sont des isomorphismes topologiques (d’espaces de
Fréchet en ce qui concerne 9). En effet, si (pour simplifier) on désigne par (C,9) et
(C’,8') les complexes de Fréchet impliqués, I'isomorphisme de Leray implique que g
est un isomorphisme algébrique, et il est clair par ailleurs que I’application de restric-
tion g: C—C’ est continue. On a alors une application surjective é’®r:C'®Z —Z’
entre espaces de Fréchet. Le théoréeme de l’application ouverte montre que cette
application est ouverte, et il en est donc de méme pour 'application induite g: H=
Z[8C—H'=Z'[§'C’. Ceci montre déjd que o est un isomorphisme topologique.
L’assertion pour g et p s’en déduit immédiatement, puisque H est la partie grossiére
et H le quotient séparé de la cohomologie. Ceci nous méne & la définition suivante.
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3.10. Définition. L’espace de cohomologie H(2)(X X, F ), ¢>0, est muni d’'une

topologie naturelle pour laquelle, si H (2)(X . F) est I'adhérence de 0, alors

Hy (X, F)=HY (X F)/HY, (X F)

(2)

est un espace de Fréchet. On appellera H (2)(X F ) (resp. H? Hy,, (X, F )) la cohomologie

L? séparée de X a valeurs dans F (resp. le noyau de la cohomologie L? de X &
valeurs dans F).

3.11. Remarque. Par construction, les objects H '(12)()? JFet H (qz)()? ,F) sont
fonctoriels en F et X.

3.12. Remarque. 1l résulte immédiatement de proposition 2.9 que si F est sup-
porté par la sous-variété Y de X, alors H 2) (X F y—H (*2) (Y F ) est un isomorphisme
topologique.

3.13. Remargue. Si X est un espace compact, on peut choisir un recouvrement
ouvert fini /= (Uj); par des ouverts de Stein p-simples, puis rétrécir un peu chacun
des ouverts U; en des ouverts U}’ €U} €U tels que U; et U}’ soient de Runge dans Uj.
Les morphismes de restriction donnent lieu & des fleches

Gl toc s F) — Cloy U, F) — Cly 1o U F)

ol les termes extrémes sont des espaces de Fréchet et le terme central un espace de
Hilbert (on prend sur ce terme la topologie L? globale sur U’). En cohomologie, on
un isomorphisme entre les termes extrémes, ce qui prouve que la cohomologi~e du
terme central se surjecte sur cette cohomologie. La cohomologie séparée H, ((12)(X , F )
possede donc alors une topologie d’espace de Hilbert.

3.14. Remarque. Supposons maintenant que X soit une variété compacte lisse
et que F soit un faisceau analytique localement libre sur X. Les arguments de [G]

s’appliquent encore dans ce contexte et montrent que si Z (02“)1()? F )CC&S’(X F ) est
le noyau du 9, alors Z (02;’(X ,F)/ (m) s’identifie & I’espace de Hilbert (par ellipticité
de 0) des formes Aa-harmoniques de type (0.q) et L? sur X & valeurs dans 7. On
voit, de plus, que ’H(Q) (X F } s’identifie canoniquement & la cohomologie réduite

H(2)(X,.7-') définie en définition 3.10.

3.15. Corollaire. (Dualité de Serre) Soit X une variété complere compacte
lisse, et J un foisceau analytique cohérent localement libre sur X. Soit p: X - X un
revétement étale. Il existe une isométrie antilinéaire

o Hopy (X, Q5 8F) — Hpy) (X, QY " F)

st n est la dimension (pure) de X.
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3.16. Cas galoisien. Dans le cas particulier ol le revétement p: X=X dela
variété complexe compacte X est galoisien, de groupe I', on a une operatlon naturelle
du groupe I' sur tous les objets définis précédemment F, p*(g)f (2) lOC(I/{ F),

(2) (U F ), .-, et ce pour tout ¢>0 et tout recouvrement de Stein p-simple «. On a
donc aussi une action de I' sur les espaces de cohomologie H (2)(X JF). H 2’2)(X ,F),
H (2)(X , F ). Dans le cas ol X est compacte, cette opération induit une action uni-
taire sur 'espace de Hilbert (2)(11 F ).

3.17. Proposition. Soit p: X »X un revétement galoisien de groupe T' de la
variété compleze compacte X ; soit F un faisceau cohérent sur X, et U un recou-
vrement de Stein ouvert, fini et p-simple de X. Cette action définit une action de I’
sur H (2)(X F ) qui préserve chacune des semi-normes préhilbertiennes (équivalentes

entre elles) dont cet espace peut étre muni. En particulier, I' agit sur H (2)(X F )

et H (*2)()? F ), de maniére unitaire sur ce dernier espace (qui est de Hilbert).

4. Théorémes d’annulation

4.0. Les nombreux résultats d’annulation accessibles par les techniques L2
usuelles vont en général se transcrire mot pour mot pour donner des versions
s’appliquant en cohomologie L?. Nous présentons ici quelques énoncés parmi les
plus fondamentaux.

4.1. Théoréme de Kodaira-Serre L2. Soit X une variété projective lisse,
et F un faisceau analytique cohérent sur X. Soit L un fibré en droites ample sur
X et p')?—>X un revétement étale de X. Il existe mo=mo(L.F). indépendant
du revétement p, tel que H(Q)(X, .’;’-:(m))z{) st q>0 et m>mg (on pose ici comme

d’habitude F(m):=FQL™).

Démonstration. Le faisceau F admet une résolution localement libre de lon-
gueur 0<r<n=dimc(X). Si r=0, F est localement libre, et le résultat est con-
séquence directe de proposition 3.5 ci-dessus et de l'existence de solutions L? a
Péquation : Jo=1, avec =0 et @ section L? de FO-1 ([D], théoreme 5.1).

Sinon, on procéde a nouveau par récurrence sur r, supposant le résultat vrai
pour r—1>0. Dans ce cas, I'assertion résulte immédiatement de la suite exacte
longue de cohomologie L? (théoréme 3.2) associée a la suite exacte de faisceaux 0-—
G—=H—F—0, ou H est localement libre et ot G admet une résolution localement
libre de longueur r—1. O
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4.2. Ezemple. (Cet exemple a partiellement motivé la construction présentée
ici.) Soit X une variété projective, F et £ des faisceaux analytiques cohérents sur
X, avec L fibré en droites ample. Soit p: X — X un revétement étale de X et Y un
sous-schéma (non nécessairement réduit de X). Il existe mg:=mo(F, L, X,Y) tel
que, pour m>myg le morphisme de restriction naturel

H (X, FOL™) — HY (Y, Fly ®L™|y)
soit surjectif. On utilise en effet la suite-exacte
0-——)ny—)]‘--——‘)]“|§/ —0

ol Fly =F /Iy F est la restriction de F au sous-schéma Y. Le théoreme de Kodaira-
Serre implique V'annulation du groupe

HY (X Ty Fobm)
pour m>my assez grand, d’ou le résultat. Ceci s’applique entre autres au cas ou Y’
est le schéma ponctuel associé 4 'anneau Ox /I5+! des jets d’ordre k de fonctions en
un point a de X. On voit alors que les k-jets de p*(g)(f' ®L™) sont engendrés pour
m>mg assez grand par les sections globales L2 du faiscean F ®L™ sur X (il faut

voir que my peut &tre choisi indépendant de a, mais c’est immédiat en contrélant
un tant soit peu les résolutions libres globales des anneaux Ox /Z5*!). O

Les résultats suivants sont des transcriptions immédiates des résultats L? clas-
siques pour les variétés kahlériennes complétes ([AV] et [D]), et nous les énongons
donc sans commentaires (le corollaire 4.5 étant par exemple déja mentionné dans
[K], corollaire 11.4).

4.3. Théoréme de Akizuki-Kodaira—Nakano L2. Soit X une variété pro-
jective lisse de dimension complexe n, p: X — X un revétement étale de X et L un
fibré en droites ample sur X. Alors on a

HY (X, Q% ®L)=0 sig+r>n+l.

4.4. Théoréme de Nadel L2. Soit X une variété compacte (projective ou
de Moishezon), lisse, p:i — X un revétement étale de X et L un fibré en droites
sur X. On suppose que L posséde une métrique hermitienne singuliére h dont la
(1,1)-forme de courbure ©x(L) est positive au sens des courants, minorée par une
(1,1) forme de classe C* définie positive. Alors on a

HEI2) (X’ K)?®E®f(h)) =0 pour tout ¢>1,
ot Z(h)COx désigne l'idéal multiplicateur des germes de fonctions holomorphes

f telles que [|f|?e=¥<+4o0o (e™% désignant le poids qui représente localement la
métrique h).
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4.5. Corollaire. (Théoréme de Kawamata—Viehweg L?) Si X est une variété
de Moishezon lisse et p:)? — X un revétement étale de X. On suppose donné un
fibré en droites £ numériquement équivalent & la somme d'un Q-diviseur D nef
(numériquement effectif ), et d’un Q-diviseur effectif E.

(i) Si D est gros, alors Hé’z)()?, K;(@E@f(E)):O pour tout g>1.

(i) Si D est de dimension numérigue v<n=dim X, Uannulation a lieu pour
g>n—v.

(iii) Si D est de dimension numérique v<n et si l'idéal I(E) est un faisceau
inversible (i.e. l'idéal d’un diviseur effectif), la cohomologie séparée H (‘]2)()? Ll
Z(E)~1) est nulle pour tout q<v.

Démonstration. Rappelons que Z(E) est le faisceau associé a4 = (log |g])/k, ou
g est un générateur de O(—kFE). La preuve du corollaire 4.5 consiste en une réduction
au théoréme 4.4, & peu prés identique & celle effectuée dans le cas classique.

(i) Si D est ample, le résultat résulte directement du théoréme 4.4, en munis-
sant O(D) d’une métrique lisse 4 courbure positive et (}(E) de la métrique associée
au poids e~ ¥ (dont la courbure est le courant d’intégration [F]). En général, si
D est seulement nef et gros, on peut écrire D=D'+F avec D’ ample et F un
Q-diviseur effectif aussi petit que I'on veut. On peut en particulier supposer que
I(E+F)=1(E).

(ii) On se raméne au cas ou la dimension numérique est maximale par un
argument classique de sections hyperplanes et un raisonnement par récurrence sur
la dimension. De fagon précise, on choisit un diviseur lisse Y trés ample dans X et
on considére la suite exacte courte

0—Kx®L—Kx0(Y)L — Ky®L|ly —0.

L’annulation de la cohomologie du terme central est obtenue par Kodaira—Serre en
prenant Y assez grand, tandis que Pannulation de la cohomologie en degré ¢—1 du
terme de droite résulte de ’hypothése de récurrence.

(iif) C’est un cas particulier de (ii), si on utilise la dualité de Serre. Il serait
intéressant de savoir si la cohomologie non séparée H. 32) (X LR (i’ (E))~?!) est nulle
elle aussi. La difficulté est que c’est une cohomologie «duale» d’une cohomologie
L?, qui ne s’obtient pas directement par application d’estimations L? globales. (0

5. Théoréme de finitude et théoréme de ’indice

5.0. Notre objectif est ici d’étendre au cas de faisceaux analytiques cohérents
quelconques le théoréme de V'indice L? de Atiyah [A]. La preuve en est purement
formelle & partir des résultats des sections précédentes.
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5.1. Théoréme. Soit X un espace analytique compact et F un faisceau ana-
lytique cohérent sur X. Soit p: X = X un revétement étale galoisien de groupe T.
Pour tout ¢>0, le groupe HE’Q)(X.}') est un T'-module L? de présentation finie. En

particulier, la T-dimension de }7&()?,]?), notée h‘(’2)()2,.7-') est (un nombre réel)

fini. De plus, la caractéristique d’Euler L2,

n

X (X F) =3 (-1)7h, (X. F)

=0

sur X est égale a la caractéristique d’Euler ordinaire
n

X@(X. F)=x(X. F):= Y (=1)7h*(X. F).

q=0

(Voir 'appendice pour les notions hilbertiennes requises, en particulier sec-
tions 6.3 et 6.4.)

Démonstration. Si X est lisse et F localement libre. c’est le théoréme de 'indice
L? @Atiyah [A]. En général, on raisonne par récurrence sur la dimension n=dim X,
en utilisant un dévissage de F et une résolution des singularités. Supposons le
théoréme déja démontré en dimension n—1: les résultats sont triviaux en dimen-
sion 0, car si X={p}, on a

X(X, F)=h’({p}. F) = dim F,
tandis que H?Q)()Z',f')=l2(l“)®fp, d'ot x(2)(X.F)=dim F,.

En général, si X n’est pas réduit, on peut considérer sa réduction X;eq et la
filtration de F par les NPF, on N désigne I'idéal des éléments nilpotents de Ox.
Le gradué NPF/NPTLF de cette filtration est constitué de faisceaux cohérents
sur Oy,,,. Par additivité de la caractéristique d'Euler (ordinaire ou L2, grace a
théoréme 3.2), on est ramené an cas ou X est réduit. Si X n’est pas lisse, on utilise
le théoréme de Hironaka pour trouver une désingularisation f:Y — X. Soit p/ Y
le revétement image réciproque de p: X —X par f et G=f*F. qui est un faisceau
cohérent sur Y. On a un morphisme naturel injectif F— .G, et le faisceau quotient
f+G/F est a support dans le lieu singulier X;n,. D’aprés ’hypothese de récurrence,
les résultats sont vrais pour le faisceau quotient f.G/F, et on est donc ramené &
traiter le cas du faisceau image directe f.G. On utilise alors les suites spectrales de
Leray

H*(X,R*f.G) = H'(Y.G).
H{Q)(X~Rt.f;(2)g~) = H(’Q)()?.g)
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(Yexistence de la deuxi®me suite spectrale est une conséquence du théoréme de Leray
et de la proposition 3.3). Supposons que le résultat soit déja démontré dans le cas
d'une variété lisse. Alors x(Y,G)= X(z)(f’,(_‘j) puisque Y est lisse, et de méme pour
g>0 on a x(X, qu*g)=x(2)()?,Rqﬁ(2)g~) pour ¢>0 par hypothése de récurrence
sur la dimension (les faisceaux R?f.G, ¢>0, sont supportés par Xsing qui est de
dimension <n—1). Comme il y a préservation de la caractéristique d'Euler dans les
différents niveaux d’une suite spectrale, il y a équivalence & prouver le résultat pour
la paire (X, R£,G) ou pour la paire (Y,G), ce qui fait qu'on est ramené au cas ol
Pespace ambiant X est lisse de dimension n.

Dans ce cas, soit Fiors la partie de torsion de F. Cette partie est & support en
codimension n—1, donc ’hypothése de récurrence s’y applique. La suite exacte

0—)]:tors'_">]:"“">f/]:tors_)0

et 'additivité de la caractéristique d’Euler montre que 'on peut supposer F sans
torsion. En appliquant de nouveau le théoréme de Hironaka, il existe une modifica-
tion analytique propre f:Y — X, tel que G=f*F soit localement libre sur Y. Des
arguments identiques & ceux qui précedent ramenent la preuve du cas de la paire
(X,F) au cas de la paire (Y,G). On conclut en appliquant cette fois le théoréme de
indice L? de Atiyah [A] & (Y,G). O

6. Appendice: présentation hilbertienne et I'-dimension

6.0. Définition. Soit H un espace vectoriel complexe. Une présentation hilber-
tienne de I est la donnée d’une application linéaire continue é: C— Z entre deux
espaces de Hilbert et d’un isomorphisme (algébrique) Z/6C+ H. On note §C (resp.
6C) l'image dans Z de C (resp. son adhérence).

Associée & une telle présentation est définie une suite exacte :

0— H=:6C/6C — H =:Z/3C — H :=Z/5C — 0.

On appelle H (resp. H) le noyau (resp. la réduction) de H relative & cette présen-
tation hilbertienne. (Ces notions ne dépendent que de la classe d’équivalence des
espaces de Hilbert.)

Une application entre deux présentations hilbertiennes 6: C—Z et §': C'—Z’
est un diagramme commutatif s: C—C’ et r: Z— Z' d’applications linéaires contin-
ues telles que 76=¢’s. Une telle application induit un diagramme commutatif

0 —— H s H > H 5 0
6.0’ r -
(6.0°) | |

0 > H' s H' > H 5 0.
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Deux présentations hilbertiennes sont dites compatibles s’il existe une application
entre elles.

6.1. Proposition. La situation étant celle décrite en définition 6.0, alors:

(i) Si [r] est surjective, T est surjective. Si [r] est injective, T est injective.

(ii) Si [r] est bijective, T et T sont bijectives. Donc T est une équivalence
d’espaces de Hilbert. (En particulier, deuz présentations hilbertiennes de H four-
nissent le méme noyau et la méme réduction de H.)

Démonstration. La premiere assertion est évidente. Pour établir la seconde et
montrer que 7: Z/6C —Z'/§'C" est injective, if faut vérifier la propriété suivante : si
r(2)€d’C’, alors z€46C. Remarquons que, puisque [r] est surjective, I'application

~derC'eZ — 7

est surjective. Soit K son noyau. Alors —&’®r admet un reléevement continu ¢: Z—
K* qui est un isomorphisme d’espaces de Hilbert (o1 Kt est 'orthogonal de K)

K={(c,&)|r(€)=d(c)}-

Soit alors z+6C €Ker(F) ; on a donc r(z)=2'€8'C", et 2’ =lim §'(c},). Soit (7}, zn):=
(cn, 2)—p(2' —8'(c},))EK, on a p(2’ —8§'(c!,))—0 et z,— z, en particulier. Or,

=6 (7p)+7(2n) = (=8'@7) (75, 20) = =8 (cp) +7(2) = (2’ =0'(c,)) =r(2) -2 =0,

donc r(z,)=06"7,, et z,€8C par injectivité de [r]. On a donc bien 2€8C comme
annoncé. [

6.2. I'-présentation. Soit ' un groupe discret agissant sur ’espace vectoriel
complexe H. Une I'-présentation hilbertienne §: C—Z de H est une présentation
hilbertienne telle que I agisse de maniére unitaire et équivariante sur C et Z, I'action
sur le quotient Z/86C étant celle sur H. Une telle présentation munit H et H d’une
action de I', qui est unitaire sur H.

6.3. I'-dimension. Soit V un espace de Hilbert muni d'une action unitaire
de I'. On dit que V est de I'-dimension finie s'il existe un sous-ensemble fini
{v1,...,9m} de V tel que le sous-espace vectoriel engendré par les (y-v;), Y€T,
1<7<m, soit dense dans V. De maniére équivalente, V' est un quotient ou un sous-
espace de 12(T')®c C™, ceci de maniére compatible avec les actions naturelles de T’
(triviale sur C™).

Dans cette situation, on définit la I'-dimension dimp V', qui est un nombre réel
(inférieur ou égal & m, ici, et indépendant du choix des (v;)7;). Voir [P] pour
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cette notion. Les propriétés fondamentales (utilisées ici) de cette notion sont les
suivantes :

(6.3.1) dimr V>0, avec égalité si et seulement si V=0;
(6.3.2) si V est isomorphe & un sous-espace dense de W, alors

dimp V= dimr w 5

(6.3.3) si V=W@@W' (somme directe orthogonale), alors

dimp V =dimp W +dimp w’ }

(6.3.4) dimpI%(I')=1;
(6.3.5) si I est un groupe fini de cardinal |T|, alors dimp V=|T'|~} dim¢ V.

6.4. I'-présentation finie. Soit v: C— Z une I'-présentation de ’espace vec-

toriel complexe H, muni d’une I'-action. On dit que §: C— Z est une I'-présentation
finie de H si C et Z sont de I'-dimensions finies. Alors 6C est de I'-dimension

finie

au plus égale & celle de C, et H est aussi de I'-dimension finie. En fait,

dimp H=dimr Z—dimr §C. On pose alors dimpr H =dimr H.

Remarquons que cette définition peut étre donnée méme si C n’est pas supposé

étre de I'-dimension finie.

[AG]

[AV]

[E2]
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