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wird; somit stets eine homogene lineare Differentialgleichung gt
Ordnung auch ein Integral der reducirten Gleichung der reductibeln
Differentialgleichung (26).

Specialisiren wir den eben bewiesenen Satz fiir homogene lineare
Differentialgleichungen, so ergiebt sich das folgende Theorem:

Wenn eine lineare homogene Differentialgleichung m' Ordnung
reductibel ist, also e algebraisches Integral o Ordnung hat, und
zwischen den m particuliren Fundamentalintegralen wund deren ¢ —1
ersten Ableitungen besteht keine algebraische Beziehung, dann st jenes
algebraische Integral eine lineare Differentialgleichung o' Ordnung,

oder anders ausgesprochen:

Hat eine lineare homogene Differentialgleichung mit einer alge-
braischen Differentialgleichung niederer Ordnung, welche in Bezug auf
den hochsten Differentialguotienten im algebraischen Sinne irreductibel
ist, ein Integral gemein, welches nicht zugleich ein Integral einer Differen-
tialgleichung noch niederer Ordnung ist, so ist unter der oben gemachten
Voraussetzung jene algebraische Differentialgleichung eine lineare und
zugleich eine Integralgleichung der vorgelegten Differentialgleichung, und die
letztere hat noch die reducirte Differentialgleichung eben dieser zum Integral.

Zweites Kapitel.

Ueber algebraische Beziehungen zwischen Integralen
verschiedener Differentialgleichungen.

§ 5. .
Zwei Sitze von der Erhaltung der algebraischen Beziehung zwischen
Integralen von Differentialgleichungen und deren
Differentialquotienten.

Wir wollen im Folgenden zwei Siitze herleiten, welche die Grund-
lage fiir die Ausdehnung des Abel’schen Theorems sowie aller der-
jenigen Untersuchungen, die bisher an Integralen algebraischer
Functionen angestellt worden sind, auf Integrale algebraischer Differen-
tialgleichungen bilden werden.

Sei ein System von Differentialgleichungen vorgelegt
fl(xl) Y11, Y125 ** Yhos % ;_‘:17 4 mzl)=0

dxy

. dz ™z
(1) .- fé(xz, Yo Y220~ " Yaour & g U da > =0

3 dz dmxz
f”(x”)y*l; Yxz, = * * Yugys %, W;"' >=0,
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in denen ,, x,, - - - 2, von einander unabhingige Variable, y,1,
Yo2, ** - Yoo, im Allgemeinen verschiedene algebraische irreductible
Functionen der Verinderlichen z, vorstellen, und werde angenommen,
dass diese Differentialgleichungen in Bezug auf ihren hichsten Differen-
tialquotienten im algebraischen Sinne irreductibel seien, und eine
Reihe bestimmter particulirer Integrale z,, ,, - - - 2, der resp. Differen-
tialgleichungen (1) existire, welche nicht schon gleichartigen Differen-
tialgleichungen niederer Ordnung Geniige leisten — wie dies fiir
irreductible Differentialgleichungen stets der Fall ist —, seien ferner
die Differentialgleichungen gegeben:

( dz amz
Fl Tx41; Ynt11; Yuf12, < y"+19x+17 2, dzx )y " =0

241 dw:‘_,_l

< F dz a®z .
@)---- 2 | Txt2, Yetot, Yuto2, * 0 Ynt2g,y0) %) dw, o’ o o

x+2
F az 'tz .
| T\ G Y an Yetdn e £ g 0 ah,)
deren unabhingige Variabeln z,.1, %,43, - - - #,42 mit den unab-
hingigen Variabeln des Systems (1) algebraisch verbunden sind,
wahrend Y461, - - - Yxtoeuis irreductible algebraische Functionen
von Z,4. bedeuten sollen, und stellen 2,1, 2.4, - -- 2,42 wieder

4 particuldre Integrale der keiner weiteren Bedingung unterworfenen
Differentialgleichungen (2) vor; nehmen wir endlich an, dass zwischen
den % + 4 Integralen z,, 2,, - -+ %x, Zut1, - -+ Zxy2 der Differential-
gleichungen (1) und (2) und deren Ableitungen eine algebraische
‘Beziehung bestehe

dz, sz, o 35 ar*z: . 2,47 @+ Zxgd
(3)-- Fi# dx,’ dalt’ 2 dg,’ dalt’ *+h dz, ;’ P
x4

in welche auch die Variabeln und die den einzelnen Differential-
gleichungen angehorigen algebraischen Irrationalititen eintreten diirfen,
so soll die Unverinderlichkeit der algebraischen Beziehung (3) erwiesen
werden, wenn statt des Systems particulirer Integrale der Differen-
tialgleichungen (1) beliebige andere particulire Integrale dieser, statt
derjenigen der Differentialgleichungen (2) aber bestimmte andere par-
ticulire Integrale dieser substituirt werden und zwar fiir Werthe der
unabhingigen Variabeln, welche mit denen des ersten Systems auch
noch in den gegebenen algebraischen Beziehungen stehen.

Der Kiirze wegen mag im Folgenden die Reihe der algebraischen



L 2
30 §5. Zwei Sitze von der Erhaltung der algebraischen Beziechung etc.

Irrationalititen ¥s1, Yo2, - * * Yoo, immer durch einen Reprisentanten
Yo ersetzt werden, es mogen ferner fiirs erste die Variabeln z,, 25, - - - 2,
nebst den zugehorigen Integralen z,, 2z, - - - 2. als Parameter be-
trachtet, und vermoge der algebraischen Beziehungsgleichungen

[‘Pl (Trt1y Tyy Tay =+ Tx) =0
@ om0
1 (Zeta, Zyy Ty - x’) = O
die Differentialgleichungen (2) in solche umgeformt werden, welche
die unabhingige Variable z, besitzen, und die man erhilt, indem man

dz dz 1 a*z _ d*z 1 __dz 1 d=,,
d:cx_*_n dz, . d:c,,_!_e dwiq- dx,? (dm7+e)2 dx, ( r+q)3—d1’12
dm, e : d.f::1 d:c,

blldet dlese Werthe in d1e 9“" (xlelchung des Systemes (2) einsetzt’
und zw1sehen der so erhaltenen Gleichung, der ¢*® Gleichung des
Systems (4) und den zwischen z,, und yx, bestehenden Gleichungen
Zxyo und Yy, eliminirt; auf diese Weise werden sich statt der
Gleichungen (2), wenn man noch eine Zerlegung der Eliminations-
resultate durch Hinzunahme der zu =z, gehorigen algebraischen
Irrationalitiiten ¢, zulisst, die folgenden Differentialgleichungen
ergeben

dz amz
S| 2 Y0 2, PR =0
’ 1 dml
dz a™z
z 2, 5—, - =0
(B) -+ %2-.( 1 Y15 % dz, ’ " )

dz d*z
%l(xuyuzyd—xl‘r"' nl>=0’

Man sieht unmittelbar, dass jedes Integral 2z, , der ¢** Gleichung
des Systems (2) auch ein Integral der o*® Gleichung des Systems
(5) sein wird, indem nach der Entstehungsweise von § aus F und
der bekannten Formulirung des Eliminationsprocesses die Beziehung

statthat:
dz dz
(6)--c%g(x1,yl,z,d—xl,-.. - >=

dx®

2
dz 1 d? 1 dz 1 d x40
=1 ]F’ Trter Yoo B qu da, | 0 A @y pg)' o (dwx+e KSR &
dx, ( dx, ) dz, )
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worin auf der rechten Seite fir x4, yYxto alle durch die gegebenen
algebraischen Gleichungen definirten Wurzelwerthe einzusetzen und
mit den so entstehenden F,-Werthen das Product zu bilden ist;
jedes 2z, welches also einen Factor der rechten Seite zu Null macht,
wird auch §, verschwinden lassen, und umgekehrt wird jedes z, -
welches F, = O macht, auch einen Factor der rechten Seite identisch

Null werden lassen — wir finden also, dass jedes Integral der
Gleichung F,=0 auch ein Integral der Gleichung &, =10 sein wird,
dass aber umgekehrt — und dies wird fiir die spéteren Schliisse

wichtig — auch jedes Integral von {, = 0 der Gleichung F, = 0
geniigt, wenn man sich nur im Allgemeinen unter ., und y.,
andere Losungen derselben gegebenen algebraischen Beziehungen
denkt, die zwischen diesen Grossen und x, stattfinden. Formt man
in der eben angegebenen Weise auch die Gleichung (3) um, so dass
man erhilt

dz as
(7) e %(xu Y15 %15 dazi >t M:': Fr+1,

dx,
o, Myt 2
T T T L S S ST D
dx, dxf{"'*'l ’ 41y dz, d:cflx'l'l =Y

und stellt diese Gleichung mit den Gleichungen (5) zusammen, so
wird man, wenn man (7) %, 4+ %, 4 - - - 4+n;mal, die Gleichungen
(B) resp. My 1+ my+ - +mamal, - - - M,y 3+ n, + 1y -- n_ mal
nach z, differentiirt

Mopacb oot Mgk 20 gt ) 2 241
Gleichungen erhalten, aus denen die Grossen 2,41, Zx42, - - - etz
nebst ibren Ableitungen, deren Anzahl

Mipr+- -+ Mgzt A0+ n+ - +m) 424
ist, eliminirt werden konnen. Vor allem muss bemerkt werden, dass
diese Elimination in allen Féllen durchfiihrbar ist, da die Gleichung
(5) und (7) von einander unabhingig sind; denn was zuerst die
Gleichungen (5) selbst angeht, so kommt in jeder derselben nur eine

der Grossen 2,41, #x43, - - * #x42 vor, und da die Differentiation nach
z, die Beziehung liefert
"g+1
0%, | 08 dnyy 0%, e
0x, 32,_‘_9 dx, e by dalet ’
P ___*Te
az®

und 78,

n
. d?,z,,_l_9
. dx®
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von Null verschieden ist, so wird jede solche durch Differentiation
aus einer der Gleichungen (5) entstandene Gleichung eine neue
Eliminationsgrosse einfilhren, und es werden somit die auf diese
Weise hergeleiteten Gleichungen von einander unabhingig sein; was
endlich die Gleichung (7) betrifft, so kann sie von keiner der eben
betrachteten Gleichungen abhingig sein, weil sie die in diesen nicht
vorkommende Grosse 7, und deren Differentialquotienten enthilt, und
dasselbe gilt von ihren Ableitungsgleichungen, weil diese wieder
stets neue Ableitungsgriossen einfiihren®). Das gewonnene Elimina-
tionsresultat habe die Form

dz ditmt--dn,
8- @ (xu Y, % j‘é’ T d:ch+”‘+"2"+’l'1 =0,
in welche wieder z,, --- z,, 2,, --- 2, als Parameter eintreten; da
aber die erste der Gleichungen (1)
dz "z
) ""fl(xn Y1, %, _dzr"';vlﬁ;‘>=

in Bezug auf ihren hochsten Differentialquotienten algebraisch irre-
ductibel, ausserdem gz, ein Integral derselben sein sollte, das nicht
schon einer gleichartigen Differentialgleichung niederer Ordnung an-
gehort, so wird nach dem oben bewiesenen Satze jedes Integral der
Gleichung (9) auch ein Integral von (8), oder es wird (9) ein alge-
braisches Integral der Differentialgleichung (8) von einer bestimmten
Ordnung sein miissen. Nehmen wir nun an, dass im Laufe des
Eliminationsprocesses nicht mehrere Grossen zugleich herausfallen,
oder dass nicht schon aus weniger Gleichungen als den oben an-
gegebenen sich die bezeichneten Grossen eliminiren lassen, so werden
sich die letzteren als rationale, im Allgemeinen als algebraische
Functionen der Coefficienten der Gleichungen, also der Grossen z,
und deren Ableitungen ergeben, und es ist ersichtlich, dass, weil
das Eliminationsresultat von jedem anderen particuliren Integrale 2z,
der Differentialgleichung (9) befriedigt wird, die aus jenen alge-
braischen Functionen durch Substitution von 2z statt 2, sich er-
gebenden Functionalwerthe ebenfalls den Gleichungen (5) und (7)
Gentige leisten werden, vorerst freilich nur, ohne Riicksicht auf ihre
Eigenschaft als Differentialquotienten, lediglich als Eliminations-
grossen eines algebraischen Gleichungsystems aufgefasst. Ist aber z. B.

dz, d”n+"1+-'+"zzl
Pet 1=\ Ty Yoo 1y Ggpma T dahtmt - m

*) Die Gleichungen (5) und (7) nebst ihren Ableitungen kdnnen sich nicht
widersprechen, da sie thatsichlich bestehen.
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de_‘__l dzl dM1+"1+' '+"‘2zl
dz, M\ To Yo fu e ot )7

dz, d dz,
YA (xu Y15 %1 dz, ? o ) = dz, x(wu Y15 %15 dz, 0 )
ist, so muss wiederum nach dem oben bewiesenen Satze diese
Gleichung auch durch z,” befriedigt werden, und es werden somit
auch die durch Substitution von 2z, statt z, hervorgehenden Werthe
der Eliminationsgrossen in den resp. Differentialbeziehungen zu ein-
ander stehen, d. h. wenn man 2, statt 2, und fiir die 2.4, -+ 242
die aus den fiir die Eliminationsgrossen gefundenen Functionalaus-
driicken durch jene Substitution hervorgehenden Ausdriicke setzt, so
werden die Gleichungen (5) und (7) befriedigt werden, oder endlich
noch anders ausgedriickt, es werden ein willkiirliches particulires
Integral der Gleichung (9) und dazugehorige particulire Integrale
der Gleichungen (5) der Gleichung (7) geniigen, d. h. mit ihren dazu-
gehorigen Ableitungen die algebraische Beziehung unveriindert lassen,
wobei stets z,; - « 24, 25, - - 2« als Parameter zu betrachten sind. So
wird, um zuerst ein ganz einfaches Beispiel zu nehmen, das particu-

und

so dass

lire Integral z, = ¢ der Differentialgleichung g% =z und dessen
Ableitung mit dem particuliren Integrale z, = ¢** 4 ¢* der Differen-

tialgleichung g;:g —3 3—; + 2z =0 in der algebraischen Beziehung
stehen

22=212+ dx ?

und man sieht unmittelbar, dass, wenn man 2, durch ce*, aber z,
durch das nunmehr bestimmte particulire Integral der Differential-
gleichung zweiter Ordnung c?¢** - ce® ersetzt, die algebraische Be-
ziehung unverindert bleibt.

Aber wir haben einige wesentliche Bemerkungen hinzuzufiigen.
Es war eben bewiesen worden, dass ein willkiirliches particulires
Integral von (9) und dazu gehérige particulire Integrale der Differen-
tialgleichungen (5) die zwischen den Integralen und deren Ableitungen
bestehende algebraische Beziehung (7) unverindert lassen; da nun
aber frither gezeigt worden, dass jedem Integrale einer der Gleichungen
von (5) stets ein Integral der resp. Gleichung von (2) entspricht,
wenn man sich nur unter Zxi, und yxy, im Allgemeinen andere
Losungen derselben gegebenen algebraischen Beziehungen denkt, die
zwischen diesen Grossen und z, stattfinden, so kénnen wir auch den

eben gefundenen Satz so aussprechen, dass die algebraische Be-
Konigsberger, Differentialgleich. 3
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ziehung (3) erhalten bleibt, wenn man fiir 2, ein beliebiges anderes
particulires Integral der ersten Gleichung (1) und fiir 2y qy,--- 242
bestimmte andere particulire Integrale der Gleichungen (2) setzt,
wenn man nur fiir 2,4, und y,y, Losungen derselben algebraischen
Gleichungen (4), aber im Allgemeinen andere dieser Lésungen ge-
nommen denkt, wobei Z,, -+ x, &, * - 4. als Parameter zu betrachten
sind. Wihlen wir zur Erliuterung des eben besprochenen Ueber-
ganges von Zi, in eine andere Losung der diese Grosse definiren-
den algebraischen Gleichung die beiden Differentialgleichungen

dz \? 1 d dz \? 1
(dxl =1 _g® W (dacg) T 1—gx,2?

worin z, und z, von einander unabhiingige Variable sein sollen, seien

ferner bei fest bestimmten Zeichen von V1 —z* und V1 —x,? zwei
Integrale der resp. Differentialgleichungen

, Z,

2, = __ds und 2z, = " d_x

! Vi—2z? 2 J Vi—zt’
0 0

und stellen wir endlich mit jenen beiden Differentialgleichungen die
Gleichung
azN:_ 1
(dw3> T 1—ux,?

zusammen, worin z; algebraisch von z, und z, in der Weise ab-
hiingen soll, dass
p— 2 2
=, V1—z'+ 51—z -
ist mit den fiir die Wurzelgrossen fest angenommenen Werthen, so
wird, wenn ausserdem

Vi—a? =V1—a? V1—a® — a5
gesetzt, und als Integral jener dritten Differentialgleichung

T3
[ dx
) vicw
0

gewiithlt wird, zwischen diesen drei Integralen die algebraische Be-
ziehung bestehen

(m) - 23=2+ 2,
und wir wollen nun auf diese Beziehung unsern eben bewiesenen
Satz anwenden. Setzt man fiir 2, das andere nicht durch eme Con-
stante verschiedene particulire Integral, das einer Aenderung des
Waurzelzeichens entspricht,

z
2 /’ dx
1= AT
J V1 —a
)
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so sieht man, dass, wenn x, und 2, unverdndert bleiben, die rechte
Seite der algebraischen Beziehung (m), welche erhalten bleiben soll,
in 2+ #, iibergeht; da aber z,"=— 2, ist, so wird die linke Seite
durch eine Grosse z,” zu ersetzen sein, fiir welche, wenn wiederum

'
2 r__ dx
8 Y1 —a?
gesetzt wird, bekanntlich 0
wy =, V1—a—x,V1—2?, YV1i—ait=—V1—z} - V1—a,—az,z,
sein muss, und wir haben somit dieselbe algebraische Beziehung
2 =2+ 2,

in der 2, ein anderes particuliires Integral der Differentialgleichung

2
(-3%) = ﬁ fiir dieselbe Variable z,, und 2z, ein particuliires

Integral eben dieser Differentialgleichung fiir das Argument z,” be-
deutet, welches sich als Losung derselben algebraischen Gleichung
ergiebt, welche z; mit z;, und z, verband. Zu demselben Resultate
gelangen wir, wenn wir in der Beziehung 2z, = 2, -}- 2, die Variable
z, die Punkte -} 1 oder — 1 umkreisen lassen.

Wir werden spiter die Frage zu erortern haben, unter welchen
Umstinden die Werthe .1, in dieselben Losungen der sie definiren-
den algebraischen Gleichungen iibergehen, und also unverindert
bleiben, gehen aber jetzt erst in der allgemeinen Auseinandersetzung
weiter.

Lisst man in der oben erhaltenen algebraischen Beziehung (3),
in welcher z,, #yq1, -+ 242 durch 2/, 2,44, - -+ 2742 ersetzt sind,
withrend #y1, -+ * %42 im Allgemeinen in andere Losungen der sie
definirenden algebraischen Gleichungen iibergegangen sind, nunmehr
das unverindert gebliebene Integral 2, in ein beliebiges anderes par-
ticulires Integral der zweiten Differentialgleichung (1) iibergehen,
wihrend #,’, 2, - - - 2, unveriindert bleiben, so wird man wieder aus
den vorher angegebenen Griinden die Integrale 2,44, --- 2,42 durch
andere particuliire Integrale des Systems (2) zu ersetzen haben, wobei
wieder die unabhiéingigen Variabeln dieser Integrale in andere Losungen
der sie definirenden algebraischen Gleichungen iibergehen konnen.
Schliessen wir so weiter, so finden wir, dass die algebraische Be-
ziechung (3) erhalten bleibt, wenn man fiir z,, 2, - 2. belichige
andere particulire Integrale der Differentialgleichungen (1), fiir 2.1,
Zxtg, ** fxt2 Destimmite andere particulire Integrale der Differential-
gleichungen (2) setzt, wobei die Variabeln %y 1, - Zx42 im All-
gemeinen in andere Losungen der sie definirenden algebraischen
Gleichungen iibergehen werden — immer vorausgesetzt, dass der

3%
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oben vorgenommene Eliminationsprocess fiir die Eliminationsgrossen
bestimmte algebraische Functionen der Coefficienten jener Gleichungen
liefert, d. h. bei der Elimination nicht mehrere der zu eliminirenden
Grossen zugleich herausfallen. Dass dies in der That der Fall sein
kann, geht aus folgendem Beispiel hervor: Die Differentialgleichung

() %i— =4 hat das particulire Integral 7, = ¢*, die Differential-
gleichung

das particulidre Integral
2, = e—x’ijdez’-f-rdx ,

so dass zwischen diesen beiden Integralen die Beziehung besteht

() - G 2an— 4
differentiirt man nun (f) einmal, und (p) zweimal, so erhiilt man
'z, | d dz
(5) T (l.:"’ + d.'c:_ (256"—1) —2 d; (x_2)_— 222=0)
atz dz,
(&) o 220 22 =0
a d: d d?
© - T+ 22 d;t + 4G = s
eliminirt man ferner %ﬁ- aus (0) und (§), so folgt
az d da*z,
() - Gor +22 52 +25= T,
und stellt man nunmehr (n) mit (¢) zusammen, so ergiebt sich
d’z, _ dz
dz? ~ dz’
oder verbindet man dieselbe mit (8), so folgt
dz, a’z

+ 2%,6‘2 “dz?

welche wiederum mit (y) verbunden
d?z,
dx?

=31

liefert, ohne 2z, und dessen Ableitung als algebraische Function von
2, und den Ableitungen dieser Griosse auszudriicken; in der That
kann 2z, nicht algebraisch durch z, = ¢* ausgedriickt werden; setzt
man in (p) fiir 2, ¢z, so ist auch 2, durch cz zu ersetzen, wenn
dagegen statt z, das andere Fundamentalintegral von (g), niimlich
¢, substituirt wird, so muss 2z, gleich O gesetzt werden.
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Um somit die allgemeine Giiltigkeit des oben ausgesprochenen
Satzes zu erweisen, miissen wir den Eliminationsprocess selbst
genauer verfolgen, und es wird geniigen den Gang des Beweises fiir
Systeme von Differentialgleichungen durchzufiihren, welche nur aus
je einer Gleichung bestehen; sei eine Differentialgleichung

d an
(10)""f(x’zy TZ; dmfn)=0

gegeben, welche in Bezug auf den hochsten Differentialquotienten
irreductibel sein soll, und mdgen eins ihrer particuliren Integrale z,,
das nicht schon das Integral einer Differentialgleichung niederer
Ordnung ist, und dessen Ableitungen mit einem particuliiren Integrale
2, der Differentialgleichung

dz dz &z
(11). o —_——% x, 2, R ——dﬁ.*—f)
und den Ableitungen desselben in der algebraischen Beziehung stehen:
artey dz dz, arte—1y,
(12).~.-Wﬁ=¢ x,zl,‘;l?l,...Zg,_(ﬁ".--_m_p-_f_,

worin @ eine positive oder negative ganze Zahl, O eingeschlossen,
bedeuten soll. Ist ¢ = O oder positiv ganz, so ersetze man in der
letzten - Gleichung vermdge (11) und deren Differentialquotienten alle
Ableitungen von einer héheren Ordnung als der % — 1%® durch die
niedrigeren, so dass die Gleichung (12) die Form annimmt

a1z, dz, dz, d"“2_z2_)
da—1 )

- (18) - - .- =di<x,z1,

R R Ay PR

und somit ist auch dieser Fall reducirt auf denjenigen, in welchem

die Grosse @ der Gleichung (12) eine negative Zahl — — 1 ist, so
dass wir allgemein die Gleichung (12) ersetzen konnen durch
%z, dz, dz, ey,
(14) - - - E;,.:.T=‘P<% O P T ra I e ),

worin o eine positive ganze Zahl bedeutet.
Differentiirt man die Gleichung (14) a-mal nach einander, so folgt

ar—etiy, dz dz, %z,
dmn:a—-i-lg—=¢l(x’ Zl, Td—;zl_’ ...Z2’—dmi, oo dx’n—a‘ R
A"z, dz, dz, A" 1z,
Vg T e \T e g T B g T Tt )
und somit nach (11) die Beziehung:
dz de, "1,
(15)¢a w,zl,d_';.,...zz’d_‘;_,...%n_:)=

dz, a1z,
=% x, 52’ _a;’.. . dwn—l_ .



38 §5. Zwei Siitze von der Erhaltung der algebraischen Beziehung etc.

Setzt man in diese Gleichung die aus den Beziehungen (14) und
den durch Differentiation abgeleiteten hervorgehenden Werthe von

%z, dr ety A
dz" = 7 ggr—etl )T Tt
ein, so mag dieselbe iibergehen in
an A dz dz, ar— 81,
(16) - -e = = “p(% TR P R T Pt L s

worin # < « — 1 ist, und bildet man wieder durch successive
Differentiation

n—f+1 : a8
i____'@___—_qfl(x’zl,-di’... 2&,... i’)_),_.
dat—p+1 dx 7 dx dx"— 8
"%z, dz az, & 1y,
...W:g"ﬁ_a(x,gl,.d_;;’...g‘u d;".'W:O’
so folgt aus der letzten dieser Gleichungen und der Gleichung (14):
dz dz, a1y,
an ... ?P}g_a(x, 715 d—;—, <o By, *d‘xz—; ce er“) =
dz dz, ar— 1,
=(D(w)51’ﬁa"'52; dz dm"_a—f);

setzt man wiederum in diese Gleichung die aus (16) und den ab-
geleiteten Gleichungen entnommenen Werthe von

s 2y (l"_f”"i'lz’2 an—e 1y,

3 — I —a—1 7
dx™ 3 dz" s+1 Az ¢ 1

so erhilt man

A" Ve, dz dz, ar—r 1y,
(18) - — s = (x,zuﬂ:'”zz; dw T gt )
worin y << § — 1; bildet man endlich hieraus wieder
Ty dz, dz, ar Ve,
_(W::Xl WU P I T Pt g P
AP, dz, dz, dn—F—1,,
dx;:‘f‘ = Xy (»’5; TRyl R T 7 et I gz —F—1 )
so folgt
dz, dz, ar— Py, )
(19) «--- X;’—-P‘(xv R R T el R T
dz, dz, a1y,
= ?P'(x, P G B g i)

woraus durch Einsetzen der Werthe (18) und der durch Differen-
tiation abgeleiteten alle Werthe #, und deren Ableitungen herausfallen
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mogen, so dass sich als Eliminationsresultat eine Beziehung ergiebt:
(20)/1( y 1,/\;/\',....) = 0,

dann wird der eben vollzogene Eliminationsprocess der allgemeinsten
Annahme entsprechen. So folgt in dem oben behandelten Beispiel
durch Differentiation von {y)

dxx AR ~dx~"N *F— dx
und durch ldentificiren des zweiten Differential quotiénten aus dieser
Gleichung und der Gleichung (f3):

Eh- + 2x0 = -~-
dx 2 dx
woraus sich schon durch Gleichsetzen der Werthe von —— aus dei-
zuletzt erhaltenen und der Gleichung (y)
dz,
dx L
ergiebt.

Wir haben der Kirze halber diesmal immer nur mit einem
Zweige der einzelnen hier auftretenden algebraischen Functionen
operirt — es bedarf kaum der Erwahnung, dass, um die zugehdrigen
rationalen Formen zu substituiren, man immer nur das Product der
einzelnen irrationalen algebraischen Ausdriicke zu bilden hat — es
wird also auch die Gleichung (20) eine irrationale algebraische sain-,
da dieselbe aber rational gemacht in Folge der fir die Gleichung (10)
und deren Integral » gemachten Voraussetzung durch alle Integrale
dieser letzteren befriedigt wirde, z, aber dem Zweige (20) dieser
rational gemachten Gleichung geniigt, so werden auch andere parti-
culére Integrale von (10) z. B. #/ Integrale von (20) sein; sei nun ,?/
ein particulares Integral der im Allgemeinen nicht algebraischen
Differentialgleichung (18), nachdem in derselben z durch #/ ersetzt
ist, so werden auch die daraus abgeleiteten Gleichungen gelten, und
da die Gleichung (19) nichts anderes ist als die Gleichung (20), wenn
die Werthe der einzelnen Ableitungen substituirt worden sind, die
Gleichung (20) aber fir #/ besteheii bleibt, so wird auch (19) fur
diese Integrale #/ und #' bestehen, d. h. es wird (16) fir eben diese
Integrale befriedigt werden. Daraus folgt aber wiederum die Giltig-
keit der aus dieser durch Differentiation abgeleiteten Gleichungen, und
da (17) erflllt ist — denn (17) ist nichts anderes als (18) vor Ein-
setzen der eben bezeichneten Ableitungswerthe — so folgt daraus
wieder, dass auch (14) befriedigt ist, wenn ~ und £, durch #/ und #'
ersetzt werden. Da endlich (14) und die Ableitungen dieser Gleichung
die in den neuen Integralen richtige Gleichung (16) also auch (15)



