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wird; somit stets eine homogene lineare Differentialgleichung pter 

Ordnung auch ein Integral der reducirten Gleichung der reductibeln 
Differentialgleichung (26). 

Specialisiren wir den eben bewiesenen Satz für homogene lineare 
Differentialgleichungen? so ergiebt sich das folgende Theorem: 

Wenn eine lineare homogene Differentialgleichung mt€r Ordnung 
reductibel ist, also ein algebraisches Integral Qter Ordnmig hat, und 
zwischen den m particulären Fundamentalintegralen und deren Q — 1 
ersten Ableitungen besteht keine algebraische Beziehung, dann ist jenes 
algebraische Integral eine lineare Differentialgleichung Qter Ordnung, 

oder anders ausgesprochen: 
Hat eine lineare homogene Differentialgleichmig mit einer alge

braischen Differentialgleichung niederer Ordnung, welche in Bezug auf 
den höchsten Differentialquotienten im algebraischen Sinne irreductibel 
ist, ein Integral gemein, welches nicht zugleich ein Integral einer Differenz 
tialgleichung noch niederer Ordnung ist, so ist unter der oben gemachten 
Voraussetzwng jene algebraische Differentialgleichung eine lineare und 
zugleich eine Integralgleichung der vorgelegten Differentialgleichung, und die 
letztere hat noch die reducirte Differentialgleichung eben dieser zum Integral. 

Zweites Kapitel. 
Ueber algebraische Beziehungen zwischen Integralen 

verschiedener Differentialgleichungen. 
§ 5. 

Zwei Satze von der Erhaltung der algebraischen Beziehung zwischen 
Integralen von Differentialgleichungen und deren 

Differentialquotienten. 
Wir wollen im Folgenden zwei Sätze herleiten, welche die Grund

lage für die Ausdehnung des AbeTschen Theorems sowie aller der
jenigen Untersuchungen, die bisher an Integralen algebraischer 
Functionen angestellt worden sind, auf Integrale algebraischer Differen
tialgleichungen bilden werden. 

Sei ein System von Differentialgleichungen vorgelegt 

I f ( J!. dmiz \ —  
/ i ļ xi> Viu 12? ' * * VIQJ 9 0> dx y dx™1 Ì 

/14 iff' 1± **""* \ n 
\\) • * " lh I X2> 21> #22> ' ' ' #2Ç>> Z) dx* ' ' ' ' dx™* ) 

/. / dz dm*z \ A 

ļ/*(xx, yxl, yxi, ••• ,*,- ,--- -J^rj =°° °' 
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in denen xlf x2, • • • xx von einander unabhängige Variable, ya\, 
' 2} • • • im Allgemeinen verschiedene algebraische irréductible 
Functionen der Veränderlichen xa vorstellen, und werde angenommen, 
dass diese Differentialgleichungen in Bezug auf ihren höchsten Differen
tialquotienten im algebraischen Sinne irreductibel seien, und eine 
Reihe bestimmter particulärer Integrale g19 #2, • • • zx der resp. Differen
tialgleichungen (1) existire, welche nicht schon gleichartigen Differen
tialgleichungen niederer Ordnung Genüge leisten — wie dies für 
irréductible Differentialgleichungen stets der Fall ist —, seien ferner 
die Differentialgleichungen gegeben: 

f TP ( dz à?*z \ A 

•*i ( #*+i; y*+u> 2/*+i2, * • * y*+iox+v 0, -ļļ , • • • ļ =  
\ * + l d*x + iJ 

I i dz dUïz \ 
(2) J F2 ( X* + ZJ *+2 +22, ' ' * # + 2? + 2 , #, -jfa > "• n* J = 0 

\ * + 2 dxx + 2/ 

\ TP ( dz £lz \  
^ I # + , + Xl, .+ 2, ' • * + ̂  + , Z, ~dlÇ~l> ' ' ' ~^ï~ J = > 

deren unabhängige Variabein xx+i9 xx+2, • • • xx+x mit den unab
hängigen Variabein des Systems (1) algebraisch verbunden sind, 
während +< , • • • -\- . a irréductible algebraische Functionen 
von xx+a bedeuten sollen, und stellen #*+i, #x+2, • • • 0x+i wieder  

particuläre Integrale der keiner weiteren Bedingung unterworfenen 
Differentialgleichungen (2) vor; nehmen wir endlich an, dass zwischen 
den + l Integralen £1? z29 • * • zx, 0x+i, * • * # + der Differential
gleichungen (1) und (2) und deren Ableitungen eine algebraische 
Beziehung bestehe 

I *1L ^h d-h- ^1± dJ*±i <***+* * + ) 

l -1- J 

in welche auch die Variabein und die den einzelnen Differential
gleichungen angehörigen algebraischen Irrationalitäten eintreten dürfen, 
so soll die Unveränderlichkeit der algebraischen Beziehung (3) erwiesen 
werden, wenn statt des Systems particulärer Integrale der Differen
tialgleichungen (1) beliebige andere particuläre Integrale dieser, statt 
derjenigen der Differentialgleichungen (2) aber bestimmte andere par
ticuläre Integrale dieser substituirt werden und zwar für Werthe der 
unabhängigen Variabein, welche mit denen des ersten Systems auch 
noch in den gegebenen algebraischen Beziehungen stehen. 

Der Kürze wegen mag im Folgenden die Reihe der algebraischen 
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Irrationalitäten yai, y 02, - • • immer durch einen Repräsentanten 
tja ersetzt werden, es mögen ferner fürs erste die Variabein 
nebst den zugehörigen Integralen #2, #3, • • • #x als Parameter be
trachtet, und vermöge der algebraischen Beziehungsgleichungen 

/ 4 1̂ 2 ( ^ + 2? #1, ^ , ' " * #*) = 0 

\( { ^ , xl7 x2, • • • o?x) = 0 
die Differentialgleichungen (2) in solche umgeformt werden, welche 
die unabhängige Variable xt besitzen, und die man erhält, indem man 

dz dz 1 d2z d'2z 1 dz 1 d}xyJ^ 

öf X-, \ & -i / \ Cl OCļ J 

bildet, diese Werthe in die pte Gleichung des Systèmes (2) einsetzt1 

und zwischen der so erhaltenen Gleichung, der çten Gleichung des 
Systems (4) und den zwischen xx+Q und yx+Q bestehenden Gleichungen 
xx+Q und +Q eliminirt; auf diese Weise werden sich statt der 
Gleichungen (2), wenn man noch eine Zerlegung der Eliminations
resultate durch Hinzunahme der zu xx gehörigen algebraischen 
Irrationalitäten yx zulässt, die folgenden Differentialgleichungen 
ergeben 

U / dz dn*z \ A 

\ er { dz dn*z \ A 

L / dz cfxz \  

Man sieht unmittelbar, dass jedes Integral &X-\-Q der pten Gleichung 
des Systems (2) auch ein Integral der çte11 Gleichung des Systems 
(5) sein wird, indem nach der .Entstehungsweise von % aus F und 
der bekannten Pormulirung des Eliminationsprocesses die Beziehung 
statthat: 

(6)---&(^,^,^,---0-) = 
„ / _dz_ 1 d*0 1 dz 1 ä*x*+<> \ 

*t I «*+ç, *+ , dXļ • dXx+e, dx* tdx^ys dx, /d*«+gy <*v ' " ' 
\ dxx \ dxx / \ dxx } ) 
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worin auf der rechten Seite für + 7 y*+q alle durch die gegebenen 
algebraischen Gleichungen definirten Wurzelwerthe einzusetzen und 
mit den so entstehenden JP^-Werthen das Product zu bilden ist; 
jedes #, welches also einen Factor der rechten Seite zu Null macht, 
wird auch $Ļ verschwinden lassen, und umgekehrt wird jedes #, -
welches %Q = 0 macht, auch einen Factor der rechten Seite identisch 
Null werden lassen — wir finden also, dass jedes Integral der 
Gleichung FQ = 0 auch ein Integral der Gleichung $Q = 0 sein wird, 
dass aber umgekehrt — und dies wird für die späteren Schlüsse 
wichtig — auch jedes Integral von %Q — 0 der Gleichung FQ = 0 
genügt, wenn man sich nur im Allgemeinen unter xx+Q und yx+g 
andere Lösungen derselben gegebenen algebraischen Beziehungen 
denkt, die zwischen diesen Grössen und xt stattfinden. Formt man 
in der eben angegebenen Weise auch die Gleichung (3) um, so dass 
man erhält 

CO • • • , y19 *x, ļ£-, • . • ļ - £ - , ssn+u 
\ ' dxx 

<*'»+i * + - ä**+i dM"+xzx+x \ _ n 

und stellt diese Gleichung mit den Gleichungen (5) zusammen, so 
wird man, wenn man (7) + + * • • + ^ m a l , die Gleichungen 
(5) resp. -ļ-i + + • • + mal, • • • Mx+x + ni + n2 + • * « - i m a ^ 
nach xt differentiirt 

J f x + i + - + + *("i + + . . . + nx) -p + 1 
Gleichungen erhalten, aus denen die Grössen #x+i} £*+2; • • • £*-1-
nebst ihren Ableitungen, deren Anzahl 

Mx+1 H h +i + ( + 2 -ļ 1- ) +  
ist, eliminirt werden können. Vor allem muss bemerkt werden, dass 
diese Elimination in allen Fällen durchführbar ist, da die Gleichung 
(5) und (7) von einander unabhängig sind; denn was zuerst die 
Gleichungen (5) selbst angeht, so kommt in jeder derselben nur eine 
der Grössen £x+i, #*+2, * * * #*+x vor, und da die Differentiation nach 
xx die Beziehung liefert 

gge gge *',+„ gge « * + +, _ 0 
9* "*" Szx+9 dx, T I" /^tx+\ dxy+* 

\~ ~) 
und !*£ 
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von Null verschieden ist, so wird jede solche durch Differentiation 
aus einer der Gleichungen (5) entstandene Gleichung eine neue 
Eliminationsgrösse einführen; und es werden somit die auf diese 
Weise hergeleiteten Gleichungen von einander unabhängig sein; was 
endlich die Gleichung (7) betrifft, so kann sie von keiner der eben 
betrachteten Gleichungen abhängig sein, weil sie die in diesen nicht 
vorkommende Grösse #t und deren Differentialquotienten enthält, und 
dasselbe gilt von ihren Ableitungsgleichungen, weil diese wieder 
stets neue Ableitungsgrössen einführen*). Das gewonnene Elimina
tionsresultat habe die Form 

(8) - • • • \xu yl7 *u - -, • • • ^ + Wi + % .q^j = 0, 

in welche wieder x2, • • • zX} $2i * * * #* a^s Parameter eintreten; da 
aber die erste der Gleichungen (1) 

(9) • • • • (^i, ^4~,'-- - — - J =  
iii Bezug auf ihren höchsten Differentialquotienten algebraisch irre-
ductibel, ausserdem #t ein Integral derselben sein sollte, das nicht 
schon einer gleichartigen Differentialgleichung niederer Ordnung an
gehört, so wird nach dem oben bewiesenen Satze jedes Integral der 
Gleichung (9) auch ein Integral von (8), oder es wird (9) ein alge
braisches Integral der Differentialgleichung (8) von einer bestimmten 
Ordnung sein müssen. Nehmen wir nun an, dass im Laufe des 
Eliminationsprocesses nicht mehrere Grössen zugleich herausfallen, 
oder dass nicht schon aus weniger Gleichungen als den oben an
gegebenen sich die bezeichneten Grössen eliminiren lassen, so werden 
sich die letzteren als rationale, im Allgemeinen als algebraische 
Functionen der Coëfficiënten der Gleichungen, also der Grössen \ 
und deren Ableitungen ergeben, und es ist ersichtlich, dass, weil 
das Eliminationsresultat von jedem anderen particulären Integrale #/ 
der Differentialgleichung (9) befriedigt wird, die aus jenen alge
braischen Functionen durch Substitution von #/ statt zx sich er
gebenden Functionalwerthe ebenfalls den Gleichungen (5) und (7) 
Genüge leisten werden, vorerst freilich nur, ohne Rücksicht auf ihre 
Eigenschaft als Differentialquotienten, lediglich als Eliminations-
grössen eines algebraischen Gleichungsystems aufgefasst. Ist aber z.B. 

— ( 1h. d^ + w i i - i ^ ^ 
**+i —ZI #i, tfif *i, dXi>"- ^if1 + Wl + -- + ^ ) 

*) Die Gleichungen (5) und (7) nebst ihren Ableitungen können sich nicht 
widersprechen, da sie thatsächlich bestehen. 
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und 
äzx+1 _ / äz^ d*i + »i + '-+«*gl \ 

dxx ~~Xl\Xly Vl" *19 dxx > ' " ^ 1 + »! + - + ^ h 

so dass 

ist, so muss wiederum nach dem oben bewiesenen Satze diese 
Gleichung auch durch #/ befriedigt werden, und es werden somit 
auch die durch Substitution von #/ statt ^ hervorgehenden Werthe 
der Eliminationsgrössen in den resp. Differentialbeziehungen zu ein
ander stehen, d. h. wenn man 0±' statt 0t und für die #« +1, • • 0y.+i 
die aus den für die Eliminationsgrössen gefundenen Functionalaus-
drücken durch jene Substitution hervorgehenden Ausdrücke setzt, so 
werden die Gleichungen (5) und (7) befriedigt werden, oder endlich 
noch anders ausgedrückt, es werden ein willkürliches particuläres 
Integral der Gleichung (9) und dazugehörige particuläre Integrale 
der Gleichungen (5) der Gleichung (7) genügen, d. h. mit ihren dazu
gehörigen Ableitungen die algebraische Beziehung unverändert lassen, 
wobei stets 2-, - • xX} #2> ' ' #* a^ s Parameter zu betrachten sind. So 
wird, um zuerst ein ganz einfaches Beispiel zu nehmen, das particu
läre Integral 0X = e* der Differentialgleichung - j — = 0 und dessen 

Ableitung mit dem particulären Integrale #2 = e2z -f- e* der Differen
d o dz 

tialgleichung -r-y — 3 -^ f- 2# = 0 in der algebraischen Beziehung 

stehen 

und man sieht unmittelbar, dass, wenn man 0X durch ce*, aber 02 

durch das nunmehr bestimmte particuläre Integral der Differential
gleichung zweiter Ordnung c2e2x + ce? ersetzt, die algebraische Be
ziehung unverändert bleibt. 

Aber wir haben einige wesentliche Bemerkungen hinzuzufügen. 
Es war eben bewiesen worden, dass ein willkürliches particuläres 
Integral von (9) und dazu gehörige particuläre Integrale der Differen
tialgleichungen (5) die zwischen den Integralen und deren Ableitungen 
bestehende algebraische Beziehung (7) unverändert lassen; da nun 
aber früher gezeigt worden, dass jedem Integrale einer der Gleichungen 
von (5) stets ein Integral der resp. Gleichung von (2) entspricht, 
wenn man sich nur unter ff*+ç und y*+ç im Allgemeinen andere 
Lösungen derselben gegebenen algebraischen Beziehungen denkt, die 
zwischen diesen Grössen und xt stattfinden, so können wir auch den 
eben gefundenen Satz so aussprechen, dass die algebraische Be-

K ö n i g s b e r g e r , Differential gleich. 3 
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ziehung (3) erhalten bleibt, wenn man für ßx ein beliebiges anderes 
particuläres Integral der ersten Gleichung (1) und für #x+i, •••#*+  
bestimmte andere partieuläre Integrale der Gleichungen (2) setzt, 
wenn man nur für XX+Q und + Lösungen derselben algebraischen 
Gleichungen (4), aber im Allgemeinen andere dieser Lösungen ge
nommen denkt, wobei x2} • • #x, #2, • • #% als Parameter zu betrachten 
sind. Wählen wir zur Erläuterung des eben besprochenen Ueber-
ganges von .+ in eine andere Lösung der diese Grösse definiren-
den algebraischen Gleichung die beiden Differentialgleichungen 

/ dz y = 1 , / dz y = 1 
\dx1 J 1 — xt

2 \dx2 J 1 — x2
2 7 

worin xt und x2 von einander unabhängige Variable sein sollen, seien 
ferner bei fest bestimmten Zeichen von ļ / l — V und yi — x2

2 zwei 
Integrale der resp. Differentialgleichungen 

ƒ• dx , ƒ* dx 

b-J-ytt und *-JW5?' 
0 ü 

und stellen wir endlich mit jenen beiden Differentialgleichungen die 
Gleichung 

(_dz_\*_ l  
\dxs) ~ l — x3

2 

zusammen, worin x3 algebraisch von x± und x2 in der Weise ab
hängen soll, dass 

# = #i V1 — ^22 + ^V1— ? 
ist mit den für die Wurzelgrössen fest angenommenen Werthen, so 
wird, wenn ausserdem 

ļ / l — 2 = ļ/l—X2 ļ/l—X2 — XļX2 

gesetzt, und als Integral jener dritten Differentialgleichung 

dx 

gewählt wird, zwischen diesen drei Integralen die algebraische Be
ziehung bestehen 

(m) . . . . *s = *! + **> 
und wir wollen nun auf diese Beziehung unsern eben bewiesenen 
Satz anwenden. Setzt man für £x das andere nicht durch eine Con
stante verschiedene partieuläre Integral, das einer Aenderung des 
Wurzelzeichens entspricht, 

dx 
't—J-Vī^' 
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so sieht man, dass, wenn x2 und #2 unverändert bleiben, die rechte 
Seite der algebraischen Beziehung (m), welche erhalten bleiben soll, 
in #/ + #2 übergeht; da aber #/ = — & ist, so wird die linke Seite 
durch eine Grösse #3' zu ersetzen sein, für welche, wenn wiederum 

gesetzt wird, bekanntlich ° 

x3
, = x1Yv^x2

2—%2Yl— xt
2, yi—xs2 = — yi~x±

2 • ]/l—#2
2—x tx2 

sein muss, und wir haben somit dieselbe algebraische Beziehung 

£3 = #1 1 #2 ? 

in der %l ein anderes particuläres Integral der Differentialgleichung 

(-4—J = 2 für dieselbe Variable x17 und zļ ein particuläres 

Integral eben dieser Differentialgleichung für das Argument x3' be
deutet, welches sich als Lösung derselben algebraischen Gleichung 
ergiebt, welche x3 mit xx und x2 verband. Zu demselben Resultate 
gelangen wir, wenn wir in der Beziehung z3 = 0± + z2 die Variable 
x± die Punkte + 1 oder — 1 umkreisen lassen. 

Wir werden später die Frage zu erörtern haben, unter welchen 
Umständen die Werthe XX+Q in dieselben Lösungen der sie definiren-
den algebraischen Gleichungen übergehen, und also unverändert 
bleiben, gehen aber jetzt erst in der allgemeinen Auseinandersetzung 
weiter. 

Lässt man in der oben erhaltenen algebraischen Beziehung (3), 
in welcher z17 £*-fi, • • • zy.+x durch #/, #x+i7 • • • #*+ ersetzt sind, 
während xx+1, • • • xy,+x im Allgemeinen in andere Lösungen der sie 
definirenden algebraischen Gleichungen übergegangen sind, nunmehr 
das unverändert gebliebene Integral z2 in ein beliebiges anderes par
ticuläres Integral der zweiten Differentialgleichung (1) übergehen, 
während #/, 037 • • • zx unverändert bleiben, so wird man wieder aus 
den vorher angegebenen Gründen die Integrale #*+i, • • • £*+ durch 
andere particuläre Integrale des Systems (2) zu ersetzen haben, wobei 
wieder die unabhängigen Variabein dieser Integrale in andere Lösungen 
der sie definirenden algebraischen Gleichungen übergehen können. 
Schliessen wir so weiter, so finden wir, dass die algebraische Be
ziehung (3) erhalten bleibt, wenn man für $19 g2} • • • 8X beliebige 
andere particuläre Integrale der Differentialgleichungen (1), für č*+i, 
£*4_2, • • • 0 + bestimmte andere particuläre Integrale der Differential
gleichungen (2) setzt, wobei die Variabein Xx+iy • • • Xx+i im All
gemeinen in andere Lösungen der sie definirenden algebraischen 
Gleichungen übergehen werden — immer vorausgesetzt, dass der 

3 * 
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oben vorgenommene Eliminationsprocess für die Eliminationsgrössen 
bestimmte algebraische Functionen der Coëfficiënten jener Gleichungen 
liefert, d. h. bei der Elimination nicht mehrere der zu eliminirenden 
Grössen zugleich herausfallen. Dass dies in der That der Fall sein 
kann, geht aus folgendem Beispiel hervor: Die Differentialgleichung 

dz 
( ) - — = 0 hat das particuläre Integral #t = e*, die Differential
gleichung 

das particuläre Integral 

02 = e-x*fex*+xdx, 

so dass zwischen diesen beiden Integralen die Beziehung besteht 

differentiirt man nun (ß) einmal, und (y) zweimal, so erhält man 

(*>•••• S + 4 £ ( 2 * - l ) - 2 4ì-(*-2)-2*--0, 

( . . . . ^ . + 2rr ^ . + 4 4 ^ •= -? - ; 
v v dx3 ' dx2 ' d# dar ' 

eliminirt man ferner - -f- aus (d) und (£), so folgt 

( ) - - - - & + 2 * 4 - + ^ - 4 -» 
und stellt man nunmehr (17) mit (e) zusammen, so ergiebt sich 

d2zx dzt 

dx2 dx 7 

oder verbindet man dieselbe mit (ß), so folgt 

dz2 , 9 dizl 

welche wiederum mit (y) verbunden 
d2z, _ 
dx2 ~*i 

liefert, ohne #2 und dessen Ableitung als algebraische Function von 
0± und den Ableitungen dieser Grösse auszudrücken; in der That 
kann #2 nicht algebraisch durch zx = e* ausgedrückt werden; setzt 
man in (y) für #2 c#2, so ist auch je?, durch c$t zu ersetzen, wenn 
dagegen statt #2 das andere Fundamentalintegral von (/3), nämlich 
e-**, substituirt wird, so muss 01 gleich 0 gesetzt werden. 
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Um somit die allgemeine Gültigkeit des oben ausgesprochenen 
Satzes zu erweisen, müssen wir den Eliminationsprocess selbst 
genauer verfolgen, und es wird genügen den Gang des Beweises für 
Systeme von Differentialgleichungen durchzuführen, welche nur aus 
je einer Gleichung bestehen; sei eine Differentialgleichung 

M ••••/<•. • . £ . • • • - £ • ) - < > 
gegeben, welche in Bezug auf den höchsten Differential quotiënten 
irreductibel sein soll, und mögen eins ihrer particulären Integrale zly 

das nicht schon das Integral einer Differentialgleichung niederer 
Ordnung ist, und dessen Ableitungen mit einem particulären Integrale 
02 der Differentialgleichung 

/ 1 1 4 dnz ~ / dz dn-1z \ 

und den Ableitungen desselben in der algebraischen Beziehung stehen : 

9\ +< ^__ ( dz^ dz^ čT+g- 1 ^ ^ 
^ } dxn+* ~ 9 \X' *u dx > '" **> dx > " ' dxn+Ç-1 ) ' 

worin Q eine positive oder negative ganze Zahl, 0 eingeschlossen, 
bedeuten soll. Ist Q = 0 oder positiv ganz, so ersetze man in der 
letzten Gleichung vermöge (11) und deren Differentialquotienten alle 
Ableitungen von einer höheren Ordnung als der n — l teü durch die 
niedrigeren, so dass die Gleichung (12) die Form annimmt 

/ I Q \ dn~1z2 ,( dzx dz2 dn~2z2\ 

und somit ist auch dieser Fall reducirt auf denjenigen, in welchem 
die Grösse Q der Gleichung (12) eine negative Zahl = — 1 ist, so 
dass wir allgemein die Gleichung (12) ersetzen können durch 

dn~az2 _ ^( dzx dZt_ dn~a~1z2 \ 
1 ; " " daT-a —9\x>*i> dx>'" *2> < * * ' * " dx«-«~i ) ' 

worin a eine positive ganze Zahl bedeutet. 
Differentiirt man die Gleichung (14) cc-mal nach einander, so folgt 
dn-a+xz2 _ā%( d^_ dz^_ dn~az2 \ 
dxn-a + l — € P l \ X > * l > d x > " , ^ > d x > ' " d x « - " ) ' " ' 

dnz2 _ ( dz, dz,_ dn~1z2 \ 
'" dx- ~ aV> 01> dx >"'**> dx>'" dx»-i ) * 

und somit nach (11) die Beziehung: 
/in\ ^ ( dz* dz2 dn~1 z2 \ 
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Setzt man in diese Gleichung die aus den Beziehungen (14) und 
den durch Differentiation abgeleiteten hervorgehenden Werthe von 

dxn-a ' dxn~a+x } '" dx71-1 

ein, so mag dieselbe übergehen in 

na\ dn-?z2 __ „e( dz1 dz, _^2!~W 
{ } " " dx^~ ~ V' *l' ~d^^"^~dx~f'" dx"-?-1 ) ' 

worin ß < — 1 ist, und bildet man wieder durch successive 
Differentiation 

dn-P+lz2 _ ( dz^ dz^_ dn-?z2 \ 
da?-?*1 ~~ X \ ' *l' dx > " ' ^ dx > '" dx*-ß )> ' ' ' 

dn~az2 _ 7Te ( **!_ &h_ - ~ 2 \  
* " da?-" ~ *P-°\x>*i> dx >"'0z> dx > • • ' dxn-a-i )-"> 

so folgt aus der letzten dieser Gleichungen und der Gleichung (14) : 
/ 1 7 N w ( dz1 dz^_ dn~a—1z2 \  
{LI) • • • • Vp-ayx, 0U -j^y --.01, -jx , j^zra_Y-) — 

— Chi • ^±- *h- dn~a-xz2 \ 
— \ , gl9 dx , . . • 02, dx " dxn-a-l ) 5 

setzt man wiederum in diese Gleichung die aus (16) und den ab
geleiteten Gleichungen entnommenen Wer the von 

- ' dn-P+1z.2 dn-a-xz2 

dxn-? ' dxn-^1 ' dx71-"'1 ' 
so erhält man 

W dxn-y - \ >*1> dx> **> dx ' dx*-y~l   

worin < ß — 1 ; bildet man endlich hieraus wieder 

dn-v+x z2 _ ( dz±_ dz^_ dn~y' z2 \ 
dx"'**1 ~ } ^ dx ' " ' ^ dx ' * * #

 dxn-v )>"' 
J/^z^ _ ( dz±_ dz^ dn~P-1z2 \ 

' ' ' dxn-ft — ÄY~fi \X> *1> dx > ' " ^ d x ' " ' dx4-?-1 ) ' 

so folgt 

l i y J - , *1, dx Z27 dx , dxn-f*-l ) — 

— m ( Êh_ ļh- dn-?-1z2 \ 
— \x, 0t, dx > ' - z 2 ? dx , • • • dx*-p-i )> 

woraus durch Einsetzen der Werthe (18) und der durch Differen
tiation abgeleiteten alle Wer the 02 und deren Ableitungen herausfallen 
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mögen, so dass sich als Eliminationsresultat eine Beziehung ergiebt: 

( 2 0 ) . . . . / 1 ( , 1 , ^ ; ^ - , . . . . ) = 0 , 

dann wird der eben vollzogene Eliminationsprocess der allgemeinsten 
Annahme entsprechen. So folgt in dem oben behandelten Beispiel 
durch Differentiation von {y) 

dx* ^ *x ~dx~^ -**— dx 
und durch Identificiren des zweiten Differential quotiënten aus dieser 
Gleichung und der Gleichung (ß): 

Èh- + 2x0 = - ^ -
dx ' 2 dx ' 

woraus sich schon durch Gleichsetzen der Werthe von —~- aus dei-

zuletzt erhaltenen und der Gleichung (y) 
dz, 
dx L 

ergiebt. 
Wir haben der Kürze halber diesmal immer nur mit einem 

Zweige der einzelnen hier auftretenden algebraischen Functionen 
operirt — es bedarf kaum der Erwähnung, dass, um die zugehörigen 
rationalen Formen zu substituiren, man immer nur das Product der 
einzelnen irrationalen algebraischen Ausdrücke zu bilden hat — es 
wird also auch die Gleichung (20) eine irrationale algebraische sein-, 
da dieselbe aber rational gemacht in Folge der für die Gleichung (10) 
und deren Integral ^ gemachten Voraussetzung durch alle Integrale 
dieser letzteren befriedigt würde, zx aber dem Zweige (20) dieser 
rational gemachten Gleichung genügt, so werden auch andere parti-
culäre Integrale von (10) z. B. #/ Integrale von (20) sein; sei nun ,?/ 
ein particuläres Integral der im Allgemeinen nicht algebraischen 
Differentialgleichung (18), nachdem in derselben zx durch #/ ersetzt 
ist, so werden auch die daraus abgeleiteten Gleichungen gelten, und 
da die Gleichung (19) nichts anderes ist als die Gleichung (20), wenn 
die Werthe der einzelnen Ableitungen substituirt worden sind, die 
Gleichung (20) aber für #/ besteheii bleibt, so wird auch (19) für 
diese Integrale #/ und #2' bestehen, d. h. es wird (16) für eben diese 
Integrale befriedigt werden. Daraus folgt aber wiederum die Gültig
keit der aus dieser durch Differentiation abgeleiteten Gleichungen, und 
da (17) erfüllt ist — denn (17) ist nichts anderes als (18) vor Ein
setzen der eben bezeichneten Ableitungswerthe — so folgt daraus 
wieder, dass auch (14) befriedigt ist, wenn ^ und £2 durch #/ und #2' 
ersetzt werden. Da endlich (14) und die Ableitungen dieser Gleichung 
die in den neuen Integralen richtige Gleichung (16) also auch (15) 


