56 ASTRONOMIE SPHERIQUR.

ANALOGIES DE NEPER — FORMULES DE DELAMBRE

57. Les formules dont nous allons nous occuper sonta deux
termes, et par suite immédiatement calculables par loga-
rithmes au moyen des tables ordinaires, mais au lieu de con-
sister en des relations entre certaines fonctions trigonomé-
triques des éléments A, B, C, a,'d, ¢ des triangles, elles con-
tiennent des fonctions (rigonométriques de trois fonctions
d’angles ayant respectivement pour types '

A+B A—B. C
T2’ 2 2’
et des fonctions trigonométriqueé de trois fonctions de cét;és

ayant respectivement pour types ’

a-t b - a—»b.
2’ T2

rolo

Etablissons ces formules qui ont une grande importance.

. ' 4
58. ForMULES DE DELAMBRE. — La premiére des relations a
quatre éléments du premier type (n° 28), nous donne

cosa — cosb cose -

cosA = —
sinbsinc

et on en déduit, 1°: .

A ) sin b sin c'-—‘cosa cosbcosc
2sin2—=1 —cosA = — +
. - sinbsinc

2

__cos(b—c)—cosa
sindsine !
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ou

(a+c—b (a—[-—b—c)
2

sin b sinc !

sin

sin? — =
2

ce qui, en posant

a-+ b4 c=2p,

et par suite

a+c—b 2(p—b)

a4 b+ c=2p—c),

‘reviént &
. oA cm(p — d)sin(p — ¢).
2

sntg = sin & sinc¢ !
oua

Sm— —, /sin(p — b) sm(p——c)

sinbsinc

‘Puis, 2°:

sindsinc 4 cos a— cosbcosc
sinbsine

2cos? g‘:: 14 cosA =

__cosa—cos(b+ ¢
sinbdsinc

ou

sin<a_..|—2b+c)sin (b-l—;—@

= )

sinbsine

cos?

C o

par conséquent '

sin psin (p —a)'

. A
oS = = - L
2 sindsine
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59. Descalculs analogues effeciués en prenant comme point
de départ la. deux:éme el {a. troisi¢me des relations & quatre
éléments du premier type (n" 29), ou, plus sxmplement des
permutatlons de lelires opérées dans les formules que nous
venons d'établir, donnent - RE IR

B B . C
sin =, cos g, sin 5, €08

) 9 Tt

etl'ona o
sm——\/°m (p==b)sin(p— c) ;:Os'i: smpsm(p——a)
sinbsinc ’ 2 sinbsinc :'

sm—— sm(p—o sin ( —a) cos—— smpam p—-—b)'
sincsina smcsma

]

'sinp sin(p—
sinasinb

c).

sm—— \/sm(p-—a ﬂln(p—b), cosE:
sinasin b 2

60. Ces résultats étant obtenus, on en déduit. aisément

A4B . A—B A-+B A—B
_g r8in —g5— cos + ,gos 3 ;

les valeurs de sin

au moyen des formules fondamenlales I

sin A+ =sinz cos——]—smEc i;
sin A-B =sin-‘§cbs§ =~ sin B cos'—é- h
+B “coé‘% cosg sin %sn 3
cos ;— it— cos 3 Se + sin5 sm]-;;
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En effet, on a d’abord

sm;AcosB: sm(p—-b)\/smpsm(p—c) sm(p la
2 2 sin ¢ sinasind " sine
sinl—aco A_ cm( —a), /sinpsin(j ——c) sm(p—a)
2 2 sinc o _sihasind . sinc
cosé 00513 __sinp, /sin(p—a)sinp — &) _ sinp
. 2772 sine ~sinasinbd T sine
. A. B_sin(p-¢g) /sin p—a) sin(p — &) __sin(p—c)
S g = Sine sin o sin & sinc’
donc, 1°:
sinA+.-B co,sg sm(p — a) -+ sin(p — &)
2T T2 ~ -sinc
C 2s1n (2p——2a——b) os(a;—b)
= C0s 3" n
2 sin ¢
.G 2s1n; cos( ; b)
= COS»E' r sinc 3
d’ou Coe s
_ALB ¢ _.C_ (a—2b).
(1) - sin D f:o§2_ €0s 5 €08 53
2°: )
sin A—B — cos G sin(p—?%)=— sin(p—a)
2 2° sin¢
— —a—5b
o 2in @ 22 =)
=cosg  ——————
Z 2 . sinc ..
Lt g 2sin S —; ! cos%j S
. 5008 = » —————— )
W RN -

©sine
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d’ou
. A—B_.c¢_C. (a—}),
(2)- sin- 5 sing = €08 g sin——5—"3
30 -
cosA———l_B = s>ing . smp—-—'sm(p —9)
2 2 sin ¢
a. € [2p—c
' CQsmgcos( 3 )
=sin -
2 ~ sine
: . C aib
C 25m§cos B
=sins , —m4mMM—,
2 sine
d'ol

A+B c__ .. C "~ adbd
(8  cos g cos 2_sm2 cos —

enfin, 4° :

A—B . G sinp 4-sin(p — ¢
2" sin¢

2p—c ¢
g C0sg
sinc

2sin

.atb e
2sm—2— cos2

e sine .’
d’ou

_ A—B 0'__>. C.albd
(%) cos —5— sing =sing sin —5—.
61. Les quatre formules (i)b, (2), (3), (4), qui se réduiseat a

trois parce que en les ajoutant membre & - membre aprés avoir
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élevé chacune d’ellgs aucarré on trouve l'identité 1 = 1, cons-
tituent ce qu’on-appelle les formules de Delambre pour les

+ B ‘__A‘ —B Q ét les trois fonctions

trois fonctions d’angles 3

ba—bc
de cotés +, > é‘

-

En y faisant des permutations

tournantes simultanées sur A,' ‘B, C et a, &, ¢, on obtient

toutes les formules analogues au nombre de douze et 1'on a.
g

A+B ¢ C (a—d).
D=5 — C0s5 = COs 5 c0S —
‘ sinA_BsinE;cosgsin(a_b)
A+B ¢ . C  (af?)
00s —5—cos g = sin 5 cos —
A—B . ¢ . GC. (a8
_C()a ) SlIlé—SngSlnT
e B+GCG a A (b—c¢)
sin —— cos 5 = cos 5 cos —
sinB_Csin——cosésm( —¢)
2 T2 2 2
BLC a_ . A (4o
cos —5— cosg = sin 5 cos R
B—C_.a_ . A (b4
cos—5— sing == sin 3 sin —3
_C4+A b B (c—a
sin ——5—= cos 5 = cos 5 cos —5
. C—A . b B . (¢c—a)
sin sin = = cos = sin

2 2 2 2


file:///cr-a

-

62 ASTRONOMIE SPHERIQUE -

A cosc—_l'—é cosé = sin B cés c—a)

2 2 92 2
‘ cosC —A sm-b- .sin = B ( —a),
: 2. 2—— 2 2

.

© 82. Toutes ces formules sont des relations a deux termes’

comme celles qui concernent les triangles rectangles ; ajoutons:

que les monomes qui forment le premier et le second membre:

de chacune d'elles sont des produits de deux facteurs, 'un fonc-

tion des cotés, I'autre fonction des angles, et tous ¢hoisis parmi

a=x b,'
2

lesdouze fonctions trigonométriques sinus ou cosinus de

—+
deg- de -A——2'§et de g, quand du moins, on se borne &

- considérer les relations (1), (2), (3), (4 ).

63. Le souvenir seul des propriétés que nous venons
d’énoncer permet de retrouver complétement les formules
(1), (2), (3), (4). Supposons en effet (fig. 7) que le triangle con-

sidéré devienneisocéle, et faisons =25 par -

¢ suite A = B. Menons I'arc de grand cercle
CD perpendiculaire & AB, nous aurons
Ac=%E% - ap=¢
2 ’ 2
A B cap=2E8  uep =S
Fig. 7. 2 2
mais le triangle ADC rectangle en D, donne
- c0s ACD = sin CAD cosAD,
cos (‘AD = sin ACD cos CD = sm ACD cos AC

0sAD’
sin AD =sin ACD sin AC;' :
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donc il viendra

- C_ . A+B ¢ A+B ¢ . C a+tb
0052_‘sm B cosg, Cus D c052—51n2 GOS.~—"2 )
¢ __ . a4+b. C
smé_sm 2 sm§

Ces formules rentrent dans celles de Delambre, mais ne con-
viennent (du moins les deux extrémes) qu'au cas particulier
ou a = bet A =B; pour en déduire les résultats généraux

correspondants, il suffira évidemment d'v introduire, d’une

maniére convenable, les deux facteurs cos & _2_ ba cosA —2— B.

qui se réduisent & 1 et sont les seuls & se réduire a 1 lors-

qu'on fait @ = &, A = B. On trouve ainsi en se rappelant les
remarques faites plus haut: d’abord les formules (1), (2), (3),

sinAEB 0s 8 sl éo*‘-l—:é
2 2= T2 e

A4+B ¢ . G a+4b
€08 ——5— €08 5 = sin 5 C0S ———,
cosA;Being—s’ gco*a 2
g Mg TG

el puis la formule (4),

. A—B . E_COJQ cos =0

sin —5— sin g =cos 5 3

en,s’appuyant sur ce que la somme membre 3 membre des.
carrés des quatre formules doit donner 1 = 1. : q
' 64. AnaLociEs DE NEPER. — Ces nouvelles formules qui ont:
été.découvertes bien avant celles de Delambre, sont des con-:
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séquences trés simples de celles-ci. Sinous résolvonsen effet, les

formules de Delambre par rapport & tang A ;I_ B , tangA_Q_ B,.

tang 9—;—-—, tang & 2— % on trouve
cos 2—°
A+B C 2
tang o) _coté- PRy
cos —,
.. a—b
¢S g
tang 3 :coté- at b
sin B
coOs———
a-tb ¢ 2
: lang. _2'_ :tangé ALB
‘ Cos —,
. A—B
a—2b ¢ M2
- tang —2—=tang§- ALB’
sin '

rézultats auxquels nous adjoindrons le suivant

tang A _')_ B tang ‘#
A—B ., _a—2b
tang 3 tang 3
qui est une conséquence immédiate de s_m_A =ie

sin B : sin &

65. Ces cing formules et les dix autres analogues qui s'en
déduisent en effectuant des permutations tournantes simulta-
néessur A, B, Cet sur @, b, ¢, mais que nous nous dispenserons
d'écrire, constituent les analogies de Neper. On voit que ce sont

des relations & deux termes comme les formules de Delambre et
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que si on en chasse les dénominateurs, aprés avoir remplacé
les tangentes par leurs valeurs en sinus et cosinus, les mono-
mes servant de premier et de second membre dans les quatre
premiéres, seront composés de trois facteurs, deux fonctions
d’angles et un fonction de cOtés, ou inversement deux fonc-
tions de coté set une fonction d’angles, choisies d’ailleurs parmi

les douze fonctions trigonométriques sinus ou cosinus de

220 e g, de 2B 4o s |

66. Celte simple remarque permet de retrouver immédia-
tement deux des analogies de Neper. Opérons, en effet, comme
pour les formules de Delambre. Considérons le cas particulier

ou a=25, A =B. Le triangle CAD rectangle en D (fig. 7) nous

donnera
A4 B C__ 1
tang 3 tang 3= <a+b)’
cos
2
ou
. A4+B_. C atb A4 B C.
sin —5— sin 5 €08 —g— = €08 —5— CO8 5;
et
tan ¢
'‘A+B €3
cos = )
2 tan at?
LR
ou )
sinai—bcos%cosA;B:cosa_;bsin%;

ces formules expriment ce que deviennent la premiére et la
troisiéme des analogies de Neper lorsqu'on y fait a = b,
A = B. Pour en déduire les analogies correspondantes,.

relatives au cas général, il suffira évidemment d’introduire le
ASTRONOMIE SBPHERIQUE, 5
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a—b
2

mule et le facteur cos A

facteur cos dans le second membre de la premiére for-

; B dans le second membre de la

seconde, ce qui donnera

sint'——Bsingcosm= cos‘ij:]—}cosgcosa—b

2 2 2 2 2 2
ou
cosa—b
A4-B G 2
tang 3 _.cot§ —m.
cos
' 2
et
. a-tb c A+4+B__ atb . c A—B
sin —5— €08 5 COS —5— == €08 —5—sing €08 —5
ou
cosA=B
a+b ¢ 2
tang =tang g.— 7=
2 2 cos AizB

Il reste encore a retrouver les deux analogies qui ont res-

_— a—b
2 2

or pour celail suffit de diviser membre & membre la premiére

et tang pour premier membre;

pectivement tang

et la deuxieéme de celles que nous venons d’obtenir, succes-

sivement par
tang A —; B tang(a———_g b)
—_B - —5 '
tang A ) B tang 2 3

en ayant soin, quand on effectue la deuxiéme division de ren-
verser I'ordre des deux membres de la relation diviseur.



