
2 Î 2 Die Reye'scíie Apolarität und die Ñormcurven. 

Wir kommen nunmehr zur letzten und wichtigsten Partie 
des zweiten Capitels, die die Involutionen vierter Ordnung auf 
den cubischen Raumcurven von Neuem aufnimmt, um die tief
eingreifende Wichtigkeit der ersteren für die letztere wenig
stens in den Hauptzügen darzulegen. 

Abschnitt IV. 

Die biquadratische Involution auf der cu bischen Kaum-

curve. Zweiter Theil. 

§. 28. 

Das Schnittpunkttheorem der jß* im Räume. 

168. Dieser Theil untersucht des Genaueren die biqua
dratischen Involutionen mit (sechs) gemeinsamen Elementen
paaren ; sowie die sich daran anschliessenden geometrischen 
Configurationen. 

Wir knüpfen wieder an das Schnittpunkttheorem (pg. 239 

Formel Nr. (6)) der Curven B^ an. Man verfährt zunächst; wie 

bei Aufstellung der H-Kegelschnitte (cf. Nr. 51) und eliminirt X4< 

Dann sind die Elemententripel der dreigliedrigen Gruppe (2) 

(pg. 239 ) gegeben durch 

%^ + aisi + ^+%^a^+%^+%^+at%\ 

+ so s2 (P03—P12) + so ss (Pu — PiJ + s! ss (PU—P23) = ° ; 
wo p.k = (a6)ik. 

Aus den zwischen den p herrschenden Relationen der 

Nr. 155, aus denen man jetzt als linear unabhängige etwa die

jenigen drei aussuche ; die den Index 0, 2, 4 resp. nicht auf

weisen, folgt: 

(1)1 ' 2 
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"2 

a) Um e i n e q u a t e r n ä r e q u a d r a t i s c h e F o r m a 2 

in d ie F o r m (1) zu b r i n g e n , s i n d d i e d r e i B e d i n g -

u n g e n * ) e r f o r d e r l i c h (u. urag.): 

K o a 2 2 — 4 «Ol «12 + a i l ( 2 %2 + an) = 0 = A 4 

( 2 ) k o a 8 s — ( 2 % 2 + ^i)(2 a i3-+-^2) + 4a12(aü3 + a12) = 0 - A i 

k l «33 - 4 «12 a23 + «22 ( 2 «13 + ^ = 0 = \ 

169. Die Bedeutung dieser Gleichungen ist bald zu eruiren. 

Auf die räumliche (cubisene) Normcurve N bezogen stellt 

(1) eine Fläche zweiter Ordnung H9 (oder kürzer H) dar, 

deren Schnittpunkte mit der Curve durch die Doppelelemente 

der Involution (cf. vorigen §., Formel 4 ; 10) 

(3) ax + h bx = 0 
nemlich (4) J = 0 

gegeben sind; die andrerseits (cf. Satz 8 pg. 244) die Wende

punkte der i?4
: 

(5) 9x. = ?i(X) 

darstellt, wo die cp die zu (3) conjugirte Gruppe zusammen

setzen. 

Zu jedem (1) genügenden Tripel gehört ein weiteres 

Element Xv das mit dem Tripel ein Quadrupel der Gruppe (5) 

"bildet, die man durch drei ganz beliebig gewählte Quadrupel 

cp(X) festlegen kann. Dies liefert den bekannten57) Satz**): 

ß) „Die E c k e n i r g e n d . d r e i e r e i n e r c u b i s e n e n 

R a u m c u r v e cp u m s c h r i e b e n e n T e t r a e d e r l i e g e n 

auf e i n e r F l ä c h e z w e i t e r O r d n u n g H. D i e s e r 

*) Beispielsweise geht durch resp. Multiplication der zweiten und 

dritten Bedingung mit a22, resp. (2 aQ2 -f- a n ) und Addition die Bedingung 

A. = 0 hervor, der unter den ^ ik-Relationen der Nr. 155 die den Index 1 

nicht aufweisende entspricht; analog durch Multiplication der ersten und 

zweiten mit 2 «13 -|- a22 resp. a^ und Addition die andere: Ag = 0. 

**) Über dio Erweiterung desselben cf. Kap. III. Die dualistischen 

Gegensätze sind überall unterdrückt. 

W. Fr. M e y e r , Apolarität.' •*•" 
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k a n n man GO2 s o l c h e T e t r a e d e r e i n b e s c h r e i b e n 
u n d z w a r i s t j e d e r P u n k t d e r F l ä c h e E c k p u n k t 
eines s o l c h e n T e t r a e d e r s . a 

Nun entsprechen den drei Doppelpunkten der R2 (5) 

(a. ß.) drei solche Elementenpaare (a ß.); die mit unendlich 

vielen Paaren Quadrupel der Gruppe (5) bilden d. h. 

ß ) „Die F l ä c h e H d e s S a t z e s ß) h a t d i e E i g e n 

s c h a f t ; d a s s d r e i A x e n d e r R a u m c u r ve (o^ ß.) g a n z 

auf i h r l i egen . Ä 

Da umgekehrt diese drei Elementenpaare (a. ß.) das 

Schnittpunkttheorem der Curve (5), und somit die Fläche (1) 

eindeutig bestimmen, so folgt: 

ß2) „So l l von e i n e r F l ä c h e z w e i t e r O r d n u n g i n 

B e z u g auf e i n e c u b i s c h e R a u m c u r v e d e r S a t z ß) 

g e l t e n ; so s i n d d a z u d ie B e d i n g u n g e n des S a t z e s 

ß ) n o t h w e n d i g u n d h i n r e i c h e n d . 

D i e s e B e d i n g u n g e n s i n d i m F a l l e d e r N o r m -
c u r v e d u r c h (2) d a r g e s t e l l t . " 

In der That ist ja durch drei Gerade, die sie enthalten 

soll; im Allgemeinen stets eine Fläche zweiter Ordnung be

stimmt. Werden von den drei Doppelpunkten der Jß* (5) ein 

resp. zwei resp. drei zu Spitzen; so werden von den bezüg

lichen Axen der Curve ein resp. zwei resp. drei *) zu Tan

genten. Besitzt die Curve (5) einen dreifachen Punkt (a; ß; y)? 

so wird die Fläche zum Kegel, für den die Axen (aß) (ay) (ßy) 

Kanten sind. Der doppelt unendlichen Schaar solcher Kegel 

entsprechen die drei homogenen willkürlichen Constanten (jpg) 

(cf. pg. 268 Anm.). Und ähnlich in andern speciellen Fällen. 

*) Auf die letzteren Flächen, die also drei Tangenten der Curve cp 

enthalten, ist schon früher (pg. 113) aufmerksam gemacht: desgleichen auf 

die allgemeinen Flächen II Nr. 134. 
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170. Von irgend einem Punkte (XJ X2 X3) der Fläche H 

gehen die drei ilxen (X± X2) (k1 Xg) (X., Xg) aus, die aus der 

Fläche drei Restpunkte ausschneiden, deren Verbindungsebene 

nach Satz (ß) eine Ebene (X ) der Curve ist. Dann bilden die 

vier X ein Quadrupel der Gruppe (5) d. h. sie genügen dem 

Schnittpunkttheorem der Curve (5): 

(6) as = 0, \ = 0. 

Geht man umgekehrt von einer beliebigen Curvenebene 

(X ) aus; so giebt es noch einfach unendlich viele Tetraeder 

des Satzes (ß); die sie als eine Ebene besitzen. 

Die Gegenecken der Ebene (X ) in allen diesen Tetra

edern durchlaufen die Gerade: 

d. i. eine Gerade der Fläche H. Die Punkte (X± X9 XJ dieser 

Geraden repräsentiren andrerseits die Punktetripel} die in der 

Ebene der Curve H? (5) der Strahlbüschel des Punktes (X4) 

aus ihr ausschneidet. Und da es für jeden Punkt (X ) der 

Curve It drei Geraden giebt, die ihn mit den Doppelpunkten 

(a. ß.) verbinden, so folgt : 

ß3) J e d e E b e n e d e r e u b i s e n e n E - a u m c u r v e cp 

i s t e i n e g e m e i n s a m e E b e n e v o n u n e n d l i c h v i e l e n 

cp u m - u n d d e r F l ä c h e H e i n b e s c h r i e b e n e n T e t r a 

e d e r n . I h r e G e g e n e c k e n i n d e n s e l b e n d u r c h 

l a u f e n e i n e G e r a d e d e r F l ä c h e H. D i e s e G e r a d e n 

b i l d e n d i e e i n e S c h a a r d e r F l ä c h e , u n d z w a r d i e , 

d e r d ie d r e i A x e n (a. ß.) (d e r C u r v e cp) n i c h t a n g e 

h ö r e n . Auf d i e s e W e i s e s i n d a l s o d ie „ G e r a d e n 

(X4) j e n e r S c h a a r den E b e n e n (X ) d e r C u r v e cp 

p r o j e k t i v i s c h z u g e o r d n e t " . 

Somit schneiden also auf der Curvenebene (X4) die von 

18* 
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den Punkten der Geraden (\J an die Curve cp gehenden 

Ebenentripel unendlich viele Dreiecke aus ; die dem der 

Ebene (X4) und der Fläche H gemeinsamen Kegelschnitt ein

beschrieben sind. 

Von den Ecken eines solchen Dreiecks gehen resp. die 

Axenpaare aus : 

(8) (X4 X,) (Xt \) ; (X4 Xt) (X4 \) ; (\ \2) (A4 XJ 

die alle in der Ebene (X4) liegen. 

Bekanntlich umhüllen aber alle in einer Curvenebene 

(X ) befindlichen Axen der Curve einen Kegelschnitt ; den 

Schnitt der Ebene mit der Tangantenregelfläche der Curve. 

Dieser heisse der N o r m k e g e l s c h n i t t * ) der bez. Ebene. 

Mithin giebt es in der Ebene (X ) unendlich viele Drei

ecke ; die ihrem Schnittkegelschnitt mit der Fläche H ein- und 

dem Normkegelschnitt der Ebene umbeschrieben sind d. h. 

nach der früheren Bezeichnung (Nr. 51) : 

ß ) „ J e d e E b e n e de r C u r v e cp t r i f f t d i e F l ä c h e 

H (des S a t z e s ß) in e i n e m H-K e g e l s c h n i t t i h r e s 

N o r mk e g e l s e h ni t t s . " 

*) Mit der doppeltzählenden Tangente (X) der Curve bildet dieser 

Kegelschnitt bekanntlich den vollständigen Durchschnitt der Ebene (X4) 

und der Tangentenregelfläche der Curve. 

Da z. B. die Ebene s = 0 der Normcurve von den Ebenen (X) der 

Curve: 
3 2 

S Ì = so X — sx X -J- §2 X — s3 = 0 

in den Geraden 
2 2 

SQ X — Sx X -f- s2 — 0 
getroffen wird, die den Normkegelschnitt 

4 s0 s2 — s* = 0 

umhüllen, so ist die Bezeichnung „Normkegelschnitt" einer Curvenebene 

gerechtfertigt. 
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171. Dies ist aber auch in der That die eigentliche Be
deutung der Gleichungen (2). Die erste und dritte zeigen nach 
pg. 99 ohne Weiteres, dass die Eigenschaft des letzten Satzes 
den Curvenebenen (0) (GO ) zukommt. 

Andrerseits ist nach beliebiger Annahme der Doppel

punktsargumente (a. ß.) der Curve R ihr Schnittpunkttheorem 

eindeutig festgelegt und demnach auch die Fläche (1), der die 

Eigenschaft des Satzes ß ) zukommt. Daraus ist ersichtlich, 

dass die Gesammtheit der Bedingungen (2) eine Eigenschaft, 

von Fläche und Curve darstellt, die in quaternärem Sinne eine 

invariante ist. Da aber die Argumente (0) (co ) nur. dazu 

dienten, die Curve auf ein passendes Coordinatentetraeder zu 

beziehen, so muss, was von ihnen gilt, auch von jedem andern 

Paar gelten, d. h. es gilt der Satz ß ). 

Man kann demnach auch so sagen : Die zweite der Be

dingungen (2) sagt, u n t e r V o r a u s s e t z u n g de r b e i d e n 

a n d e r n , aus, dass nunmehr jede Ebene die Eigenschaft der 

Ebene (0) oder ( oc) theilt, oder auch, dass nunmehr die 

Gleichung, die für irgend eine Fläche zweiter Ordnung F 

(a = 0) die Curvenebenen bestimmt, die sie in einem H-Kegel

schnitt ihres Normkegelschnitts treffen, i d e n t i s c h erfüllt 

wird. 

Dies soll die Rechnung bestätigen. 

172. Die Coordinaten eines Punktes einer Normcurven-

ebene (a) sind (cf. Nr. 30) : 

(9) psQ = a0, p ^ = aa0 + a1? ps2 = a2 + aax, ps3 = aa2 

wo die a aus zwei Variabein X X2 gebildet sind. 

Die Substitution in die Gleichung der Fläche F liefert : 

(10) ? ( ) - f -2acp 0 / a 5 + a2cPco = 0 

wo cp0 = 0 resp. cp̂  = 0 den Kegelschnitt darstellen, der der 

Fläche F und den Curvenebenen (0) resp. (oo ) gemein ist 
und cp0 Ä = 0 alle in Bezug auf F conjugirten Punktepaare, 
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von denen immer der eine Punkt der einen und der andere der 
andern Ebene angehört. 

Variirt a; so erhält man in Gleichung (10) alle Schnitte 
von F und den Ebenen der Curve. 

Soll nun (10) zu einem H-Kegelschnitt des bez. Norm
kegelschnitts werden ; so ergiebt die bekannte Bedingung der 
Nr. 51 nach einiger Rechnung: 

(11) «4A0 + a 8 A 1 + «»Aa + a A 8 + A 4 = 0 . 

Dabei sind die A. die linken Seiten der Bedingungen 

{(2) (nebst anni.)} und gehen aus den linken Seiten der fünf 

p j k Relationen (cf. pg. 248) P. (wo in P . der Index i nicht auf

tritt) mittelst der aus Gleichung (1) fliessenden Relationen 

hervor (und umg.) : 

(12) pQl = a00, p12 = an, p23 = a22, pu = a^ 

P02 = 2 %1> Pl3 = 2 ai2> ^24 = 2 a2V P03 = 2 %2 + «il* 

• P<* = 2 0*03 + ai2Ì> Pu = 2 «13 + a22' 

Nun bestehen nach pg. 273 anm. zwischen den A die beiden 
Relationen : 

A4 (2 «i3 + ««). + A2 an — A0 a00 = 2 A3 au 

3 ) ! " A 4 «88 + A 2 «22+ A o( 2 a 02+ f t l l ) = 2 A l «,« 
denen gemäss (12) die andern zwischen den P correspondiren: 

( P ^ 1 4 + Pt Pa + P o P10 = PSi
 Fi 

(dabei sind vorläufig die zehn p^ aus denen die P gebildet 

sind? als ganz unabhängige Grössen zu denken, gerade wie die 

a ). Demnach gilt zuvörderst der Satz : 

y) ^Es g i b t im A l l g e m e i n e n i m m e r e in Quad
r u p e l von E b e n e n (11) e i n e r cub i se l i en R a um-
c u r v e , d i e i r g e n d e i n e F l ä c h e z w e i t e r O r d n u n g 
in e i n e m H - K e g e l s c h n i t t (des in d e r E b e n e be-
f i n d l i c h e n N o r m k e g e l s c h n i t t s ) t r e f f e n , a 
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Aber dieses Ebenentetraeder ist zugleich der Fläche ein-
beschrieben, wie nun gezeigt wird. 

Durch eine lineare Transformation auf der Curve kann 

man erreichen ; dass zwei der vier Wurzeln von (11) die 

Werthe 0 ; GO annehmen. Dann verschwinden A , A (und 

somit auch P , P4) und Gleichung (11) geht wegen der Bela-

tionen (13) über in (wenn a; ß homogene Variable sind) : 

(14) ^ | - ! (a2 a22 + 2 ß a aw + ß2 a u ) = 0 
* a i 2 

woraus, in der That sofort einleuchtet, dass; wenn auch drittens 

A2 (und damit P2) verschwindet, die Gleichung (11) identisch 

befriedigt wird, was den Satz ß4) zur Folge hat. 

„ D a n n w e r d e n d ie pik w i e d e r d i e u r s p r ü n g 

l i c h e n G r ö s s e n (c&6)ik u n d die F l ä c h e i s t d u r c h (1) 

d a r g e s t e l l t . " 
Jetzt verschwinde aber A2 nicht. 

Dann sind die Coordinaten eines Punktes der Axe (0; oo) 
der Curve : 

(13) ps0 = 0, ps± = ß, ps2 = a, ps3 = 0 

und demnach die Schnittpunkte dieser Geraden mit der Fläche 
F gegeben durch : 

'(16) o? a22 + 2 a ß a12 -+- ß2 a n = 0. 

Die Vergleichung mit (14) beweist die aufgestellte Behauptung 

und wir haben somit : 

y ) „ E S g i e b t im A l l g e m e i n e n i m m e r e in ein

z i g e s e i n e r c u b i s c h e n R a u m c u r v e c p u m - u n d e i n e r 

F l ä c h e z w e i t e r O r d n u n g F e i n b e s c h r i e b e n e s 

T e t r a e d e r (11). 

D i e E b e n e n d e s s e l b e n t r e f f e n F in e i n e m 

H-K e g e l s c h n i t t i h r e s N o r m k e g e l s c h n i t t s . G i e b t 

es n o c h e i n e f ü n f t e E b e n e m i t g l e i c h e r E i g e n 

s c h a f t , so e r f r e u e n s i ch i h r e r a u c h a l l e E b e n e n 

d e r C u r v e . D a n n g i e b t es a u c h g l e i c h d o p p e l t 
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u n e n d l i c h v i e l e d e r F l ä c h e ein- u n d d e r C u r v e um
b e s c h r i e b e n e T e t r a e d e r. 

D a n n v e r s c h w i n d e . t d i e l i n k e S e i t e von (11); 

e i n e s i m u l t a n e C o v a r i a n t e * ) von F l ä c h e und Curve , 
i d e n t i s c h . 

D i e s i s t a b e r n u r d r e i B e d i n g u n g e n a e q u i -
v a l e n t , da z w i s c h e n den C o e f f i c i e n t en von (11) 
(mit H ü l f e d e r Co e ff ic i en t e n von F) z w e i l i n e a r e 
R e l a t i o n e n b e s t e h e n . " 

Dass umgekehrt aus dem ersten Satze von y ) . wieder 

Satz y) hervorgeht, ist sofort zu sehen, denn jede Ebene des 

der Curve um- und der Fläche einbeschriebenen Tetraeders 

trifft F in einem Kegelschnitt, dem ein Dreieck ein- und dem 

Normkegelschnitt der- Ebene umbeschrieben ist. Dann aber 

giebt es ja unendlich viele solcher Dreiecke d. h. der erste 

Kegelschnitt ist ein H-Kegelschnitt des zweiten. 

173. Hier bietet sich zugleich die analoge Frage nach 
den Ebenen einer cubischen Raumcurve, die eine Fläche 
zweiter Ordnung F in dem F-Kegelschnitt ihres Normkegel
schnitts (d. i. dem den letzteren stützenden) treffen. 

Die Anwendung der oft gebrauchten Bedingung auf die 

Kegelschnittschaar (10) liefert : 

(17) a* (au -a22) -+- aß (a03 - a„) + ß2 (a02 - o n ) = 0 

oder in den J9.k : 

Dies liefert zunächst : 
6) „Es g i e b t im a l l g e m e i n e n i m m e r e i n P a a r 

*) Im Falle die Fläche die Curve stützt und aus ihr das Sextupel 

/ ausschneidet, ist diese Covariante die einzige biquadratische Covariante 

der Form / vom zweiten Grade in den Coefficienten, die es bekanntlich 

giebt, 
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(17) von E b e n e n e i n e r c u b i s c h e n R a u m e i i r v e , d i e 
i r g e n d e i n e F l ä c h e z w e i t e r O r d n u n g in e i n e m 
P - K e g e l s c h n i t t ihres N o r m k e g e l s c h n i t t s treffen.^ 
„Nur w e n n d i e F l ä c h e d ie C u r v e s t ü t z t , g i e b t es 
u n e n d l i c h v i e l e (d. s. a l l e E b e n e n d e r Cur ve). l i 

In der That sieht man dies auch so ein. In der ganzen 
der Curve umschriebenen Schaarschaar von Flächen zweiter 
Klasse giebt es eine Schaar, deren Individuen auf der Fläche 
F ruhen. Sie haben alle eine Raumcurve vierter Klasse 
gemein, die in die gegebene Curve und eine Axe derselben 
zerfällt. Die beiden von der Axe an die Curve gehenden 
Ebenen enthalten je einen Normkegelschnitt. Diese beiden 
Kegelschnitte sind die einzigen uneigentlichen Flächen der auf 
F ruhenden Schaar. Dann ruhen sie aber auch auf dem 
Kegelschnitte, den ihre Ebene aus F ausschneidet. 

q. e. d. 

Soll die Gleichung (17) identisch verschwinden, so stützt 
nach Früherem die Fläche F die Curve und von jeder Ebene 
der Curve gilt der Satz 8). 

Werden aber die a.k den Bedingungen A = 0 (und damit 

die p i k den Bedingungen P. = 0) unterworfen ; so geht die 

Fläche F wieder in die Fläche H (1) über. 

Dann ist die linke Seite von (17 ') (abgesehen vom Faktor 

-ÇT) die quadratische, bilineare Combinante Q der Schnittpunkt-

theorems-Involution 
(3) ax -\-kbx = 0 

d. h. die dritte Ueberschiebung der Formen a., b . 

Bekanntlich ist aber nach Gordan58) eine biquadratische 
Involution (3) in e i n d e u t i g e r * ) W e i s e bestimmt, sobald 

*). Von diesem Satze geht auch Stephanos aus , Comptes Rendus 

Dec. 1881, 
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man neben der ersten Üeberschiebung der Formen ÖL }J (d. i. 

ihrer Funktionaldeterminante) auch noch die angegebene qua

dratische Combinante kennt. Dies liefert den Satz : 

e) „ Z u j e d e r d e r f ü n f F l ä c h e n z w e i t e n G r a d e s 

H ; d ie d u r c h i r g e n d s e c h s P u n k t e e i n e r cub i s e h e n 

R a u m c u r v e g e h e n u n d d r e i A x e n de r C u r v e g a n z 

e n t h a l t e n ; g e h ö r t e i n E b e n en p a a r d e r C u r v e , 

d a s d ie F l ä c h e in e i n e m i h r e n resp . N o r m k e g e 1-

s c h n i t t s t ü t z e n d e n K e g e l s c h n i t t t r i f f t . 

D i e s w i r d d a r g e s t e l l t d u r c h die q u a d r a t i s c h e , 

in den p l i n e a r e C o m b i n a n t e Q d e r z u g e h ö r i g e n 

b i q u a d r a t i s c h e n I n v o l u t i o n , d e r e n Q u a d r u p e l 

g r u p p e con j u g i r t i s t z u r G r u p p e de r d e r C u r v e 

u m - u n d de r F l ä c h e e i n b e s c h r i e b e n e n T e t r a e d e r . 

U m g e k e h r t g e h ö r t zu j e d e m s o l c h e n E b e n e n -

p a a r n u r e i n e einzige F l ä c h e H." 

Von diesem Ebenenpaar sind noch weitere Eigenschaften 

angebbar. 

Die quadratische Combinante (17') ist auch definirbar als 

dritte Üeberschiebung der nach a genommenen ersten Polaren 

der Formen a , & . Andrerseits ist dann (cf. pg. 68) die In

variante i der Funktionaldeterminante dieser Polaren das Qua

drat der Form (17 '). 

Nun waren in Satz ß3 die Geraden (a) der einen Seh aar 

der Fläche H den Ebenen (a) der Curve projektivisch zuge

ordnet. Die von den Punkten der Geraden (a) an die Curve 

gehenden Ebenentripel sind gerade durch die cubisene Invo

lution der angegebenen ersten Polaren dargestellt. Mithin 

liefert deren Funktionaldeterminante bei festem oc die vier 

Das Produkt der fünf quadratischen Combinanten, die mit einer 

gegebenen Funktionaldeterminante die fünf zugehörigen biquadratischen 

Involutionen bestimmen, ist dann eine Covariante (zehnter Ordnung) der 

Funktionaldeterminante, 
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Tangenten der Curve, die die Gerade (a) treffen. Verschwin
det die Invariante i derselben ; so sind die vier Tangenten 
aequianharmonisch und die Gerade (a) ist im Nullcomplex der 
Curve sich selber conjugirt. Mithin haben wir: 

8 ) „ C o n s t r u i r t m a n d i e im N u l l com p i e x d e r 

c u b i s e h e n C u r v e z u r F l ä c h e H c o n j u g i r t e , so 

t r e f f e n s i c h b e i d e in z w e i G e r a den p a a r e n ; von 

d e n e n das e i n e de r e i n e n , das a n d e r e d e r a n d e r n 

R e g e l s c h a a r von H a n g e h ö r t . D e r d i e d r e i A x e n 

(a . ß ) d e r C u r v e e n t h a l t e n d e n R e g e l s c h a a r 

(cf. S a t z ß ) g e h ö r t d a s j e n i g e P a a r an (das v o n 

zwei a e q u i a n h a r m o n i s c h e n T a n g e n t e n q u a d r u p e l n 

d e r C u r v e g e t r o f f e n w i r d und) das dem E b e n e n 

p a a r d e s S a t z e s 8) p r o j e e t i v i s c h z u g e o r d n e t i s t . " 

174. Excurs. Es möge hier die fundamentale Bedeutung 

der quadratischen Combinante (17') Q für die ebene Curve U, 

deren Schnittpunktformen die Involution (3) bilden, einge

schoben werden. Dabei werden die von Herrn Brill er

haltenen eleganten Resultate eine neue, nicht unwichtige Be

leuchtung erfahren. 

Der Satz S ) spricht sich in der Ebene ohne Weiteres 

so aus : 

82) E ü r i r g e n d e i n e C u r v e H2
¿ : ^px.zzz cp.(X)a g i e b t 

es i m m e r e in P a a r von P u n k t e n a u f i h r , v o n 

d e n e n a e q u i a n h a r m o n i s c h e T a n g e n t e n q u a d r u p e l 

an s i e g e h e n . D i e s i s t d a s P a a r Q, wo Q d i e 

e i n z i g e in den C o e f f i c i e n t e n d e r cp. (oder a u c h in 

den A (cf. §. 1) l i n e a r e q u a d r a t i s c h e C o m b i n a n t e 

i s t , v o n d e r d e r G o r d a n ' s e h e S a t z g i l t . " 

Diesem Punktepaar kommt aber eine noch merkwürdigere 
Beziehung zu : 

8 ) „ D a s P u n k t e p a a r Q i s t d a s y o n d e m B r i l J -
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s e h e n W e n d e k e g e l s c h n i t t e d e r C u r v e i? (d. i. d e m 
d u r c h d i e s e c h s W e n d e p u n k t e g e h e n d e n ) aus i h r 
a u s s e r d e m noch a u s g e s c h n i t t e n e . " 

Herr Brill hat die Existenz des Wendekegelschnitts in 
der schon erwähnten Abhandlung (Math. Ann. XII „Ueber 
rationale Curven vierter Ordnung") erwiesen, und in einer 
weiteren Arbeit (Math. Ann. XIII „Ueber die Hesse'sche 
Curvea) den Beweis erheblich vereinfacht, sodass die Rech
nung fast eliminirt ist. Zugleich theilt hier d. H. V. einen 
weiteren eleganten Satz mit (cf. unten) , der schon vermuth en 
lässt, dass das in Rede stehende Punktepaar eine tiefere Be
deutung für die Curve B hat. 

Herr Brill geht von der Hesse'schen Curve der ge
gebenen aus; die ja die Wendepunkte ausschneidet (und ausser
dem in den Doppelpunkten berührt), und zeigt, wie sie in 
den Doppelpunkten , was ihr Verhalten zur Curve betrifft, 
von einer andern, wesentlich einfachem Curve cp „vertreten" 
werden kann, woraus dann der gemeinte Satz fliesst. 

Der folgende neue Beweis setzt die Kenntniss der Hesse'

schen Curve nicht voraus und benützt nur die für die 

Curve als rationale charakteristische Form des Schnittpunkt

theorems. 

Mit Rücksicht auf die Argumente der Doppelpunkte 

(a. ß.) lässt sich, wie bekannt und schon früher pg. 191 bemerkt, 

das Schnittpunkttheorem ersetzen durch die drei (linear ab

hängigen) Gleichungen 

( X - a 1 ) ( X 2 - a i ) . . . ( X - q 1 ) _ 

(«t— a i) K — gi) (ß t—«,) (ß—*l) , • _ 1 g ON 

(v-ß.) («r-ß,) (ßk-ßi) ß-ßi){ ~ ' ' j-
Dann folgt sofort, dass dasjenige für acht Punkte der Curve 
auf einem Kegelschnitte so lautet (wo diese drei Gleichungen 
linear unabhängig sind) 
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(X—a.) . . . (A — a.) 

Vermöge der linearen Transformation, die den Doppelpunkt 
(a. ß.) zum Doppelpunkt (0, co) macht: 

A— a. 
(20) > = ^ 

geht eine der Gleichungen (18) (19) in die kanonische 
Form über: 

(2 1) f*i V** h h = Ti> Vi V-2 • • - i¿8 = i 

während die beiden andern Formen in ihrer Gestalt nicht ver

ändert werden und, wenn die neuen Argumente der beiden 

andern Doppelpunkte jetzt (Ak Bk) (Ar B^ lauten, sich so 

schreiben 

•(li,— A.) . . . (ft,—A.) 
(21} Ö^B;) . . . (¿pic -T* 

(¡x,—A,) . . . (a0—-A,) 0 

( , - B k ) . . . ( ,8-B¡) - ^ ^ - l> l) 

Andrerseits kann man das Schnittpunkttheorem (18) dann 

auch darstellen durch: 

K so + °-si + °-S2 + °- 53 + ai si = ° 
(22) l&o*0 + 6l«i + 6 , « .+ 6 .*. + 64*« = 0 

wo wegen (21) : = x. ist. 

Mithin nehmen die p^ jetzt die Werthe *) an : 

*) Mithin nimmt die Funktionaldeterminante der Schnittpunktformen 

vermöge (20) die Form an, 

J = Poi + 3
 PQ2

 l + 3 (^03 + 2 p12) X* + (>04 + 8 plz) X3 

+ PU ^ + 3 ^ 2 4 X5 + 3 (pu + 2 p2n) X4 

= K ¿ l ) + 3 X (a0 b2) -+- 3 X2 (a0 &s) + X3 (aQ &4 — «4 ¿0) 

— (a, Ô ) X6 - 3 (a4 ¿2) X5 — 3 (a4 ^ ) X4 
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Dies sind die erforderlichen Hülfsformeln. Man schliesst 
nun so. 

Dass die Lage der sechs Wendepunkte keine ganz unab
hängige sein kann, geht schon aus der Constantenanzahl ( = 11) 
der Curve B hervor. Man kann keine Curve B construire^ 
die in sechs beliebigen Punkten Wendepunkte hätte, da dies 
zwölf Bedingungen zählt. 

Nehmen wir jetzt für den Augenblick an ; die Wende

punkte *) (o>1 . . . Ü) ) lägen in der That auf einem Kegel

schnitt, so wäre nach der zweiten Gleichung (21) 

(24) Ti
2 = (a)1...o)6)([x7tA8) = i 0 1 ) (¡x7 (x8) = 

^34 

% bl ! , % 

— —: also . da = T.. «4 V «4 
\ 

(25) Tj = j - (¡i7 (xg) und demnach 

( 2 6 ) ( , 7 , 8 ) = _ ^ . 
4 1 d. h. zwischen den Coefficienten von 

J = i0 + 6 i± X -f- 15 i2 X -f . . . -f- 6 ¿5 X + i6 X 

finden die Relationen statt (cf. Brill Math. Ann. XX 1. c.) : 

V 2 V 5 h = " 5 V ~ 2 V ~ V 
Umgekehrt befinden sich daher unter allen Substitutionen (20), die 

irgend eine binäre Form sechsten Grades in diese canonische Form 

bringen, jedenfalls die 3. 5 = 15, die den Elementenpaaren (a. ß j der 

fünf zugehörigen Involutionen vierter Ordnung entsprechen. 

*) Nach pg. 244 sind sie die Wurzeln der Funktionaldeterminante der 

Schnittpunktformen : 

J = PQi + • • • ^34 X ' 
2 

Andrerseits war Q = (pQB — 3 p12) + . + (p0é — 3 _p23) X . 
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Ist aber die Annahme richtig, so muss offenbar das vom 
Kegelschnitt ausgeschnittene Restpunktepaar v o n e i n e r 
q u a d r a t i s c h e n C o m b i n a n t e d e r S c h n i t t p u n k t -
t h e o r e m s - I n v o l u t i o n dargestellt sein. Diese müsste durch 
die auf irgend einen der drei Doppelpunkte bezügliche Trans
formation (20) in eine solche Form übergehen, dass das 
Produkt ihrer Wurzeln den in (2ß~) angegebenen Werth hat. 
Dies leistet aber nur die eine Combinante Q. 

N a c h d e m m a n so auf d i e F o r m Q g e f ü h r t ist , 

k e h r t m a n den B e w e i s um und s a g t : 

5jD ie h i n r e i c h e n d e n und n o t h w e n d i g e n Be

dingungen dafür, dass die sechs Wendepunkte (o).) m i t dem 

Punktepaar Q auf einem 'Kegelschnitt liegen, sind zunächst 

durch die drei Gleichungen (18) gegeben, wenn man für sechs 

der acht X die to, und für die beiden Restargumente die Wur

zeln von Q = 0 einsetzt. 

Um leichter zu erkennen, ob die auf irgend einen Doppel

punkt (a. ß ) bezügliche der Gleichungen 19) in der That in 

der vorgeschriebenen Weise erfüllt wird, wendet man die 

lineare Umformung (20) an, wodurch die gemeinte Gleichung 

die zweite Form (21) und das lineare Schnittpunkttheorem 

(die erste Form (21) oder) die Form (23) annimmt. 

Dann aber zeigen die Formeln (24) (25) (26) die ver
langte Erfüllung. Dasselbe Verfahren wende man auf die 
beiden andern Doppelpunkte an, dann ist der Beweis erledigt.a 

Man sieht, dass ein wesentliches Hülfsmittel beim Be
weise darin besteht, dass einmal von der Form (21), andrer
seits von der Form (23) des Schnittpunkttheorems Gebrauch 
gemacht ist. 

Fast in derselben Weise kann man den zweiten BrilFschen 
Satz beweisen : 

8 ) „ D i e s e c h s R e s t p u n k t e de r T a n g e n t e n 

v o n M in d e n D o p p e l p u n k t e n l i e g e n mi t d e m 
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R e s t p u n k t e p a a r des W e n d e k e g e l s c h n i t t s au f 
e i n e m K e g e l s c h n i t t . " 

Wie vorher, machen wir vermöge (20) einen der Doppel
punkte zu (0; oo). 

Die Argumente der beiden andern seien dann (Ak B ) ; 

(Aj Bx) und die bez. Produkte ak? a . 

Endlich die Restpunkte der Tangenten in ihnen seien 
resp. (r0 rj, (rk, rk ' ) , (rl9 r / ) . 

Dann sind ihrer Definition nach zunächst die vier letzteren 
bestimmt durch : 
(27) a A1 r = T., a. B, r, ' = x., <T A, r, = T., a, B, r' = x. 
^ J k k k i ; . k k k 1' 1 1 1 v 1 1 1 i? 

also kommt durch Multiplikation : 

(28) (ok a / (rk rfc' r ] r / ) = x.4: da aber : x. = ak «y. 

(28) rk r k ' rY r / = x.. 

Andrerseits ergeben sich r . r ^ aus der zweiten Gleich-

nng (23) 
K b2 \ 

(29) r 0 = — T-, r w = — T - also r() rM = ^ 
u2 3 S 

Da endlich nach (25) (ji7 fi ) (das Produkt der Wurzeln 

&,. 
von ()) gleich x. =- ist, so folgt: 

(30) (rk r k ' r, r / ) (r0 r J ([xJ u,) = (u) {*j {x^} = x2. 

q. e. d. 

Die Formel (28) ist dabei zugleich der Beweis für den 
gleichfalls von Herrn Brill angegebenen Satz : 

„ D i e v i e r R e s t p u n k t e z w e i e r d e r d r e i D o p p e l 
p u n k t s t a n g e n t e n p a a r e l i e g e n mi t den b e i d e n bez. 
D o p p e l p u n k t e n a u f e i n e m K e g e l s c h n i t t *)." 

*) Diese Sätze lassen sich noch mannigfach erweitern, wie folgt: 

Gleichung (30) schreibt sich auch so: 
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175. Wir kehren zurück zu unserer Fläche zweiter 
Ordnung H (1). 

Denkt man sich in (1) ein Argument a fest; die beiden 

andern beweglich 9 so stellt (1) einmal die mit dem Punkte a 

der Curve H in gerader Linie liegenden Punktepaare ; oder 

(*o r«>) (p-7 t*s) = Ti d- h-
„Die z w ei R es t p u n k t e e i n es D op p e l p u n k t s t an g e n t en-

p a a r e s l i e g e n m i t d e m P u n k t e p a a r Q u n d d e n b e i d e n 

a n d e r n D o p p e l p u n k t e n a u f e i n e m K e g e l s c h n i t t . " 

Stellt man weiterhin noch die Invariante j der Funktionaldeter

minante der nach a genommenen ersten Polaren von a-^ £K auf, so ist 

dies eine Form j , die, = 0 gesetzt, diejenigen sechs Punkte einer Curve 

R darstellt, von denen harmonische Tangentenquadrupel an sie gehen. 

Verfährt man wie im Texte, so wird für das Schnittpunkttheorem (23): 

Ja. — i— —-—} + 01 <x -f- . . . 6'5 a5 + j — — í a 6 und somit das 

Produkt ihrer Wurzeln 

1 == J\ J2 • * • J'G ^ i i n also wegen (29) ro*•«> = b 

Erstens I ( r 0 ^ ) 3 = xf. 

Ferner bestimme man das Restpunktepaar, in dem die Gerade, die 

aus R das Paar Q ausschneidet, R noch trifft. Dieses sei (p1 p2). Dann ist 

wegen (26) : 

(1*7 ^ ) (Pi e^ = Ti m i t h i n 

P l P 2 ~ ^ 7 ^ 8 ~bS~r°rC°' 
Somit lautet die erweiterte Gleichung für die Punkte (j , . .j ): 

1 6 

1 (r0 T*>) = I ( r0 roo) (Pl P2) = 7 (r0 r « ) (Pi P2) = 7 (Pl P2̂  = Tx?. 

Von den v i e r darin enthaltenen Sätzen werde etwa der letzte 

betont : 

„ D u r c h d i e s e c h s P u n k t e I a u f R ( v o n d e n e n h a r m o n 

i s c h e T a n g e n t e n q u a d r u p e l a n s i e g e h e n ) l e g e m a n e i n e 

C u r v e d r i t t e r O r d n u n g , d i e R a u s s e r d e m i n e i n e m d e r 

b e i d e n R e s t p u n k t e d e r G e r a d e n Q o s c u l i r t . D a n n o s c u l i r t 

s i e a u c h in d e m a n d e r n . " etc. 

W. Fr. M e y e r , Apolarität. *•" 
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auch die die Gerade (a) der Fläche H treffenden Axen der 

cubischen Raumcurve, oder endlich den Kegelschnitt dar, den 

die Ebene (a) der Curve aus der Fläche H ausschneidet. 

Damit ist die projeetivische Beziehung zwischen Gerade (a) 

und Ebene (a) näher bestimmt. Fallen die beiden variabeln 

Argumente zusammen, so ergiebt sich das vom Punkte a an 

die H gehende Tangentenquadrupel, oder auch das die Ge

rade (a) von H treffende Tangentenquadrupel der Raumcurve 

oder die Schnittpunkte des Normkegelschnitts der Ebene (a) 

mit ihrem Schnittkegelschnitt auf H. 

Nun trafen die beiden Ebenen (Q = 0) die Fläche H in 

einem Kegelschnitte, der sowohl H- als .F-Kegelschnitt des 

bez. Normkegelschnitts ist: mithin ist nach einem früheren 

Satze das Schnittpunktquadrupel derselben aequianharmonisch, 

woraus mit Hülfe des eben Bemerkten wieder die Sätze (8 ) (6 ) 

fliessen. 

176. Eine grosse Menge von weiteren Eigenschaften der 
Fläche H erhält man unmittelbar aus ihrer Abbildung auf die 
ebenen Curven R : es mögen etwa noch, im Hinblick auf die 
Doppel- *) und Wendetangenten der letztern, die folgenden 
angeführt werden : 

Ç) 5jDie a c h t T a n g e n t e n , d i e e i n e F l ä c h e 

z w e i t e r O r d n u n g m i t e i n e r c u b i s c h e n R a u m c u r v e 

cp g e m e i n h a t , t h e i l e n s i ch fü r e i n e F l ä c h e H in 

v i e r P a a r e (6. e.) d e r a r t , da ss d i e v i e r B e r ü h r u n g s -

s e h n e n d e r F l ä c h e A x e n d e r C u r v e s i n d (und zwar 

d i e A x e n (8 e.)). 

D i e s e c h s T a n g e n t e n an d i e F l ä c h e H i n d e n 

S c h n i t t p u n k t e n m i t d e r C u r v e t r e f f e n d i e F l ä c h e 

*) Mithin führen auch alle früher für die Argumentenpaare der 

Doppeltangenten (Wendetangenten) nachgewiesenen Beziehungen zu ent

sprechenden Sätzen für die Flächen H. 
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i n s e c h s R e s t p u n k t e n r. V o n e i n e m s o l c h e n g e h t 
i m m e r n o c h e i n e e i n z i g e C u r v e n a x e a u s , d i e d a n n 
z u g l e i c h T a n g e n t e d e r F l ä c h e i s t . " e t c . 

177. In Früherem (cf. Nr. 133 ff.) wurde die Hurwitz'sche 

cubische Raumcurve H3 = H *) betrachtet, der Ort der Ecken 

von unendlich vielen der Curve <p umschriebenen Tetraedern, 

die auf cp eine biquadratische Involution bilden. Als letztere 

diene jetzt die der Schnittpunktformen der Curve i? ; dann 

existirt eine grosse Zahl von eigenthümlichen Beziehungen 

zwischen Fläche H und Curve H, von denen einige schon be

handelt sind. So waren die Tangenten der Curve cp in ihren 

Schnittpunkten mit der Fläche H Sehnen der Curve H. 

(cf. pg. 210.) 

Es möge genügen, hier noch eine wichtige Beziehung 

zwischen Fläche und Curve H herauszugreifen, die von den 

Doppelpunkten (a. ß ) (resp. den auf der Fläche H liegenden 

Axen (a. ß.) der Curve cp) ausgeht. 

Unter den Involutionsquadrupeln befinden sich nemlich 
drei von der Form: 

(31) ( X - ^ ) * + * ( X - ß / . 

Fassen wir hier für den Augenblick Je als variabel auf, so 
tritt uns eine neue Involution vierter Ordnung, aber specieller 
Natur, entgegen. 

Denn ihre Doppelelemente sind gegeben durch (cf. Nr. 65) : 

(32) (X—ocf (X—ß)3 = 0. 

Aus dem Umstände, dass es zwei Tetraeder dieser In
volution giebt, deren Ebenen alle coincidirt sind (in die Ebenen 
(a.) resp. (ß.)) folgt sofort, dass die durch die Involution (31) 

*) Nach der jetzigen Bezeichnungsweise hätte man zu sagen: 

„ Jede E b e n e de r C u r v e <p t r i f f t d ie C u r v e H in den E c k e n 

e i n e s i h r e m N o r m k e g e l s c h n i t t u m b e s c h r i e b e n e n D r e i s e i t s . " 

1 9 * 
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bestimmte specielle Curve H3 mit der Curve cp die Punkte, 

Tangenten und Ebenen (a ) (ß.) gemein hat. 

Somit gilt der Satz : 

r¡) „ U n t e r den e i n e r C u r v e H e i n - u n d e i n e r 

C u r v e cp u m b e s c h r i e b e n e n T e t r a e d e r n b e f i n d e n 

s i c h d r e i a u s g e z e i c h n e t e . J e d e s d e r s e l b e n i s t 

e i n e r w e i t e r e n spec ie l len Curve H(^ e inbeschr i eben , 

d i e m i t d e r C u r v e cp z w e i Punkte, Tang enten, 

Ebenen ( a ; ß.) g e m e i n ha t . 

D i e d r e i A x e n (a. ß.) b e s t i m m e n d a n n n a c h 

S a t z (ß pg. 274) e i n d e u t i g die zur C u r v e H g e h ö r i g e 

F l ä c h e H2, d i e cp in den s e c h s P u n k t e u t r i f f t , d e r e n 

T a n g e n t e n S e h n e n von Hg s ind . 

U m g e k e h r t g e l a n g t m a n so von d e r F l ä c h e H2 

z u r C u r v e H, r
a 

Dieser Satz ist aber nur ein besonderer Fall einer all
gemeineren Beziehung zwischen Fläche und Curve H ; die 
selbst wieder einer weittragenden Verallgemeinerung (die in 
Kap. III behandelt ist) fähig ist. Diese gemeinte Beziehung ist 
(zunächst) in algebraischer Gestalt: 

%) I. „ J e d e s der .R^-Gruppe: 

(33) *0<p0 + " i ? i + " , ?« 

a n g e h ö r i g e E l e m e n t e n t r i p e l (a; ß; y) e n t s p r i c h t e ine r 

be s t immten F o r m 

(34) a (X-a ) 4 + b (X-ß) 4 + e (X- T ) 4 

der zu (33) c o n j u g i r t e n G r u p p e 

(35) a^ -f- Jcb^ und umgekehrt. 

II. J e d e s der G r u p p e (35) angehör ige E lemen ten 

p a a r (a ß ) e n t s p r i c h t e iner b e s t i m m t e n (^harmon-

i s c h e n a ) F o r m : 
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(36) ( A - « / -f- \ (X-^f 

der zu (35) conjugi r ten G r u p p e (33), und umgekehrt." 

Der Beweis fliesst unmittelbar aus den früher (mit Hülfe 

ihrer conjugirten Gruppe) behandelten Sätzen über e i n e 

biquadratische Form fy die wir jetzt in folgenden zusammen

ziehen: 

„Soll die Form f als Summe von zwei resp. drei Biqua

draten linearer Formen X—a, X—ß (resp. X —a, X—ß, X—y) 

darstellbar sein, so müssen die ersten (resp. zweiten) nach den 

zwei resp. drei Elementen a, ß (y) polarisirten Differential

quotienten von f[in Zeichen „FlV F12, F22 resp. F^ F2
a] ver

schwinden und umg." 

Dann erledigt sich zunächst Fall I, wie folgt. (Statt 

cp0 cpt cp2 schreiben wir momentan cp, %, <];.) 

Soll (a, ß, y) ein Tripel der Gruppe (33) sein, so genügt 
es ihrem Schnittpunkttheorem 

das wiederum zwei Gleichungen der Form : 

K + ^ ^ o 

aequivalent ist. Jedem Tripel a, ß, y der verlangten Art ge
hört dann ein einziger Werth ¡x zu und umg. 

Die Bedingungen (38) sagen aber gerade aus, dass die 
Form 

(39) «x + p lx 

in der Gestalt (34) (mittelst der a, ß, y) darstellbar ist. 
Damit ist Fall I bewiesen, und da man den Gang genau 

rückwärts machen kann, auch die Umkehrung. 
Ganz ähnlich Fall II. Beweisen wir hier z. B. die Um

kehrung zuerst. 
Greifen wir irgend ein harmonisches Quadrupel der 

Gruppe (33) heraus, so ist dies darstellbar durch (36) : 
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(36) Kt = ( X - « / + Ä* (X-ßx)
4 = v0<p + v1 x+v2 <j>. 

Dann aber genügen (o^ ß1) den Bedingungen (40) 

1 1 1 T 1 11 T V 2*11 11 12 22 

k 0 i 2 + yi Xi2 + v2 W12 = 0 d. h. der einen X n X12 x L o . 

L $ -ht; X -+-*; W = 0 W W W 
l 0 2 2 T 1 22 T t / 2*22 V H 11 ^ 12 ^ 2 2 ¡ 

Dies ist genau die Bedingung, dass (oc1 ß ) ein Elementen

paar der Involution (35) ist. 

Und umgekehrt wie bei Fall I. 
q. e. d. 

178. Fassen wir jetzt Fall II. noch näher in's Auge. 
Soll eine Form (33) ein harmonisches Quadrupel dar

stellen, so muss, anders ausgedrückt, ihre Invariante j ver
schwinden: 

(41) j (u0 cp0 + ut cp1 + u2 cp2) = 0 = Ks 

d. h. die solche Quadrupel aus der Curve R (px. = cp.) aus

schneidenden Geraden umhüllen eine Curve dritter Klasse *) 

Kg (deren mit B gemeinsame 18 Tangenten bekanntlich die 

6 Wendetangenten von JR, dreifach gezählt, sind). 

Andrerseits durchlaufen die Punkte a (wo die a aus a , ßx 

gebildet sind) in der Ebene eines Normkegelschnitts und auf 

diesen bezogen, eine Curve dritter Ordnung H (vom Ge

schlecht 1), deren Punkten nach Früherem ein- eindeutig die

jenigen Sehnen der Raumcurve H3 entsprechen, die zugleich 

Axen der Norm- (Grund-) Curve cp sind. Dann sagt Satz x) II 

jetzt aus : 

X) „ D i e C u r v e n ÜT 3 undH 3 s i n d e i n - e i n d e u t i g 

a u f e i n a n d e r b e z o g e n : u n d z w a r s t e l l t i r g e n d e in 

*) Diese sechs Wendetangenten von B sind dann bekanntlich auch 

die gemeinsamen Tangenten von ÜTg und demjenigen Kegelschnitt K^ dessen 

Tangenten aus 11 aequianharmonische Quadrupel ausschneiden, und dessen 

Gleichung i (uQ y>Q + u^ cp1 -f- u2 cp2) = 0 ist. 
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Q u a d r u p e l d e r I n v o l u t i o n (35) e i n m a l d ie G e g e n 

e c k e n e i n e s b e s t i m m t e n H e s s e - S t e i n e r ' s e h e n *) 

V i e r s e i t s d e r C u r v e H3, a n d r e r s e i t s d ie G e g e n 

s e i t e n e i n e s b e s t i m m t e n H e s s e - S t e i n e r ' s e h e n 

V i e r e c k s d er C u r ve K3 dar ." 

179. Ehe man die beiden Sätze %) in der Weise des 
Satzes r¡) auf die Curven und Flächen H überträgt; wird es 
nöthig sein, sich über die Natur der speciellen Gruppen (34) 
(36) (resp. ihrer H-Bilder) näher zu informiren. Von der 
H-Curve (36) ist eine Eigenschaft bereits im Satze y¡) nieder
gelegt und früher wurde nachgewiesen ; dass es nur noch eine 
Involution giebt: 

(42) (X-Xl) (X-ßx) { ( X - a / + h (X-ß t)
2} 

die mit (36) dieselben Doppelelemente (der Form (32)) ge

mein hat. 

Wir schreiben statt a, ß ; y, resp, ocv ß lieber**)^ y2 y3 

resp. y1yr 

Dann ist zunächst leicht zu sehen ; wie man von der 

Gruppe (34) zu (36) gelangt und umg. Denn die dreigliedrige 

Gruppe (34) enthält drei Involutionen der Form (36): um

gekehrt ist eine Involution (36) noch in einer oc 2-Schaar von 

Gruppen (33) enthalten: 

(43) ( X - y / + \ (X-i/2)4 + \ <p(X) : 

¡ĵ ) j D a s N e t z von F l ä c h e n z w e i t e r O r d n u n g , 

d i e d u r c h d ie z u r s p e c i e l l e n I n v o l u t i o n (36) g e-

h ö r i g e H u r w i t z ' s c h e Curve (H1^) g e h e n , b e s t e h t aus 

*) D. h. ein solches, dessen Gegenecken sich in der Hesse-Steiner-

schen Correspondenz auf der Curve Hg entsprechen. 

**) Um keine Verwechslung mit den Doppelpunktsargumenten (a. ß. ) 

aufkommen zu lassen. Aus analogem Grunde wird die cubische Covariante 

einer cubischen Form / an dieser Stelle 0 (und nicht, wie üblich Q) ge

nannt, 
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den zu a l l en *) G r u p p e n (43) g e h ö r i g e n F l ä c h e n (H1^). 

D i e e n t s p r e c h e n d e n e b e n e n i? - C u r v e n b e s i t z e n 

a l l e z w e i U n d u l a t i o n e n (y1 y2).
a 

Unter diesen Gruppen (43) befindet sich insbesondere 

eine GO 1-Schaar 

(44) (A-^) 4 + \ {l-y2f + Jc2 (X-tJ/ 
d. f. aber wieder die unter (34) angegebenen. Diese mögen 

zuerst erledigt werden. 

Die entsprechenden ebenen i?-Curven besitzen drei Un
dulationen; deren Tangenten je zwei Wendetangenten und 
eine Doppeltangente absorbirt haben. 

Welches sind die Argumente der einen eigentlichen Dop
peltangente ; sowie der Doppelpunkte ; welches die Com
binante Q? 

Wir bringen zu dem Zweck die cubisene Form, deren 
Wurzeln y±f y2, y3 sind, in die canonische Form : 

(45)f=X3-fx3... 
Dann verschwinden im Schnittpunkttheorem von (44) 

(46) as = 0, \ = 0 

alle Coefficienten, ausser: 

(47) % = 1, a , = - i 51==I, &4=-l**) 

. *) Nimmt man y1 = 0, y2 = oo, so gewinnt die Gleichung der 

£L-Fläche (43) die einfache Gestalt: 

Pi2 (*o s2 — 4 ) + Piz (5o h - h h) + Hz Ol 53 - *\) = °-

Dies ist aber gerade, wie sich weiter unten ergiebt, die Gleichung 
des gemeinten Netzes. 

**) Dann wird die Gleichung der H2-Fläche (44) nach leichter Rech

nung folgende: 
o 1 , 

(so - ss) - 7 (9 5o h - h S2Ì = °-

Dabei ist s0 — s« = 0 die Ebene, die aus der Grundcurve ,9 das 
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mithin ist (0; co ) die eigentliche Doppeltangente und 

(48) ^ - | X , = ¿ A 

wo A die quadratische Covariante von f ist. , 
Die Argumente der Doppelpunkte findet man, wie im 

allgemeinen für eine Gruppe (33), so. Es giebt in der zu (44) 
conjugirten Gruppe (Involution) drei harmonische Quadrupel. 
Man sucht für jedes derselben das zu den beiden (zu einander 
harmonischen) Paaren, in die es sich zerlegt, zugleich har
monische Paar. 

Nun enthält diese Involution die Form f (45) als festen 
Faktor: 

(49) ax+Mx~f{\-y). 

Dann aber ist bekanntlich die Invariante j dieser Form 
(als Form der Variabein y) die cubische Covariante @ von f. 

(50) G = y* + 1. 

Schreiben wir wieder X statt y und stellen in der an
gegebenen Weise die drei gesuchten Paare auf, so liefert ihr 
Produkt: 

(51) XG -+- (x6 = — \ {B f — 2 62} wo B die Discriminante 
Ci 

von f ist. 
Da aber, wie man weiss, zwischen f und ihren Covarianten 

die Beziehung herrscht: 

(52) A3 = — {2 O2 -t- B f) 

so hat man, wenn man die Wurzeln von 0 mit y1 y2 y be

zeichnet: 

Tripel / (45) ausschneidet und 9 sQ s.¿ — s± s2 = 0 diejenige Fläche 

des „Netzes" 9, die die beiden Tangenten 0, 00 enthält. Daraus folgt: 

„Die E L - F l ä c h e (44), wo d i e y die W u r z e l n d e r F o r m / 

s e i e n , b e r ü h r t d i e j e n i g e F l ä c h e des „Netzes ©", die d ie b e i d e n 

T a n g e n t e n A = 0 e n t h ä l t , l ä n g s e i n e s K e g e l s c h n i t t s , d e s s e n 

E b e n e a u s © das P u n k t e t r i p e l / = 0 a u s s c h n e i d e t . " 
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jx2) „Die A r g u m e n t e de r D o p p e l p u n k t e der i ^ : 

e rhä l t man, wenn man immer das zu {yi yk) (yx y'^) *)' 

ha rmonische P a a r aufsucht . Das P r o d u k t de r d r e i 

so ge fundenen P a a r e l i e fe r t das zuA3 , in B e z u g auf 

das P a a r (f2, @2); v ie r te ha rmonische Sex tupe l . 

D i e W u r z e l n v o n À s i n d W u r z e l n der Com
b i n a n t e Q u n d s i n d d ie A r g u m e n t e d e r e i n e n 
e i g e n t l i c h e n D o p p e l t a n g e n t e . " 

180. Die entsprechende H2-Fläche, sie sei H1^3, berührt 

die cubische Grundcurve cp dreimal (in y.). Solcher Flächen 

H2 giebt es aber nach Satz pg. 83 fünf; wodurch ist die 

unsrige ausgezeichnet? Diese Frage erledigt sich leicht mit

telst des früher Nr. 155 angegebenen Verfahrens. 

Die _R-Curve besitzt drei Undulationstangenten (y.). Nimmt 

man diese als Fundamentallinien einer quadratischen Klassen

transformation T ; so geht die Curve über in eine mit drei 

Spitzen (?/.). Ausserdem wende man noch die drei Trans

formationen T an. deren Fundamentallinien sich aus zwei der 

Undulationstangenten und der einen Doppeltangente zusammen

setzen. Vermöge ihrer geht die 12-Curve über in drei andere 

mit zwei Spitzen (y{ yk) und einer Undulation (yj. 

Dies sind dann alle fünf Typen, für die das Wendepunkts-

sextupel durch f2 dargestellt ist. 

Beiläufig sieht man daraus, dass es k e i n e .R-Curve mit 
einer Spitze und zwei Undulationen giebt : 

Für die H2-Fläche Hxf folgt somit: 

(x3) „Die e i n e r G r u p p e (44) z u g e h ö r i g e F l ä c h e 

*) Diese beiden Paare sind bekanntlieh bei passender Anordnung der 

Wurzeln von 0, für l = 1, 2, 3 zu einander harmonisch, wie hier er

forderlich. 
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H is t d ie e i n z i g e d e r f ü n f d i e G r u n d e u r v e cp an 

den S t e l l en (3/.) b e r ü h r e n d e n H 2 - F l ä c h e n , au f d e r 

k e i n e d e r T a n g e n t e n (y.) l i e g t . " 

Der Satz ({j, ) sagt, mit Rücksicht auf die früher (Nr. 34,35) 

erörterte Construction der Co Varianten À und 0 auf 9 und mit 

Bezug auf Nr. 32, für unsere Fläche R12
2
3 Folgendes aus: 

Man lege zuvörderst die drei Flächen des „Netzes cpa, 

die je zwei Tangenten {yi y^) enthalten. Dann geht vom 

dritten Punkt (y^) immer eine Sehne (yl y'^) aus, die ganz auf 

der bez. Fläche liegt. 

Des Weiteren lege man die drei Flächen des „Netzes ç a , 

die die Sehnen (y. y ) {y y'^) ganz enthalten ; sie enthalten je 

ein Tangentenpaar (a, ß ) der Curve cp. 

Dann bildet die Eegelschaar der drei Axen (ax ßj) unsere 

Fläche H"8-

Die drei Sehnen (y1 y'^ liegen auf einer einzigen Fläche 

des „Netzes cpa : diese enthält die Tangenten A = 0. Diese 

Tangenten berühren auch unsere Fläche H123: die Berührungs

sehne ist die Curvenaxe A. etc. 

181. In ähnlicher Weise theilen wir noch einige Eigen

schaften der H3-Curve (36) mit. Solcher cubischer Curven, die 

mit der Grundeurve 9 die beiden Punkte, Ebenen, Tangenten 

(0, GO ) gemein haben, giebt es noch eine co 2-Schaar: 

(53) ps0 = \ [x3, ps1 •= 3 \ [x2 X, ps2 = 3 ¿2 ¡x X\ ps3 = \ X\ 

In der That zählt man leicht die zehn Bedingungen ab, 

die die gewünschte Lage für eine cubische Curve (die von 

12 Constanten abhängt) erfordert. 

Aber auch die Form (53) ist evident, denn nach Voraus

setzung muss die rechte Seite von sQ den Faktor fi dreimal, 

clie von s den Faktor ¡x zweimal, X einmal enthalten etc. 



3 0 0 Die Reye'sche Apolarität und die Normcurven. 

Will man sich überzeugen; dass die 4 homogenen Grössen 
h in der That nur zwei *) unabhängige repräsentiren ; so stelle 
man das Flächennetz der Curve (53) auf: 

(54) v0 (3 s0 s2 - ^ Q + vx (9 s0 , 3 - j ^ j Si s2) 

Je h 
4 - v (3 5 s —- s2) = 0 = v 0> -i- v <E> -4-v <£> . 

Dania sind die Parameter der drei constituirenden Flächen 
<Ê> durch die Relation verbunden: 

i *M l *? / I*. *a 
q. e. d. 

Stellt man andrerseits die zur Involution 

(56) X4 + x ¡x4 = 0 

gehörige H3-Curve auf (mittelst des Schnittpunkttheorems von 

(56)); so ergiebt sich ohne Mühe : 

(57) ps0 = u3, ps1 = — ¡j,2 X; ps2 = fxX2, p*3 = — X3
; 

deren Flächennetz somit ist: 

(58) *o (so s2 - SD + ^ (*„ *, - ^ *„) '+ S (s, ss - 4 ) = 0 . 
Unter den Flächen dieses Netzes befindet sich eine aus

gezeichnete : 
(59) sQ sl¿ — 51 s2 = 0 oder in Ebenencoordinaten: 

(60) w0 ^g — w1 wa = 0. 

Denn diese ist die einzige der Flächen (58), die zugleich 
der Grundeurve cp umbeschrieben ist. Andrerseits ist dies die 
der Gruppe : 

(ei^ + x ^ + x^V 
zugehörige H2-Fläche (cf. Satz ¡x^, denn dann verschwinden 

*). Darauf war schon in der anm. pg. 44 hingewiesen. Den allgemeinen 

Satz (cf. 1. c.) beweist man ganz wie oben. 
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in der pg. 296 anm. angegebenen Gleichung a2, b2 und 

damit p12 und p2S, wodurch sie in (59) übergeht. 

Also hat man zunächst : 

¡x4) „Der z u r s p e z i e l l e n I n v o l u t i o n 

fr - y,f + *fr- y,f 
z u g e h ö r i g e n H 3 -Curve H3 i s t e i ne a u s g e z e i c h n e t e 

F l ä c h e z w e i t e r O r d n u n g (59, 60) e i n b e s c h r i e b e n , 

d ie z u g l e i c h d e r G r u n d e u r v e cp u m b e s c h r i e b e n 

i s t , u n d d i e T a n g e n t e n (j/p y2) e n t h ä l t * ) . D i e s e 

e n t s p r i c h t d e r G r u p p e (61) d. h. s e t z t man a u s 

irgend zwei TM (y1} y2) h a r m o n i s c h e n P a a r e n ein 

Q u a d r u p e l z u s a m m e n , so l i e f e r t d ies e in d e r 

F l ä c h e (59) e i n - u n d 9 u m s c h r i e b e n e s T e t r a e d e r . " 

182. Diese Fläche erfreut sich noch einer weiteren in
teressanten Eigenschaft. 

Es giebt noch eine ocZ-Schaar von Curven (53), die auf 
ihr liegen: diese ist, wie die Vergleichung von (59) mit (54) 
lehrt, durch die Bedingung festgelegt : 

(62) 9 \ \ - \ \ = 0. 

Jede dieser Curven besitzt unendlich viele Sehnen, die 

zugleich Axen von cp sind, ohne eine H3-Curve zu sein 

(vgl. dagegen für den allgemeinen Fall Nr. 133). 

Umgekehrt lässt sich aber auch zeigen ; dass wenn eine 
Curve (53) auch nur eine der auf der Fläche (59) liegenden 
Axen von cp einmal trifft, sie zu der durch (62) bestimmten 
Schaar gehört. 

*) Und reeiprok natürlich in demselben Sinne der Curve H*2 die 

ausgezeichnete Fläche 

^s0 s3 — s1 s2 = 0 oder: uQ us — 9 ^ u2 =. 0 

um- und der Curve 9 einbeschrieben. 
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Denn irgend zwei Ebenen von cp (X1? X2) treffen eine 

Curve (53) in den Tripeln: c 

(63) \Kti-3Kü* + 3K\i2-hi* = ° 
\Jc01¡ — 3 \ X2, X + 3 \ \ X2 — ¿3 X

8 = 0. 

Soll nun die Axe (X1 X ) auf der Fläche (60) liegen, so 

ist X1 -f- X2 = 0 d. h. X = — X2 = x und (63) geht über in : 

ko x* _ 3 ^ x \ _j_ 3 j a ¿A2 — Ä8 X
3 = 0 

Jc0 xs _|_ 3 ^ ^ _|_ 3 j a ^x2 - f h X3 = 0. 

Daher haben die Wurzeln der ersten Gleichung die 
negativen Werthe von denen der zweiten. Haben somit für 
irgend einen Werth von x beide Gleichungen eine Wurzel 
gemein, so auch eine zweite. 

Die Bézout'sche Resultante (cf. Nr. 12) wird in diesem 
Falle: 

(65) - 8 *0 \ x9 (*0 \ - 9 \ \f. 

Das Verschwinden der ersten drei Faktoren (statt x9 

würde es homogen heissen: x9 x'9) bedeutet nur, dass alle 

Curven (53) mit (57) die beiden Tangenten 0, oo gemein 

haben; das des letzten Faktors beweist die aufgestellte Be

hauptung. 

183. Es erübrigt noch zu zeigen, dass unter allen 

Curven (53) die in Rede stehende (57) in der That die e inzige 

H3-Curve ist. Aber dies ist evident: denn da jede Curve 

(53) mit unserer Hg-Curve die Ebenen, Tangenten und Punkte 

(0, oo) gemein hat, so folgt aus der bekannten Beziehung zwischen 

cp und einer Hg-Curve, dass für eine zweite H3-Curve jedenfalls 

das Element 0 mit dem dreifachen Elemente 0 und das Element 

co mit dem dreifachen Elemente GO zwei Quadrupel der zu

gehörigen Involution bildet. Dies ist aber nur die Involu

tion (56). 

Und da jedes Quadrupel (56) sich in zwei zu einander 

(64) 
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harmonische Paare zerlegt, die beide zum Paar 0 , oo harmo
nisch sind, so folgt : 

¡JI5) „ U n t e r a l l e n C u r v e n des S y s t e m s (53) i s t 

d i e C u r v e H 3 d ie e i n z i g e H 3 -Cu rve , w ä h r e n d es 

n o c h e i n e ocZ-Schaar de s S y s t e m s g i e b t , d i e un

e n d l i c h v i e l e S e h n e n b e s i t z e n , d ie z u g l e i c h 

A x e n von cp s i n d , und d ie a l l e m i t H auf d e r 

F l ä c h e (59) l i e g e n . A u f d i e s e r l a s s e n s i c h d i e 

G e r a d e n de r e i n e n Sc h a a r , d e r d i e T a n g e n t e n 

(0, GO) v o n cp a n g e h ö r e n , in P a a r e n e i n e r (gewöhn

l i c h e n ) I n v o l u t i o n a n o r d n e n , d e r e n D o p p e l e l e -

m e n t e j e n e T a n g e n t e n s ind . 

J e d e s d i e s e r P a a r e b i l d e t z w e i G e g e n k a n t e n 

e i n e s cp u m-un d H*2 e i n b e s c h r i e b e n e n T e t r a e d e r s , 

und u m g e k e h r t b e s i t z t e i n j e d e s s o l c h e s T e t r a 

e d e r ein P a a r G e g e n k a n t e n , d a s au f d e r F l ä c h e 

l i e g t u n d e in P a a r d e r I n v o l u t i o n b i l d e t . " 

184. Irgend eine Grundcurve cp und eine H3- Curve 

sind projektivisch aufeinander bezogen. Denn jedem Punkte 

von H3 entspricht die eine Ebene von cp, die Gegenebene des 

von ihm ausgehenden, Hg ein- und cp umbeschriebenen Tetra

eders ist und umgekehrt. 
[¿6) „ F ü r d i e c a n o n i s c h e G l e i c h u n g s f o r m (57) 

von H*2 i s t d i e s e p r o j e k t i v i s c h e B e z i e h u n g zwischen 

Hg2 u n d cp e i n f a c h d u r c h 

(66) V = ì 

a u s g e d r ü c k t . a 

In der That, durch die angegebene Substitution ent
sprechen sich zunächst Punkt 0 (co ) von H3 und Ebene 0 ( oo) 

von cp. Würde noch etwa dem Punkt 1 von H*2 auch die 
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Ebene 1 von 9 entsprechen, so kann die projektivische Be
ziehung zwischen beiden Curven nur die Form (66) haben. 

Nun bildet das Argument X = 1, mit dem Tripel ( — 1, 

-{- i) ein Quadrupel der Involution (56). Vom Punkte 1 auf 

H3 geht aber an <p das Ebenentripel : 

(67) l3 4 - X2 + X -f- 1 = (X2 + 1) (X + 1) 

mithin ist 1 die Gegenebene (auf cp) des vom Punkte 1 (auf H*2) 

ausgehenden Tetraeders *). 

q. e. d. 

184. Nach diesen Erörterungen über die Curven H*2 

und Flächen H 2 und ihren Zusammenhang können wir die 

Sätze Je) geometrisch so aussprechen : 

v) „Man d e n k e s i ch au f e i n e r c u b i s c h e n B a u in
cu r ve cp; d e r e n E b e n e n m a n als E l e m e n t e a u f f a s s t , 
e i n e b i q u a d r a t i s c h e I n v o l u t i o n n e b s t i h r e r con-
j u g i r t e n ( d r e i g l i e d r i g e n ) G r u p p e g e g e b e n . 

D a n n s i n d d ie Q u a d r u p e l d e r l n v o l u t i o n dar

g e s t e l l t d u r c h ao1cpum- u n d e i n e r H u r w i t z ' s c h e n 

C u r v e H3 ein-; d e s g l e i c h e n d i e Q u a d r u p e l d e r 

c o n j u g i r t e n G r u p p e d u r c h GO 9 um- u n d e i n e r 

F l ä c h e H2 e i n b e s c h r i e b e n e T e t r a e d e r . 

J e d e K a n t e e i n e s d e r e r s t e r e n T e t r a e d e r i s t 

z u g l e i c h A x e von cpund S e h n e v o n H 3 u n d r e p r ä -

s e n t i r t e in E l e m e n t e n p a a r ( ^ ^ 2 ) d e r I n v o l u t i o n . 

*) Denkt man sich also auf der Curve H^ die Substitution (66) ausge

führt, so geht ihre Gleichung (wenn man wieder X für X' setzt) über in: 

ps0 = X3, ps± ==•— X2, ps2 == X, P53 = — 1. 

Die Curve Hg2 ist also in Bezug auf das Normtetraeder (0, co) (cf. Nr. 30) 

zur Curve <p vollkommen dualistisch. Zugleich bedingt die projektivische 

Beziehung beider Curven (X = X) eine räumliche reeiproke Verwandt

schaft, in der jedem Punkt (X± Xg Xg) die Ebene (k± Xg Xg) entspricht. 
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J e d e r E c k p u n k t e i n e s d e r l e t z t e r e n T e t r a 

e d e r , d. i. j e d e r P u n k t d e r F l ä c h e H2 r e p r ä s e n t i r t 

e in E l e m e n t e n t r i p e l (y±, y2, ys) d e r c o n j u g i r t e n 

G r u p p e . 

D a n n t r i f f t d i e d u r c h e in T r i p e l (yv y^ ys) be

s t i m m t e s p e z i e l l e F l ä c h e H1^8 d i e C u r v e H3 in 

s e c h s s o l c h e n P u n k t e n , d a s s v i e r v o n i h n e n d ie 

E c k e n e i n e s cp u m b e s c h r i e b e n e n T e t r a e d e r s s i n d . 
U n d d ie d u r c h e in P a a r (x ; %2) b e s t i m m t e 

s p e z i e l l e C u r v e H*2 t r i f f t d ie F l ä c h e H2 g l e i c h -

f a l l s i n s e c h s s o l c h e n P u n k t e n . Ä 

Damit verlassen wir die biquadratische Involution als 
Repräsentantin des Schnittpunkttheorems der rationalen ebenen 
Curven vierter Ordnung und beenden diesen Abschnitt und 
damit das zweite Capitel dieses Buches mit der vollständigen 
Lösung der in den Hauptzügen schon behandelten Aufgabe 
die Anzahl und Natur der biquadratischen Involutionen mit 
(sechs) gemeinsamen Doppelelementen resp. Elementenpaaren 
zu ergründen, sowie mit der Folgerung der wichtigen Sätze, 
die sich daraus für die Theorie der cubischen Raumcurven 
überhaupt von selbst ergeben. 

§. 29. 

Die fünf Involutionen vierter Ordnung mit sechs gemeinsamen 
Doppelelementen. 

185. In Nr. 156 wurde der Satz bewiesen: 
„Ist (s ; 7j) das Argumentenpaar einer Doppeltangente 

einer JR á? so nimmt ihr Wendepunktsextupel J (d. i. eine 

allgemeine binäre Form sechsten Grades) durch die Sub

stitution : 

(1) I' = Je r (wo k gleich Eins angenommen werde) 

90 
W. Fr. M e y e r , Apolarität. ayj 
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eine Form an, in der die Coefficienten von X'5 und X' ver
schwunden sind.a 

Mithin musste umgekehrt das Problem, die Doppeltan
genten der i2-Curven mit gemeinsamem Sextupel J (und damit 
auch das andere, die verschiedenen biquadratischen Involu
tionen mit gemeinsamer Funktionaldeterminante J) aufzu
stellen, in dem allgemeineren enthalten sein, die Substitutionen 
(1) zu finden, die eine binäre Form sechsten Grades in die 
angegebene Gestalt überführen. 

Es fragt sich aber jetzt, ob u m g e k e h r t j e d e dieser 

Substitutionen auf eine Doppeltangente einer It mit den 

Wendepunkten J führt, oder ob es noch weitere Substitu

tionen giebt, die dieser Frage fremd sind. Dies soll vorerst 

erledigt werden. 

War das Schnittpunkttheorem einer H2 : 

(2) as = 0, bB = 0, 

also die Involution der Schnittpunktformen : 
(3) ax+kbx =0 

so war das Sextupel der Wendepunkte der Curve (2) (der 
Doppelelemente der Involution (3)): 

(4)«7- = j ) o l l i . 6 + . 3 j ) o 2 f i
5 X + . . . + 3 i» M | iX 5 +j P M X 6 = 0. 

Wir denken uns die Substitution (1), wo s, r¡ einer Dop
peltangente der Curve (2) angehören, ausgeführt und dann 
wieder X (homogen X, ¡JL) statt X' geschrieben. 

Dann verschwinden a2, &2, und somit 

(5) ¿V = 0, p2i = 0. 

Gehen wir umgekehrt von diesen Bedingungen aus, so 
verfahren wir wie in Nr. 66. 

Die Gleichungen (5) haben entweder zur Folge, dass : 

(6a) a2 = b2 = 0 und damit auch p21 = p2S = 0, oder dass: 

(66) p0i = 0. 

Im ersten Falle ist in der That (s, yf) eine Doppeltangente 
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der Curve (2), von der wir ausgingen, im zweiten s c h e i n t 
eine fremde Lösung vorzuliegen. Welche ? 

Die Gleichungen (5) (66) sind ersetzbar durch : 

(7) a0 + h\ = 0, a2 + h \ = 0, «4 + h\ = 0 

wo Je' einen bestimmten, wenn auch noch unbekannten Faktor 

vorstellt. Dann hat das Quadrupel a^ -f- Wb^ die Form: 

(8) ax + h \ = X|x (X2 - f jfe" ¡ji2) = 0. 

(Denken wir uns für den Moment k" variabel, so stellte 

(8) genau diejenige (einzige) Involution dar, die mit X4 -|- m¡x4 

die gleichen Doppelelemente (X8, [x8 d. h. 08, oo 8) gemein hat.) 

Mithin ist (e yj) in diesem Fall ein Paar, das m i t e i n e m zu 

ihm h a r m o n i s c h e n ein Quadrupel der Involution (3) bildet. 

Nach Früherem giebt es drei Quadrupel der Involution (3), 

die aus zwei solchen Paaren bestehen ; das zu beiden Paaren 

zugleich harmonische ergiebt jedesmal einen Doppelpunkt (a.ß.) 

der Curve (2). 

Demnach giebt es, wenn man von der Curve (2) ausgeht, 

einmal 4 Werthepaare eL yj erster Art (den Doppeltangenten 

zugehörig), die die vorgelegte Aufgabe (der canonischen Form 

von 7) lösen : dann aber noch 3 . 2 = 6 weitere Paare zweiter 

Art e2 7j2, die drei harmonische Quadrupel der Involution (3) 

bilden. Diese 6 Paare stehen aber nach Nr. 152 in sehr ein

fachem Zusammenhang. 

Wurde nemlich die Involution (3) auf einem Kegelschnitt 

cp durch ein 9 stützendes Kegelschnittbüschel D ausgeschnitten, 

sodass die Grundpunkte des letzteren ein Polviereck von cp 

bildeten, so repräsentirten auf cp bezogen diese 4 Eckpunkte 

die 4 Werthepaare (e y )̂ erster Art und die 3 . 2 Seitenpaare 

des Vierecks die 3 .2 Paare zweiter Art d. h. diese sechs letzteren 

Paare (sy¡2) sind die Funktionaldeterminanten der vier ersteren. 

(Die Doppelpunkte der Curve (2) waren dann durch die Ecken 
20* 
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des Polardreiecks des Büschels vorgestellt.) Diese 10 Paare 
bildeten einen Cyclus von fünf Quadrupeln (indem jedes 
Element e doppelt auftrat), so dass j e d e s dieser Quadrupel 
mit dem Restsextupel in der oben angegebenen Weise je 
e i n e r der fünf _ß-Curven angehören, aus der die vier übrigen 
durch vier Klassentransformationen T. hervorgingen ; deren 
Fundamentallinien je drei der vier Doppeltangenten waren. 

Legt man die Schaar von Kegelschnitten, die dem Doppel-
tangentenvierseit einbeschrieben sind ; so hat diese mit der 
vorliegenden JR-Curve die zu ihr gehörige (Tangenten-) In
volution (3) gemein. Die 3 .2 Tangentenpaare von den Gegen
ecken des Vierseits an die Curve bilden die 3 . 2 Paare e, r¡ der 
zweiten Art (e yj ). 

Betrachtet man eines dieser sechs Paare zweiter Art als 
die Doppelelemente einer (gewöhnlichen) Involution auf der 
_R-Curve, so umhüllen die Geraden, die die Punktepaare der In
volution aus R ausschneiden, nach Nr. 165 eine rationale Curve 
dritter Classe, deren eine Doppeltangente gerade die beiden. 
Punktepaare der Involution ausschneidet, die auf gerader Linie 
liegen. So gelangt man zu 6 rationalen Curven dritter Classe, 
deren 6 Doppeltangenten somit gerade die 6 Quadrupel 
ausschneiden, die sich in zwei zu einander harmonische Paare 
zerlegen, so dass das zu ihnen zugleich harmonische Paar 
ein Paar (e r¡) der zweiten Art ist. Nennen wir diese die 6 
Doppeltangenten (e2 r\2\ so haben wir, alles zusammengefasst, 
Folgendes: 

a) „Es g i e b t m i n d e s t e n s einen C y c l u s von z e h n 

S u b s t i t u t i o n e n (1), d ie e i n e a l l g e m e i n e b i n ä r e 

F o r m s e c h s t e n G r a d e s in d ie c a n o n i s c h e F o r m 

(5) ü b e r f ü h r e n . D i e z u g e h ö r i g e n W e r t h e p a a r e 

(e yj.) b i l d e n in der That ( d o p p e l t g e z ä h l t ) d i e 5 

D o p p e l t a n g e n t e n q u a d r u p e l v o n fün f d u r c h den 

T r a n s f o r m a t i o n s p r o c e s s T. eye li seh v e r b un d e n e n 
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C u r v e n B m i t d e m s e l b e n ( g e g e b e n e n ) W e n d e -

p u n k t s s e x t u p e l . 

F ü r j e d e . e i n z e l n e d e r fün f C u r v e n B zer 

l e g e n s i ch d i e 10 P a a r e (e r¡) in v i e r e r s t e r A r t (e1 r¡±) 

{die D o pp elt an g en ten ( a r g u m e n t e n)p aar e} u n d sechs 

z w e i t e r A r t (£2 y¡2), d i e 3 . 2 T a n g e n t e n p a a r e , d i e 

v o n d e n G e g e n e c k e n des D o p p e l t a n g e n t e n v ie r 

se i t s an d i e C u r v e g e h e n . 

D i e s e s e c h s P a a r e z w e i t e r A r t b i l d e n z u g l e i c h 

d ie L ö s u n g de r A u f g a b e , „ für d i e v o r l i e g e n d e 

C u r v e B d i e A r g u m e n t e de r D o p p e l p u n k t e zu 

f i nden" . Man e r h ä l t s i e , w e n n man d i e zu den 

d r e i „ P a a r p a a r e n " h a r m o n i s c h e n P a a r e s u c h t . 

F a s s t man d i e s e c h s P a a r e z w e i t e r A r t (s2 r¡2), 

j e d e s a l s d i e D o p p e l e l e m e n t e e i n e r I n v o l u t i o n 

z w e i t e r O r d n u n g auf, so g i e b t es f ü r j e d e eine 

G e r a d e der E b e n e , d ie z w e i P u n k t e p a a r e d e r In

v o l u t i o n a u s B a u s s c h n e i d e t . D i e s e s e c h s Ge

r a d e n {die D o p p e l t a n g e n t e n (e r¡^) von s e c h s be

s t i m m t e n C u r v e n d r i t t e r K la s se} u m h ü l l e n n e b s t 

d e n s e c h s W e n d e t a n g e n t e n eine b e s t i m m t e C u r v e 

d r i t t e r K l a s s e , d e r e n T a n g e n t e n a u s B d i e har 

m o n i s c h e n Q u a d r u p e l a u s s c h n e i d e n . " 

186. Dass es aber in Wirklichkeit nur e i n e n solchen 

Substitutionencyclus (1) giebt, lässt sich z. B. (abgesehen von 

weiteren Bestätigungen) mittelst einer direkten Methode nach

weisen, die auch die Zehnzahl ohne Weiteres erscheinen lässt 

und mit gleichem Erfolge auf die allgemeine Aufgabe (für 

eine Form nien Grades die Substitutionen (1) zu finden, ver

möge deren die Coefficienten von Xn~1 und X1 verschwinden) 

anwenden lässt. 

Geht eine gegebene Form 

(9) f= a{ = % X6 + 6 « t X5 + . . . . 6 % X + % 
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vermöge der Substitution 

(10) X' = ^ oder X = *Ì»=? 
' A—r¡ A —1 

über {nach Multiplication mit (A'—l)6} in eine solche Form 

von X'; dass die Coefficienten von )(5 und X' verschwinden, so 

liefert die Taylor'sche Entwicklung die beiden Bedingungen 

(zur Bestimmung von a, ß) : 

(11) E = a,n, = 0 , .H = a,ï, = 0. 

Statt dieser wählen wir irgend zwei der fünf linearen 

Combinationen beider: 

(12) E — H = 0 , Er¡-Re = 0, ETJ2—He2 = 0 ; . . . E y ¡ 4 - H £ 4 = 0 
z. B. *) die erste und letzte, die entwickelt nach Weglassung 

a a 
des Faktors (e—r¡) lauten (— = e -f- ty ~ •= ev¡) : 

ao ao 

c M°« O » O . (°Î- 2 O O^+ • + 
i + 5 a , o » a 0 + 1 0 a 8 ^ a ; + 1 0 a 4 o 1 o » + 4 a 6 < i S = E - H = 0 

j - f . + • + . +4a1a3=Er¡*—He4=0 

wo die zweite aus der ersten durch gleichzeitige Vertauschung 

von a. mit a6_. und afl mit a2 hervorgeht. 

Die gemeinsamen Lösungen von (11) sind auch in den 
gemeinsamen Lösungen von (13) enthalten, umgekehrt aber 
enthält (13) noch fremde Lösungen, die durch Verschwinden von 

= (e-»j) (e + »j) (s2 + r?) = 0. (14) 4 4 
7] £ 

*) Die Entwicklung gilt für irgend ein Paar der Bedingungen (12) 

in ganz analoger Weise. Dann treten als fremde Lösungen noch die 

Werthe s (reap. r¡) = 0, co auf, denen Schnittpunkte der b e z ü g l i c h e n 

Curven (13) mit den Geraden <J2 = 0, cQ = 0 entsprechen. Die aus 

den fünf Curven (12) linear zusammengesetzte Schaar ist dann keine an

dere, als die g a n z e oo4 durch die zehn Punkte (e, rj) gehende Schaar 

von Curven vierter Ordnung. 
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entstehen, wo aber der erste Faktor schon bedeutungslos ge
worden ist, da er in (13) weggelassen wurde. 

Die beiden andern Faktoren führen, wie leicht zu zeigen, 

zu 2 -(- 4 = 6 fremden Lösungen. Bezogen auf irgend einen 

Normkegelschnitt, stellen die Gleichungen (13) zwei Curven 

vierter Ordnung dar, mit je einem Doppelpunkte in resp. 

(a0 = 0, G1 = 0 und a2 = 0, at = 0). Die Tangenten in 

diesen sind resp. 

(15) c0 = 0, a ^ + 2 ^ a0 = 0; und a2 = 0, a6o1 + 2 a ß a a = 0 . 

Daher treffen sich die Curven (13) auf der Geraden 

s -(- r¡ ~ a1 = 0 in einem Punktepaar 

(16) a l O | - a 8 o J = 0. 

Dies sind die dem Faktor (s -|- r¡) in (14) zugehörigen 
fremden Lösungen. Die für den zweiten 

(17) £2 + yf = Q2 _ 2 a0 a2 = 0 

erhält man durch den Schnitt dieses Kegelschnitts, der den 

Normkegelschnitt in den Punkten a0 = 0 , ax = 0 und a 2 = 0 , ^ = 0 

berührt, mit den Curven (13). Setzt man z. B. in die erste 

den Werth (17): a0 = ^— ein, so kommt: 
2 2 °o . 

( 1 8 ) a J ( a 1 ^ + 5 a 2 a 3 a 0 + 1 0 a 3 a 2 a 2 + 1 0 a 4 a 1 a B + 4 a 5 ^ ) = 0 , 

d. i. die erste Curve (13) hat nicht nur, wie (15) zeigt, in 

dem Doppelpunkt a0 = 0, ax = 0, der ja ein Punkt des Norm

kegelschnitts ist, dessen Tangente (a = 0) als die eine Doppel

punktstangente, sondern osculirt auch noch den Kegelschnitt 

(17) in ihm. 

Das Entsprechende gilt für die zweite Curve (13) und 
ihren Doppelpunkt. Demnach schneiden sich beide Curven 
(13) nur noch in vier Punkten auf dem Kegelschnitt (17). 

ß) „Die ü b r i g e n 10 = 16 — 6 S c h n i t t p u n k t e d e s 
C u r v e n p a a r e s (13) m ü s s e n s o m i t d ie W e r t h e p a a r e 
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(e; yj) l i e f e r n ; di e d i e g e s t e l l t e F r a g e l ö s e n . D i e s e 
b i l d e n d a n n g e r a d e d e n C y c l u s d e s S a t z e s oc)a *). 

§• 30. 

Die biquadratischen Involutionen mit sechs gemeinsamen 
Elementenpaaren. 

187. Man verdankt Cremona59) die drei Sätze: 
y) „I. Z w e i c u b i s e n e E a u m c u r v e n h a b e n im 

A l l g e m e i n e n ¿zehn g e m e i n s a m e A x e n ( S e h n e n ) . 

*) Die zehn Werthepaare (e, r\), die die Aufgabe somit lösen , waren 

die vier Argumentenpaare <|/. der Doppeltangenten einer B^ (mit den 

Wendepunkten / = 0) nebst ihren sechs bez. Funktionaldeterminanten <¡>¡ke 

Diese letzteren bildeten drei (harmonische) Quadrupel der Involution 

% = ». bs = 0-

War diese Involution auf dem Normkegelschnitt Ng dargestellt, so 

repräsentirten ihre Elementenpaare die Punkte einer H^-Curve, die aus 

N2 das Sextupel J ausschnitt. 

Andererseits bildeten nach Nr. 152 (nur dass wir uns jetzt dualistisch 

ausdrücken) die vier Geraden^ die aus i\7
2 die Paare <L. ausschneiden (von 

deren Schnittpunkten also die Tangentenpaare <L.k an Ng gehen) e in P o l -

v i e r s e i t von Ng. Da aber seine Gegen ecken paare drei Quadrupel der 

Involution bilden, so i s t d i e s P o l v i e r s e i t de r E L - C u r v e e i n b e 

s c h r i e b e n : s o m i t i s t d i e l e t z t e r e (cf. Nr. 148) in der F o r m dar 

s t e l l b a r : 
• m . 

i 

wo die Di = 0 die Seiten des Polvierseits sind. 

„Mi th in i s t e ine F o r m s e c h s t e n G r a d e s J auf fünf be 

s t i m m t e W e i s e n in de r F o r m 
m. 

+1 *2 *3 *4 V = J 
1 i 

d a r s t e l l b a r , wo die <!> die f ü n f Q u a d r u p e l b i l d e n , in d ie s i ch 

d ie z e h n W e r t h e p a a r e s, rj ( d o p p e l t g e z ä h l t ) a n o r d n e n . " 

(Jedem Quadrupel gehört eine bestimmte Gruppe der Constanten m. an.) 
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II . J e d e d e r s e l b e n b e s i t z t im A l l g e m e i n e n 
sechs A x e n ( S e h n e n ) , d i e S e h n e n (Axen) d e r an
d e r n s ind . 

III. E s g i e b t im A l l g e m e i n e n s e c h s c u b i s e n e 
C u r v e n ; d ie s echs b e l i e b i g e R a u m g e r a d e zu A x e n 
(S e h n e n ) h a b e n . " 

Diese Sätze ermöglichen in Verbindung mit der Theorie 

der Hurwitz'schen Curven H3 eine höchst fruchtbare Behand

lung unserer Involutionen (spec, der Titelfrage) auf cubischen 

Raum curven. 

Diese stellt sich dann so : 

W i e v i e l C u r v e n H3 g i e b t e s , d ie s e c h s be

l i e b i g g e w ä h l t e A x e n de r g e g e b e n e n c u b i s c h e n 

C u r v e 9 zu S e h n e n h a b e n ? 

Diese Frage ist offenbar eine Verallgemeinerung der im 
vorigen §. behandelten; auf die man wieder zurückgeführt 
wird, wenn man die sechs Axen von 9 zu Tangenten 
werden lässt. 

Dann giebt es nach (y III) sechs cubische Curven; die 
diese Tangenten zu Sehnen haben; eine von ihnen ist aber 
ersichtlich cp selbst. Daher zeigen die Ergebnisse des vorigen 
§. zunächst: 

5) „ D i e fün f c u b i s c h e n C u r v e n , d i e s e c h s be

l i e b i g e T a n g e n t e n (oder g e g e b e n e n ; cp; zu S e h n e n 

h a b e n , s i n d i d e n t i s c h m i t den fünf C u r ven H3 d e s 

S a t z e s (pg. 211), d e r e n z u g e h ö r i g e I n v o l u t i o n e n 

d i e j e n i g e n s i n d , d i e d i e D o p p e l e l e m e n t e o) ge

mein h a b e n . 

F ü r j e d e d e r C u r v e n H u n d <p g i l t d a n n S a t z 

[Auch diesen Satz findet man bei H. • Brill (Math. Ann. XX pg. 355), 

wenn auch ganz anders bewiesen, wie ich nachträglich zu bemerken habe. 

Anfang Februar ,1883.] 



314 Die Reye'sche Apolarität und die Normearven. 

y II n i c h t m e h r , da es u n e n d l i c h v i e l e A x e n von 
cp g i e b t , d i e S e h n e n von H3 s ind ." 

Die näheren Beziehungen zwischen diesen Curven ergeben 

sich sofort mit Hülfe der uns schon bekannten Involutions

sätze und des Satzes y I : sie fliessen aber als specielle Fälle 

aus der Configuration, die die allgemeinere (Titel-)Frage nach 

sich ziehen wird. 

188. Zunächst giebt es wieder sechs cubische Curven T; 

die sechs beliebige Axen (u. v) von cp zu Sehnen haben. Von 

diesen muss mindes t ens e ine den Satz y II befriedigen. 

Dann nach Satz y III kann man sich die Curve cp entstanden 

denken, als eine von denen, die sechs ganz b e l i e b i g e Kaum

gerade zu Axen (u. v.) haben. Würde es dann für jede Curve 

r unendlich viele Sehnen geben, die Axen von cp wären, so 

wäre Satz y II unmöglich *). 

Andrerseits giebt es aber, wie wir wissen (cf. pg. 308) 

m i n d e s t e n s fünf Involutionen mit sechs gemeinsamen Ele

mentenpaaren , also giebt es n u r e i n e Curve T, die den Satz 

y II befolgt, während die übrigen fünf H -Curven sind. Dann 

aber geht aus dem „PentaedersatzeÄ pg. 247 nunmehr der 

folgende hervor: 

e)I. „Von den sechs cubischen Curven T; die sechs 

beliebige Axen der Curve cp zu Sehnen haben, sind 

immer fünf H3-Curven. Je zwei derselben haben noch 

drei, je drei noch eine Sehne gemein, die zugleich 

Axen von cp sind. Diese stellen die Restelementen-

paare dar, die je zwei resp. drei der fünf zuge

hörigen Involutionen noch gemein haben. 

*) In genau derselben Weise schliesst man, dass für j e z w e i der 

fünf EL-Curven oder auch je zwei der sechs Curven a (cf. Nr. 189) der 

Satz y I gelten muss. Denn man gehe umgekehrt von zwei Curven des 

Satzes y I aus, greife aus den zehn gemeinsamen Axen sechs heraus und 

verfahre dann, wie im Texte. 
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II. S t e h e n z w e i cu b i s c h e C u r v e n in d e r Be
z i e h u n g , d a s s es u n e n d l i c h v i e l e S e h n e n der einen 
g i e b t , d i e z u g l e i c h A x e n d e r a n d e r n s i n d , so i s t 
d i e s e B e z i e h u n g a u c h e i n e H u r w i t z ' s c h e , d. h. 
d i e s e G e r a d e n o r d n e n s ich an a l s d i e G e g e n 
k a n t e n von u n e n d l i c h v i e l e n d e r e r s t e n C u r v e 
ein- u n d de r zwei ten u m b e s c h r i e b e n e n T e t r a e de rn . a 

Zu Satz I ist zu bemerken, dass in der That die drei 
Sehnen, die je zweien der fünf Curven H3 noch gemein sind 
(und zugleich Axen von cp sind) mit der vierten (die zugleich 
Sehne der sechsten Curve V ist cf. unten) und mit den ursprüng
lichen sechs Axen von cp die zehn Sehnen bilden, die nach 
Satz y I beiden Curven gemein sein müssen. 

Satz II gilt, weil man von den vorausgesetzten unend
lich vielen Axen von cp (die Sehnen der zweiten Curve sind) 
irgend sechs herausgreifen und auf diese den Satz I an
wenden kann. 

189. Wir vervollständigen jetzt unsere Figur dadurch, 

dass wir noch die fünf weiteren Curven legen, die unsere sechs 

Axen von cp gleichfalls zu Axen haben. Nennen wir alle diese 

die Curven oc., dagegen jene, die sie zu Sehnen haben, a. 

( ¿ = 1 , 2 , . . 6) , so haben wir eine Configuration von 2 .6 

cubischen Curven, die der bekannten einer Doppelsechs einer 

Fläche dritter Ordnung analog ist. Gerade wie da jeder Ge

raden der einen Sechs eine einzige der andern entspricht und 

umg. (die zu ihr windschief ist, während sie die fünf andern 

trifft), so folgt hier unmittelbar aus Satz e I : 

Ç) „Die be iden Sechsen von Curven a.,a. (¿ = 1 . .6) , 

d ie s e c h s b e l i e b i g e R a u m g e r a d e g zu S e h n e n 

r e s p . A x e n h a b e n , s t e h e n in dem e i g e n t h ü m l i c h e n 

V e r h ä l t n i s s , dass j e d e C u r v e a , e i n e r b e s t i m m t e n 

C u r v e a. (denen d a h e r d e r g l e i c h e I n d e x b e i g e l e g t 

w i r d ) u. umg. e i n d e u t i g e n t s p r i c h t , so , d a s s d i e 
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s e c h s G e r a d e n g d ie einzigen s i n d , d i e S e h n e n 
v o n a. u n d A x e n v o n a . s ind. 

1 1 

D a g e g e n s t e h en j e z w e i C u r v e n a., ock (i ^ Je) in 

d e r H u r w i t z ' s c h e n B e z i e h u n g , d. h. es g i e b t aus se r 
den G e r a d e n g noch unendlich viele S e h n e n von 
a., d i e A x e n von a, s ind." 

i7 k 

Daher erweitert sich mit Hülfe des Satzes y I der Satz s I 

zu folgendem, der die sechs Curven a. (a.) ganz gleichmässig 

behandelt: 
r¡) „D ie s e c h s c u b i s c h e n C u r v e n a. (die s e c h s 

b e l i e b i g e G e r a d e g zu S e h n e n h a b e n ) b e s i t z e n 
a u s s e r d i e s e n n o c h z u j e z w e i e n v i e r g e m e i n s a m e 

6 . 5 
S e h n e n , a l s o im G a n z e n • 4 = 60. 

D i e s e r e d u c i r e n s i ch a b e r au f 20 , da j e d e von 

i h n e n g e m e i n s a m e S e h n e sm von d r e i d e r C u r v e n 

a, a, a i s t (also d r e i m a l a u f t r i t t ) . 

D i e s e 20 L i n i e n s i n d z u g l e i c h d i e e n t s p r e c h 

e n d e n 20 w e i t e r e n A x e n a v o n j e d re i en der Curven 

a. (die die G e r a d e n g zu A x e n haben) und zwar ist 

immer 
sm = amnp (*> h> l> m,n,P = h 2 ; 3 ; 4> 5 ; 6)-

Desg le ichen sind die vier S e h n e n , die j e d r e i e n 

der C u r v e n a g eme in s ind: 

ikl ikm ilm kirn 

nebs t den 6 G e r a d e n ¿/ die 10 gemeinsamen Axen der 

be iden C u r v e n oc a . 
n p 

Die sechs G e r a d e n , di e j e v ier der sechs Curven a 

a. & a. a 
i k 1 m 

m i t e i n e r d e r b e i d e n ü b r i g e n a zu g e m e i n s a m e n 

S e h n e n h a b e n , o r d n e n s i c h in d r e i P a a r e 
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s -i > s -i? s i ) 

n ik ; m l ; nkml 

i lm; nkm ? n k l j 

die G e g e n k a n t e n d r e i e r T e t r a e d e r s i n d , d ie a 

e i n - u n d a u m b e s c h r i e b e n s ind . a 

p 

Desgleichen gelten die reciproken Sätze (indem man die 
a mit den resp. oc vertauscht), so dass man den Satz r¡ als 
5jHexaeder "-Satz kurz so formuliren kann : 

?j ) „Die b e i d e n S e c h s e n v o n C u r v e n a, a s i n d 

in B e z u g auf i h r e g e m e i n s a m e n S e h n e n , r e s p . 

A x e n g r u p p i r t , w i e d i e E c k e n r e s p . E b e n e n e i n e s 

H e x a e d e r s r e s p . S e c h s e c k s , wo d a s l e t z t e r e dem 

e r s t e r e n um- (und d a m i t das e r s t e r e dem l e t z t e r e n 

ein-) b e s c h r i e b e n i s t . a 

190. Andrerseits waren (Nr. 155) fünf Involutionen mit 

sechs gemeinsamen Elementenpaaren (u. v.) dargestellt durch 

die vier Strahl- und das Kegelschnittbüschel (Dk, D) von vier 

Doppelpunkten einer rationalen ebenen Curve sechster Ord

nung jßg mit den sechs weiteren Doppelpunkten (ui #.), und 

zwar schneiden diese fünf Büschel die Involutionen aus der 

Curve aus. 

Weiter unten wird gezeigt, dass umgekehrt die sechs Ar

gumentenpaare u.v. für die Curve g a n z b e l i e b i g ange

nommen werden dürfen/dann aber alle übrigen Singularitäten

argumente bestimmt sind. 

Dann sind aber gerade die Argumentenpaare (ek yjk) der 

vier Doppelpunkte D solche vier Elementenpaare, die je dreien 

von i r g e n d vier der fünf in Rede stehenden Involutionen 

gemein sind : mithin folgt daraus und aus Satz r¡) : 

%) „D ie z e h n A r g u m e n t e n p a a r e d e r D o p p e l 

p u n k t e e i n e r JR2
Q s t e h e n in d e r s e l b e n B e z i e h u n g 

zu e i n and e r ; wie di e z e h n A r g u m e n t e n p a a r e e i n e r 
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c u b i s c h e n R a u m c u r v e , d ie z e h n A x e n ( S e h n e n ) 
z u g e h ö r e n , d i e z u g l e i c h A x e n ( S e h n e n ) e i n e r 
z w e i t e n s o l c h e n C u r v e s ind.* 

Umgekehrt bestimmen also irgend zwei in allgemeiner *) 

Lage befindliche cubische Raumcurven sowohl durch ihre ge

meinsamen Axen als auch Sehnen je eine Klasse **) von B2, 

deren Individuen projektivisch in einander überführbar sind. 
Aus dem Dualismus von Axe und Sehne folgt weiter: 

x1) „ J e d e r BQ ist eine b e s t i m m t e a n d e r e e indeu t ig 

z u g e o r d n e t und umg.: i h r e D o p p e l p u n k t s a r g u m e n t e 

e n t s p r e c h e n den gemeinsamen Axen und S e h n e n 

zweier cub ischer Raum curven." 

191. Geht man von zwei cubischen Raumcurven ar, a„ 
i r O 

aus, greift aus ihren zehn gemeinsamen Axen irgend sechs 
heraus, so sind stets die vier übrigen nach dem Schema des 
Satzes r¡) 

5123 ^124 Sm S23à 

Sehnen von vier weiteren Curven aL, ai¿, ag, a^. Dies führt zu 

dem Satz, den ich nachträglich auch bei H. Em. Weyr60) ge

funden habe: 

X) „Die zehn gemeinsamen Axen (Sehnen) zweier 
cubischer R a u m c u r v e n s ind zu j e neun Sehnen (Axen) 
e iner we i t e r en cubischen Curve . a 

Ausserdem wissen wir von ihnen : 

*) Haben die beiden Curven resp. ein, zwei, drei Ebenen (Punkte) 

gemein, so haben sie nach Cremona (1. c.) nur noch resp. sechs, drei, eine 

Axe (Sehne) gemein. Deren Elementenpaare entsprechen dann, wie hier 

nur angeführt sei, den Doppelpunkten einer .ñ?, Bjp B^ die aus der BQ 

continuirlich in einander übergehen können. 

**) Eine solche ganze Klasse (algebraisch „die zugehörige Formen

gruppe") ist immer (wie auch schon bis jetzt) durch das Zeichen B reprä-

sentirt; zur Abkürzung ist gewöhnlich nur „von einer Curve B" die Rede. 
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X2) „ J e d e dieser zehn (zehn) we i t e r en Curven ist 

e ine H u r w i t z ' s c h e H 3 -Curve de r O r i g i n a l c u r v e d. h. 

j e neun de r zehn zugehör igen E l e m e n t e n p a a r e sind 

d ie einer Invo lu t ion v ie r t e r Ordnung . " 

Aus dem Bilde der JR2 lassen sich mit Leichtigkeit noch 

weitere Beziehungen zwischen diesen 10 Involutionen ablesen. 

Die zehn Axen seien bezeichnet mit (ur v)(r = l,2,.. 10) : 

die entsprechenden zehn Involutionen mit J. In jeder giebt 

es nenn weitere Elementenpaare, die mit den neun gegebenen 
neun Quadrupel der Involution bilden. Solcher weiteren Paare 

10 . 9 
giebt es im Ganzen —^— = 45, da jedes zweimal auftritt. 

¿i 

Man gelangt zu ihnen auch dadurch, dass je zwei der 
zehn Involutionen noch e in weiteres Elementenpaar gemein 
haben. Dies sind die 45 Paare. 

Zu je sieben der zehn Paare (ur vr) gehören immer d r e i 

der 45 weiteren Paare in der Weise, dass diese k e i n e r der 

sieben Involutionen J (s = 1, 2, . . 7) angehören. 
„Diese sieben -f- drei Paare bestimmen zehn Axen, die 

wieder zugleich Axen einer weiteren cubischen Curve sind. 
Solcher weiteren Curven giebt es daher 120.a 

Diese Eigenschaften, die leicht noch weiter ausgedehnt 
werden können, mögen hier genügen. Greift man irgend sechs 
der zehn Axen heraus , so kommt man wieder zur ursprüng
lichen Doppelsechs zurück, die somit nur ein specieller Fall 
des jetzigen ist. 

§. 31. 

Fortsetzung. Das Schnittpunkttheorem der.Bg, auf der cubischen 

Normcurve studirt. 

192. Das weitere Studium der aus zwei cubischen ßaum-
curven bestehenden Figur wird sich auf die Fläche (vierter 

http://der.Bg
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Ordnung) concentriren; auf der die zehn gemeinsamen Axen 

beider liegen. Dies geschieht mit grosser Leichtigkeit mit 

Hülfe des Schnittpunkttheorems der It2, oder was dasselbe ist, 

mit Hülfe der Theorie der zweigliedrigen Gruppen sechster 

Ordnung resp. ihrer conjugirten. Man wird also behufs ein

gehenden Studiums der biquadratischen Involution jetzt zum 

zweiten *) Mal auf die Theorie der Gruppen sechster Ordnung 

verwiesen. 

Die projektivischen Eigenschaften einer J?6 (d. h. einer 

dreigliedrigen Gruppe sechster Ordnung) hängen ersichtlich 

von 12 Constanten ab. Demgemäss kann man nach denjenigen 

_B6 fragen; für die sechs ihrer zehn Doppelpunkte g a n z be

l i e b i g gewählte Argumentenpaare (u.v) besitzen. Man denke 

sich eine Curve mit dieser Eigenschaft gegeben. Dann lege 

man ein Dreieck, dessen Seiten immer zwei der sechs Doppel

punkte enthalten. Dann giebt es in der Gruppe der BQ 

drei Formen der Art: 

Í 1 ) / 1 • ¡2 ••/12 ' ' 3 " ' 4 * '34 5 ' 5 ' ' 6 • ' 56 

wo (u.v.) die Wurzeln der quadratischen Form f. sind: während 

die f , f , f drei unbekannte quadratische Formen vorstellen. 

Sollen die (u. v) in der That Doppelpunkten zugehören ; so 

sind sechs Bedingungen dazu nothwendig und hinreichend von 

der Form : 

/r>\ )J3 • ' 4 ' i 34 [ l ' 3 ' ' 4 • ^34) 

Vo • fß • fji = U! V 5 * fß ' foßft = ^ 

wo die Variable X links durch u , rechts durch v1 ersetzt ist. 

Dies liefert zur Bestimmung der sechs Unbekannten (der 

Restpunktepaare der Seiten des Dreiecks oder der Wurzeln 
v o n /ia> fu? frJ s e c h s Gleichungen. 

*) Das erste Mal in Nr. 132 zu e i n e r Form sechster Ordnung und 

ihrer conjugirten Gruppe. 
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Aber eine solche Bestimmungsweise ist bekanntlich un
sicher : die sechs Gleichungen (2) könnten abhängig von ein
ander sein, und somit auch die Wurzeln der f.. 

D a n n g ä b e es im A l l g e m e i n e n k e i n e aus (1) 

(wo d i e f d i e v o r g e g e b e n e B e d e u t u n g h a b e n s o l l e nj 

z u s a m m e n s e t z b a r e d r e i g l i e d r i g e 5,(-ñg)a-Gruppe : 

w ü r d e es a b e r im b e s o n d e r n e i n e g e b e n , so a u c h 

u n e n d l i c h v i e l e . 

Die Unmöglichkeit des letzteren Falles soll dargethan 

werden : dann existiren Lösungssysteme von (2). Nun aber 

existirte für den Fall u. = v. nach Früherem nur eine encl-

liche Zahl von (5) Lösungen : also auch im Allgemeinen und 

zwar dann wie wir wissen ; die gleiche Zahl. q. e. d. 

Somit gilt : 

a) „Bei b e l i e b i g e r ( n u r n i c h t s p e c i e l i er*)) An

n a h m e d e r (u. v.) d. i. d er f. g i e b t es fünf L ö s u n g s 

s y s t e m e fü r d ie Co e f f i c i e n t en der/*12, /34,/gg in (2)." 

193. Das Schnittpunkttheorem einer R2 lautet nach dem 

allgemeinen Satz der Nr. 6 : 
(3) a = 0, b = 0, c = 0. d = 0 
V / s ; s " . s ; s 

wo diese Formen aus den „Schnittpunktformen" a^ b-A, c^ d-^ 

durch Polarisation nach sechs Elementen entstehen. Diese 

letzteren Formen bilden die zu (1) conjugirte Gruppe ; deren 

Combinanten mit denen der Gruppe der jR? identisch sind 

(cf. Nr. 26). Diese Formen ; mithin auch die Formen (3) sind 

demnach ganz beliebig wählbar. 

*)• Wählt man z. B. für die (um v) die Argumente der sechs Doppel

punkte einer i?5, so giebt es , wie leicht zu sehen, unendlich viele Lö

sungen. Denn dann giebt es unendlich viele Curven H , die die bezüglichen 

sechs Axen der cubischen Grundcurve <p zu Sehnen haben. 

W. Fr. M e y e r , Apolarität. 21 
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Gemäss der Entwicklung der Nr. 23 kann man sie auch 
so schreiben : 

(4) a a = 0, b b = 0, c c = 0, d d = 0. 

Diese Gleichungen sagen dann aus, dass das Punktepaar c, x 
in Bezug auf die Flächen 

(5) al = 0, bl = 0, 4 = 0, 4 = 0 
(und damit auch in Bezug auf das ganze aus ihnen linear con

stituirte „GebüschÄ) conjugirt sind. Jede Fläche des Gebüsches 

stützt die Normcurve Ng. 

Werden die partiellen Diiferentialquotienten von a2
G nach 

G. mit A bezeichnet, analog die von bG mit JB. etc., so liefert 

die Elimination der T aus (4) das biquadratische Schnittpunkt

theorem erster Ordnung der JR (1) (oder (3)) (wegen des Aus

drucks cf. §. 2) : 

(ß)Ft 

\ A A Az 

Cn Gi G2 C3 

D0 A »Z DJi 
Diese Fläche vierter Ordnung, die sogenannte Jakobi'sche61) 

der Flächen (5) (d. i. der Ort der Spitzen aller Kegel ihres 

Gebüsches) heisse kurz „die D a r s t e l l u n g s f l ä c h e des 

S c h n i t t p u n k t t h e o r e m s e i n e r JR2
Q oder noch kürzer 

d i e D a r s t e l l u n g s f l ä c h e e i n e r i ^ a . 

Die Punkte der Fläche sind sich involutorisch in der 

Art zugeordnet, dass zu j ed e m Punkte von ihr ein zweiter 

solcher gehört und zu diesem wieder der erste, die dann die 

Gegenecken eines der Normcurve Ng umschriebenen gemein

samen Polsechsflachs des Gebüsches (5) bilden, mithin neun 

weitere solche Punktepaare (als die weiteren Gegenecken des 

Sechsflachs) nach sich ziehen. 

Die Schnittpunkte von F mit N sind durch die Funkti-
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onaldeterminante der Formen a-kì b^ c^ d^ gegeben ; stellen 

somit nach Satz pg. 41 die zwölf Wendepunkte der B2 dar. 

Aus dem Begriff der Wendetangente folgt ohne Weiteres für 

die Fläche : 

ß) „ D i e T a n g e n t e d e r N o r m c u r v e N3 i n e i n e m 

i h r e r S c h n i t t p u n k t e W m i t ^ t r i f f t d i e s e in d r e i 

w e i t e r e n P u n k t e n P± P2 P3. Von j e d e m g e h t n o c h 

eine'Eihene an N3 (X1 resp. X2 r e sp . X ). D i e d r e i A x e n 

dieses T r i e d e r s o s c u l i r e n die F l ä c h e im P u n k t e W.a 

Eine J2 besitzt bekanntlich 24 Doppeltangenten (di e.) : 

andrerseits die Fläche F^ (wie jede Fläche vierter Ordnung) 

48 mit N gemeinsame Tangenten. 

Aus dem Begriff der Doppeltangente folgt: 

y) „Die 48 de r F l ä c h e F¿ m i t d e r C u r v e N3 

g e m e i n s a m e n T a n g e n t e n t h e i l e n s ich in 24 P a a r e 

d e r a r t , d a s s fü r j e d e s P a a r (d. e.) d i e B e r ü h r u n g s 

s e h n e de r F l ä c h e d i e A x e (ä. e.) von N 3 is t .a 

Jede Gerade in der Ebene der BÌ trifft sie in sechs 
6 

Punkten ; die zehn Tripelpaare a; x bilden. Diese bilden im 

Räume gerade die zehn Gegenecken paare eines N3 um- und 

Fé einbeschriebenen Sechsflachs (eines Polsechsflachs des Ge

büsches (5)) : also : 

8) „Es g i e b t oo2 g e m e i n s a m e P o l s e c h s f l a c h e 

d e s G e b ü s c h e s (5), d i e d e r J a c o b i ' s e h e n F l ä c h e 

F4 d e r s e l b e n ein- u n d e i n e r auf dem Gebüsch 

ruhenden cubischen R a u m c u r v e u m b e s c h r i e b e n 

s ind." 

- Es seien X, X0 . . . Xa sechs Punkte der B2 auf einer Ge-
1 ¿ D D 

raden. Demnach trifft die Axe (X1 X2) von N3 die F^ in vier 
Punkten : 

2 1 * 
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(7) (A^) (\\\J (X^V (\\\¿. 
Ist aber (X1 X2) ein Doppelpunkt der B2^ so werden die 

Restpunkte unbestimmt und ihre Elemente bilden eine biqua

dratische Involution. Demnach haben wir: 

e) *) „Den z e h n D o p p e l p u n k t e n {u{ «?.) d e r BQ 

e n t s p r e c h e n ze hn i\.xen (u{ # ) v on N3, d i e g a n z auf 

d e r F l ä c h e F l i e g e n . D i e d e n P u n k t e n e i n e r 

s o l c h e n G e r a d e n auf d e r F l ä c h e i n v o l u t o r i s c h 

z u g e o r d n e t e n P u n k t e d u r c h l a u f e n e i n e H - C u r v e 

(HS).« 
194. Nach Satz %) Nr. 190 bilden aber diese zehn Axen 

von N3 zugleich zehn Axen einer zweiten cubischen Curve t]; : 

welche Beziehung hat sie zum Gebüsch (5)? 

Nimmt man ty für den Augenblick zur Normcurve, so 

gilt für sie gemäss dem citirten Satze in Bezug auf die B& 

dasselbe; wie für N g : d. h. die zehn Axen liegen auf einer 

zweiten FÂ. Da aber auf dieser auch die zehn H-Curven 

liegen^ die je neun der zehn Axen zu Sehnen haben, so müssen 

beide Flächen identisch sein (da ihre Schnittcurve ja von 

höherer als der 16. Ordnung wäre). Dies liefert den Reye-

schen62) Satz: 

Ç) „Die F l ä c h e v i e r t e r O r d n u n g F., d ie d u r c h 

d i e z e h n g e m e i n s a m e n A x e n z w e i e r cu b i s c h e r 

ß a u m c u r v e n g e h t (und d a d u r c h v ö l l i g b e s t i m m t 

is t ) i s t die J a c o b i; sc h e F l ä c h e e i n e s b e i d e C u r v e n 

s t ü t z e n d e n . G e b ü s c h e s von F l ä c h e n z w e i t e r 

O r d n u n g . 

*) Die Sätze (ß) bis (e) bilden die Analogien zu den Eigenschaften 

einer H -Fläche der cubischen Curve. 
2 
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D i e z e h n A x e n s ind d ie G e r a d e n d e r z e h n im 
G e b ü s c h b e f i n d l i c h e n E b e n e n p a a r e . a 

Das Letzte ergiebt sich hier leicht aus dem Begriff eines 

Doppelpunktes (sowie auch aus Nr. 137). Denn ist a ; ß einer 

der Doppelpunkte der B6, so ist eine der aus den Formen (3) 

linear zusammensetzbaren von der Gestalt: 

(r) s„ = {\-«) . . . ( x 6 - « ) - T ( X 1 - ß ) . . . ( X 6 - ß ) 
d. h. eine Form der zur M conjugirten Gruppe ist als Summe 

von zwei sechsten Potenzen (von (X—a) und (X— ß)) darstell

bar. Dann aber wird die zu (8) gehörige Fläche : 

(9) A2 — T B 2 = 0 

wo A = Q; B = 0 die Ebenen a, ß der Normcurve darstellen ; 
sodass das Ebenenpaar (9) zu ihnen harmonisch ist. 

M i t h i n i s t j e d e Axe (^. #.) G e r a d e e i n e s Ebenen

p a a r e s des G e b ü s c h e s (5). 

Solcher Ebenenpaare giebt es aber bekanntlich zehn *). 

Die Gleichung (9) lehrt : 

y „Die dem F l ä c h e n g e b ü s c h des S a t z e s Ç) 

a n g e h ö r i g e n z e h n E b e n e n p a a r e e r h ä l t man a l s 

d i e r e s p . E b e n e n p a a r e , d i e zu d e n b e i d e n v o n j e 

e i n e r d e r z e h n A x e n an d i e b e i d e n c u b i s c h e n 

*) Dass es kein weiteres Ebenenpaar des Gebüsches (5) (das, wie 

sich gleich zeigen wird, ein ganz allgemeines Gebüsch ist) giebt, ist leicht 

so einzusehen. Für ein Ebenenpaar verschwinden alle ersten Unterdeter

minanten seiner Determinante (und umgekehrt sind dies für eine F die 

nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, dass sie ein Ebenen

paar wird). 

Diese Unterdeterminanten sind aber für den Fall einer eine cubisene 

Curve stützenden F identisch mit den Kernen der Matrix der pg. 216. 
2 

Dann aber ist, wie damals gezeigt wurde, die Form, die die sechs Schnitt

punkte von Fläche und Curve darstellt, als Summe von zwei sechsten 

Potenzen darstellbar. Mithin muss auch jedem Ebenenpaar des Gebüsches 

(5) ein Doppelpunkt der RQ entsprechen. Deren giebt es aber nur zehn. 
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C u r v e n g e h e n d e n E b e n e n p a a r e n harmonisch 

sind." 
Die Wichtigkeit des Satzes Ç) tritt aber erst durch seine 

Umkehrung hervor (die gleichfalls schon Keye62) behandelt hat), 
indem man von einem beliebigen Flächengebüsch zweiter 
Ordnung ausgeht. Wir verfahren hier so. 

Für eine cubische Curve sind es drei Bedingungen ; damit 

sie auf einer F2 ruht : mithin zwölf Bedingungen sofern sie 

auf einem ganzen Gebüsch von F ruhen soll. 

Gäbe es trotzdem im Allgemeinen keine Curve dieser Art; 

so müssten es ihrer, wenn eine existirt, unendlich viele geben. 
Existirt aber eine ; so giebt es nach Obigem weder eine u n-
e n d l i c h e Anzahl, noch m e h r a l s e i ne e i n z i g e zweite, 
deren mit der ersten gemeinsame Axen die Geraden der zehn 
Ebenenpaare des Gebüsches sind. 

„ B e i d e s f o l g t d a r a u s , das s m an se chs so I c h e r 
z e h n A x e n b e l i e b i g w ä h l e n darf." Denn dann giebt 
es; wie wir wissen, nur fünf weitere Curven, die diese sechs 
Axen ebenfalls zu solchen haben, und unter diesen nur eine, 
für die auch die vier weiteren Axen solche sind. q. e. d. 
Dies ist die Reye'sche*) Umkehrung von Q : 

Ç2) „Es g i e b t zwe i c u b i s c h e ß a u m c u r v e n , d ie 

au f e i n e m F l ä c h e n g e b ü s c h z w e i t e r O r d n u n g 

r u h e n . I h r e g e m e i n s a m e n z e h n A x e n s i n d d i e 

K a n t e n de r z e h n E b e n e n p a a r e des G e b ü s c h e s . " 
Daraus folgt dann wieder: 

*) [Die Sätze Ç) Ç ) glaubte ich als neue gefunden zu haben und 

habe sie in dieser Meinung auch. in der kurzen Note Math. Ann. XXI 

pg. 133 mitgetheilt. Herr Reye war so gütig, mich darauf aufmerksam 

zu machen, dass sie sich bereits in seiner Abhandlung Crelle's Journal 

Bd. 82 pg. 78, 79 befänden, was meinem Gedächtniss entfallen war, da ich 

diesen Aufsatz schon vor mehreren Jahren gelesen hatte. 

Nachträgliche Bemerkung, Anfang Februar 1883.] 
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Ç3) „Die S ä t z e ß) b i s e) g e l t e n für b e i d e cu

b i s e n e C u r v e n (<J>, N ) g a n z g l e i c h m ä s s i g . a 

Also ist z. B. jedes (in Bezug auf das Flächengebüsch) 

conjugirte Punktepaar der Fläche JF4 ein Paar Gegenecken 

von z w e i Polsechsflachen des Gebüsches , von denen das eine 

der einen, das andere der andern cubischen Curve umbe

schrieben ist. 

Da man aus den sechs cubischen Curven, die sechs be

liebige Raumgerade zu Axen haben, 15 Paare bilden kann, so 

gilt auch der Satz : 

Ç) j jNimmt m a n s e c h s b e l i e b i g e R a u m g e r a d e 

a ls K a n t e n von sechs (noch u n b e s t i m m t e n ) E b e n e n 

p a a r e n e i n e s F l ä c h e n g e b ü s c h e s zwe i t e r O r d n u n g , 

so g i e b t es f ü n f z e h n s o l c h e r G e b ü s c h e , d e n e n 

f ü n f z e h n J a c o b i ' s e h e F l ä c h e n zu g e h ö r e n . " 

Diese Betrachtung ist ähnlicher Natur wie die von Rosanes63) 

angestellte, der von vier Kanten von vier *) bestimmten 

Ebenenpaaren ausgeht und daraus die sechs folgenden Kanten 

bestimmt. 

§. 32. 

Fortsetzung. Das Schnittpunkttheorem der JB^ auf der 

cubischen Curve studirt. 

195. Unser Flächengebüsch zweiter Ordnung (5) schneidet, 

wie wir wissen, aus der Normcurve N (d. h. der einen der 

beiden auf ihm ruhenden cubischen Curven, auf die wir uns 
jetzt wieder beschränken) das „Sextupelgebüsch": 

*) Diese Aufgabe kommt also wegen Satz Çj) auf die andere hinaus : 

Eine cubisene Raumcurve zu construiren, die vier gegebene Raum

gerade so zu Axen hat, dass das von je einer derselben an die Curve 

gehende Ebenenpaar immer einer bestimmten (Ebenen-) Involution (zweiten 

Grades) angehört. 

Solcher Curven giebt es dann nach Obigem zwei etc. 
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(10) L = Xa ax + Xb bx + Ao cx + Xd ̂  ( = 0) 

aus. Die dazu conjugirte Gruppe sei bezeichnet mit 

(11) M E E . ^ + Hp^ + , 1 ^ 

wo die (x? wie in (10) die X; variable Constanten sind. 

Zu jedem Sextupel M von E b e n e n der Curve N3 gehört 

eine bestimmte Fläche zweiter Klasse $2 ? die diese Ebenen 

mit N3 gemein hat und zugleich auf N3 ruht. Der ganzen 

Gruppe (11) gehört also eine Schaarschaar von Flächen <E> 

zu: sie heisse Mg. In gleicher Weise heisse unser Flächen

gebüsch das Gebüsch Lg. Dann wissen wir nach Satz Nr. 128: 

r¡) „ D i e au f d e r C u r v e N r u h e n d e S c h a a r 

s c h a a r M2 r u h t a u c h au f dem d i e C u r ve N3 s t ü t z e n 

den Gebüsch Lg und zwar b e s t e h t sie aus allen au f der 

C u r v e u n d z u g l e i c h a u f dem G e b ü s c h L2 r u h e n 

d e n 3>2." „ U n d u m g e k e h r t s t ü t z t das G e b ü s c h L2 

die S c h a a r s c h a a r M2 u n d z w a r b e s t e h t es a u s allen 

d ie C u r v e und die S c h a a r s c h a a r M2 s t ü t z e n d e n F2." 

„ D i e s i s t d a s q u a t e r n ä r e G e g e n s t ü c k z u d e m 
b i n ä r e n S a t z e , da s s d i e G r u p p e n L u n d M c o n j u -
g i r t s i n d . " 

Nun bildet aber die Gruppe (10) „L" die Gruppe einer 

B3, deren Schnittpunkttheorem durch 
(12) ag = 0 ; ßs = 0 , ys = 0 oder auch durch 

gegeben ist. 

Aus M geht aber nach pg. 199 die Gleichung der Schaar

schaar M in der Weise hervor, dass wir aus (12) zuerst die 

Gleichungen 

(13) 4 = 0, $1 = 0, rl = ° oder auch 

M2 = M J - K 4 + ̂  fG + ̂  rl = o 
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und aus ihnen sodann mittelst der Substitutionen : 
Œ a 

(14) pu0 = a8, p«1 = — j , pu2 = .--, pu3 = — a0 

die entsprechenden bilden: 

(15) M, = lfB = ,ia A ' + ,»„ l i + ,tT I*. = 0. 

„ D e m n a c h s t e l l t (15) d i e S c h a a r s c h a a r M2 

dar.« 
Solange es a b e r n u r auf die Eigenschaften der Gruppe 

(10) resp. ihres Schnittpunkttheorems (12) ankommt, benützen 
wir lieber die letztere Gleichung resp. die sie ersetzende (13) 
und übertragen das so Gewonnene auf die Schaarschaar Mg. 

196. Eine Ra besitzt bekanntlich acht dreimal berührende 
o 

Ebenen. 

In der That müssen diese durch die gemeinsamen Werth-

systeme a von (13) gegeben sein. Diese Gleichungen stellen 

aber ein die Curve N3 stützendes Flächennetz zweiter Ord

nung M2
C dar: ihre 8 Grundpunkte die gewünschten Werth-

systeme a. 

„Vermöge der S u b s t i t u t i o n e n (14) ist die Schaar

s c h a a r Mgdie dem N e t z e M. im N u l l c o m p l e x e d e r 

C u r v e Ns c o n j u g i r t e *)." 

x) „ S o m i t r e p r ä s e n t i r e n d i e a c h t G r u n d 
e b e n e n **) de r S c h a a r s c h a a r M2? b e z o g e n a u f N , die 

a c h t d r e i m a l b e r ü h r e n d e n E b e n e n deriüj? (10).Ä 

%x) „Durch i r g e n d vier***) ( b e l i e b i g annehm-

*) Denn die Substitution (13) ordnet jedem Punkte die durch ihn 

gehende Ebene des Nullcomplexes von N zu. 

**) Die acht „Grundebenen" einer Schaarschaar von Flächen zweiter 

Klasse stehen den Grundpunkten eines Netzes von Flächen zweiter Ord

nung dualistisch gegenüber. 

***) Da die Darstellungsformen der (auf die Normcurve N bezogenen) 

8 Grundebenen der Schaarschaar M diejenigen acht cubischen Formen 
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bare) G r u n d e b e n e n is t u n s e r e g a n z e C o n f i g u 
r a t i o n e i n d e u t i g b e s t i m m t.a 

sind, deren Quadrate sich in der Gruppe L befinden, und zwischen irgend 

fünf Formen dieser Gruppe stets eine lineare Identität herrschen muss, 

so gilt der interessante Satz (über den noch allgemeineren Satz cf. 

Kap. III): 

„ I r g e n d v i e r c u b i s e n e ( b i n ä r e ) F o r m e n b e s t i m m e n im 

a l l g e m e i n e n s t e t s v i e r a n d e r e , s o d a s s n i c h t n u r z w i s c h e n 

s o l c h e n a c h t F o r m e n s e l b s t (wie b e k a n n t ) , s o n d e r n a u c h 

z w i s c h e n i h r e n Q u a d r a t e n v i e r l i n e a r e I d e n t i t ä t e n s t a t t 

f i n d e n . S o l c h e a c h t F o r m e n s t e l l e n i m m e r d i e G r u u d -

p u n k t e e i n e s e i n e c u b i s c h e R ä u m e n r v e s t ü t z e n d e n 

F l ä c h e n n e t z e s z w e i t e r O r d n u n g dar ." 

In dieser Gestalt erkennt man sofort die Verallgemeinerung des 

temaren Satzes pg. 241 : 

„Irgend drei quadratische Formen bestimmen im allgemeinen stets 

eine vierte, sodass zwischen den Quadraten der vier Formen eine lineare 

Identität gilt. Solche vier Formen stellen die Grundpunkte eines einen 

Kegelschnitt cp stützenden Kegelschnittbüschels dar." 

Es möge hier ein noch einfacherer Beweis dieses Satzes mitgetheilt 

werden, der zugleich den Sinn der Identität klarer macht. 

Von den Grundpunkten (u = 0, u — 0, u = 0, u = 0) eines 

<p stützenden Kegelschnittbüschels waren drei beliebig annehmbar, der 

vierte eindeutig bestimmt. Die Punkte bildeten ein P o l v i e r e c k von cp. 

Daher muss bekanntlich cp in der Form darstellbar sein: 

cp = 2 h. u? = 0. 

Setzt man daher statt der i¿. die quadratischen Formen ein, die die 

von den Punkten an cp gehenden Tangentenpaare darstellen (d. h. sucht 

man die cp mit sich selbst gemeinsamen Tangenten), so muss die Gleich

ung für o in die gewünschte Identität übergehen, q. e. d. 

Wir wollen bei dieser Gelegenheit noch einige besondere Fälle in's 

Auge fassen. Liegen drei der Punkte in gerader Linie g (d. h. verschwin

det die Combinantinvariante der zugehörigen quadratischen Formen 

cp cp cp ), so zerfällt das o stützende Büschel in die Gerade g und das 

Strahlbüschel P 4 der zu g in Bezug auf cp conjugirten Geraden. 

Somit ist der Pol P 4 von g der gesuchte vierte Punkt , und der 

Satz bleibt vollkommen erhalten. 
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In der That giebt es nur eine e i n z i g e Schaarschaar 

M2, für die sie vier der (acht) Grundebenen sind, und die auf der 

Curve Ng ruht. Damit ist aber auch das Gebüsch L2 bestimmt. 

Statt der drei ersten 9 kann man dann irgend drei lineare Combi-

nationen derselben wählen, ohne dass die vierte Form ©4 sich ändert. 

Fragen wir jetzt, wann der Satz nicht mehr gilt d. h. wann die 

vierte Form 9^ u n b e s t i m m t wird, so kann dies nur eintreten, wenn 

a l l e Kegelschnitte des durch die drei ersten Punkte (P1 P<¿ P^i bestimmten 

Netzes 9 stützen, im Speciellen also auch die drei Seitenpaare des Drei-

ecks Px P2 P3. 

Dann muss jede Seite zu jeder andern c o n j u g i r t sein (in Bezug 

auf 9) d. h. das Dreieck ein P o l d r e i e c k von 9 sein. Dann findet (in

dem man beweist wie oben) zwischen den Quadraten der d r e i 9 eine 
' i 

lineare Identität statt und umgekehrt bedingt dies die Existenz eines 

Poldreiecks. Dann bilden die Formen der zugehörigen i?4-Gruppe eine 

Involution auf derjenigen Geraden, die einfach gezählt die B^ jetzt darstellt. 

Nach Früherem (pg. 109) stellen die Ecken eines solchen Poldreiecks 

(von 9) die Covariante 6 einer biquadratischen Form / d. h. die. Doppel

elemente der Involution f -{- k JS = 0 dar. Die sämmtlichen Kegel

schnitte , die aus 9 die Formen dieser Involution ausschneiden, sind alle 

diejenigen, die das Dreieck P P P zum Poldreieck haben. 

Die zur Involution f -\- k H conjugirte Gruppe stellt eine solche B^ 

dar, deren Wendepunkte in den Doppelpunkten liegen. Dann giebt es 

noch eine 00 -Schaar von Wendekegelschnitten (cf. pg. 284) d. h. die 

quadratische Combinante Q der Gruppe (und damit der Involution) ver

schwindet identisch. Umgekehrt ist dies wieder die Bedingung eines Pol

dreiecks (9 9 9 ) , wie die Bildung von Q direkt zeigt. Die zur Invo

lution f -\- k H gehörigen Curven Fg und H3 (cf. Nr. 147) fallen beide 

in unser Poldreieck. Man hat demnach als Eesultat: 

„Der S a t z ü b e r d ie l i n e a r e I d e n t i t ä t d e r v i e r q u a d r a 
t i s c h e n F o r m e n © co o 9 v e r s a g t , w e n n z w i s c h e n d e n 

'1 '2 '3 '4 ö 

Q u a d r a t e n v o n dreien d e r 9 e i n e l i n e a r e I d e n t i t ä t 

h e r r s c h t , d. h. w e n n d r e i de r ^ einer Inv olution a n g e h ö r e n 

u n d u m g e k e h r t . D i e s e I n v o l u t i o n i s t d a n n v o n d e r F o r m 

f -(- k H u n d die C o m b i n a n t e 0 d a s P r o d u c t d e r d r e i 9, 
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197. Ferner besitzt; wie man weiss, eine B2„ sechs vier

fache Sekanten (die auf der einzigen durch die Curve gehen

den Fläche dritter Ordnung eine halbe Doppelsechs bilden). 

D. h. algebraisch : 

X) c i n d e r G r u p p e L (10) g i e b t es s e c h s l n v o l u -

t i o n e n ( s e c h s t e n G r a d e s ) , d e r e n j e d e in e i n 

f e s t e s Q u a d r u p e l u n d e i n e I n v o l u t i o n z w e i t e r 

O r d n u n g z er f ä l l t . a 

Daraus folgt mit Anwendung der Sätze pg. 236 und 

pg. 237 anm. sofort: 

. Xt) „In u n s e r e m G e b l isch L2 (das d ie C u r ve N3 

s t ü t z t ) , g i e b t es s e c h s a u s g e z e i c h n e t e B ü s c h e l , 

d i e a u s d e r C u r v e N^ ( je v i e r f e s t e P u n k t e a b g e 

r e c h n e t ) e i ne I n v o l u t i o n z w e i t e r O r d n u n g aus

s c h n e i d e n . 

J e d e d e r s e l b e n b e s i t z t e in P a a r von D o p p e l 

e l e m e n t en. 

D i e fünf b i q u a d r a t i s c h e n I n v o l u t i o n e n , d i e 

d i e s e s e c h s P a a r e zu E l e m e n t e n p a a r e n b e s i t z e n , 

h a b e n j e d e s e c h s D o p p e l e le men te . 

D i e fünf S e x t u p e l w e r den von f ü n f F l ä c h e n 

d e s G e b ü s c h e s a u s d e r C u r v e Ng a u s g e s c h n i t t e n . 

D i e s s i n d z u g l e i c h d ie fünf H 2 - F l ä c h e n d e s 

G e b ü s c h e s d. h. s o l c h e , d e n e n ( zwe i f ach ) u n e n d -

w ä h r e n d d a s v i e r t e cp i d e n t i s c h v e r s c h w i n d e t , w i e a u c h 

d i e q u a d r a t i s c h e C o m b i n a n t e Q de r I n v o l u t i o n . D a s P o l 

d r e i e c k (6) s t e l l t zugleich d i e d i e s e r I n v o l u t i o n z u g e 

h ö r i g e i ^ - u n d H 3 - C n r v e dar ." 

Andrerseits hat dann die der Involution (auf der cubischen Curve 

betrachtet) zugehörige Fläche H2 die Eigenschaft, im Nullcomplex dei-

Curve sich selbst conjugirt zu sein. 

Damit ist zugleich die früher aufgeworfene Frage nach der besondern 

Natur der Involution f -\- h H erledigt. 
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l i e h v i e l e T e t r a e d e r ein- u n d d e r C u r v e um be-
s c h r i e b e n s in d.a 

Den letzten Satz von XJ können wir separatimi so formuliren : 

X ) „I n i r g e n d e i n e m F1 li c h e n g e b ü s e h z w e i t e n 

G r a d e s g i e b t es j e f ü n f H 2 - F l ä c h e n d e r b e i d e n auf 

i h m r u h e n d e n c u b i s c h e n C u r v e n . " 

Besonders beachtenswerth ist aber, dass hier der Zusam

menhang zwischen der Theorie einer biquadratischen Involu

tion und der einer drei- (vier-) gliedrigen Gruppe sechsten 

Grades, der schon oben betont ist, klar hervortritt. Denn ver

möge der bekannten Abbildung der einen einer .Bj? einbe

schriebenen Fläche dritter Ordnung auf die Ebene (des Norm

kegelschnitts), die dem Satze X± implicite zu Grunde liegt, 

erkennt man, wie die obigen Kaumsätze über die B3
G (und 

damit zweier cubischer Curven) sofort auf die Configuration 

der durch sechs Punkte einer Ebene gehenden Tí -Curven 

eines Kegelschnitts übertragen werden können. 
198. Welche Eigenschaft der Gruppe (11) entspricht der 

Eigenschaft X) der conjugirten Gruppe (10)? 
Die Antwort lautet: 

X3) „Es g i e b t s e c h s Q u a d r u p e l " ^ , s. d i e d e s 

S a t z e s X) 8li? Sgi, 83i, 8 (i = 1, . . 6) von d e r A i* t, d a s s 

d ie s e c h s z u g e h ö r i g e n I n v o l u t i o n e n d e r G r u p p e 

(11) d ie F o r m a n n e h m e n : 

. (16) Ir (ar + M ) (X-8J8. 

D i e s s ind u m g e k e h r t die eineigen I n v o l u t i o n e n 
d e r G r u p p e (11), d e r e n F o r m e n a l s S u m m e n j e der

selben v i e r s e c h s t e n P o t e n z e n d a r s t e l l b a r s ind." 

Erster Beweis. 
Wir gehen vom Satze X) aus. Eines der Quadrupel sei 

81 82 8g 84. Dann ist die nothwendige und hinreichende Be-
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dingung für seine Existenz , dass die drei Schnittpunkt-
gleich ungen : 

sich auf e i n e reduciren; d. h. genauer, dass es noch eine a l 

lineare Schaar (Involution) von Paaren XL X2 giebt, die diese 

Gleichungen befriedigt. Nennen wir die nach den 8 polarisirten 

zweiten Differentialquotienten von ax x>\0, AQ1, \2
a> a n a l °g 

die von ßx, yx, so schreibt sich (17) auch so: 

|ao Aoo + a i Ao> + a2 A n = ° 
•(18) o 0 B M + O l B M + o t B I 1 = 0 

k roo + «i r
M + °, rn = o 

[* Aoo + X Boo + I* roo = 0 
oder auch (18») x A01 + X BM + {JL T01 = 0 

Ix An + X Bn + R rn = 0 
Dann muss es also auch ein oo -lineares System von 

Werthsystemen (x, A, (JL) geben, die (18a) befriedigen. 
Aber diese Gleichungen (18a) sind, wie wir wissen, die 

nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, dass sich die 
Form 

(19) f= xax + Xßx + m 

als Summe von den vier sechsten Potenzen (X — 8) dar

stellen lässt. 

Da es aber ein GO Mineares System von Werthen (x, A, |x) 
giebt, so auch eine Involution von Formen (19) (d. h. der 
Gruppe 11), die die Form (16) annehmen. 

Genau in der umgekehrten Weise beweist man die Um
kehrung des Satzes. 

q. e. d. 
Zweiter Beweis. 

Zuerst verfahren wir wie oben. Für ein Quadrupel des 
Satzes X) (Sj §2 §3 §4) müssen die drei Schnittpunktgleichungen 
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(12) as = 0, ßs = 0, T s = 0 

wenn man für vier der sechs Elemente X. . . . X_ die 8 ein-
1 b 

setzt; sich auf eine reduciren d. h. man muss aus (12) drei 
solche Formen linear zusammensetzen können, so, dass z w e i 
von ihnen für unsere Substitution i d e n t i s c h verschwinden. 

Man bezeichne mit ty(X) die Form 
(20) W) EE (X-XJ (X-X2) . . . (X-X6). 

Soll nun eine in den s. lineare und ganze Funktion für 

i r g e n d e i n e der Substitutionen 8± = Xk (Je = 1 . . 6) ver

schwinden, so ist sie bekanntlich mit ^(S^ identisch. 

Soll sie verschwinden für die Substitutionen 8 = Ak, 

S2 = Xk > (Je ^> Je ' z=z 1, 2 . . 6), so kann sie nur von der Form sein : 
\ <M8t) -+- *, <¡> (S2). 

So fährt man fort. Soll sie endlich verschwinden, wenn 

man für irgend eines der X setzt S1 : für irgend ein zweites 8g : 

ein drittes und viertes resp. S , S4? so ist sie nothwendig von 

der Form : 

(2i) ss = ¿, (̂s,) + \ wt) + \ w + \ «K8J. 
Somit giebt es für jedes Quadrupel 8 S2 83 S4 des Satzes X) 

zwei (linear unabhängige) Formen der Gruppe (12) (und damit 

auch alle aus ihnen linear zusammensetzbaren), die die Gestalt 

(21) annehmen. 

Für X1 = X2 = . . . Xß gehen aber einerseits die Formen 

(12) in die zu (10) conjugirte Gruppe über, andrerseits die 

sämmtlichen Formen (21) in (16). 

q. e. d. 

In dieser Weise ist der Satz X3) eine Verallgemeinerung 

des Satzes pg. 293: cf. den ganz allgemeinen Satz Kap. III, für 

den der Beweis ganz analog ist, wie die beiden eben geführten. 

Zwischen den sechs Quadrupeln (8) findet ein einfacher 
Zusammenhang statt. 
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X) Man k a n n i r g e n d d r e i de r s e c h s Q u a d r u p e l 

(6) b e l i e b i g a n n e h m e n : d a n n s i n d d ie d r e i ü b r i g e n 

e i n d e u t i g b e s t i m m t . 

In der That, bei der schon öfters benützten Abbildung 

(der durch die BB
Q gehenden F3. auf die Ebene) gehen die sechs 

Quadrupel (6) über in diejenigen ; die die durch je fünf von 

sechs Punkten gehenden Kegelschnitte ans einem festen (Norm-) 

Kegelschnitt ausschneiden. 

Nimmt man somit auf dem letzteren irgend drei Quadrupel 

an, so hat man drei Kegelschnitte durch sie so zu legen ,• dass 

sie dre i P u n k t e gemein haben. Solcher Punktetripel giebt 

es aber nur eines, das die Doppelpunkte e inerü j repräsentirt, 

deren Gruppe sich aus den drei gegebenen Quadrupeln linear 

zusammensetzt. 
q. e. d. 

199. Wenden wir diese Ergebnisse auf unsere aus Ge

büsch L2 und Schaarschaar M2 bestehende Figur an ; so haben 

wir nur noch zu bemerken, dass die einer Form 8 (21) ent

sprechende Fläche 8* •=. 0 und damit auch die zugehörige 

Klassenfläche A = 0 sich als Summe von vier zweiten 

Potenzen darstellen lässt? die = 0 gesetzt, die Gleichungen 

der vier Ebenen 8. resp. der vier Punkte 8. der Normcurve 

(N3, iV"3) sind. Dann gilt mithin nach Obigem der Satz: 

X) „ D i e s e c h s d e r C u r v e e i n b e s c h r i e b e n e n 

T e t r a e d e r des S a t z e s X{) (die z u g l e i c h d e n ge

m e i n s a m e n G r u n d c u r v e n ( v i e r t e r O r d n u n g ) v o n 

s e c h s B ü s c h e l n d e s G e b ü s c h e s L2 e i n b e s c h r i e b e n 

sind), sind z u g l e i c h P o l v i e r f l a c h e von sechs S c h a a r e n 

d e r S c h a a r s c h a a r M2* 

D r e i d i e s e r T e t r a e d e r k a n n man d e r C u r v e 
b e l i e b i g e i n b e s c h r e i b e n , d a n n i s t u n s e r e g a n z e 
C o n f i g u r a t i o n d a d u r c h e i n d e u t i g b e s t i m m t . a 
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Ganz analog dem Satze X3) (und seinen Beweisen) spricht 

(und beweist) man folgende Sätze über die conjugirten Gruppen 

M, L der ÉÍ und BÌ aus: 
7 6 o 

[x) I. „Jede F o r m d e r G r u p p e M i s t a u f o o 1 A r t e n 
a l s S u m m e von v i e r s e c h s t e n P o t e n z e n d a r s t e l l 
ba r . D i e d i e s e D a r s t e l l u n g l e i s t e n d e n Q u a d r u p e l 
s i n d d ie s ä m m t l i c h e n E l e m e n t e n q u a d r u p e l de r 
G r u p p e L u n d z w a r g e h ö r t zu j e d e m s o l c h e n Qua
d r u p e l n u r e i n e F o r m M u n d e i n e F o r m L . " 

II. „Es g i e b t co1 F o r m e n d e r G r u p p e M ; d i e a l s 

S u m m e n von d r e i s e c h s t e n P o t e n z e n d a r s t e l l b a r 

sind. Die bezüg l i chen E l e m e n t e n t r i p e l en t sp rechen 

d e n d r e i f a c h e n S e k a n t e n d e r RÌ d. h. d e n j e n i g e n 

I n v o l u t i o n e n d e r G r u p p e L ; d i e e i n e n f e s t e n cu-

b i s c h e n F a c t o r h a b e n . 
J e d e m s o l c h e n T r i p e l e n t s p r i c h t e i n e s o l c h e 

I n v o l u t i o n d e r G r u p p e L u n d e i n e b e s t i m m t e 
F o r m d e r G r u p p e M . " 

III. „Es g i e b t o o 2 F o r m e n de r G r u p p e L ; d i e 

a l s S u m m e von d r e i s e c h s t e n P o t e n z e n d a r s t e l l b a r 

s ind . D i e b e z ü g l i c h e n E l e m e n t e n t r i p e l s i n d d ie 

s ämmt l i chen E l e m e n t e n t r i p e l der G r u p p e M. D i e s e r 

l e t z t e r e S a t z i s t n u r d e r a l g e b r a i s c h e A u s d r u c k 

fü r d i e E x i s t e n z d e r F l a c h e F^ d e r J a c o b i ' s e h e n 

d e s G e b ü s c h e s L2.a etc. 

Diese Sätze sind wieder ohne Weiteres in ihre geometrische 
Form zu kleiden z. B. Satz II. und I : 

¡Ji II) „Die E b e n e n d e r in d e r S e h a a r s eh a a r M2 

b e f i n d l i c h e n K e g e l s c h n i t t e u m h ü l l e n b e k a n n t 

l i c h e i n e C u r v e s e c h s t e r K l a s s e *). I r g e n d e i n e 

*) Diese ist also ein- eindeutig abgebildet auf die Curve vierter Klasse 

B (M) = 0, die aus der B2
Q (11) diejenigen Sextupel ausschneidet, für 

"W. Fr. Meyer, Apolarität. 22 
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S c h m i e g u n g s e b e ne d e r s e l b e n t r i f f t d i e C u r v e N3 

in d r e i P u n k t e n , d u r c h d i e e in B ü s c h e l d e s Ge

b ü s c h e s L2 g e h t und umg. S p e c i e l l i s t d i e s e C u r v e 

a l s o den s e c h s T e t r a e d e r n des S a t z e s (X ) e i n b e -

sch r i e b e n . " *) 

[x I) 5?Greht d u r c h v i e r P u n k t e de r C u r v e N 

eine F l ä c h e des Gebüsches L2? so ist ih r T e t r a e d e r 

Po lv i e r f l a ch einer b e s t i m m t e n F l ä c h e der Schaar-

s c h a a r Mg und umg. a e tc . 

Die weiteren zahlreichen Anwendungen der Et- und BT-
° o 6 

Gruppen auf unser Flächengebüsch L2 seien dem Leser über

lassen. Statt der Curve N kann man natürlich immer auch 

die zweite auf L ruhende cubisene Curve substituiren. 

Desgleichen mag auf die Untersuchung der vielen spe
cialen Arten von Jacobi'schen Flächen eines Flächengebüsches 
zweiter Ordnung verzichtet werden. Besonders treten hervor 
einmal das Gebüsch mit sechs gemeinsamen Grundpunkten, 
von dem man zur Hierholzer'sehen64) **) Fläche gelangt, und 

welche die I n v a r i a n t e B (cf.Nr. 137) verschwindet. (Dualistischgesprochen) 

kann man demnach die bekannte Hesse'sche Abbildung der Kegelspitzen-

curve eines Flächennetzes zweiter Ordnung auf eine ebene allgemeine Curve 

vierter Ordnung noch auf oo 3 Weise so vollziehen, dass die letztere Curve 

eine „Curve Bu wird, da es noch co3 cubisene Curven giebt, die auf einem 

i^2-Netz ruhen. 

*) Irgend dreien dieser Tetraeder kann man nach Satz pg. 221 eine be

stimmte Fläche zweiter Klasse einbeschreiben. Dann sind die zwölf Ebenen 

der drei Tetraeder gerade diejenigen, die sie mit der Curve sechster Klasse 

gemein hat. 

**) Haben die Flächen des Gebüsches (5) einen Punkt (kl X2 Xg) ge

mein, so sind andrerseits dies die Argumente einer dreifachen Tangente 

der .ßg. Also ist das ebene Bild der Hierholzer'schen Fläche eine BQ 

mit sechs dreifachen Tangenten, die 18 von den 24 Doppeltangenten der 

Curve absorbiren. 
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zweitens das Gebüsch der ersten Polaren einer Fläche dritter 
Ordnung, dessen Jacobi'sche Fläche mit ihrer Steiner'schen 
Kernfläche identisch ist. Nur der letzteren sei ein specieller 
Excurs gewidmet. 

Dagegen möge noch Einiges über die Bestimmungsarten 
einer biquadratischen Involution, sowie ihre Erzeugung auf der 
cubischen Raumcurve am Schlüsse unseres zweiten (Haupt-) 
Capitels Platz finden; um so die Theorie dieser Involution in 
gewisser Richtung abzuschliessen. 

Excurs. 200. Wir behandeln hier die Grundlage einer 
Apolaritätstheorie der allgemeinen Fläche dritter Ordnung und 
ihrer Steiner'schen (Kern-)fläche. 

Gehen wir vorerst von der Fläche dritter Ordnung aus. 
Diese ist bekanntlich nach Sylvester als Summe von fünf Cuben 
darstellbar (und nur in einer Weise): 

(1) F =E 2¿. A¡ = 0 (i = 1,.2, 3, 4, 5). 

Dabei sind die Ebenen A. = O die des „Pentaeders" der 

Fläche, dessen 10 Kanten auf der Steiner'schen Fläche von F t 

(der Jacobi'schen ihres Polarengebüsches) ; deren Gleichung 

von der Gestalt ist: 

h' 
( 2 ) Ä E S 4 = 0 

A. 

liegen. Wir wählen irgend eine der (co 2) Schaar von den dem 

Pentaeder einbeschriebenen cubischen Curven zur Normcurve 

N . Die Argumente der fünf Ebenen seien a.. Dann kann 

man setzen: 

(3) A, = «, — *, a, + ix o» — s0 o». 

Dann ergiebt sich : 

(4) ^ = Fv = ( - l ) r 2 *, A^ a] (r = 0, 1, 2/3) 
r 

und die Bedingung für ein in Bezug auf F = 0 conjugates 

Punktepaar (a; T) lautet: 
2 2 * 
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(5) 2 Je. of. A. (a) A. (T) = 0. 
i 

Gehen von den Punkten a. x resp. die Ebenen (XJ? \>? X ) 

(X4, X5? X6) an N3 und setzt man 

(6) 4,(X) = (X-X t) (X-X2) . . . . (X-X6) 

so ist die Form (5) identisch mit: 

(5) S *, a; <!»(<*,) = 0. 

Andererseits bestimmen wir die Schnittpunkte der Fläche 

F und ihres Polarengebüsches mit der Curve Nt¿. Es schneidet 

F die Curve in den neun Punkten: 

(6) f=2h(l— a.)9 = 0 

und ihr Polarengebüsch in dem Sextupelgebüsch der Gruppe : 

(7) fr ~2h oc¡ (X—a.)G = 0 (r = 0, 1, 2, 3). 

I. „Die G r u p p e (7) i s t k e i n e a n d e r e a l s d ie d e r 

d r i t t e n P o l a r e n d e r F o r m (6). A u s i h n e n g e h t 

d u r c h P o l a r i s a t i o n n a c h ' s e c h s E l e m e n t e n X d ie 

G r u p p e (5) he rvor . Diese is t das S c h n i t t p u n k t t h e o r e m 

e i n e r JRÇ m i t dem f ü n ff a c h e n P u n k t (a1? a2, ag; a^ a&). 

D a h e r s t ü t z t e i n e F l ä c h e d r i t t e r O r d n u n g F j e d e 

i h r e m P e n t a e d e r e i n b e s c h r i e b e n e cubische Raura-

c u r v e u n d u m g e k e h r t r u h t e i n e g e g e b e n e cu

b i s c h e C u r v e au f d e r g a n z e n ( c o 4 l i n e a r e n ) S c h a a r 

von F l ä c h e n d r i t t e r O r d n u n g (1); d i e e in g e g e 

b e n e s d e r C u r v e u m s c h r i e b e n e s P e n t a e d e r zu 

i,hrem „P en t a e d e r a h a b en. D i e z e h n K a n t e n d e s 

P e n t a e d e r s s i n d d i e g e m e i n s a m e n A x e n a l l e r (oo2) 

ihm e i n b e s c h r i e b e n e n c u b i s c h e n C u r v e n . Durch 

d i e s e z e h n G e r a d e n g e h t n o c h e i n e GO l i n e a r e 

S c h a a r von F l ä c h e n v i e r t e r O r d n u n g S, von d e n e n 

j e d e d ie S t e i n e r ' s c h e F l ä c h e e i n e r b e s t i m m t e n 

d e r F l ä c h e n F i s t . " 
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Dies fliesst unmittelbar aus den Entwicklungen der letzten 

Nummern. 

E i n e w e i t g r ö s s e r e W i c h t i g k e i t h a t a b e r d i e 

U m k e h r u n g u n s e r e s V e r f a h r e n s , indem man von 

einer R mit fünffachem Punkt (a.) ausgeht. Da ein solcher 

drei Bedingungen erheischt, so kann das Schnittpunkttheorem 

dann nur noch von 12 — 3 = 9 Constanten abhängen , also 

ausser den a noch von vier. 

In der That, verfährt man wie in Nr. 198, so gelangt man 

zu folgender Form des Schnittpunkttheorems: 

(8) 2 a. ^(a.) = 0 2 6. cĵ a.) = 0 2 ^ ( ^ = 0 2 ( 2 ^ ( ^ = 0 

mithin die Gruppe ihrer Schnittpunktformen: 

(9) S a. Çk-oc.f, 2 b. (X-a.)6, 2 c. (X-a.)6 , 2 d. (X-a.)6 . 

II. „Diese G r u p p e (9) ist die G r u p p e der d r i t t en 
P o l a r e n e i n e r b e s t i m m t e n F o r m n e u n t e n G r a d e s 

(6)f = SàM/ = 4 
E n t h ä l t , "daher e i n e d r e i g l i e d r i g e G r u p p e 

s e c h s t e r O r d n u n g e i n e I n v o l u t i o n m i t e i n e m 
f e s t e n F a k t o r f ü n f t e r O r d n u n g , so i s t d ie con-
j u g i r t e G r u p p e d u r c h d ie n a c h d r e i v a r i a b e l n 
C o n s t a n t e n ¡xt, ¡JI2, ¡x3 p o l a r i s i r t e F o r m e i n e r be
s t i m m t e n F o r m n e u n t e n G r a d e s (6): 

CO *X (^ [x2 ^3 ~~ 
d a r g e s t e l l t . " 

Wir haben nun den ersten Theil des Satzes zu beweisen, 

da der zweite nur der daraus folgende algebraische Ausdruck 

der Existenz des fünffachen Punktes der iL ist. 
D 

Die Gruppe (9) hängt ausser von den a nur von den (vier-
reihigen) Determinanten der Coefficienten a., &., c.> äi ab. Diese 
seien mitüT. bezeichnet. Sollen diese identisch sein mit den be-

i 

züglichen Determinanten der Gruppe (7), so ergeben sich die 
Bedingungen; 
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D. 
(10) p K. = y - (p ist ein beliebiger Faktor). 1 A/, 

i 

Dabei sind die D. die Differenzenprodukte derjenigen 

vier a, die den Index i nicht aufweisen. 

Setzt man also voraus ; dass weder eines der K noch eines 

der Je verschwinden darf, so bestimmen die Grössen der einen 

Art e i n d e u t i g die der andern und umgekehrt, q. e. d. 

Dann ist aber auch das Gebüsch (4) und damit die Fläche 

F eindeutig bestimmt, deren Steiner'sche Fläche (2) die F4-

Fläche der B\ wird, wo die Goefficienten Je' mit den K. in (10) 

identisch sind. 

III. „B e k a n n t l i c h ist aber eine a l lgemein e b inä r e 

F o r m f n e u n t e n G r a d e s s t e t s u n d z w a r n u r auf 

e i n e W e i s e a l s S u m m e von f ü n f n e u n t e n P o t e n z e n 

{(X—a.)9} d a r s t e l l b a r . D a b e i s i nd die a. d i e W u r z e l n 

i h r e r ( S y l v e s t e r ' s e h e n ) C a n o n i z a n t e . 

A n d e r e r s e i t s g e h t d u r c h i r g e n d n e u n P u n k t e 

e i n e r c u b i s c h e n C u r v e (JV"3) s t e t s n u r e i n e F l ä c h e 

d r i t t e r O r d n u n g F, d ie d i e C u r v e s t ü t z t . " 

In der That überzeugt man sich sofort, dass die letztere 

Eigenschaft einer Fläche dritter Ordnung zehn (in den Coeffi-

cienten lineare) Bedingungen erfordert und wir wissen zugleich 

aus Früherem, dass wenn die neun gegebenen Punkte durch 

eine Form a\ = 0 dargestellt sind, die zugehörige Fläche keine 

andere ist als 

Und genau wie in Nr. 137 folgt dann die Reihe von Sätzen: 

IV. „ D i e z u r G r u p p e d e r 0ten, lten, 2ten, 3 ten, 4ten 

P o l a r e n von f a p o l a r e G r u p p e s t e l l t r e s p . d i e oo8, 

co ,GO ,co ,co ( l i n e a r e ) S c h a a r d e r d e r C u r v e um

s c h r i e b e n e n P o l n e u n - a c h t - s i e ben- sechs - fünf f l a c h e 

d e r F l ä c h e d r i t t e r O r d n u n g F (11) dar , 
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I m l e t z t e n F a l l g i e b t e s n u r ein P o l f ü n f f l a c h , 
„das P e n t a e d e r " v o n F.a 

Speciell mit Eücksicht auf das letztere folgt dann aus der 
Art der obigen Umformung unserer Formeln der merkwürdige 
Satz : 

V. „ D i e S y 1 v e s t e r ' s e h e C a n o n i z a t i o n d e r qua-
# t e r n ä r en ( g a n z e n ) F o r m d r i t t e n G r a d e s (d. h. i h r e 

D a r s t e l l u n g als S u m m e von fünf C u b e n ) i s t voll

kommen identisch m i t d e r S y l v e s t e r ' s c h e n Canoni
z a t i o n d e r b i n ä r e n F o r m e n n e u n t e n G r a d e s (d. h. 
i h r e r D a r s t e l l u n g a l s S u m m e von fün f n e u n t e n 
P o t e n z e n ) . " 

Denn dass die erstereDarstellung auch auf unserem Wege 
• sich nur als eine einzige ergiebt, folgt indirekt sofort. Denn 
im andern Falle wäre auch die zweite Darstellung eine mehr
deutige, was, wie auch aus dem Satze IV. hervorgeht, unmög
lich ist. 

Dies mag genügen, um die Bedeutung des Apolaritäts-

standpunktes auch für die Flächen dritter Ordnung erkennen 

zu lassen. Die mancherlei weiteren neuen Eigenschaften, die 

aus der Übertragung der J?g-Sätze auf diese Flächen resurtir en, 

mögen unberücksichtigt bleiben. 

201. Wir haben uns die Involution ursprünglich durch 

zwei Quadrupel gegeben gedacht, d. h. wir nahmen zwei der 

Curve N3 (cp) umschriebene Tetraeder an, die dann nebst noch 

unendlich vielen andern einer bestimmten Hurwitz'schen H3-

Curve einbeschrieben waren. 

Diese Involutionsquadrupel sind leicht durch ein Flächen

büschel auszuschneiden. Man nehme eine beliebige Raum

ebene an. Diese trifft die beiden N3 umschriebenen Tetraeder 

in je vier Geraden. Dann giebt es je einen Kegelschnitt, der 

die vier Geraden und die eine in der Ebene liegende Curvenaxe 



3 4 4 Die Reye'sche Apolarität und die Normcurven. 

berührt. Diese beiden Kegelschnitte bestimmen dann eine 
Schaar. 

vx) „ J e d e r K e g e l s c h n i t t d i e s e r S c h a a r w i r d 

( a u s s e r von z w e i f e s t e n ) von v i e r b e w e g l i c h e n 

C u r v e n e b e n e n b e r ü h r t . D i e s e b e s t i m m e n d ie 

Q u a d r u p e l d e r I n v o l u t i o n " (u. dual.). 

In der That bestimmen die zwei Kegelschnitte (die selbst 

in der angenommenen Ebene durch die zwei Ebenen quadrupel 

von N3 bestimmt sind) ihre Schaar gerade so ; wie diese Qua

drupel ihre Involution, q. e. d. 

Man erhält aber eine noch einfachere Construktion, wenn 
man die Involution durch drei ihrer Elemententripel bestimmt 
sein lässt. 

Es gilt nemlich der Satz: 

v2) „ D u r c h i r g e n d dre i R a u m p u n k t e PlP2Pi> geh t 

eine einzige H -Curve e i n e r g e g e b e n e n c u b i s c h e n 

Curve cp. Die cp um- und ihr e inbesch r i ebenen T e t r a 

e d e r e rhä l t man so. 

Man ve rb inde die drei g e g e b e n e n P u n k t e d u r c h 

G e r a d e n p1p2p.i: d ie in i h r e r E b e n e l i e g e n d e A x e 

(v 0 n cp) s e i a y i h r e E b e n e n an cp oc±, oc2. 

D a n n b i l d e n d ie Q u a d r u p e l von E b e n e n von cp; 

die ( a u s s e r d e n f e s t e n E b e n e n a1? a ) d ie K e g e l 

schnitte der dem Vierseit p1p2ps a einbeschriebenen 
S c h a a r b e r ü h r e n , d ie g e w ü n s c h t e n I n v o l u t i o n s-

t e t r a e d e r a (u. dual.). 

Der Beweis ist dem vorigen ähnlich. Jeder Kegelschnitt 
der Schaar wird von sechs Ebenen der Curve cp berührt ; von 
denen aber zwei immer die festen Ebenen <x>1 oc2 sind. 

In der Schaar existiren drei zerfallende Kegelschnitte, 

die drei Paar Gegenecken des Vierseits (a px p2 p3). Jedes 
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Paar besteht aus einem Punkte P. und dem Schnittpunkt von 

a und pv 

Mithin sind die von den Punkten P. an cp gehenden 

Ebenentripel in der That Elemententripel der Involution. Und 

die ein solches Tripel (P.) zum Quadrupel der Involution er

gänzende vierte Ebene von cp ist die dritte (ausser a ; a ) vom 

Punkte (a p) an cp gehende Ebene. q. e. d. 

202. Diese Bestimmungsart der Involution ist aber nur 
ein weiterer besonderer Fall : a l l e ü b e r h a u p t m ö g l i c h e n 
Fälle sind mit den zugehörigen Anzahlen von Involutionen in 
folgender Tabelle enthalten, wo die Paare, Tripel etc. die 
gegebenen Elementenpaare, -Tripel etc. der Involution bedeuten : 

Anzahl 

5 

3 

1 

2 

1 

1 

1 

Paare Tripel 

6 j 

4 

3 • 

2 

1 

1 

2 

1 

3 

Qua
drupel 

1 

1 

2 

Dabei unterliegen die Anzahlen ml der Paare, m2 der 

Tripel, m der Quadrupel offenbar der Bedingung : 

(23) m1 + 2 m2 + 3 m3 = 6 *). 

Die Fälle ; in denen kein Quadrupel auftritt ; leiten sich 

*) Genau dieselbe Bedingung galt für m1 Sechs- m2 Fünf- m^ Vier

flache, die einer cubischen Curve umbeschrieben waren, wenn sie Pol

vielflache einer (dann bestimmten) die Curve stützenden F^ sein sollten. 
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ohne Weiteres aus dem ersten ab ; indem man als Bild die BQ 

zu Grunde legt und immer drei Doppelpunkte (was man sich 

durch einen continuirlichen *) Process vorstellen kann) durch 

einen dreifachen Punkt ersetzt. 

Die Fälle mit Quadrupel leiten sich aus dem Verfahren 

des Beweises zu den Sätzen v) mit Leichtigkeit ab. 

Für den zweiten und vierten Fall gilt dann noch als 

Modification des Hauptsatzes (pg. 247): 

TC) „I. D i e d r e i I n v o l u t i o n e n m i t g e m e i n 

s a m e n 4 P a a r e n u n d 1 T r i p e l h a b e n n o c h zu j e 

z w e i e n zwe i w e i t e r e P a a r e m i t e i n a n d e r g e m e i n 

n a c h d e m S c h e m a 
1. 

2. 

3. 

<P2 <P3 ? 2 1 < P * 

? 1 ^3 ?21 ^32 

^1 ?2 ^31 ^32 

z u s a m m e n a l s o 3. 2 w e i t e r e Paa re** ) . 
IL D i e z w e i I n v o l u t i o n e n m i t g e m e i n s a m e n 

2 P a a r e n und-2 T r i p e l n h a b e n n o c h e in e i n z i g e s 
w e i t e r e s E l e m e n t e n p a a r g e m e i n . * 

Die Modifikationen, die die Fläche Fé dadurch erhält, sind 

leicht angebbar und mögen unterlassen werden. 

*) Der umgekehrte Weg ist leichter zu erkennen. Eine BQ mit drei 

dreifachen Punkten ist dargestellt durch : 

<px0 = (X—pi) .(X-Pj) (X-ß 8 ) ( X - Y l ) ( X - Ï 2 ) ( X - Ï 3 ) = ? 0 

Jp^j = (X-oij) (X-a 2 ) (X-a 3 ) (X—Yl) (X—r2) (X—Y3) = ft 

\?x2 = ( X - Ä l ) (X-« 2 ) (X-« 3 ) (X-ß x ) (X-ß2) (X-ßj) = ?2 

Setzt mau nun etwa succ. in cp0 für ß3 : (ß3 -f" s2) : für y3 (y3 -f- s3) 

und in co für a : (a -f- £ ), wo die £ beliebig kleine Grössen sind, so 41 - 2 2 ' r & 

lösen sich die drei dreifachen Punkte succ. in je drei Doppelpunkte auf. 

**) Für eine solche i2? reduciren sich die vier T - Processe rJ\ 

(cf. pg. 246) auf einen, durch den nur die cp. in die cp übergehen und 

umgekehrt. 
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Desgleichen unterbleibe die Uebertragung aller für die 
cubischen Raumcurven gewonnenen Sätze auf die Theorie der 
ebenen Curven dritter Ordnung; wie sie in §. 26 prinzipiell 
erörtert wurde, da im Wesentlichen keine neuen Resultate 
dabei erscheinen würden. 

Damit ist die systematische Vorarbeit dieses Capitels, die 
eine künftige Darstellung der Verknüpfung der Apolaritäts-
verhältnisse in Räumen von beliebig hohen Dimensionen er
möglichen sollte, prinzipiell *) durchgeführt und es sollen im 
folgenden dritten Capitel nur noch die G r u n d l i n i e n dieser 
künftigen in sehr allgemeinen Sätzen sich ergehenden Theorie 
angedeutet werden, indem eine Anzahl der w i c h t i g s t e n 
Verallgemeinerungen der in diesem Werke untersuchten Be
ziehungen (zum Theil ganz ohne Beweis, um nicht zu weit 
auszuholen) formulirt werden soll, wenigstens mit Angabe der 
in diesem Werke an der betr. Stelle angewandten ganz ana
logen Methoden. 

*) Es ist keine Frage, dass sich im Einzelnen noch viele Lücken be

finden. So z, B. ist die Invariantentheorie der binären Form sechsten 

Grades erst zum kleinsten Theile verwerthet : so ist von der äusserst 

wichtigen Frage (von der nur ein besonderer Fall pg. 330 Anm. unter

sucht ist), wann eine biquadratische Involution durch sechs Elementen

paare (oder überhaupt durch sechs Bedingungen) noch nicht bestimmt 

ist, d. h. es ihrer n o c h u n e n d l i c h v i e l e giebt wie z. B. wenn die 

sechs gegebenen Elementenpaare die Argumentenpaare der Doppelpunkte 

einer B? sind, Umgang genommen, 

Dass die Theorie der BQ und BQ zusammenfällt mit der Betrachtung 

der drei- und viergliedrigen Gruppen sechster Ordnung auf de r Norm-

c u r v e s e c h s t e r O r d n u n g (im Räume von sechs Dimensionen), aus 

der durch geeignete Projektion in den gewöhnlichen Raum und die Ebene 

(ganz wie in Nr. 110, 111) die B^ und B^ 'entstehen, braucht wohl nui' 

angegeben zu werden. 


