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Exemples de fonctions 
de Artin de germes d'espaces analytiques 

Guillaume Rond 

Abstract. 

We define here the Artin functions of a germ of analytic space. 
Artin functions are analytic invariants of the germ and a measure of 
its singularity. In general these functions are very difficult to compute. 
We give a few properties of these functions and we present some 
examples. 

§1. Preliminaires 

Soit t un corps value (par exemple t = R, C, !Qp, ... ). Pour tout 
entier N ~ 1, notons ON l'anneau local t{T1. ... , TN}, m son ideal 
maximal et ON := t[[T1. ... , TN]] son complete pour la topologie m
adique. Nous noterons ord la valuation m-adique sur ON: 

ord(x) := max{n E Njx E mn}. 

Soit I un ideal de t{X1, ... , Xn} definissant un germe d'espace analy
tique (X, 0) plonge dans (tn, 0). Nous allons definir ici la suite des fonc
tions de Artin de (X, 0) qui sont des fonctions numeriques de N dans 
N. Ces fonctions sont des invariants analytiques du germe mais, mal
heureusement, sont tres difficiles a calculer en general. Nous presentons 
ici les resultats connus a propos de ces fonctions puis nous presentons 
quelques exemples. 

Pour tout entier p ~ 1, notons X{: !'ensemble des morphismes de 

t-algebres locales Ox, 0 ---+ ON jmP+l, et notons X~ !'ensemble des 
morphismes de t-algebres locales Ox,o ---+ON. Les projections cano
niques 
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definissent par composition des morphismes 

X N 11"p XN 11"p,q XN 
00~ p ~ q' 'Vp 2:: q. 

Les fonctions de Artin de (X, 0) sont des fonctions qui donnent des 
conditions necessaires et suffisantes pour qu'un element de x: puisse 

se relever en un element de X f:o. 
Tout d'abord, nous avons le theoreme suivant (qui est un cas legerement 
plus particulier que le theoreme enonce originallement): 

Theoreme 1.1 ([Wa]). Soit lk un corps value, complet de ca
racteristique nulle. Soient fi, ... , fr E lk[[T, X]], ou T = (T1, ... , TN) 
et X= (X1, ... , Xn)· 
Alors il existe (3: N ----' N telle que: 
Pour tout p E N et pour tout x(T) E O'N tel que 

x(O) = 0, 

et fi(x(T)) E mi3(vl+l, 1:::; i:::; r, 

il existe x(T) E O'N tel que 

fi(x(T)) = 0, 1 :::; i:::; r, et x(T) - x(T) E mP+1. 

Dans la suite, lk sera toujours un corps value, complet de caracteristique 
nulle, sauf mention du contraire. 
Nous appellerons fonction de Artin des fi la plus petite fonction qui 
verifie le theoreme precedent. Il n'est pas difficile a verifier que cette fonc
tion de Art in ne depend que du morphisme lk[[T]] ___... lk[[T, X]]/ (JI, ... , fr). 
Nous avons alors la definition suivante 

Definition 1.2. Soit I= (!I, ... , fr) un ideal de lk{X1, ... , Xn} 
definissant un germe d 'espace analytique (X, 0) plonge dans (lkn, 0). So it 
N 2:: 1 un entier. Notons IN l'ideal de !k[[T1 , ... , TN, X]] engendre par 
I. Nous appellerons N-ieme fonction de Artin de (X, 0) la plus petite 
fonction f3N qui verifie le theoreme de Artin precedent pour l'ideal IN. 

Dans le cas N = 1, un theoreme de Greenberg nous permet d'affir
mer que /31 est bornee par une fonction affine [Gr]. Pour N 2:: 2, ceci 
a ete conjecture pendant longtemps, mais c'est en general faux [Ro2]. 
Nous verrons plus loin certains exemples oil ce n'est pas le cas. 
Nous pouvons reenoncer !'existence de la fonction f3N en ecrivant 

(1) 
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C'est-a-dire qu'un element de X{: se releve en un element de X~ si l'on 
peut le relever en un element de x;:,.(p)' 
Nous avons alors le resultat suivant qui decoule d'un theoreme de Che
valley, enonr;ant que !'image d'un ensemble algebrique par un morphisme 
est un sous-ensemble constructible de ensemble d'arrivee: 

Proposition 1.3. Soient (X, 0) un germe d'espace analytique sur 
un corps value algebriquement clos, complet de camcteristique nulle et 
N E N fixes. Alors pour tout p entier, 1l'p(X~) est un sous-ensemble 
constructible de Xf;'. 

La suite des fonctions de Artin d'un germe de variete analytique est 
un invariant analytique de celui-ci; d'apres ce qui precede, nous voyons 
que f3N ne depend que du morphisme !k[[T]] ----+ !k[[T, X]]/(/I, ... , fr)· 
Par ailleurs, cette suite est, en quelque sorte, une mesure de la singularite 
du germe. En effet nous avons la proposition suivante: 

Proposition 1.4 ([Hl]). Soit (X, 0) un germe d'espace analytique 
sur un corps lk et N ~ 1 un entier. Alors la N -ieme fonction de Artin de 
(X, 0) est egale a l'identite si et seulement si le germe est non-singulier. 

Le but de ce travail est d'etudier la suite des fonctions de Artin 
d'un germe d'espace analytique. Dans cette optique nous allons tout 
d'abord enoncer les premiers resultats connus a propos de ces fonctions 
(essentiellement sur /31). Ensuite nous allons introduire deux outils utiles 
dans l'etude de fonctions de Artin: le theoreme d'lzumi et un theoreme 
d'approximation diophantienne dfi. a !'auteur. Entin nous allons donner 
une liste des exemples connus de fonctions de Artin de germes d'espaces 
analytiques. 

§2. Proprietes des fonctions de Artin d'un germe d'espace 
analytique 

Nous pouvons enoncer les proprietes suivantes de ces fonctions. 

Proposition 2.1. Nous avons le proprietes suivantes: 
i) Soient (X, 0) un germe d'espace analytique et (f3N)N sa suite 

de fonctions de Artin. Nous avons les inegalites 

VN ~ 1, Vp EN, f3N(P)::; f3N+I(P) 

ii) Soient (X, 0) et (Y, 0) deux germes d'espaces analytiques, definis 
respectivement par les ideaux I et J, et (f3N )N et (!3~ )N leurs 
suites de fonctions de Artin respectives. Notons ('YN)N la suite 
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de fonctions de Artin du germe (XUY, 0) defini par l'ideal InJ. 
N ous avons alors les inegalites 

VN ~ 1, Vp EN, 'YN(P) ~ f3N(P) + f3~(p). 

Preuve. Montrons i). Soit ft, ... , fr un systeme de generateurs de 
l'ideal I definissant le germe (X, 0). Soit x(T) E O'N tel que fi(x(T)) E 

m!3N+I(P)+1, 1 ~ i ~ r. Nous avons done I' existence d'un x(T) E O'N+1 

tel que f(x(T)) = 0 et x(T) - x(T) E mP+1 . En annulant TN+ 1 dans 
l'ecriture de x(T), nous trouvons 'i(T) E O'N tel que f('i(T)) = 0 et 
x(T) - 'i(T) E mP+I. 

Montrons maintenant ii). Soit !1. ... , fr (resp. g1 , ... , g8 ) un systeme 
de generateurs de l'ideal I definissant le germe (X, 0) (resp. (Y, 0)). 
Soit X E O'N tel que h(x) E m/3N(p)+f3~(p)+ 1 pour tout h E In J. En 
particulier IJ(x)gk(x) E m!3N(PJ+/3~(p)+l pour tout j et k. Alors nous 
avons soit IJ(x) E m/3N(P)+1 pour tout j, soit 9k(x) E m/3N(P)+l pour 
tout k. D'ou !'existence de x tel que x - x E mP+1 et f(x)g(x) = 0, et 
done tel que h(x) = 0 pour tout hE In J. Q.E.D. 

Nous verrons plus tard que la premiere de ces inegalites peut etre 
stricte. 
Dans le cas des hypersurfaces, plusieurs auteurs ont etudie (31 , appelee 
parfois fonction de Artin-Greenberg du germe [LJ], [H1]. Le calcul ex
plicite de fJ1 pour les courbes planes a meme ete effectue [H2], et montre 
que celle-ci, avec la donnee de la multiplicite, est un invariant topolo
gique complet pour les courbes planes. M. Hickel a aussi montre que 
la constante egale a() := limpf31(P)fp est une contrainte sur le nombre 
d'eclatements necessaires a desingulariser un germe d'hypersurface: 

Proposition 2.2 ([H2]). Soit (X, 0) un germe d'hypersurface 
complexe singulier defini par une equation. Soit une suite d'eclatements 
'Pi de centres lisses Zi ou Xi est equimultiple le long de Zi, Xi+ 1 est la 
transformee stricte de Xi et ou Xn est lisse: 

Alors nous avons 

(2) 
(J-1 

n>-
- mo 
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ou e : = limp/h (p) I p' !31 est la premiere fonction de A rtin de (X' 0) et 
m 0 est la multiplicite de X en l'origine. 

La premiere fonction de Artin de (X, 0) nous donne done une condi
tion necessaire quant a la desingularisation d'un germe d'espace analy
tique. 
Dans le cas des hypersurfaces, une premiere majoration effective de j31 

a ete obtenue [LJ], amelioree ensuite par M. Hickel: 

Theoreme 2.3 ([HI]). Soient f un germe de fonction holomorphe 
a l'origine de en et Jf l'idealjacobien de f (i.e. l'ideal de lk{X1 , ... , Xn} 
engendre par les derivees partielles de f). Notons (X, 0) c (en, 0) (resp. 
(XJ, 0) c (en, 0)) le germe de variete associe a f (resp. a Jt) et j31 

( resp. !3D sa premiere fonction de Artin. Alors nous avons 

(3) j]l(p) :S: j3~ (p) + p, Vi EN 

Ce theoreme relie la fonction de Artin de (f) avec celle de sonja
cobien, et cette inegalite est bien meilleure que celle qui apparait dans 
la preuve du theoreme de Greenberg, et qui est de la forme j31 ::::: 2j3~ 

(cf. [Gr]). En particulier, dans le cas d'un germe a singularite isolee, ce 
theoreme permet d'obtenir le resultat suivant: 

Theoreme 2.4 ([HI]). Soit f un germe de fonction holomorphe 
a l'origine de en dejinissant un germe de variete analytique (X, 0). Sup
posons que (X, 0) est a singularite isolee et notons v son exposant de 
Lojasiewicz ([LJ-T] ou [Hl]). Alors 

(4) j31(i) :S: lviJ + i, ViE N. 

Ces deux derniers resultats sont cependant faux si N :::: 2, comme 
nous le verrons dans la derniere partie. 

§3. theoreme d'lzumi et theoreme d'approximation diophan
tienne 

Nous presentons ici deux resultats (l'un d'algebre commutative, l'au
tre d'arithmetique) qui sont deux cas particuliers de majoration affine 
d'une fonction de Artin. Ces deux resultats seront utilises par la suite 
pour estimer certaines fonctions de Artin. 

3.1. Theoreme d'Izumi 

Ce theoreme donne une caracterisation des algebres analytiques integres: 
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Theoreme 3.1 ([Iz][Re]). Soient 

R := lk[[T1, ... , TN]]/(!1, ... , fp), 

avec lk un corps, et m son ideal maximal. Alors R est integre si et seule
ment si il existe deux constantes a et b telles que: 

Vx, y E R, v(xy) s; a(v(x) + v(y)) + b 

ou v est l'ordre m-adique sur R. 

Pour tout anneau local R, nous avons toujours v(xy) ~ v(x) + v(y), 
quelques soient x et y dans R. Ce theoreme peut se reenoncer sous la 
forme suivante: 

Theoreme 3.2 ([Ro3]). Si (!1, ... , fp) est un ideal premier de 

8N, alors la fonction de Artin de XY- Li fiZi E 8N[[X, Y, Zi]] est 
bornee par une fonction affine de la forme· p f----7 2ap + c ou a est la 
constante du theoreme precedent. 

Exemple · 3.3. Soit f E 8N une serie irreductible. Alors, XY- f 
n'admet pas de zero (x(T), y(T)) tel que x(O) = y(O) = 0. Sa fonction de 
Artin est done constante. Notons c(f) cette constante. D'autre part, la 
fonction de Artin de XY- f Zest bornee par une fonction affine d'apres 
le TMoreme 3.2. 
Si c(f) = ord(f), c'est-a-dire si le cone tangent a la variete formelle 
{! = 0} est irreductible, alors vest une valuation, et les constantes a et 
b du TMoreme 3.1 peuvent etre choisies respectivement egales a 1 et 0. 
On peut alors voir que la fonction p f----7 2p + c (oil c est une constante 
bien choisie) majore la fonction de Artin de XY - f Z. 
La question naturelle qui se pose est de sa voir, en general, comment 
relier le coefficient de linearite d'une fonction affine majorant la fonction 
de Artin de XY- f Z, et les constantes c(f) et ord(f). 

3.2. Theoreme d'approximation diophantienne 

Nous allons noter ici VN := { (x/y) / x, y E 8N et ord(x) ~ ord(y) }, 

l'anneau de valuation discrete qui domine 8N pour ord et 

VN := lk(Tl/TN, ... , TN-1/TN)[[TN]] 

le complete pour la topologie m-adique de VN. Les corps lKN et OCN sont 
respectivement les corps de fractions de 8N et de VN. La valuation ord 
definit une norme I I sur 8N en posant lxl = e-ord(x) et cette norme 
induit une topologie appelee topologie m-adique. Cette norme s'etend 
naturellement a JKN et OCN. On peut remarquer que OCN est le complete 
de lKN pour la norme I I· Nous avons alors le theoreme suivant: 
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Theoreme 3.4 ([Ro4]). Soit z E JRN algebrique sur IKN tel que 
z tJ_ IKN. Alors il existe a 2:: 1 et K 2:: 0 tels que 

(5) iz- ~~2:: Kjyja, Vx, y EON. 

Ce theoreme est un cas particulier de majoration affine de fonctions 
de Artin. En effet, celui-ci est equivalent au theoreme suivant: 

Theoreme 3.5 ([Ro4]). Soit P(X, Y) un polynome homogene en 
X et y a coefficients dans ON. Alors p admet une fonction de Arlin 
bornee par une fonction affine de la forme p t----+ ( d +a )p + c, ou d est le 
degre de P, a est la constante du Theoreme 3.4 precedent et c est une 
constante. 

Exemple 3.6. Nous pouvons faire le parallele avec le theoreme 
d'Izumi. Soit Q(Z) un polyn6me en une variable a coefficients dans ON. 
Supposons que Q n'ait pas de zero dans 8 N. Alors la fonction de Artin de 
Q est constante. L'exemple le plus caracteristique est le cas ou Q(Z) = 

zd- u et ou u n'est pas une puissance d-ieme dans ON. Dans ce cas 
no tons c( u) la valeur constante de la fonction de Art in de Q. N otons 
P(X, Y) l'homogeneise de Q (i.e. P(X, Y) = YdQ(X/Y)). D'apres le 
Theoreme 3.5, P admet une fonction de Artin majoree par une fonction 
affine. 
Si c(u) = ord(u), c'est-a-dire si le terme initial de u n'est pas une puis

sance p-ieme dJns ON, alors u n'est pas une puissance p-ieme dans VN 
et done dans IKN. Le Theoreme 3.4 est done vide dans ce cas, et l'on 
peut montrer que la fonction de Artin de P est bornee par une fonction 
de la forme p t----+ dp + c, avec c bien choisie. 
La encore, la question naturelle qui se pose est de savoir, en general, 
comment relier le coefficient de linearite d'une fonction affine majorant la 
fonction de Artin de P(X, Y) (ou, de maniere equivalente, une constante 
a intervenant dans le Theoreme 3.4 pour z E JRN tel que zd = u), et les 
constantes c( u) et ord( u). 

§4. Exemples 

Nous allons donner ici, pour plusieurs germes d'espaces analytiques, 
le comportement des differentes fonctions de Artin de ceux-ci. Pour N 2:: 
2, un tel comportement est en general tres difficile a determiner. Dans 
chaque cas, f3N est la N-ieme fonction de Artin du germe considere. 
Nous considererons parfois le cas ou lk est de carateristique positive, si 
les f3N existent alors. 
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4.1. Germe de variete detini par un monome 

Ce premier cas, tres simple, est celui d'un germe d'espace (X, 0) C 

(lkn, 0) defini par une equation de la forme X~1 ••• x;:n = 0. Nous avons 
alors la proposition: 

Proposition 4.1. Pour tout N ~ 1, nous avons 

f3N(P) = (n1 + · · · + nn)P, Vp EN. 

Preuve. II est clair que si x~1 • • ·x~n E m(n1 +·+nn)P+1 , alors il 
existe i tel que ord(xi) ~ p + 1. D'autre part, si pour tout i nous posons 
Xi= TP, alors X~ 1 • ··x~n = T(nl+··+nn)P E m(nl+··+nnlP. Cependant 
ord(xi) < p + 1. D'ou l'egalite. Q.E.D. 

4.2. Germe de variete reduite a composantes irreductibles 
lisses 

Les fonctions de Artin d'un germe d'espace analytique reduit dont 
chaque composante irreductible est lisse sont toutes bornees par une 
fonction lineaire p f----+ m p ou m est le nombre de composantes irreductibles 
du germe en 0. Ceci decoule du fait que les fonctions de Artin de (XU 
Y, 0) sont bornees par celles de (X, 0) plus celles de (Y, 0), et que les 
fonctions de Artin d'un germe lisse sont toutes egales a l'identite. Plus 
precisement nous avons la proposition: 

Proposition 4.2. Soient (X, 0) un germe d'espace analytique reduit 
dont toutes les composantes irreductibles sont lisses. Supposons que le 
corps de base n'est pas de cardinal fini. Alors 

f3N(P) = mp, Vp EN, \IN EN* 

au m est le nombre de composantes irreductibles du germe en 0. 

Preuve. D'apres la remarque precedente, il suffit de montrer que 
f3N(P) ~ mp pour tout p. Supposons que lk n'est pas de cardinal fini. 
Nous allons donner la preuve de ce resultat dans le cas de 2 composantes 
irreductibles (i.e. m = 2), le cas general etant identique. Soient I et 
J les ideaux de lk{X1, ... , Xn} definissant respectivement (X, 0) et 
(Y, 0) deux germes lisses distincts. N ous avons lk {X 1, ... , Xn} I In J = 
lk{Y1, ... , Yr}IK ou K est inclu dans {X1, ... ,XnP car XU Y n'est 
pas lisse. Soient III n K et JIJ n K les ideaux de lk{Y1, ... , Yr}IK 
engendres par I et J, et I' et J' les ideaux de lk{Y1, ... , Yr} engendres 
par les images reciproques de I I InK et J I JnK respectivement. Comme 
X et Y sont lisses, ces ideaux sont indus dans (Y1 , ... , Yr) mais pas dans 
(Y1 , ... , Yr) 2 . Soient f et g deux elements de I' et J' respectivement 
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qui ne sont pas dans (Y~, ... , Yr) 2 • So it (y~, ... , Yr) un element de lk:r 
n'appartenant ni aux zeros de la forme initiale de J, ni aux zeros de 
celle de g. Un tel (y~, ... , Yr) existe car lk: n'est pas un corps fini. Pour 
tout h E In J, h(y1Tf, ... , YrTf) E m2P car K C (Y1, ... , Yr) 2 . Si 
nous avions f3N(P) < 2p, alors il existerait fh(T), ... , Yr(T) tels que 
h(y(T)) = 0 pour tout hE JnJ, et Yi(T) -yiTf E mP+1 pour tout i. En 
particulier, f(Y)g(Y) = 0. Or (y1, ... , Yr) n'appartenant ni aux zeros de 
la forme initiale de J, ni aux zeros de celle de g, ceci est impossible et 
f3N(P) ~ 2p. Q.E.D. 

4.3. Cusp 

Soit (X, 0) C (lk:2 , 0) le germe d'espace analytique defini par X 2 -

Y3 = 0. Nous avons alors la proposition: 

Proposition 4.3. Nous avons les cas suivants: 
i) SiN= 1 et lk: = C, nous avons 

f31(P) = 3p, 'Vp ~ (2) 
/31(2) = 4 et f31(P) = 3(p -1), 'Vp E (2)\{2}. 

ii) SiN= 1 et lk: est un corps qui contient un element A qui n'est 
pas un carre (ex: lk: = IR), nous avons 

f31(P) = 3p, 'Vp EN. 

iii) SiN ~ 2 et silk: est un corps de caracteristique differente de 
2 ou 3, no us avons 

lim f3N(P)fp ~ 4. 
p--++oo 

Preuve. i) La premiere assertion decoule du calcul de la premiere 
fonction de Artin d'une branche plane (cf. Theoreme 2.1 [H2]). 
ii) Supposons que N = 1 et lk: est un corps qui contient un element A 
qui n'est pas un carre. En particulier A3 n'est pas un Carre (si A3 = J-L2 

alors (J-L/A) 2 =Ace qui est impossible). 
Posons alors x = 0 et y = ATP. Nous avons x2 ~ y 3 = -A3T 3P. Si 
f31(p) < 3p, alors il existe x et y avec x2 - y3 = 0 et x- x et y- y sont 
dans mP+1. Dans ce cas, nessairement le terme initial de x2 doit etre 
egal au terme initial de y3 qui est egal a A3T 3(P-1l. Or A3 n'est pas un 
carre, done ceci est impossible et /31 (p) ~ 3p. 
D'autre part, si x2 - y3 E m 3P+l, alors deux cas peuvent se produire: 
si ord(x) ~ p + 1 et ord(y) ~ p + 1, alors nous posons x = y = 0, et 
nous avons x2 - y3 = 0 et x- x, y- y E mP+l. Si ord(x) < p + 1 ou 
ord(y) < p + 1, alors les termes initiaux de x2 et de y3 sont egaux, car 
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x2- y3 E m3P+1. Done y3 est un carre dans lk:[[T]], et nous avons alors 
(x-y312)(x+y3f2) E m3P+l. Done ord(x-y312) ~ p+1 par exemple, et 
nous posons x = y312 et y = y. Dans tousles cas nous avons x2 - fi = 0 
et x- x, y- y E mP+1 . Done j31 (p):::; 3p. 
La troisieme assertion decoule de [Ro1]. Q.E.D. 

4.4. Parapluie de Whitney 

Soit (X, 0) c (lk:3 , 0) le germe de variete defini par X 2 - ZY2 = 0 
oil lk: est un corps muni d'une norme. Nous avons alors Ia proposition: 

Proposition 4.4. Nous avons les cas suivants: 
i) SiN= 1, nous avons 

fJ1 (p) :::; 3p, Vp ~ 1. 

ii) SiN~ 2 et car lk: = 2, nous avons 

iii) SiN ~ 2 et car lk: =/=- 2, nous avons 

Preuve. Notons P(X, Y, Z) = X 2 - ZY2 • 

Le cas i) decoule du TMoreme 2.3 si lk: = <C. Dans le cas general, suppo
sons que nous ayons x, y et z dans 0 1 tels que x2 - zy2 E m3P+1 . Alors 
trois cas se presentent: 
- Supposons que ord(y) < p+ 1 et ord(x2) = ord(zy2). Done x 2 jy2 - z E 
mP+1 et nous posons x = x, y = y et z = x 2 jy 2 • 

- Supposons que ord(x2) =!=- ord(zy2). Alors ord(x) ~ p + 1, et soit 
ord(z) ~ p + 1 soit ord(y) ~ p + 1. Nous posons alors x = 0, et z = 0 et 
y = y dans le premier cas, et z = z et y = 0 dans le second cas. 
- Supposons enfin que ord(y) ~ p + 1 et ord(x2) = ord(zy2). Alors 
ord(x) ~ p + 1. Nous posons alors x = 0, y = 0 et z = z. 
Dans tous les cas P(x, y, z) = 0 et 

X- x, y- y, z- z E mP+1. 

ii) Soient x, yet z dans ON, avec N ~ 2, tels que x2 - zy2 E m3P+1. 
Notons 

a= ord(x), j3 = ord(y), -y = ord(z). 
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Si f3 > p, nous posons x = 0, '[} = 0 et z = z. Nous avons alors 

et done x- x E mP+1. Clairement '[}- y et z- z sont dans mP+l et 
x2 - zy2 = 0. 
Supposons maintenant que f3 :::; p. Nous pouvons ecrire z = Z-y + Z-y+l + 
Z-y+2 + · · · ou Zd est homog{me de degre d. Soit 'Yl le plus petit entier 
pour lequel Z-yl n'est pas un carre. Comme car lk = 2, les monomes 
apparaissant dans l'ecriture de x 2 et de y2 sont tous des carres et done 
'Yl + 2/3 2:: 3p + 1. Notons z = Z-y + Z-y+l + · · · + Z-y1 -1; en particulier 
z- z E m 3P+l-2,8 c mP+l. Cet element est un carre, disons z = u2 ' car 
car lk = 2. Nous avons alors x2 - (uy) 2 = (x- uy)(x + uy) E m 3P+l. 

Done, par exemple, x - uy E ml<3P+l)/2J c mP+l. Posons alors x = uy 

et fj = y. Nous avons alors x- x E mP+l, y- '[} E mP+l et z - z E mP+1 , 

et de plus x2 - zy2 = 0. 
iii) Nous allons donner ici une idee de la preuve de ce resultat. Pour 
plus de details, on pourra se reporter a [Ro2]. Considerons le polynome 
Pk(X, Y) = X 2 -ukY2 avec Uk = T[+T~ et k > 2. L'idee est de voir que 
toute majoration affine de la fonction de Artin de Pk a un coefficient de 
lineraite superieur a k, et ensuite de considerer ce polynome comme une 
"specialisation" du polynome P. L'element Uk n'est pas un carre dans 
0 N, et done Pk admet une fonction de Artin majoree par une fonction 
affine de la forme p ~----+ a(k)p + b(k) d'apres le theoreme 3.5. L'idee est 
de voir que le plus petit a(k) possible est minore par k/2 + 1. Pour cela, 
il suffit de voir que Uk est un carre dans VN. 
Notons 

Nous avons z~ = Uk. Notons Zk,p la troncation de Zk a l'ordre p et 
soient Xk,p et Yk,p deux elements de ON tels que Xk,p/Yk,p = Zk,p, et 
tels que Xk,p et Yk,p sont premiers entre eux. Alors izk - (xk, p/Yk, p) I = 
KkiYk,pl(k/2)-l_ En utilisant le theoreme 3.5, nous voyons done que le 
plus petit a(k) possible est minore par k/2 + 1. 
Maintenant, P(xk,p, Yk,p, Uk) E m<k+2)P-4. Or les zeros (x, y, z) de p 
sont de deux formes: soit x = y = 0, soit z est un carre. Done 

sup (min{ ord(xk, P - x), ord(Yk,p- y), ord(uk - z)}) 
P(x,y,z)=O 

:::; max(2k- 3, p). 
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Done en posant p = k+2, nous voyons que P(xk, k+2, Yk, k+2, uk)mk2 +4k 
mais 

sup (min{ ord(xk, k+2 - x), ord(Yk, k+2 - y), ord( Uk - z)}) 
P(x,y,z)=O 

::::: 2k- 3. 

Nous avons done une solution approchee de P a l'ordre k2 + 4k mais la 
difference entre cette solution approchee et une vraie solution est d'ordre 
inferieur a 2k - 3. Q.E.D. 

4.5. Le germe de varit~te detini par X 1 X 2 - X 3 X 4 = 0 

Considerons (X, 0) c (lk4, 0) le germe de variete defini par X1X2 -
X3X4 = 0 ou lk est un corps muni d'une norme. Nous avons alors la 

Proposition 4.5. Nous avons les cas suivants: 
i) SiN =;:: 1, nous avons 

fJ1(p) = 2p, Vp 2 1. 

ii) SiN 2 3, nous avons 

Preuve. Notons P(X1, X2, X3, X4) = X1X2- X3X4. 
Montrons i). Soient x1, x2, X3, X4 tels que x1x2- x3x4 E m2P+l. Si 
ord(x1) 2 p + 1 ou ord(x2) 2 p + 1, alors ord(x3) 2 p + 1 ou ord(x4) 2 
p + 1. Par exemple ord(x!) 2 p + 1 et ord(x3) 2 p + 1. Dans ce cas nous 
posons x 1 = 0, x 2 = x2, X3 = 0 et X4 = X4. 
Si, pour tout i, ord(xi) :::; p, alors les termes initiaux de x 1x 2 et de x3x4 

sont egaux. Done, par exemple X! divise X3· D'ou 

E = X2 - X3 X4 E m2p-ord(xt)+l C mP+l. 
X! 

Nous posons alors x1 = x1, x2 = x2 - E, X3 = X3 et X4 = X4. 
Dans tousles cas nous avons P(x1 , x 2, x3 , x4 ) = 0 et 

Cela prouve que (31 (p) :::; 2p pour tout p. 
Enfin, supposons qu'il n'y ait pas egalite, c'est-a-dire qu'il existe p tel 
que f31(P) :::; 2p- 1. Posons alors x1 = x 2 = TP et x 3 = X4 = 0. Nous 
avons alors x1x2- x 3x4 E m2P. II existe done des Xi pour 1 :::; i :::; 4 tels 
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que P(xi, X2, X3, X4) = 0 et Xi -Xi E mP. Nous pouvons alors ecrire 
Xi = Xi + C:i ou c:i E mP. No us avons alors 

(6) 

Or ord(TP(c;I + c:2)), ord(c:Ic:2) et ord(c:3c:4) sont tous plus grand que 
2p + 1, done nous ne pouvons avoir l'egalite 6. 
ii) La encore nous n'allons donner ici qu'une idee de la preuve. Pour 
plus de details, on pourra se reporter au theoreme 5.1 de [Ro3]. 
Notons Pk(XI, X2, X3) := XIX2 - (TIT2 - Tf)X3. Comme TIT2 - Tf 
est irreductible dans 0 N, alors Pk admet une fonction de Artin majoree 
par une fonction affine de la forme p f---+ a( k )p + b( k). On peut montrer 
que le plus petit a(k) possible est au moins egal a k (cf. [Iz]). Soient 
XI,p = Tf, x2,p = Tf. Alors XI,pX2,p E (TIT2- Tf) + mvk. Done il 
existe X3,p,k tel que XI,pX2,p- (TIT2- Tf)x3,p,k E mPk. 
Posons k = p. Notons X4,p = TIT2- Tf. Soit (xi, x2, X3, x4) une vraie 
solution de P. 
Si x4 - X4, P E mP+l, alors on peut montrer que X4 est irreductible. Dans 
ce cas XI ou X2 est divisible par X4. Or les termes initiaux de XI,p et de 
x 2 ,p ne sont pas divisibles par le terme initial de X4, P qui est le terme 
initial de X4. Done soit ord(xi - XI,p) :<:; p, soit ord(x2 - x2,p) :<:; p. 
Le second cas est X4 - X4, P (j. mP+l. . 
Dans les deux cas nous avons 

sup ( min{ord(xi,p- XI), ord(x2,p- x2), 
P(;1;.)=0 

ord(x3,p,p- x3), ord(x4,p- x4)}) :<:; p. 

Nous avons done une solution approchee de P a l'ordre p2 mais la 
difference entre cette solution approchee et une vraie solution de P est 
d'ordre inferieur a p. Q.E.D. 

No us pouvons remarquer ici que la premiere fonction de Artin ne differencie 
pas ce germe d'un germe defini par un monome de degre 2. Cependant 
les N-iemes fonctions de Artin de ces deux germes, pour N ~ 3, sont 
differentes. Une question naturelle qui se pose est la suivante: 
Soit (X, 0) un germe d'espace analytique. Si il existe a tel que f3N(P) = 

ap pour tous p et N entiers, alors l'ideal des fonctions de (X, 0) est-il 
un produit d'ideaux definissants des germes lisses? 



210 G. Rond 

References 

[Ar] M. Artin, Algebraic approximation of structures over complete local 
rings, Publ. Math. IHES, 36 (1969), 23-58. 

[GP-LJ] G. Gonzalez-Sprinberg and M Lejeune-Jalabert, Sur l'espace des 
courbes trru;ees sur une singularite, Algebraic geometry and sin
gularities, La Rabida, 1991, Progress in Maths., 134 (1996), 9-32. 

[Gr] M. J. Greenberg, Rational points in henselian discrete valuation rings, 
Publ. Math. IHES, 31 (1966), 59-64. 

[H1] M. Hickel, Fonction de Artin et germes de courbes tra"es sur un germe 
d'espace analytique, Am. J. of Math., 115 (1993), 1299-1334. 

[H2] M. Hickel, Calcul de la fonction d'Artin-Greenberg d'une branche 
plane, Pacific J. of Math., 213 (2004), 37-47. 

[lz] S. Izumi, A measure of integrity for local analytic algebras, Publ. 
RIMS, Kyoto Univ., 21 (1985), 719-736. 

[LJ] M. Lejeune-Jalabert, Courbes trac"es sur un germe d'hypersurface, 
Am. J. of Math., 112 (1990). 

[LJ-T] M. Lejeune-Jalabert et B. Teissier, Cloture integrale des ideaux et 
equisingularite, Seminaire Ecole Polytechnique, 1974, Publi. Inst. 
Fourier. 

[PP] G. Pfister and D. Popescu, Die strenge Approximationeigenschaft 
lokaler Ringe, Invent. Math., 30 (1975), 145-174. 

[Re] D. Rees, Izumi's theorem, Commutative algebra, Berkeley, CA, 1987, 
Math. Sci. Res. Inst. Publ., 15, Springer, New York, 1989, pp. 407-
416. 

[Ro1] G. Rond, A propos de la fonction de Artin en dimension N 2: 2, C. 
R. Math. Acad. Sci. Paris, 340 (2005), 577-580. 

[Ro2] G. Rond, Contre-exemple a la linearite de la fonction de Artin, 
prepublication ArXiv, 2004. 

[Ro3] G. Rond, Lemme d'Artin-Rees, theoreme d'Izumi et fonctions deAr-
tin, J. of Algebra, a paraltre. 

[Ro4] G. Rond, Approximation diophantienne dans les corps de series en 
plusierus variables, Ann. Inst. Fourier, a paraltre. 

[Wa] J. J. Wavrik, A theorem on solutions of analytic equations with ap-
plications to deformations of complex structures, Math. Ann., 216 
(1975), 127-142. 

Department of Mathematics 
University of Toronto 
Toronto, Ontario M5S 3G3 
Canada 
rond@picard. ups-tlse.fr 


