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Constructibilité de 1’idéal de Bernstein

Joél Briancon, Philippe Maisonobe et Michel Merle

Soit X une variété analytique, f = (f1,..., fp) des fonctions analy-
tiques sur X, F = f, ... f, leur produit.
Soit M un Dx-Module holonome régulier; C. Sabbah montre dans [Sab 1]
[Sab 2] que toute section m de M satisfait localement des équations non
triviales

(%) b(s1,...,sp)mfit ... f2p € Dx[s1,...,splmfirH! .. faet?

ou b(sy,...,sp) est un produit de formes affines. De plus, les coefficients
de la partie linéaire de ces formes sont des entiers positifs ou nuls. En par-
ticulier, I'idéal B(z, f1,... , fp,m) des polynémes b(s1, ... ,sp) vérifiant
au voisinage d’un point x une équation fonctionnelle (*) est non réduit &
zéro. Désignons par car M = |, Ty, X la variété caractéristique de M.
Nous montrons que le germe de 'idéal B(z, f1, ... , fp, m) est constant le
long des composantes d’une partition qui se détermine géométriquement
a partir des restrictions de la seule fonction F' aux Y;. En particulier,.
nous en déduisons le résultat :

Théoréme. Soit M un Dx-Module holonome régulier engendré
par une sectionm et car M = ;o T v, X sa variété caractéristique. Soit
(VB)ger une stratification analytique de Ule 1 Y1 compatible aux Y, et
a F~1(0), satisfaisant la condition de frontiére et la condition ar de
Thom.

Le germe de l’idéal de Bernstein de f1,... , fp, m est constant le long
des strates de la stratification (V3)ger-

Ce résultat généralise celui obtenu par J. Briancon et H. Maynadier
([B-M] théoreme 3.3 page 14) dans le cas ou p = 1 et m une fonction
constante sur X.

Détaillons section par section les résultats que nous obtenons.
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Section 1 Soit Y un sous-espace analytique irréductible de X. On
note T* X le fibré cotangent & X, Ty X l'espace conormal 3 Y dans X.
Soit A le sous-ensemble de T*X x CP défini par :

_ s df1(z) dfp(z)
A—{(m,n+ lfl(z) + +sp—fp(m) , 81, ,s,,)

F(z) #0 et (z,1) eT;X}

L’espace Wul,m e adhérence de A dans T* X x CP a été introduit par
T. Kawai et M. Kashiwara ([K.K]).

Nous donnons ici quelques propriétés de Wﬁl Sor¥ Désignons par
mo la projection de T* X x CP sur CP.

1. Les fibres réduites de la restriction de 75 a W”l,_” G sont des
sous-espaces lagrangiens de 7* X . La fibre au-dessus de 1’origine
est en particulier un sous-espace lagrangien conique.

2. La projection par my de la trace de Wﬁh_” fp,y SUI Phypersur-
face d’équation F' = 0 est une réunion H d’hyperplans vectoriels
de CP dont les équations sont des formes linéaires a coeflicients

“entiers positifs ou nuls.

3. La partie de W}I,..., f,,v au dessus de la droite vectorielle s; =
... = 8p de CP g’identifie & ’espace Wg-.’y.

Section 2 Nous étudions ici des propriétés générales des Dx sy, . . ., Sp)-
Modules cohérents. Nous dirons qu'un Dx[si, ... , sp]-Module cohérent
M est a fibre lagrangienne si (carpy[s,,... s,JM)(0), intersection de sa
variété caractéristique et de w5 1(0), est un sous-espace lagrangien de
T*X. Nous étudions plus particuliément les Dx [s1, . . ., sp]-Modules cohé-
rents a fibre lagrangienne. Ils se comportent bien par suite exacte. Nous
montrons que l'idéal des polynémes de Clsy,... , sp] annulant le germe
en un point d’un tel module est localement constant le long des strates
d’une stratification associée & la variété lagrangienne (carp,s,,...,s,] M)
(0).
Section 3 Soit m une section engendrant un Dx-Module holonome
régulier M. Désignons par car M = U,E 1 Iy, X sa variété caractéristi-
que. Nous commencons par établir le résultat suivant :

Le Dx|[s1,... ,Sp]-Module Dx|[si,...,splmfi' ... fp" est cohérent
de variété caractéristique :

CAIDy [sy,... 5] PX[51,- -, SpIm St ... for = U W}il,...,fp,Yz
Flyl;é()
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Ce résultat compléte ceux de l'article [B.B.M.M]; nous le montrons 2
l'aide du théoreme de C. Sabbah sur les variétés caractéristiques de
Modules relatifs [Sab 2.

On en déduit que Dx|[sq,...,splmfit ... fp* est un Dx|sq,... , sp|-
Module cohérent a fibre lagrangienne. Donc, la variété caractéristique
du Dx]s1,... ,sp]-Module a gauche cohérent :

_ Dx[s1,--- ,spmfit... fo"
Dxl[s1,...,splmfitt .. fortt

est incluse dans (UFIYl £0 Wﬁl,... o) (N F~1(0). Ce Module est encore

a fibre lagrangienne; il en résulte que l'idéal B(z, fi,..., fp,m) des
polynémes b(sy,... ,sp) vérifiant au voisinage d’un point z de X une
équation fonctionnelle

(%) b(s1,. .. ,8p)mfi' ... for € Dx|[s1,- .. ,s,,]mff1+1 ...f;PH

est constant le long des strates d’une partition canoniquement associée
a la variété lagrangienne

( U Wﬁl,...,f,,,y,>ﬂF’l(O)ﬂwgl(O)

Flyl#()

égale a la trace sur F~1(0) de I'espace conormal relatif & F sur |J Fly, £0Y1-
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§1. Famille de variétés lagrangiennes

Soit X une variété analytique complexe de dimension n. Soit f =
(f1,-.. » fp) des fonctions holomorphes sur X. Nous désignons par T*X
le fibré cotangent & X et par 7y (resp. ms) la projection de T* X x CP sur
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T*X (resp. sur CP). On note F' le produit f; ... fp. Soit Y C X un sous
espace analytique irréductible non contenu dans ’hypersurface F~1(0).
On désigne par Ty X l'espace conormal & Y dans X, égal a I'adhérence
dans T*X du fibré conormal a la partie lisse de Y.

Notation 1. Soit A le sous-ensemble de T*X x CP défini par :

Az{(m’"‘*slﬁl((x)) T "i{&( >)’31’ ' ’3”>

F@) #0 e (o) €T3 X )

Nous notons W}il,._. 4,y Vadhérence de A dans T*X x CP. L’ensemble

wh est un espace analytique complezxe irréductible de dimension
fl yeee ,fp,y
n + p. L’action de C* sur T*X x CP donnée par :

A7 (z’ 6’ S) > (x’ A€7 A8)

laisse stable A, donc Wﬁh“_ o,y Le diviseur F ~1(0) est également laissé
stable par cette action.

Notation 2. Pour tout ¢ € CP, nous noterons W}ily_”’fp,y(c) la

fibre au-dessus de c de la restriction de w2 a Wﬁhu_ oY

# -1
Wi @ =W oy

On identifie W RG y(c) @ un sous espace analytique de T*X. Pour
c =0, c’est un sous espace stable par Uaction de C* sur T*X donnée
par:

A, (2,€) — (7, X).

Proposition 1. Pour tout c € CP, l’espace W}‘l s,y (€) est un
sous-espace lagrangien de T*X .

Preuve. Soit ¢ = (c1,...,¢p) € CP. L’espace W}il,...,fp,Y étant
un espace analytique irréductible de dimension n + p, les composantes
irréductibles de I'espace analytique réduit sous jacent a Wuh_. o (©)
sont de dimension supérieure ou égale a n. Pour établir la proposition,
il suffira donc de montrer que W”l"__ 1,y (€) est isotrope. Désignons par
a la 1-forme canonique sur 7*X. Nous avons donc a montrer que la re-
striction de da & la partie lisse de toute composante de Wf A Fo y(c) est

nulle. Pour cela, considérons I’éclatement normalisé E : W —
! f17 . vfpv
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W}tl,... f,,v de l'idéal engendré par (s1 —ec1,...,8p — ¢p) dans anneau
structural de Wfﬁhm f,,v- On a le diagramme commutatif :

C = E~1(C) - Wi .
lE lE

f ™
C=W}  fy© < Wi _ ., 3T'X

dans lequel C est le diviseur exceptionnel et 7} la restriction de m; a

wh
fl g vfp vY
On a da|c = ((7])*da)|c. 1l suffira donc de montrer que la restric-

tion de E*((w})*dc) & la partie lisse de toute composante de C est nulle.
Plagons nous au voisinage d’un point générique e d’une composante de
C. Le point e est un point lisse de C et de Wf1 oY (car C est un
diviseur d’un espace normal) ; ainsi, il existe une fonction holomorphe
telle que C soit défini au voisinage de e par ’équation ¢ = 0. Pour tout
j € {1,...,p}, il existe donc un entier naturel m; strictement positif et
une unité u; tels que :
S5 —Cj = ’u,ji/)mj
et il existe un entier n; et une unité v; tels que :
fi = vp™

Notons Q Pouvert dense de Y des points lisses ou F' n’est pas nulle.
Notons U = =} '(n=}(Q)), si 7 : T*X — X désigne la projection
canonique. C’est un ouvert lisse dense de Wﬁl,... f,,y- Par définition de

A (sachant que la restriction de a & la variété lagrangienne Ty X est
nulle), nous avons :

()" a)lv = (zp: Sj (%)

((rhy el = (Z s n )

J

U

Ainsi, au voisinage de e :

(E*(Wi)*da)lE-l(U)

(Z Y™ du; /\ ke A Zwm"’1<njdu] mJqu : ) A d¢)
Yj

j=1

E-Y(U)

La restriction de cette forme & 1 = 0 est nulle, d’ou le résultat.
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Proposition 2. Soit W}ih_._ Sy 0 F~1(0) la trace de Uhypersur-
face F~1(0) sur W}ll,... v~ L’espace :

ma(WE y NF~10))

LA ufp»

est une réunion d’hyperplans de CP définis par des équations & coeffi-
cients entiers positifs. La famille de ces hyperplans est localement finie
sur F~1(0).

Preuve. Considérons la normalisation G : W — W}’l Sy de
W}ih”_ f,,y+ On a le diagramme commutatif :
Z=G"Y2) - W
1 G G
Z= W}h...,f,,,Y NFY0) — W . ForY e

Soit T une composante de Z. Soit e un point générique d’une composante
de Z se projetant surjectivement sur T'. Le point e est un point lisse de
I’hypersurface Z et de W. Soit 9 = 0 une équation réduite de Z au
voisinage de e. Pour tout j € {1,...,p}, il existe un entier positif n;
(stictement positif pour au moins un indice) et v; une unité tels qu’au
voisinage de e on ait :
fi =™

On désigne par U le méme ouvert que dans la preuve de la proposition
précédente. On a au voisinage de e :

(G () o)1y = (G*(isf'dfj/f”‘))

=1

G-1(U)

y4 p
D sy /v + Y sidvs /v,
i=1

=1

Cette forme est la restriction de la forme holomorphe G*(7})*c. Il faut
donc que Z§=1 sjn; soit un multiple de 1. Ainsi, 72(T") est contenu dans
Phyperplan Hr d’équation :

P
Z SiNn; = 0
=1

Considérons la restriction ma|r : T — Hr. Pour tout ¢ € CP les fibres :

(m2lr) ™ (c)
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sont incluses dans W}jl 4, (€) et sont donc d’aprés la proposition 1 de
dimension inférieure ou égale a n. La dimension de T est n+p—1 et la di-
mension de Hr est p—1, les fibres de ma|1 sont donc équidimensionnelles
de dimension n.

T étant stable sous ’action de C* sur T*X x CP et fermée dans
ce dernier espace, elle contient donc des points de la forme (z,0,0). La
fibre de m2|r au dessus de 0 est donc non vide et de plus isotrope et
conique. Comme Hr est lisse, le morphisme ms|r est ouvert en un tel
point (z,0,0) € T et son image contient donc un voisinage de 'origine
de Hr. Comme cette image est conique, m2(71) = Hr. On en déduit la
proposition 2 et la remarque suivante :

Remarque 1. Soit ¢ € CP. Si W)gl,...,f,,,y(c) N F~1(0) n’est pas

vide, c’est une réunion de composantes irréductibles de W”l f v(©),
donc un espace lagrangien.

Corollaire 1. L’espace W}tl’_”’ £y V{81 = ... = sp} s’identifie
(par le plongement diagonal de C dans CP) au sous-espace W}f-.,y de
T*X x C.

Preuve. Wg"y est adhérence de

{z,n+t(dF(z)/F(x)),t); (z,n) € Ty X ; F(z) # 0}
On a clairement 'inclusion :

Wlt—'i‘,y c W}lr-- N

vy N(s1=...=5p)

En dehors de I'hypersurface F~1(0), cette inclusion est une égalité.
Il résulte de la proposition 1 que W}n--,fp,Y N(sy = ... = sp) est
équidimensionnelle de dimension n + 1, donc de méme dimension que
Wg.,y. Pour montrer le corollaire, il suffit donc de montrer qu’aucune
composante irréductible de W}‘l’.__’ £,y N (81 = ... = sp) nest con-
tenue dans F~'(0). Supposons le contraire : soit Z une composante
contenue dans F~1(0); m2(Z) est contenue d’apres la proposition 2 dans
un hyperplan a coefficients entiers positifs. Z est donc contenue dans
wh ’ f,,,Y(O) qui est, d’aprés la proposition 1, de dimension n. C’est

f1,--.
impossible, puisque Z est de dimension n + 1.

§2. D[s1,...,8p]-Module cohérent & fibre lagrangienne

2.1. Définitions
On reprend les notations du début de la section 1.
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Désignons par Dy, le faisceau des opérateurs différentiels sur la
variété X. Pour k € N, notons Dx (k) le k¥®™¢ terme de la filtration
de Dy :si (x1,... ,Zn) désigne un systéme de coordonnées locales de X
et 8= (01,...,0n) € N", notons :

B B
aﬁ:_(_(?_) <_8_> et |Bl=P1+...4 6

6.’1)1 6.’En

Un opérateur P de Dx (k), défini localement, s’écrit :

P= Z cp(x)dP

[8]<k

On appelle degré de P et on note degP lentier sup {|8|;¢cs # 0}. Le
symbole principal d’ordre k de P est Pélément de Ocn[€1,. .. ,&p] ¢

ak(P) = ca(x)€”

18l=Fk

et se recolle en une fonction o (P) sur le fibré cotangent 7*X. Con-
sidérons Dx|[s1,...,8p] = Cls1,...,8p] ®c Dx. Pour j € N, notons
par Cl[s1,...,58p)(J) le sous-espace vectoriel de C[sy,... ,sp| constitué
des polynémes de degré inférieur ou égal a j. L’anneau Dx sy, ... , Sp)
est alors naturellement filtré : pour [ € N, le terme d’ordre [ de cette
filtration est

Dx[s1,...,85l(1) = D Cls1,...,55](j) ®c Dx (k)

Jj+k=l
C’est une filtration croissante. Pour tout [ € N, Dx|s1, ... ,sp)(l) est un
Ox-Module localement libre de type fini.

Pour a = (a,...,0,) € NP, notons s* = s{'...sp". Dans un
systéme de coordonnées locales (z1,...,z,) de X, un opérateur P de
Dx|s1,...,sp|(l) s’ecrit localement :

P= Z s*P,
|a|+degPa <1

avec P, dans Dx. Le symbole principal d’ordre [ de P est ’élément de
OCn[gl,. .. ,gn,Sl,. .- ,Sp] :

oi(P) = Z 5%0degPo (Fa)
Ja|+degPy =1
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et se recolle en une fonction sur 7* X x CP, encore notée o;(P), homogene
sur les fibres de la projection m o m; sur X. On appelle degré de P et
on note degP l'entier sup{|ca| + degP, ; P, # 0}. On vérifie que si P
(resp. Q)est une section de Dx|[sy,. .., sp|(l) (resp. Dx[sy, ..., sp)(m))
Popérateur :

PQ - QP e Dxlsi,...,sp|(l+m—1)

De plus, le symbole d’ordre [ + m — 1 de PQ — QP est, dans un systéme
de coordonnées locales :

{a1(P),0m(Q)} = Za"m ) 80u(P)  80m(Q) Bou(P)

T; 0¢; 0¢; ox;

Cette formule est une extension du crochet de Poisson associé & deux
symboles d’opérateurs différentiels de Dy .

D’apres ce qui précede, le gradué grDx sy, ... , sp] de Dx|[s1,... , Sp)
est un anneau commutatif. Il s’identifie au sous-faisceau de
(mom)«(Or+xxcr) des fonctions homogenes relativement aux variables
(&,s). Les faisceaux d’anneaux grDx|si,... ,sp| et Dx|s1,... , sp| sont
cohérents.

Donnons maintenant quelques propriétés de la catégorie des
Dx|[s1,--. ,sp]-Modules cohérents & gauche, qui généralisent les pro-
priétés des Dx-Modules cohérents (leurs démonstrations sont les mémes,
voir par exemple [G.M]). Soit M un Dx|sy, ..., sp]-Module cohérent &
gauche; localement M admet une bonne filtration (My)ren. Le fais-
ceau |/anhgpy[s,,...,s,]60M définit un idéal J(M) de grDx([sy,- .- , sp]
indépendant des bonnes filtrations locales. Il en est de méme de la mul-
tiplicité de grM en un point générique d’une composante irréductible de
son support.

La variété des zéros de I'idéal J(M) est carpy|s,,...,s,] M, un sous-
ensemble analytique de T*X x CP appelé variété caractéristique de M.
On appelle cycle caractéristique de M le cycle associé au module grM.
On le note Carp,s,,... s, M.

Le théoreme de Gabber s’énonce dans notre situation ([G]) :

Soit M un Dx|sy,... ,sp|-Module cohérent & gauche. Si o et 7 sont
deux sections de J (M), leur crochet {o, 7} est une section de J(M).

Notation 3. Soit my : T*X x CP — CP la projection sur CP. Soit
M un Dx|sy,. .., sp|-Module cohérent ¢ gauche. On notera
(carpy(sy,...,s,JM)(c) la fibre du point c = (c1, ... ,¢p) de la restriction
de T2 G carpys,,...,s,] M. En particulier

(carDy for,... 5, M)(0) = (carDysy,... 5,1 M) |75 (0)
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Tout point de (carpy(s,,...,s,JM)(c) est limite de points lisses de la
variété caractéristique de M en lesquels la restriction de 7 est de rang
localement constant. Les fibres de 72 en ces points sont lisses réduites. Il
résulte alors du théoréme de Gabber qu’au voisinage d’un de ses points
génériques, cette fibre, identifiée & un sous espace de T* X, est involutive
au sens de la 2-forme canonique sur I’espace cotangent & X. Elle est donc
de dimension supérieure ou égale a la dimension de X . La semi-continuité
de la dimension des fibres implique alors :

Proposition 3. Soit M unDx|s1,... ,sp]-Module cohérent & gau-
che. Les fibres (carpyis,,...,s,JM)(c) non vides ont leurs composantes
trréductibles de dimensions supérieures ou égales d la dimension de X.

Compte-tenu du caractére conique des variétés caractéristiques, on
a en identifiant X a la section nulle de 7* X x CP :

Supp(M) = carpy[s,,..,s,) M[ {5 =£=0}
(Caer [s1,.. ,sp]M)(O) ﬂ{f =0}

D'ou :

Remarque 2. Soit M un Dx|si,... , sp]-Module cohérent & gau-
che : M = 0 si et seulement si (carpy[s,,...,s,]M)(0) = 0

Définition 1. Soit M un Dx|si,... , sp]-Module cohérent & gau-

che. On dira que M est a fibre lagrangienne si (carp,s,,... 5, M)(0), est
une sous-variété lagrangienne de 7% X.

Soit 0 - M’ — M — M" — 0 une suite exacte de Dx|s1,... , sp]-
Modules cohérents a4 gauche. Comme dans le cadre des Dx-Modules, on
a:

CAIDy[sy,...,s,) M = COIDy[s,,...,s,] M’ Ucar'Dx[sl,... s M
On en déduit en particulier la proposition suivante :

Proposition 4. Soit 0 - M’ — M — M"” — 0 une suite ez-
acte de la catégorie des Dx|[sy, ... , Sp]-Modules cohérents & gauche. Le
Module M est d fibre lagrangienne si et seulement si M' et M" le sont.

2.2. Constructibilité de I’idéal associé

Dans ce paragraphe, M désignera un Dx|s1,... , sp]-Module & gau-
che cohérent & fibre lagrangienne. Soit (X, )ac4 les projections des com-
posantes irréductibles de la variété lagrangienne conique

(carpyis,,...,s,) M) (0) :

(carpysy,... 5,1 M) (0) = U Ty X
a€A
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L’espace |J,c 4 Xao est le support de M et la famille (Xq)aca de sous-
ensembles irréductibles est localement finie. Pour J = (ay,...,) un
l-uplet d’éléments de A, on note :

Us=Xea[ ) [ 1 Xer = U Xo[ ) Xar [)--[ ) Xex

BEJ

Soit A = PF(A) 'ensemble des parties finies J de A pour lesquelles
Uy # 0. Alors, {Uj}jea est une partition de {J,c4 Xa- En effet pour
JeA:xzeUyjsietseulement si J = {a; ¢ € Xu}

Définition 2. La partition {Uj;}jec4 est appelée la partition as-
sociée a la variété lagrangienne | J,,. , Tx_X.

Notons pour a € A :

U,=Xa— |J XsnXa
XaZXp

SiJ(a) ={y€ A; Xa C Xy}, J(a) € Aet Uy = Uj(yy; c’est un ouvert
connexe dense de X,.

Notation 4. Nous notons B(z, M) lidéal de C|s,... ,sp] des
polynomes annulant le germe de M en .

Proposition 5. Soit M un Dx]sy,... ,sp|-Module d gauche cohé-
rent & fibre lagrangienne. Pour tout J € A, l'idéal B(x, M) est constant
pour x € Uy, et est noté Bj(M). En particulier, Bo(M) = B o) (M)
est constant sur U), et on a:

By(M) = ] Ba(M)

acd
Preuve. Soit z € U;. Considérons le sous Dx|sy, ... , sp]-Module
de M :
L =B(z, MM

La variété caractéristique carpyys,,... s,]L de L est contenue dans la
variété caractéristique de M. Comme cette derniére est supposée a fi-
bre lagrangienne, il résulte de la proposition 3 que ’ensemble des com-
posantes irréductibles de (carpy s, ,... 5,1 L)(0) est contenu dans ’ensem-
ble des composantes irréductibles de (carpy s, ,...,s,)M)(0) : {T%_ X }aca-
Par définition de l'idéal B(z, M), L est nul au voisinage de z, donc
(carpy(s,,...,s,) ) (0) est vide au voisinage de z. Ainsi, pour v € J, la
variété T)*L’X n’est pas une composante irréductible de (carp x[515 28] L0)
(0). Siy € Uy, comme J={v; = € X,}, on obtient que (carpy(s,,...,s,1 L)
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(0) est vide au voisinage de y. Ainsi, L est nul en restriction a U;. L’idéal
B(z, M) est donc égal & l'idéal de C|s1,... ,sp] annulant la restriction
de M a Uy, B;(M).

D’autre part, pour x € Uy, le module L est nul au voisinage de x. Donc,
pour a € J, le Module L est nul en un point de U/. On a donc :

B(z,M) C (] Ba(M)
a€eJ

Inversement pour v € J, T}‘(A’X n’est pas une composante irréductible
de la variété caractéristique de ((\,c; Ba(M)).M. Et donc

(Nacy Ba(M)).M est nul au voisinage de x € U, . L'inclusion précédente
est donc une égalité.

§3. D[s1,... ,Sp]-Modules et équations fonctionnelles associés
a p fonctions holomorphes

Soit f = (fi,...,fp) des fonctions holomorphes sur X. On désigne
par F' le produit de ces p fonctions. Soit M un Dx-Module holonome.
La variété caractéristique de M s’écrit car M = {J;c; Ty, X o0 ¥} C X
est un sous-espace analytique irréductible de X. Considérons :

Ox|s1,--- ,8p, 1/F|fi* ... fpP
Ox|s1,--- ,8p,1/F]-Module libre de rang 1 engendré par f;*... f,". Le

produit tensoriel M ®o, Ox[s1,--. ,8p, 1/F]fi' ... fp" est muni de la
structure de Dx-Module obtenue en posant :

0
a—wi(m@)affl ...f;p)

6 aa p gf]'a
—_ 51 s Il L3 S . Ti s S
= 6xim®af1 o fprtm® axifl Y +j§s]m® i, e ST
pour tout ¢ € {1,...,n} et pour toute section locale m (resp. a) de M
(resp. de Ox(s1,...,8p,1/F]). Si m est une section de M, on notera
mfit.. . faf =m fit... o

3.1. Rappels et compléments

Soit m une section de M. A l'aide du critére usuel sur les bonnes
filrations (voir [G.M]), on montre que Dx|s1,... ,splmfi* ... fp" est
Dx|s1,... , sp|-cohérent.
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Théoreéme 1. Soit m une section engendrant un Dy -Module holo-
nome régqulier M de variété caractéristique | J,c Ty, X. Le module
Dx[s1,-.. ,splmfit... fp" est un Dx|[sy,... ,sp|-Module cohérent de
variété caractéristique :

D for,. 0] Dx [t splmfi - fr = U Wi
Fly,#0

Preuve. Ce théoréme a été demontré dans le cas m =1et M =
Ox & l'aide d’un théoréme de C. Sabbah ([Sab 2] théoréme 3.2., page
228)(voir aussi [B.B.M.M]). Commencons par établir un corollaire direct
du théoreme de C. Sabbah.

Soit ¢ : X — S une submersion entre deux espaces analytiques lisses.
Désignons par Dy ;s 'anneau des opérateurs relatifs au morphisme ¢.
Soit T*X /8§ le fibré cotangent relatif. A tout Dy ,s-Module cohérent N,
on associe sa variété caractéristique carp, , N C T*X/S. Si Y C X est
un sous-espace analytique, on désigne par T;ly(z"( /8) I'espace conormal
relatif & la restriction de ¢ & Y. Il s’agit de ’adhérence dans T*X' /S
de ’ensemble des vecteurs conormaux nuls sur les espaces tangents aux
fibres de la restriction de ¢ & ). Nous dirons que ¢ est non caractéristique
pour Y, si Pintersection de 'image du morphisme naturel 7*S x y X —
T3 X est contenue dans la section nulle.

Lemme 1. Soit M un Dx-Module holonome régulier de variété
caractéristique car M = (J;c; T X, et F : X — C une fonction non
triviale qui s’annule identiquement sur tout Y, dont l’image par ¢ ne con-
tient pas un owvert non vide de S. Soit N un Dy g-Module cohérent qui
engendre M. Supposons de plus que M soit sans F-torsion. La variété
caractéristique de N est alors donnée par

carp,, s N = U T;,,(X/9)
Fly,#0

Preuve du lemme. Le théoréeme de C. Sabbah dit exactement
que si ¥ est une composante irréductible de la variété caractéristique de
N, il existe | € L tel que ¥ = T;;Iy, (X/8).

Supposons que F ne s’annule pas identiquement sur );. En un point
générique de ), le morphisme ¢, transverse aux ); passant par ce point,
n’est donc pas caractéristique pour M. Au voisinage de ce point, M est
alors cohérent comme Dy s-Module. Par des arguments simples, on peut
déterminer la variété caractéristique de M comme Dy ;s-Module. Cette
variété est la méme que celle de N ([Sch] lemme 1.3.3, page 125). Cela
prouve que T, » (X/S) est contenu dans la variété caractéristique de NV.
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Si F s’annule identiquement sur ), alors Tgly, (X/8S) est de dimension

3

strictement inférieure & dim X'. Supposons que la variété caractéristi-
que de A ne soit pas de dimension pure dimX. Soit F(N) le plus grand
sous-module cohérent de N de dimension strictement inférieure & dimX’.
D’aprés [Bj] (Chap. 2.7 et Chap. 5.6), F(N) est alors non nul. Il engendre
sur Dy un sous-Module de M. D’apres nos hypothéeses et le théoreme
de C. Sabbah, ce Module serait annulé par une puissance de F, d’ou la
contradiction.
Terminons la preuve du théoreme. Considérons P’application :

XxCPHXxCPxCP=X

(x,y) = (x,y,tl = eylfl(z)’- .- atp = eypfp(m))

Soit p: X x CP — X la projection sur X. Notons M’ = Ox xcr ®p-104
p~ M limage inverse par p de M. L’image directe M = it (M’) est un
Dx-Module régulier de variété caractéristique (voir par exemple [G.M]

page 130.)
U Tivixen X
IeL

Considérons ¢ : X — S = CP, (z,y,t) — t. Pour démontrer le théoréme,
quitte & remplacer M par M[1/F], on peut supposer que M est sans F-
torsion. Comme ¢ est submersif en restriction a i(Y; x CP) si et seulement
si F' est non nulle sur Y; , le lemme permet alors de calculer la variété
caractéristique de Dy /s(1 ® m)(e¥! f1)% ... (e¥ f,)°%. Le théoréme s’en
déduit par le méme principe que dans le cas m = 1 et M = Ox (voir
[B.B.M.M] page 126).

Il résulte de la proposition 1 que Dx|[s1,...,sp]mfit... fp* est &
fibre lagrangienne. Comme conséquence directe du théoréme 1, nous
obtenons :

Corollaire 2. Sous les hypothéses du théoréme 1, la variété ca-

ractéristique du Dx/[s1,. .. , sp]-Module & gauche cohérent
_ Dx|[s1,-.- ,splmfit ... fo"
Dxl[s1,...,splmfr .. fprt?

est contenue dans (Upy,, 40 W}ih,,,,f,,,y,) NF~Y(0).

Remarque 3. On peut montrer (ce sera fait dans un prochain
travail) que cette inclusion est en fait une égalité. Nous n’utiliserons pas
ce fait ici.
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3.2. 1déal de Bernstein

Dans ce paragraphe M désigne un Dx-Module holonome régulier
engendré par une section m. Soit car M = ¢, Ty, X sa variété caracté-
ristique. Pour tout x € X, I'idéal B(z, f1,... , fp,m) des polynémes de
Cls1,. .., sp| annulant la fibre en  du Dx|sy, ... , sp]-Module a gauche :

Dx[s1y--- ,sp)mfit ... for

- 1 +1
Dx[sl, ce ,sp]mff“" .. .f;"

est appelé idéal de Bernstein de fi,..., fp,m en z. Il est montré dans
[Sab 1] [Sab 2] que cet idéal contient un polynéme non nul qui s’écrit
comme produit de formes linéaires affines a coefficients rationnels posi-
tifs. Le module N, quotient d’un Dx|sy, ..., sp]-Module & fibre lagran-
gienne, est donc a fibre lagrangienne. Et on a I’inclusion (corollaire 2) :

catorton ¥ < (U Wh i) (1F0)
Fly, #0

D’ou l'inclusion :

(carpyfon,.. s,y MO U WE . )0 F0)
Fly,#0

Il résulte de la remarque 1 que (W}l oy ON F~1(0) est une variété
lagrangienne contenue dans (W}th , fp,Yz)(O)' De plus, d’apres le corol-
laire 1, (W}lw Soi }(0) = (Wg.,yl)(O). Traduisons la proposition 5 :
Théoréme 2. Soit M un Dx-Module holonome régulier engendré
par une section m et carM = ;o Ty, X sa variété caractéristique.

L’idéal de Bernstein de fi,... , fp,m en x est constant le long des strates
de la partition associée & la variété lagrangienne :

(U i )onro

Fly, #0

Soit I tel que Fly, # 0. L’espace (ng )(0) est la réunion de Ty, X
et de (Wry;)(0), trace de F~1(0) sur I'espace conormal relatif de la
restriction de F & Y]. Soit (Vg)ger, une stratification analytique de Y;
(partition localement finie par des strates lisses connexes) compatible &
F~1(0) et satisfaisant la condition de frontidre et la condition ap, de
Thom. Cette condition entraine I'inclusion :

whyONF o) c | 1r,X
BET,;
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Donc, si T%_ X est une composante irréductible de (W};Yl Y0)N F~1(0),
il existe 8 € I'; tel que X, soit ’adhérence de V. Donc, grace a la condi-
tion de frontiére, X, est réunion de strates de la stratification (Vz)ger,.
On obtient ainsi le corollaire :

Corollaire 3. Soit M un Dx-Module holonome régulier engendré
par une section m et car M = {1, Ty, X sa variété caractéristique. Soit
(VB)ger une stratification analytique de | J;c;, Y1 compatible aux Y et d
F~1(0) satisfaisant la condition de frontiére et la condition ap de Thom.
Alors l'idéal de Bernstein de fi,..., fp,m en x est constant le long des
strates de la stratification (Vg)ger.

Remarque 4 (aprés [B.M.M] (théoreme 4.2.1 page 541)). Sila
stratification (V3)ger est de Whitney, nous savons qu’elle satisfait alors
la condition aF de Thom et la conclusion reste valable.

Dans le cas p = 1, N est un Dx|[s;]-Module qui est holonome en
tant que Dx-Module. Dans ce cas, la preuve de la proposition 5 est
plus simple : on peut montrer directement par la méme méthode que
le polynéme minimal de la fibre en un point d’un endomorphisme du
Dx-Module holonome M est constant le long des strates de la partition
associée & sa variété caractéristique. On obtient ainsi une autre preuve de
la proposition de [B.M]. Grace & la correspondance de Riemann-Hilbert
[M] [K], cette preuve se transcrit dans la catégorie des faisceaux pervers,
ol l'on dispose également de la notion de variété caractéristique, de la
maniere suivante :

Remarque 5. Soit f: X — C une application analytique. Soit F
un faisceau pervers sur X de variété caractéristique | J,c;, T3, X et ¢ F le
faisceau des cycles proches muni de son automorphisme de monodromie
(voir [D.K]).

On obtient ainsi, par exemple, que le polynome minimal de la mo-
nodromie du germe du faisceau pervers ¥y F est constant le long des
strates d’une stratification compatible aux Y} et & f~!(0), satisfaisant
de plus la condition de fronti¢re et la condition ay de Thom.

On pourra se reporter & [B.M.M] [Sab 3| [Gn] pour le calcul de la
variété caractéristique de 15 F.
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