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La suite considerera souvent implicitement des s---densites. Par exem
ple, le noyau CM(s,noo,moo) definit un operateur CM de C(A8 M(oo)) 
clans C(A l-s M(oo )) dont !'equation fonctionnelle apparait clans le corol
laire 2.6. La formule de Green (2.1) s'ecrit simplement ainsi 

RM(s,m,m') - RM(l - s,m,m') 

(2.1)' 
=(1 - 2s) f EM(s)(m)EM(l - s)(m'). 

j M(oo) 

2.3. 

Proposition 2.2. L'application :FM qui a cp E C0 (M) associe 
la fonction meromorphe JMEM(s)(m)cp(m)d(m) E A8 (M(oo)), 
induit une isometrie du sous-espace d 'absolue continuite de tlM sur 
L2 (1/2+iR+, L 2 (A8 M( oo)), !(2s - 1)2dsj/1r), qui est une representation 
spectrale: :FMtlM = fi/2+iR+ s(l - s):FM. 

Preuve. Soit { £ M (A)} la resolution spectrale de tlM et Aun ouvert 
de R+ tel que a= {s E 1/2 + iR+, s(l - s) EA} ne rencontre pas PM. 
Soit .cp E C0 (M). 

r 1£M(A)cpj2 d.X = lim (i1r)-11 ((LlM - µ)- 1]~~!:cp, cp)d.X 
1>.EA c----tO+ A 

= (i1r)- 11 r RM(a, m, m')];-scp(m')cp(m)dm'dml(l - 2s)dsl 
sEaJMxM 

= 1 r I r EM(s)(m)cp(m)dml
2 

l(l - 2s)2dsl/1r 
sEa }M(oo) }M 

ou on a utilise la formule de Green (2.1) ; ainsi 

Pour montrer la surjectivite de :FM, il suffit de montrer que pour 
presque tout s, !'application 

est d'image dense clans L2 (M(oo),difP). Prolongeons cp E C0 (M(oo)) 
sur un voisinage de M ( oo) par une fonction constante sur les normales a 
M(oo)i et sur chaque pointe. Si u(s) coincide avec XPs-rgcp au voisinage 
de M( oo ), la fonction v(s) = (tl-s(l-s ))u(s) est a support compact sur 
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les pointes et s'annule a l'ordre s + 2 sur le bord a l'infini des entonnoirs. 
L'egalite 

L RM(s,m',m)v(s)(m)dm = u(s)(m'),~es > 1/2 

se prolonge a s E a et, en prenant les asymptotiques des deux membres 
lorsque m' --> m 00 , on obtient 

La densite de JM EM(s)C0 (M)dm clans L 2 (As M(oo)) en resulte. 
Q.E.D. 

Proposition 2.3. Pours .f_ PM U 1 - PM, ~es E (0, 1), 

Le noyau CM(s, n 00 , m 00 ), n 00 , m 00 E M 00 definit un operateur pseudo
differentiel d'ordre 2~es - 1 et admet un prolongement meromorphe 
aC. 

Remarque 2.4. Cette proposition decrit le comportement a l'infini 
de EM ( s, m 00 ). Il est singulier sur le bord M ( oo )i et cet asymptotique 
doit etre considere au sens faible : sur l'entonnoir e, la restriction de 
EM ( S, moo) a la courbe {p = t}, diffeomorphe a e( 00 )i, est identifiee a 
une distribution de e( oo) 1 , dont le developpement donne par la propo
sition contient une masse de Dirac. 

Preuve. D'apres le theoreme 1.1, EM(s, moo)(m)p(m)'g(m)-s se 

prolonge de maniere lisse a Af ( 00) X Af, prive de la diagonale de Af ( 00) X 

M(oo). 
Si m 00 est une pointe, alors, d'apres le lemme 1.2(ii), 

OU 
a(m00 ) = KM(s, m, m')(p(m)p(m'})i,-;;,!m'=moo • 

Sur la diagonale de M ( oo )i xM ( oo )i, le prolongement de EM ( s, m 00 ) 

est singulier, de singularite coi:ncidant avec celle donnee par le pro-
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longement de la resolvante sur le cylindre hyperbolique, identique a celle 
de la resolvante sur le plan hyperbolique, soit en coordonnees normales 

Pour 'PE C00 (e(oo)), a support au voisinage de Xoo, 

_ J X8 X~4J(X) -p 
I(x00 ,4J,P) - (I 12 2 2) d(J' (x) 

X - X00 + X p 8 

= J (1 + V ) 8
-

24J(x00 (l + V )-l) dv 
(jvj2 + p2)s 

a un comportement pour p ~ 0 donne par le lemme : 

Lemme 2.4. Dans D'(R), (u2 +t2)-s a un developpement asymp
totique en puissances de t au voisinage de t = 0, meromorphe ens E C. 
En particulier, pour Res < 1 

(2.2) 
I'(s - 1/2) (lul2 + t2)-s ~ lul-2s + tl-2s ___ v'Jr8(u) + o(l), 

t-+o r( s) 

OU la distribution 1u1-2s est definie par prolongement meromorphe a par
tir de {Res> -1/2}. 

Le prolongement du noyau CM(s, n 00 , m 00 ), resulte du theoreme 
1.1 et du developpement de la partie singuliere du noyau donnee dans 
le lemme 2.4 : ce noyau determine un operateur pseudo-differentiel 
( dependance holomorphe en s) d'ordre 2Res - 1. Q.E.D. 

Preuve du lemme. On a pour Re2s > 1, 

(2.3) 

OU 'Y( s) = ftr( s - 1/2)/r( s) et le reste r( s, t) = t1-2s f1;t v- 2 s [1- (1 + 
v-2 )-s]dv est nul en t = 0 avec un developpement asymptotique, valable 
aussi pour le prolongement meromorphe en s E C que donne l'ecriture 
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(2.3). On en deduit pour cp E C0 (R) 

{ cp(u)(u2 + t2)-sdu = 1 [cp(u) - cp(O)](u2 + t2)-sdu 
JR lul:<;1 

+ cp(0)[2(1 - 2s)- 1 + ,y(s)t1 - 2s + 2r(s, t)] 

+ 1 cp(u)(u2 + t 2)-sdu. 
lul:::::1 

On en deduit (2.2) sur {Res< -1}. Pour montrer !'existence du deve
loppement a l'ordre n, valable sur le demi-plan {Res< n}, on reprend 
la decomposition de l'integrale JR cp(u)(u2 + t 2)- 8 du en y introduisant 
le terme 

( i) 1 [cp(u) - L cp }O) ui](u2 + t2)-sdu 
iul:<;1 i:<;N i. 

avec un N suffisament grand. Q.E.D. 

Les fonction d'Eisenstein sont caracterisees par le lemme suivant 

Lemme 2.5. Soit m 00 E M(oo), porte par le bout b. Soit Xb une 
f onction a support dans un voisinage de b( oo), valant 1 au voisinage 
de b(oo). Soit M' une variete du meme type que M, isometrique a M 
sur un voisinage de l'infini de m 00 (M' = b ou M \ V par exemple) et 
EM, (s, m 00 ) la fonction d'Eisenstein correspondante. 
(i) EM(s, m 00 ) est caracterisee par ['ensemble des proprietes suivantes : 

(a) EM(s, moo) est meromorphe sur C, 
(b) (Ll - s(l - s))EM(s,m00 ) = 0, 
(c) EM(s,moo)-xbEM 1 (s,m 00 ) E L2 (M),Res > 1/2. 

(ii) Sur {Res > 1/2}, on a 
(2.4) 
EM(s,moo) = XbEM'(s,moo) - (LlM - s(l - s))- 1 ([Ll,Xb]EM1 (s,moo)) 

Preuve. La propriete (c) resulte du comportement a l'infini des 
fonctions d'Eisenstein decrit dans la proposition 2.4 : si Res > 1/2, la 
contribution non de carre integrable au voisinage de m 00 ne depend que 
de la composante de M( oo) contenant m 00 • Si deux fonctions verifient 
(b) et (c), alors leur difference, L2 pour Res > 1/2, est une fonc
tion propre du laplacien positif LlM avec valeur propre negative, done 
nulle. L'equation (2.4) qui en resulte est aussi valable pour tout s, car 
[ Ll, Xb] Eb ( s, m 00 ) est a support compact ( meromorphe en s) et le noyau 
de la resolvante se prolonge meromorphiquement a C. Q.E.D. 
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Definition 2.3. Le noyau CM(s,noo,moo),moo,noo E M(oo) est 
dit coefficient d 'Eisenstein et sera considere comme representant un 
operateur de C(A8 M(oo)) dans C(A1-s M(oo)). 

Corollaire 2.6. On a les equations fonctionnelles 

EM(s) = CM(l - s)EM(l - s) 

CM(s)CM(l - s) = I. 

Preuve. Par meromorphie, il suffit de montrer ces equations fonc
tionnelles pour s de partie reelle clans (0, 1), hors de PM U 1 - PM
Reprenons la formule de Green de la proposition 2.1. Lorsque m-+ n 00 , 

le membre de gauche est equivalent a 

p(m)s-rg(m) EM(s, n 00 )(m') - p(m)l-s-rg(m) EM(l - s, n 00 )(m') 

et le membre de droite a 

p(my-rg(m) r EM(l - s, moo)(m')CM(l - s, noo, moo)da'P(moo) 
JM(oo) 

- p(m)l-s-rg(m) EM(l - s, n 00 )(m') 

On en deduit 

soit 

puis 

EM(s) = CM(s)CM(l - s)EM(s). 

D'apres la proposition 2.2, EM(s)C0 (M) est dense clans L 2 (A8 M(oo)) 
pour presque tout s E 1/2 + iR+, la deuxieme equation fonctionnelle en 
resulte. Q.E.D. 

§3. Operateurs d'onde et matrice de diffusion 

Proposition 3.1. Les operateurs d'onde 
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existent et realisent une isometrie entre les sous-espaces d 'absolue con
tinuite de C!.M et l:!.M\ v : 

La matrice de diffusion SM,v(>.) diagonalisant l'operateur de diffusion 
W"' W + dans une representation spectrale de C!.M est unitairement e
quivalente a 

avec s(>.) = 1/2 + iJ>. - 1/4 ou V note la racine carree positive sur 
R+. 

Preuve. Soit 'I/; E Ccf(l/2 + iR+ \ PM,C(A8 M(oo))). Notons par 
dµ(s) la mesure 1(1- 2s)2dsl/21r sur {s E 1/2 + iR+}, de telle maniere 
que 

F'Jvr'lj; = 1 ('l/J(s),EM(s))M(oo)dµ(s). 
1/2+iR+ 

Soient 0 une fonction reguliere a support compact et Ds l'operateur 
differentiel Ds = i8s(2s -1)-1 . Apres integrations par parties 

ee-iU:i.M\V F* nl, 
M\V'f' 

= t-nJ e-its(l-s)e D;('l/;(s),EM\v(s))M(oo)dµ(s) 
1/2+iR+ 

et done, dans L2 (M), 

vu la compacite du support de l'integrant. 
Soit X une fonction reguliere sur M a support dans M \ V, constante 

egale a 1 au voisinage de l'infini. On a ainsi 

avec 
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ou l'integrale est uniformement convergente par rapport a s. 

I± ( E, 'ljJ) 

= i 1±00 J, ei(.6.M±ic:)t [~, x]e-its(l-s) ('l/J(s ), EM\ V ( s )) M(oo)dµ( s )dt 
0 1/2+iR+ 

= -J, (~M - s(l - s) ±is)-1 ([~,x]('l/J(s),EM\V(s))M(oo))dµ(s) 
1/2+iR+ 

D'apres la caracterisation du lemme 2.5, on a 

ainsi, pour s = 1/2 + ist, t > 0, E = ±1, 

(3.1) 
EM(s) =xEM\v(s) 

- lim (~M - s(l - s) - isoT1 ([~,x]EM\v(s)). 
c,-,Q+ 

Pour W+, on obtient 

W +FM\ v'l/J = xFM\ v'l/J 

-j('l/J(s), [xEM\v(s) - EM(s)])M(oo)dµ(s) 
1/2+iR+ 

= J, ('l/J(s), EM(s))M(oo)dµ(s) 
1/2+iR+ 

=FM'l/J-

Pour W_, utilisons d'abord l'equation fonctionnelle sur M \ V transfor
mant L(s, 'l/J) en 

-J, (~M - s(l - s) - is)- 1 

1/2+iR+ 

([~,x]('l/J(s),CM\v(l - s)EM\v(l - s))M(oo))dµ(s) 

puis l'expression (3.1) des fonctions d'Eisenstein EM 

L(o+,'l/J) = 

-!, ('l/J(s),CM\v(l - s) [xEM\v(l - s) - EM(l - s)])M(oo)dµ(s) 
1/2+iR+ 
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et !'equation fonctionnelle de EM 

W_FM\V1P = J, ('l,b(s),CM\v(l - s)CM(s)EM(s))M(oo)dµ(s) 
1/2+iR+ 

= J, (CM(s)*CM\v(l - s)*'l,b(s),EM(s))M(oo)dµ(s) 
1/2+iR+ 

= F,wCM(s)*CMw(l - s)*'l,b. 

L'expression de la matrice de diffusion enresulte. Q.E.D. 

§4. La formule de Krein 

4.1. Commern;ons par rappeler comment KREIN donne une for
mule de trace pour les perturbations auto-adjointes a trace d'un opera
teur auto-adjoint borne ([8]). 

Soient A, B autoadjoints, bornes clans un espace de Hilbert 'H tels 
que A-B soit a trace. Le determinant det[l+(B-A)(A-A)-1] est nul 
a l'infini et non nul sur {'smA > O}. En prenant la determination prin
cipale pour !'argument Arg (Arg 1 = 0), KREIN demontre le theoreme 
suivant: 

Theoreme 4.1. Soient A, B autoadjoints, bornes dans un espace 
de Hilbert 'H tels que A - B soit a trace. La valeur au bard 

1 
((A,B,>.) = - lim Argdet[l+(B-A)(A->.-icT1] 

7r e:-+O+ 

existe presque partout, avec convergence dans L1 . 

Pour c.p E C0 (R), l'operateur c.p(A) - c.p(B) est a trace et 

tr[c.p(A) - c.p(B)] = L ((A, B, >.)c.p'(>.)d>.. 

4.2. Avec les hypotheses precedentes, KATO a developpe une theo
rie de la diffusion non stationnaire pour le couple (A, B). Soit Pac(A) 
la projection sur le sous-espace d'absolue continuite (note 'Hac(A)). 
Les operateurs d'onde w± = s-limt-+±oo eitBe-itA Pac(A) existent et 
sont complets au sens ou ils realisent un isomorphisme isometrique en
tre les sous---espaces 'Hac(A) et 'Hac(B). L'operateur de diffusion S = 
W + W."._ se diagonalise en l'integrale hilbertienne de matrices de diffusion 

J.,.ac(A) S(A, B, >.) clans une representation spectrale J.,.ac(A) 'H(>.)dµ(>.) 

de Al Hae (A). KATO etablit de plus que la ma trice s ( A, B' ). ) est une 
perturbation a trace de l'identite, dont le determinant est exprime par 
BIRMAN ([2]) en terme de la fonction spectrale de KREIN suivant : 
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Theoreme 4.2. µ-presque partout sur crac(A), 

det S(A, B, .X) = exp(-2in~(A, B, .X) ). 

BIRMAN formule aussi une propriete d'invariance pour les operateurs 
d'onde, qui se reflete dans la matrice de diffusion par la proposition : 

Theoreme 4.3. Soit 'I/; une fonction monotone croissante sur le 
spectre absulument continu de A. Alors 

detS('l/;(A), '1/;(B), '1/;(.X)) = detS(A, B, .X). 

4.3. Soit E < 0. D'apres la proposition A, la resolvante (~M -
E)-1 est une perturbation a trace de (~M\V - E)-1. 

Lemme 4.4. La derivee logarithmique de la fonction 

DE(s) = det [1 + ((~M - E)- 1 - (~M\V - E)-1 ) 

((~M\V - E)-1 - (s(l - s) - E)-1)-1] 

( definie et holomorphe sur {Res > l}) est egale a 

et admet un prolongement meromorphe a C. 

Preuve. Notons par RH(z) la resolvante (H - z)- 1 et dA,s(.X) le 
determinant det[l + (B -A)RA(.X)]. Avant d'appliquer la formule 

aux donnees A = Re:,.M\ v ( E), B = Re:,.M ( E) et ,X = ( a-E)-1, simplifions 

l'operateur O = (a - E)-2 R 8 (.X)(B -A)RA(.X) : 

0 = (~M - E)Re:,.M(a)(Re:,.M(E) - Re:,.M\v(E))(~M\V - E)Re:,.M\v(a) 

= Re:,.M(a)(~M\V - E)Re:,.M\V(a) - (~M - E)Re:,.M(a)Re:,.M\v(a) 

= Re:,.M (a)((a-E)Re:,.M\v (a)-l)-((a-E)Re:,.M (a)-l)Re:,.M\v (a) 

= Re:,.M\V(a) - Re:,.M(a). 

On en deduit 
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soit : 

d 
dE(s) = ds log DE(s) = (2s - 1) tr [R~M\ v (s(l - s)) - R~M (s(l - s))], 

trace admettant un prolongement meromorphe d'apres la proposition 
A. Q.E.D. 

Lemme 4.5. Soit (E la fonction de dephasage spectral associee 
au couple ((~M - E)-1 , (~M\V - E)-1). La fonction T/E definie par 

rJE(a) = (E((a - E)- 1 ) sur R+ ne depend pas de E, est analytique sur 
R +, prive d 'un ensemble discret sur lequel elle a des limites a droite et 
a gauche, de difference entiere. 

Preuve. Soit 8E la fonction definie sur B = [1/2, 1] U 1/2 + iR+ 
par 8E(a-) = 'r/E(a-(1 - a-)). 8E est la valeur au bord de l/1r ArgDE(s) 
definie sur {~es > 1/2, ~ms > O}. Vu que la derivee logarithmique de 
DE(s) admet un prolongement meromorphe (independant de E) a C, 
DE (qui ne depend pas de E, on omettra son indice) est continue sur 
B a l'exception d'un ensemble discret V (les poles de D'e/ DE), ou elle 
admet cependant des limites a droite et a gauche (si le pole est simple, 
sinon elle n'est pas localement integrable, ce qui est exclus). En un point 
de V n 1/2 + iR+, le saut de 8 est entier car exp(2i1r8(a-)) est egal a la 
fonction continue detSM,v(a-(1 - a-)) ; ceci implique que les poles du 
prolongement meromorphe de D'e/ DE situes sur 1/2 + iR sont simples, 
avec residus entiers (ce qui n'etait pas evident a priori). D'autre part 
detSM,v(l/4+) = ±1 et r, est a valeurs entieres sur [O, 1/4] (avec sauts 
aux valeurs propres de ~M, ~M\ v correspondant aux multiplicites), ce 
qui entraine aussi l'integralite du saut de r, en 1/4. Q.E.D. 

4.4. 11 s'agit maintenant de rassembler les differents resultats e
nonces precedemment pour terminer la preuve de la proposition B. 

Les operateurs CM ( s) et CM\ v ( s) ont exactement meme partie sin

guliere, ainsi CM ( s )-1c M\ V ( s) est-il une perturbation de l'identite par 
un operateur regularisant, ie. trac;;able, avec dependance meromorphe. 

Appliquons la formule de KREIN a une fonction 'PE,s, ~es >" 1 
reguliere a support compact telle que 'PE,s(u) = (u- 1+E-s(l-s) )-1 sur 
[o,E- 1]. La fonction (E est nulle en dehors de l'intervalle [O,(-E)- 1]. 
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On a done, pour ~es> 1, 

-E-1 

tr [RilM(s(l - s)) - RilM\v(s(l - s))] = 1 fr(>..)cp'e,s(>,)d>.. 

_ ~ m;.,M,v + ~ mµ 
- ~ >..-s(l-s) ~ µ-s(l-s) 

>.<1/4 R>µ?_l/4 

+ JR ..!!:_ log det SM,v(>..) d>.. 

1; 4 d>.. 2i1r >.. - s(l - s) 

La premiere somme porte sur !'ensemble fini (>..)>.< 1; 4 des valeurs propres 

(de multiplicite m;.,M, m>.,M\ v ; on a m;.,M,v = m;.,M - m>.,M\ v = 
.6.77(>..)) des laplaciens .6.M,.6.M\V dans l'intervalle (0, 1/4), la seconde 
sur !'ensemble (µ, mµ) des discontinuites de 77 avec saut .6.77(µ) = mµ 
(qui correspondent aux pole/zeros p de TM,v(s) sur {~es = 1/2} via 
µ=p(l-p)). 

Avant de transformer la derniere integrale IR(s), rappelons que, 
d'apres la proposition 3.1, les operateurs 

sont unitairement equivalents. Notons 

D'apres !'equation fonctionnelle des coefficients d'Eisenstein, la derivee 
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du[EM,v(l/2 + iu)] est paire. Ainsi, en posant R = JR-1/4, 

1 1R dcM,v . idu 
h(s) = 2i1r o ~(1/2 + iu) u2 + (s - 1/2)2 

l 1R dcM,v l 2 . 1 
2i1r O ~( / + iu)(s - (1/2 + iu) 

1 ) idu +----- ---
s - (1/2 - iu) 2s - 1 

1 1 J,l/2+iR de d( 
=---. M,V(()-

2s - 1 2m 1; 2-iR d( s - ( 

_ 1 ~ mp 1 { dcM,v ( d( 
- 2s - 1 [ L:-,, s - p - 2i1r Jr_ ~ ( ) s - (] 

(R) R 

On a designe par r R le demi-cercle r R = {1/2 + iRei0 , O :S 0 :S 
1r} et la somme porte sur !'ensemble {p, mp} des poles et zeros de 

det[CM\ v(s)- 1CM(s)] dans le demi-disque borne par r f,,Ul/2+[-iR, iR]. 
En faisant R --+ oo, on retrouve le prolongement meromorphe a C de la 
trace TM, v. 

Soit st,v = {(p,mp)} (resp.SM,v,S~,v) !'ensemble des poles et 

zeros (avec multiplicite) de det[CM\v(s)-1CM(s)] dans le demi-plan 
{~es< 1/2} (resp. de TM,v(s) sur {~es= 1/2}, du produit IL<i;4 (>.
s(l - s) )m>-,M,v) et 

Convenons d'ecrire npES (s - p)mp une fonction meromorphe sur 
M,V 

C dont !'ensemble des zeros/poles avec multiplicite co'incide avec SM,v 
( definie par exemple sous forme d'un produit de Weierstrass, dont nous 
ne pouvons limiter l'ordre pour !'instant). Alors, il existe une fonction 
entiere FM,V telle que, pours EC, 

ce qui acheve la preuve de la proposition B. Q.E.D. 

Remarque 4.1. Si ,,\ est une valeur propre au moins egale a 1 / 4 
de /:l M ou l:l M\ v, alors elle determine deux points (p et 1 - p tels que 
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>. = p(l - p)) de SM,v· Nous soup<;onnons que cela exhaut ce spectre 
(avec multiplicite), mis a part le point 1/4. 

§5. Fibres plats a l'infini 

5.1. Soit ~(M) = (~ -----, M, (, )r;., v'r;.) un fibre hermitien de rang 
dr;., avec connexion hermitienne v' r;.- On suppose que, a l'infini, M est 
hyperbolique et le fibre~ plat. La theorie precedente s'adapte aisement 
a ce cadre. Soit fir;, le laplacien brut associe a la connexion v' r;. : la forme 
quadratique det_erminee par fir;, est 

sur un domaine, sous-espace de sections H 1 ( ~) determine par des con
ditions Dirichlet/Neumann sur le bord de M. Soit fir;,• le laplacien (avec 
memes conditions au bord si Mesta bord) sur le fibre dual C correspon
dant: (fir;,u,v) = (u,fiev)r;.,r;.• si (,)r;.,r;.• designe le crochet de dualite 
entre ~ et C- Le noyau Rr;.(s,m,m') de la resolvante (fir;, - s(l- s))-1 

est considere comme une section du fibre ~ t8J C sur M x M : ainsi 
Rr;.(s,m,m') = Rr;.•(s,m',m). 

Soit ~(oo) le fibre de base M(oo) de rang dr;. sur M(oo)i et dr;.(p00 ) 

sur la pointe p00 si dr;,(p00 ) est la multiplicite de la valeur propre 1 de 

l'holonomie de ~ pour un lacet entourant la pointe p 00 • Soit ~ l'espace 
singulier ~ U ~ ( oo) au-dessus de M : sur un voisinage p de la pointe p00 , 

~IP= cddPoo) X p EB e (avec holonomie dee sans valeur propre egale a 

1 autour de Poo), ~pest alors egal a cddPoo) x pEB e1p· Une section de~ 
est lisse au voisinage de la pointe p00 si sa composante le long de ( est 
plate en p00 • Toutes les propositions enoncees precedemment clans le cas 
scalaire restent valables pour ~ en remplacant au besoin M, M ( oo) par 

~' ~(oo). 
Par exemple, les sections d'Eisenstein Er;.(s, m 00 )(m) sont definies 

par 

Er;.(s, m 00 )(m) = lim Rr;.(s, m', m)p(m')'g(m')-s 
m 1 ---+mcx:i 

comme section du fibre ~(oo) t8J C de base M(oo) x M. La formule de 
Green (2.1) devient 

Rr;.(s,m',m)-Rr;.(l-s,m',m) = (1-2s) f Er;.(s)(m)Er;.,(l-s)(m') 
j M(oo) 
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ou le produit entre sections de (As M( oo) ® ~( oo )) [8J ~ et (A l-s M( oo) ® 
C ( oo)) [8J C est induit par celui entre s et (1 - s )-densites et la dualite 
entre ~ ( oo) et C ( oo) . 

La representation spectrale de la proposition 2.2 associe a la section 
r.p de ~ le representant 

JM Et;,(s)(m)r.p(m)dm 

E £ 2 (1/2 + iR+, L 2 (A 8 M( oo) 0 ~( oo ), I (2s - 1) 2 dsl/1r )). 

Le coefficient d'Eisenstein Ct;,(s), dont le noyau Ct;,(s,n00 ,m00 ) est 
une section de (A1-sM(oo) ® C(oo)) [8J (A 1-sM(oo) ® ~(oo)), est un 
operateur de C(A 8 M(oo) ®~(oo)) sur C(A1-sM(oo) ®~(oo)) qui verifie 
les equations fonctionnelles 

Et;,(s) = Ct;,(1 - s)Et;,(l - s) 

Ct;,(s)Ct;,(1- s) = 1. 

5.2. La proposition A reste valable pour l'operateur 

Tt;,,V = (~t;,(M) - s(l - s))- 1 - (~t;,(M\V) - s(l - s))- 1 

qui opere sur l'espace L 2 (M, Cd)(-::: £ 2 (~)). Les operateurs ~t;,(M) et 
~t;,(M\ V) designent des laplaciens avec des conditions au bord convenable 
sur les bords 8M et 8(M \ V) (sur deux composantes du bord de M \ V 
en regard, les conditions au bord ne sont pas necessairement les memes). 
De meme, la proposition B se generalise suivant : 

Proposition Bt;,. Soit M surface de topologie finie et hyperbolique 
au voisinage de l'infini. Soit ~ -+ M un fibre complexe hermitien avec 
connexion v't;, ( et son laplacien brut ~t;, associe;, plat a l 'infini. Soit 
Ct;,(s) le coefficient d'entrelacement des sections d'Eisenstein associees 
au laplacien ~t;,- Soit V une courbe reguliere compacte de M. 
(i) L'operateur Ct;,(s)Ct;,(M\V)(s)- 1 - 1 de L 2 (A 8 M(oo) ® ~(oo)) est a 
trace, meromorphe en s E C 
(ii) Soit S[,v = {(p, mp)} ['ensemble des poles simples p avec residu 

mp de (2s - l)Tt;,,v(s) sur {Wes= 1/2}, Sf,v = {(p, mp)} (resp. Sf_v) 

l'ensemble des poles et zeros (avec multiplicite) de 

det[Ct;,(M\ V) (s )- 1Ct;,(M) (s )] 

dans le demi-plan {Wes < 1/2} (resp. du produit fh<i;4 (>.. - s(l -

s)) 8m«M),v(.\) avec 8mt;,(M),v(>..) = mt;,(M)(>..) - mt;,(M\V)(A)) et St;,,v 

l'union de Sf,v, S[,v et Sf,v· 
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Si I1pES~.v (s - p)mp designe une fonction meromorphe sur C dont 

[ 'ensemble des zeros/poles ( avec multiplicite) est St:,,v, alors il existe une 
fonction entiere Ft:,,v telle que 

§6. La formule de traces exacte 

6.1. On etablit ici la formule de traces exacte de la proposition C 
pour un fibre plat ~ de rang dt:, de base une surface hyperbolique M a 
bord totalement geodesique compact. Nous commem;ons par exprimer 
les domaines des operateurs avec conditions de Neumann/Dirichlet en 
termes d'espaces de fonctions equivariantes sur H2 relativement a une 
representation unitaire du grouper tel que M = H2 /I'. 

6.2. Soit M variete connexe dont le bord fJM compte n com
posantes connexes (Ni)i=l · Soit Sn !'ensemble des points { ±1 }n dans 

Rn et Gn le groupe {±l}n. On introduit la variete sans bord M = 
I1sESn Ms/ rv OU on a identifie la composante Ni du bord fJMs avec Ni 

de M:s si i = i et le vecteur s - s est parallele au iieme axe de coor
donnees. L'action naturelle de Gn sur Sn induit une action isometrique 

sur M : si x E Ms et u E Gn, ux est le point correspondant de Mas 
( cette action est compatible avec les identifications). On retrouve M 
comme quotient de M par Gn. Si M designe le revetement universe! de 
M, une symetrie u de M se releve en une isometrie a de M et, comme 

sous-groupe de Isom( M), le sous-groupe r engendre par les a et 1r1 ( M) 
est discret. 

Soit ~ ------> M un fibre de rang dt:,, plat et hermitien de base M. On 

en deduit par la construction precedente un fibre plat f, ------> M dont 

la donnee est equivalente a celle d'un morphisme (note encore) f, de 

1r1 (M) dans le groupe unitaire U(dt:,). Si fJ------> M est un fibre et u une 

transformation de M, (releve en a comme transformation de M) il existe 
un endomorphisme O"iJ de fJ au dessus de u si et seulement si le morphisme 

associe fJ verifie: fJ(a')'a- 1 ) = i)(,'), \/')' E 1r1 (M). C'est le cas pour les 

symetries u induites par Gn et les fibres f, issus de fibres sur M comme 

precedemment. Un tel morphisme f,, conjointement avec un caractere c 

de Gn, donne un morphisme e"' de r : e'(!'a) = ((!')c(u). A la donnee 
dee est associee !'extension auto-adjointe (notee ~f,e(M)) du laplacien 
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llM symetrique sur C0 (M \ 8M, f,) de domaine 

qui s'interprete comme le laplacien avec conditions de Dirichlet sur les 
composantes de bord Ni telles que Ei = -1 et conditions de Neumann 
smon. 

Si M est non connexe, Ll(;'(M) (le Esera desormais implicite) notera 
la somme directe des laplaciens definis sur les composantes connexes de 
M. Si on decoupe M le long d'une courbe V, alors le choix de conditions 
de Dirichlet ou Neumann sur les diverses composantes de bord revient a 
choisir un( e famille de morphismes) f,6 (la condition sur les deux bords 
de part et d'autre d'une composante de V n'est pas necessairement la 
meme). 

Pour la validite de la proposition C , il faut definir les fonctions zeta 
Z(;' de maniere appropriee relativement au choix des conditions au bord 
determinees par E. Pour un lacet (oriente) C, notons par t,c (classe de 
conjugaison clans U(dt;)) l'holonomie du fibre f, le long de C, relativement 
a la condition au bord E : on developpe le fibre f, le long du lacet C, avec 
multiplication par -1 a chaque reflexion sur une composante de bord 
Dirichlet ; si a C correspond la classe be], l'holonomie est donnee par 
f,0 = [f,6 ("Ye)]. Le facteur zeta qui lui est associe est defini par 

Z(;e(C)(s) = IT det[l - (-l)ickf,ce-lc(s+kl]. 
k2'.0 

Quant a un lacet C du bord, on pose 

Ze,(C)(s) = eccd1;lc/8 IT det[l _ t,ce-lc(s+2k+(l-ec)/2)] 

k2:0 

avec Ee = 1 ou -1 suivant que la condition au bord sur la composante 
C est Neumann ou Dirichlet. 

6.3. Soit M connexe a bord geodesique compact et V courbe geo
desique compacte de M. La surface M est le quotient de H2 par un 
groupe discret r 0 d'isometries. Soit V 0 un domaine fondamental a bord 
geodesique pour l'action de r 0 . Relevant V clans Vo en V, on obtient 
des domaines V 1 , ... , Vrn (non necessairement connexes) se projetant 
sur les composantes connexes 0 1 , ... , Orn de M \ V. 

Il existe une suite (r j) de group es uniformisant ( 0 j) de maniere 
compatible avec r: Vj est un domaine fondamental pour l'action de rj 
et H 2 /rj c:::. Oj ; sip est une pointe de Mj, les sous--groupes paraboliques 
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maximaux dans r et rj fixant p00 E 'D00 (se projetant sur p(oo) E 

M( oo )0 ) co:incident. 
Soit Xt la fonction caracteristique de la partie {p 2:: t} de M. La 

restriction a la diagonale du noyau kt de Xt[(~((M) - s(l - s))-1 -

(~((M\V) - s(l - s))-1]:Xt est donnee par 

Xt(z)( L fo('Yo)RH2(s,z,')'oz') 
1'0Ero 

m 

- LXDj(z) L lj('Y1)RH2(s,z,')'1Z1)Xvj(z)) 1z=z'· 

j=l ')'jErj 

Les termes provenant de l'identite s'annihilant, il reste une somme 
de termes qu'on regroupe suivant les classes de conjugaison b? ]rj diteres 
d'elements primitifs hyperboliques et paraboliques des differents groupes 

Pour ')'J dans r j, notons Zr j (1'j) son centralisateur dans r j, avec 
domaine fondamental 'D( Zrj (1'j)). A l'ordinaire, on transforme l'inte
grale 

en 

l L trl('l/J)Xt(z)RH2(s,z,'lj;z)dz 
3 ,/,Ehj]rj 

trl('YJ) r x;j(z)RH2(s,Z,')'jZ)dz, 
Jv(Zrjbj)) 

ou x;j note !'extension rj-invariante de Xt (initialement) definie sur 'Dj-
Les termes paraboliques sont regroupes naturellement suivant la 

pointe p qu'ils fixent. Soit par exemple p E M 1 , le domaine 'Do etant 
tel que p( oo) se releve en p00 , avec stabilisateur f 0 engendre par 1'oo de 
domaine fondamental 'D00 • Les holonomies fo(,'00 ) et 6 (1'00 ) co:incident, 
on notera l(1'00 ) cette holonomie. L'integrale 

It(P,l) = L 1/z Xt(z) L trfo('l/Jo)RH2(s,z,'l/;oz)dz 
nEZ* 'Do ,PoEb:-::Olro 

est transformee en 
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Representons H 2 par le demi-plan de Poincare et normalisons r de 
maniere ace que 100 z = z + l avec 'D00 = {O S lRez S 1 }. Le voisinage 
{p st} de la pointe p correspond a la bande {<smz 2: 1/t}. Ainsi, pour 

t S 1, la fonction xf0 - xf1 est a support clans {O S lRez S 1, <smz S 1 }, 
domaine sur lequel I:nEZ* RH2(s,z,z+n) est integrable. On en deduit 
limt__,0+ It(P, ~) = 0 et la trace 

Ti;,M,v(s) = t~1g+ tr[:Xt((Ai;(M) ~ s(l - s ))-1 - (Ai;(M\V) -s(l- s))- 1 ):Xtl 

se reduit a la somme des contributions des elements hyperboliques et 
ceux renversant l'orientation. 

Si "/j est un tel element, l'integrale 

r RH2 (s, z, "/jZ)dz 
fv(Zri(''/j)) 

(ainsi que la somme de ces integrales sur l'ensemble des "/j) est absol
ument convergente, ce qui permettra de passer a la limite t = 0. Les 
contributions de ces elements sont donnees par le lemme suivant, dont 
nous omettrons la demonstration classique ( [ 17]) : 

Lemme 6.1. Soit 'Y isometrie directe hyperbolique de multiplica
teur e1-Y et (J''Y la symetrie geodesique par rapport a l'axe de 'Y· 

I('Y,n) = { RH2(s,z,1nz)dz 
lvch)) 

Nous regroupons ces differents termes suivant les geodesiques (primi
tives orientees) des surfaces O j = H2 /f j. Pour une geodesique C de 
0 = H 2 /r, soit 'Ye un element hyperbolique primitif dont l'axe (oriente 
vers le point fixe attractif de "(c) se projette sur C, avec commutateur 
Zr('Yc) clans r. On ales alternatives suivantes: 
(i) Zr('Yc) est monogene engendre par 'YC· Si "(c conserve (renverse 
resp.) l'orientation, alors C a un nombre d'intersection ic avec le bord 
pair (impair resp.), 
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(ii) Zr(r'e) est engendre par une isometrie directe hyperbolique 'Yo et 
par la symetrie a0 d'axe A(1'0 ). La geodesique C est une geodesique du 
bord de 0. 

A C du premier type est associe le paquet de contributions hyper
boliques 

L tr~(r'e)nI(r'e,n) 
nEN* 

OU 

L [tr~(1'2P)I(r'ea-y0 , 2n) + 2tr~(1'bn- 1 )I(1'eaw, aw, 2n - 1)] 
nEN* 

suivant que 'Ye conserve ou non !'orientation, de somme egale a 
l d 

2s - 1 ds log[Ze(C)(s)] 

et au couple (C, -C) d'une geodesique C bordant M 

'""' tr~h'c) '""' n ) ( ) ~ 2 I(r'e, n) + ~ tr~(r'ea-y0 I 'Ye, a-y0 , n 
nEZ* nEZ 

2 d 
= ---d log[8Ze(C)]. 

2s -1 s 

La proposition C pour un fibre~ avec conditions au bord c, est ainsi 
demontree: 

Proposition 6.2(Cee ). Soit M une surface de topologie finie, a 
courbure constante - l et V une courbe geodesique compacte de M. Soit 
~ un fibre plat sur M et Te,v(s) = (~1;e(M) - s(l - s))-1 - (~ee(M\V) -
s(l-s))-1 . 

l d 
tr Te v(s) = ---d log[Zee(s)/Z1;e(M\V)(s)]. 

' 2s - 1 s 

§7. Spectres des longueurs 

7.1. Soit M une surface hyperbolique de geometrie finie. Desi
gnons par 7rM la fonction de comptage associee au spectre des longueurs 
de M, ie. 1rM(l) = #{C,le::; l} et soit hM l'entropie du flot geodesique 
sur M. 

Si M est hyperbolique (egale a H 2 /f), l'entropie hM est egale a 
l'exposant de Poincare 8r de r, ie. l'abscisse de convergence (inde
pendante de z) des series I:-yEr e-d(z,-yz). Cette entropie est strictement 
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superieure a 1/2 si et seulement si le laplacien !::i.M (avec conditions de 
Neumann si M est a bord) a comme minimum spectral AM une valeur 
propre isolee : clans ce cas (par exemple si M est compacte ou a une 
pointe), la relation AM = hM(l - hM) est verifiee. 

Proposition 7.1. Soit M surface hyperbolique de geometrie finie. 
On a l'asymptotique 

Preuve. Si hM :S: 1/2 (et alors M est necessairement sans pointe 
non compacte), la dynamique du flot geodesique est decrite symbolique
ment en termes d'une suspension d'un sous-decalage et LALLEY ([9]) 
demontre ainsi l'asymptotique de la proposition. 

Si hM > 1/2, nous utilisons, a l'ordinaire, le theoreme tauberien 
d'Ikehara avec le lemme suivant, consequence directe de la proposition 
C et du cas des surfaces M d'aire finie. 

Lemma 7.2. La fonction 

est holomorphe sur le demi-plan {)Res > 1/2}. 
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