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La suite considérera souvent implicitement des s—densités. Par exem-
ple, le noyau Cps (8, Moo, Moo) définit un opérateur Cps de C(A®M(c0))
dans C(A'™*M(o0)) dont ’équation fonctionnelle apparait dans le corol-
laire 2.6. La formule de Green (2.1) s’écrit simplement ainsi

Rup(s,m,m’) — Ry (1 — s,m,m’)

(2.1)/ :(1 _ 28) /M( ) EM(s)(m)EM(l — 3)(777,’).

2.3.

Proposition 2.2. L’application Fpr qui ¢ ¢ € C§°(M) associe
la fonction méromorphe [,, Ep(s)(m)p(m)d(m) €  A°(M(00)),
induit une isométrie du sous—espace d’absolue continuité de Ap; sur
L2(1/2+iR*, L2(ASM(00)), |(2s — 1)2ds| /), qui est une représentation
spectrale : FpyrApy = f1/2+iR+ s(1—8)Fum.

Preuve. Soit {Ep(A)} la résolution spectrale de Ajs et A un ouvert
de R tel que a = {s € 1/2 +iR™*,s(1 — s) € A} ne rencontre pas Py.
Soit ¢ € C§°(M).

/ e Wedx = Tim (im) ™ [ ((Aar = ) i )

Y A

(im) / / Ry (o, m,m" )] *p(m’)(m)dm’dm|(1 — 2s)ds|
€a J Mx

= [ o U Btcmssorsn

|(1 - 2s)2ds|/m
ou on a utilisé la formule de Green (2.1) ; ainsi

[ temepin=[ [ (Fpli - 2o2dslx
A€A s€a J M(o0)

Pour montrer la surjectivité de Fuy, il suffit de montrer que pour
presque tout s, 'application

peCF(M —>/ Ep (s, moo)(m)p(m)dm

est d’image dense dans L?(M(c0),d5”). Prolongeons ¢ € C§°(M (o))
sur un voisinage de M (co) par une fonction constante sur les normales &
M (0); et sur chaque pointe. Siu(s) coincide avec xp® "8y au voisinage
de M (c0), la fonction v(s) = (A—s(1—s))u(s) est a support compact sur
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les pointes et s’annule & ’ordre s+ 2 sur le bord & I'infini des entonnoirs.
L’égalité

/ Ry(s,m',m)v(s)(m)dm = u(s)(m’), Res > 1/2
M

se prolonge & s € a et, en prenant les asymptotiques des deux membres
lorsque m’ — Mo, On obtient

/M En (s, Mmoo )(m)v(s)(m)dm = p(meo).
La densité de [, En(s)C5°(M)dm dans L?(A®M(c0)) en résulte.
Q.E.D.

Proposition 2.3. Pour s € Ppy U1 — Py, Res € (0,1),

1—s—r S—T,
p g g

p
55— 1 onee (Mo0)

1—s,- ).
25__1CM( s,,moo)—i-o(p)

EM(svao) =

Le noyau Cpr(8, Moo, Moo )y Moo, Moo € Moo définit un opérateur pseudo—
différentiel d’ordre 2Res — 1 et admet un prolongement méromorphe
aC.

Remarque 2.4. Cette proposition décrit le comportement a U'infini
de Epr(s,mso). Il est singulier sur le bord M (o0); et cet asymptotique
doit étre considéré au sens faible : sur ’entonnoir e, la restriction de
En(s,ms) & la courbe {p = t}, difféomorphe & e{co)1, est identifiée &
une distribution de e(00);, dont le développement donné par la propo-
sition contient une masse de Dirac.

Preuve. D’aprés le théoréme 1.1, Epr(s,moo)(m)p(m)8™ =5 se
prolonge de maniere lisse & M (co) x M, privé de la diagonale de M (co) x
Si meo est une pointe, alors, d’apres le lemme 1.2(ii),

p(m)~°

T T Umeo)p(m) T (1 +0(p)) M me

En (s, Mmoo )(m) =

a(moo) = K (s, m,m")(p(m)p(m))ir2 -

Sur la diagonale de M (co);xM (00)1, le prolongement de Eps(s, M)
est singulier, de singularité coincidant avec celle donnée par le pro-
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longement de la résolvante sur le cylindre hyperbolique, identique a celle
de la résolvante sur le plan hyperbolique, soit en coordonnées normales

ca(s)4°x s p®
(e — ael? + a27)"

Pour ¢ € C*(e(o0)), & support au voisinage de Zoo,

2°z.p(2) -
I(.’Eoo, ©s p) = / (Ix _ $ooi2 + $2p2)5 do’p(;z;)

:/<1+v)s‘2s0(woo(l+v)‘1)dv
(ol + 72

a un comportement pour p ~ 0 donné par le lemme :

Lemme 2.4. Dans D'(R), (u?+t?)~° a un développement asymp-
totique en puissances de t au voisinage de t = 0, méromorphe en s € C.
En particulier, pour Res < 1

(2.2) (Jul® +#2)~° s |u| 2% + tl*%FLsf:(_—s;—/fz—)ﬁ&(u) +0(1),

—2s

ot la distribution |u| est définie par prolongement méromorphe a par-

tir de {Res > —1/2}.

Le prolongement du noyau Cp(s, Moo, Meo), Tésulte du théoréme
1.1 et du développement de la partie singuliére du noyau donnée dans
le lemme 2.4 : ce noyau détermine un opérateur pseudo—différentiel
(dépendance holomorphe en s) d’ordre 2Res — 1. Q.E.D.

Preyve du lemme. On a pour Re2s > 1,
(2.3)
1/t 0o 0o
/ (1+v%)%dv = / (1 —l—v2)_sdv—/ (1+v%)"*dv
0 0 1

/t
=7(s8)/2+t*37H{(1 — 28)7 + (s, 1)}

olt v(s) = v/7(s—1/2)/T(s) et le reste r(s,t) = 1728 flo/cl vl (1+
v72)75]dv est nul en t = 0 avec un développement asymptotique, valable
aussi pour le prolongement méromorphe en s € C que donne ’écriture
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(2.3). On en déduit pour ¢ € C°(R)

/R () (u? + ) *du = / () — 9(0))(u +12)~*du
+ @(0)[2(1 — 28) 1 + y(s)t' 72 + 2r(s, 1))

+ / o(u)(u? + t2)"*du.
(u|>1

On en déduit (2.2) sur {Res < —1}. Pour montrer 'existence du déve-
loppement & l’ordre n, valable sur le demi—plan {Res < n}, on reprend
la. décomposition de lintégrale [, ¢{u)(u® + t?)"*du en y introduisant

le terme
(@) .
/l I<1[<p(u) - Z C'D_—'(O)uz](u2 +t3)"°du

= ¢
avec un N suffisament grand. Q.E.D.

Les fonction d’Eisenstein sont caractérisées par le lemme suivant

Lemme 2.5. Soit mo € M(00), porté par le bout b. Soit xp une
fonction a support dans un voisinage de b(co), valant 1 au wvoisinage
de b(co). Soit M’ une variété du méme type que M, isométrique & M
sur un voisinage de Uinfini de moo (M’ =b ou M \'V par exemple) et
Ep(s,meo) la fonction d’Eisenstein correspondante.

(i) Erm(s,mso) est caractérisée par l’ensemble des propriétés suivantes :

(a) Enm(s,mo) est méromorphe sur C,
(b) (A—-3s(1—3))Epm(s,mu) =0,
(€) Eum(s,moo) — xoEr (s,mo0) € L2(M),Res > 1/2.

(ii) Sur {Res > 1/2}, on a
(2.4)
Ep(s,moo) = X Earr (5,m00) = (Anr — 5(1 = 5)) 7 ([A, x6] Enr (5, M)

Preuyve. La propriété (c) résulte du comportement & 'infini des
fonctions d’Eisenstein décrit dans la proposition 2.4 : si Res > 1/2, la
contribution non de carré intégrable au voisinage de m, ne dépend que
de la composante de M{oo) contenant moo. Si deux fonctions vérifient
(b) et (c), alors leur différence, L? pour Res > 1/2, est une fonc-
tion propre du laplacien positif Aps avec valeur propre négative, donc
nulle. L’équation (2.4) qui en résulte est aussi valable pour tout s, car
(A, xb] Eb(s, Moo ) est & support compact (méromorphe en s) et le noyau
de la résolvante se prolonge méromorphiquement & C. Q.E.D.
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Définition 2.3. Le noyau Cpr(8, Moo, Moo ), Moo, Moo € M (00) est
dit coefficient d’Eisenstein et sera considéré comme représentant un
opérateur de C(A°M (00)) dans C(A'~°M (o).

Corollaire 2.6. On a les équations fonctionnelles

EM(S) - CM(l - S)EM(l - S)
Crr(s)Car(1—s) =1.

Preuve. Par méromorphie, il suffit de montrer ces équations fonc-
tionnelles pour s de partie réelle dans (0,1); hors de Py U1 — Pyy.
Reprenons la formule de Green de la proposition 2.1. Lorsque m — n,
le membre de gauche est équivalent &

p(m)* B By (s, m00) (1) — p(m) =8 Epr(1 — 5, n00) (m)

et le membre de droite a

p(mn)® &™) / En(1 = 8,m00)(m!)Car (1 = 8, Moo, Moo ) dT (o)
M(c0)

= p(m)' T Epg(1 = 5,00) ()

On en déduit

Eym(s,ne) = / En(1—8,m00)Car(1 — 8, Moo, Moo ) AT (Moo

M (c0)

soit
EM(S) =Cp(1— S)EM(I — S)

puis

EM(S) = CM<S)CM(1 - S)EM(S).
D’apres la proposition 2.2, Ep(s)C§°(M) est dense dans L2(ASM (o00))
pour presque tout s € 1/2+iR*, la deuxiéme équation fonctionnelle en
résulte. Q.E.D.

§3. Opérateurs d’onde et matrice de diffusion

Proposition 3.1. Les opérateurs d’onde

Wi = slimy_to0 €2M e H2MV P, (App )
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existent et réalisent une isométrie entre les sous—espaces d’absolue con-
tinuité de App et Appy -

W+fX4\V = fj\k/f ) W—f;\(/l\v = -7:;\(/[ - CM(S)*CM\V(]- — 8)*.
1/2+4%

La matrice de diffusion Spr v (X\) diagonalisant Uopérateur de diffusion
W*W, dans une représentation spectrale de Ajp; est unitairement é-
quivalente a

[ eanv(s) i eats)

1/4

avec s(\) = 1/2 +i\/A—1/4 ot 4/ note la racine carrée positive sur
RT.

Preuve. Soit ¥ € C°(1/2 + iR™ \ Pp,C(A*M(00))). Notons par
dp(s) la mesure |(1 — 2s)2ds|/2m sur {s € 1/2 + iR}, de telle maniére
que

1/2+iR+

Soient 6 une fonction réguliére a support compact et D, 'opérateur
différentiel D, = i09,(2s — 1)~!. Apres intégrations par parties

e 12 iy

= ¢ / #9099 DR (s, Exnyv(5) at ey duls)
1/2+iR+

et donc, dans Lz(M)a
eitAMoe_itAM\Vf;\(d\V’ll) =o([t|”*) , [t| = o0

vu la compacité du support de 'intégrant.
Soit x une fonction réguliére sur M & support dans M \ V, constante
égale & 1 au voisinage de l'infini. On a ainsi

WifX/[\qub — t_l}gloo eitAMxe_itAM\Vf;\(/[\V’l/)
= xFi lim I.
X M\vd’ + si,%h +(s,9)

avec

+oo
Ii(e, ) =i / e AMERNIA ylemHAMWY T\ bt
0
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oll Vintégrale est uniformément convergente par rapport a €.
I,

(e, 9)

ﬂ:m . . .

— Z/ /ez(AM:i:ze)t[A’ X]efzts(l—s) <'l[)(8), EM\V(S»M(oo)d;UJ(S)dt
0 1/24iR+

== [ (B = (1 = ) i) (A N(E), By (6D s o)
1/24+iR+

D’apres la caractérisation du lemme 2.5, on a
En(s) = xEmv(s) — (Ap — s(1 — )7 ([A, x| Ean\v (s))
ainsi, pour s = 1/2 + iet,t > 0,e = +1,

Enm(s) =xEum\v(s)
— lim (Ap = s(1 — 8) —iea) T ([A, X]Eanyv (5))-

a—0t

(3.1)

Pour W,., on obtient
WiFinv¥ = xFanv¥

- / (W0(), By () = Ene(5)]) ooy dials)

J2+iR*

:/<¢(.3),EM(5)>M(oo)d/1'(s)
1/2+iR+
= Frt.

Pour W_, utilisons d’abord 1’équation fonctionnelle sur M \ V' transfor-
mant I_(g,9) en

—/ (Apr — s(1 —s) —ie)™?!
1/24+:R*

(A, x)(%(s), Canyv (L = ) Ea\v (1 = 5)) a1 (o0) ) ()
puis Pexpression (3.1) des fonctions d’Eisenstein Eps
I_(0%,9) =

- / (W(s), Canv (1 = 8) [xErm\v (1 = 8) = Er(1 = 5)]) mr(o0) dpa(s)
1/2+:Rt
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et ’équation fonctionnelle de Ejs

W Finw= [ (00, Can (1 a5 Ea () s ics)

= [ (e a1 = )7 (5), Baa()) o)

1/2+iRt
= FuCum(s) Can\v (1 — 8) 9.
L’expression de la matrice de diffusion en résulte. Q.E.D.

§4. La formule de Krein

4.1. Commencons par rappeler comment KREIN donne une for-
mule de trace pour les perturbations auto—adjointes a trace d’un opéra-
teur auto—adjoint borné ([8]).

Soient A, B autoadjoints, bornés dans un espace de Hilbert H tels
que A — B soit & trace. Le déterminant det[1+ (B — A)(A—A)~!] est nul
a l'infini et non nul sur {SmA > 0}. En prenant la détermination prin-
cipale pour argument Arg (Arg1l = 0), KREIN démontre le théoréme
suivant :

Théoréme 4.1. Soient A, B autoadjoints, bornés dans un espace
de Hilbert H tels que A — B soit a trace. La valeur au bord

£(A,B,)\) =— hm Argdet[l + (B — A)(A — X —ie) ]
T e—0
existe presque partout, avec convergence dans L.
Pour p € C§°(R), lopérateur p(A) — ¢(B) est a trace et

tefp(A) — p(B)] = /R £(A, B, )¢/ (\)dA.

4.2. Avec les hypotheses précédentes, KATO a développé une théo-
rie de la diffusion non stationnaire pour le couple (A, B). Soit P,.(4)
la projection sur le sous—espace d’absolue continuité (noté Ha.(A)).
Les opérateurs d’onde Wi = s—limy 1o, e?*Be 4P, (A) existent et
sont complets au sens ou ils réalisent un isomorphisme isométrique en-
tre les sous—espaces Hao(A) et Hac(B). L'opérateur de diffusion S =
W,.W?* se diagonalise en l'intégrale hilbertienne de matrices de diffusion
fdac( 4)S(A, B, ) dans une représentation spectrale fau( Ay H(A)dp(X)
de Aj3, (a)- KATO établit de plus que la matrice S(A, B,\) est une
perturbation a trace de l'identité, dont le déterminant est exprimé par
BIRMAN ([2]) en terme de la fonction spectrale de KREIN suivant :
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Théoréme 4.2. pu-presque partout sur oac(A),
det S(A, B, X) = exp(—2in€(A, B, \)).
BIRMAN formule aussi une propriété d’invariance pour les opérateurs
d’onde, qui se reflete dans la matrice de diffusion par la proposition :

Théoréme 4.3. Soit Y une fonction monotone croissante sur le
spectre absulument continu de A. Alors

det S((A), ¥ (B),¥(\)) = det S(A, B, A).
4.3. Soit E < 0. D’apres la proposition A, la résolvante (A —
E)~! est une perturbation & trace de (Appny — E) 7L
Lemme 4.4. La dérivée logarithmique de la fonction
Di(s) = det [1+ (Ap — E) ™ — (Appv — B)7Y)
(Aany = B) = (s(1 =)= B)7) ]
(définie et holomorphe sur {Res > 1}) est égale d
(25 — 1) tr [Ra,,\y (s(1 = 8)) — Ra,, (s(1—9))].
et admet un prolongement méromorphe ¢ C.
Preuve. Notons par Rp(z) la résolvante (H — 2z)™! et d4 g()) le

déterminant det[1 + (B — A)R4())]. Avant d’appliquer la formule

L logda,5(3) = tr [Rp(N)(B ~ ARA(N]
aux données A = Ra,,,, (E), sz RA,, (E) et A= (a—E)™!, simplifions
I'opérateur O = (a — E)"?Rp(\)(B — A)R4()) :
0= (AM - E)RAM (a)(RAM (E) - RAM\V (E))(AM\V - E)RAM\v(a)
= Ray (@) (Am\v — E)Rapny (@) = (Am — E)Ray (@)Ray, (@)
= Ray, (a)((a"‘E)RAM\v (a) - 1) - ((O‘“E)RAM (a) - 1)RAM\V (a)

= RAM\V(a) — Ry, (a)

On en déduit

d _
22108 Dy (8).Ray, (2) (0 = E)7Y) = —tr [Ra,. (@) = Ray (@)].
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soit :

di(s) = % log D(s) = (25 — 1) tr [Ra .y (5(1 = 8)) — Ra,, (s(1 —s))],

trace admettant un prolongement méromorphe d’apres la proposition
A. Q.E.D.

Lemme 4.5. Soit g la fonction de déphasage spectral associée
au couple ((Apy — E)™Y, (Apv — E)™ ). La fonction ng définie par
ne(a) = €g((a — E)™1) sur R* ne dépend pas de E, est analytique sur
RY, privé d’un ensemble discret sur lequel elle a des limites a droite et
a gauche, de différence entiére.

Preuve. Soit ég la fonction définie sur B = [1/2,1] U 1/2 + iR
par 6g{0) = ng(c(1 — 0)). ég est la valeur au bord de 1/m Arg Dg(s)
définie sur {Res > 1/2,%ms > 0}. Vu que la dérivée logarithmique de
Dg(s) admet un prolongement méromorphe (indépendant de E) & C,
6r (qui ne dépend pas de E, on omettra son indice) est continue sur
B a lexception d’un ensemble discret D (les péles de D% /Dg), ou elle
admet cependant des limites & droite et & gauche (si le pole est simple,
sinon elle n’est pas localement intégrable, ce qui est exclus). En un point
de DN1/2+iR%, le saut de § est entier car exp(2im6(c)) est égal a la
fonction continue det Spr v (0(1 — o)) ; ceci implique que les poles du -
prolongement méromorphe de D%, /Dp situés sur 1/2+ iR sont simples,
avec résidus entiers (ce qui n’était pas évident a priori). D’autre part
det Sprv(1/47) = £1 et 7 est & valeurs entiéres sur [0,1/4] (avec sauts
aux valeurs propres de Ay, Ay correspondant aux multiplicités), ce
qui entraine aussi l'intégralité du saut de 1 en 1/4. Q.E.D.

4.4. 1l s’agit maintenant de rassembler les différents résultats é-
noncés précédemment pour terminer la preuve de la proposition B.

Les opérateurs Cps(s) et Cpp\v(s) ont exactement méme partie sin-
guliére, ainsi Cp(s)'Cap\v (s) est—il une perturbation de I'identité par
un opérateur régularisant, ie. tragable, avec dépendance méromorphe.

Appliquons la formule de KREIN a une fonction ¢g ., Res > 1
réguliére & support compact telle que g s(u) = (w1 +E—s(1—s)) ! sur
[0, E7!]. La fonction £f est nulle en dehors de l'intervalle [0, (—E)™'].
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On a donc, pour Res > 1,

—g?
tr [Ras, (51~ 8)) — Rapyey (s(1 - 8))] = / E5 (V) (VA

/sE (0 B)™) o o((a — E) e

Il

/ " n(@)dl(a — s(1 - 5))7]

- mx,M,v m,
B Z )\—51—5)+ Z uw—s(1—s)

A<1/4 R>u>1/4

n(R) ~ -1
+ m + /R n(A)d[(A - s(1—s))7"]

/R d logdetSy,v(A)  dA
172 AA 2w A—s(l—29)

La premiére somme porte sur 'ensemble fini (A) <1 /4 des valeurs propres
(de multiplicité mx ar, My pn\v ; ON & MAMY = MAM — MAM\V =
An(X)) des laplaciens Aps, App\v dans Dintervalle (0,1/4), la seconde
sur 'ensemble (i, m,) des discontinuités de 5 avec saut An(y) = m,
(qui correspondent aux pdle/zéros p de Tar,v(s) sur {Res = 1/2} via
p=p(l - p)).

Avant de transformer la derniére intégrale Ir(s), rappelons que,
d’apres la proposition 3.1, les opérateurs

Smv(N) et Canv (s(A) ' Car(s(N))
sont unitairement équivalents. Notons
em,v(s) = logdet[Car\v (s) " Crr(s)]-

D’apres I’équation fonctionnelle des coefficients d’Eisenstein, la dérivée
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dulerr,v(1/2 + iu)] est paire. Ainsi, en posant R=,/R-1/4,

R )
Ir(s) = 521? 0 dgzjilz’v(l/“i“)uu(idﬁ 1/2)2

R

Cm ), Sy

B n 1 ) idu

s—(1/2—w) 2s—1
_ 1 _1_ 1/2+4iR dSM,V(C) ¢
2s—12im Jy/9_3 dC §—C¢

1 m 1 deyv dg¢
N 23—1[%s—pp % Ty d¢ (Os_:—g]

On a désigné par 'y le demi-cercle I'y = {1/2 + iRe® 0 < 6 <
7} et la somme porte sur ensemble {p,m,} des poles et zéros de
det[Cpp\v (s) "1Cas(s)] dans le demi-disque borné par I';U1/2+[—iR, iR].
En faisant R — oo, on retrouve le prolongement méromorphe a C de la
trace Tpsv -

Soit Sty = {(p,m,)} (resp.Siyy,Shy ) Vensemble des poles et
zéros (avec multiplicité) de det[Cps\v(s)7'Cps(s)] dans le demi-plan
{Res < 1/2} (resp. de Tar,v (s) sur {Res = 1/2}, du produit JT, ., /4(A—
s(1—s))™rmv) et

) T P
Smyv =Sy vSuyvSuy-

Convenons d’écrire ] (s —p)™ une fonction méromorphe sur

PESM,V
C dont 'ensemble des zéros/pdles avec multiplicité coincide avec Sy v
(définie par exemple sous forme d’un produit de Weierstrass, dont nous
ne pouvons limiter I'ordre pour linstant). Alors, il existe une fonction

entiere F v telle que, pour s € C,

tI‘[RAM (s(1~s)) — RAM\V (s(1— S))]
1 d

— “@ o \mp  Fa,v(s)
25—1d310g[ H (s = p)re }’

PESM,v
ce qui achéve la preuve de la proposition B. Q.E.D.

Remarque 4.1. Si A est une valeur propre au moins égale & 1/4
de Apr ou App\y, alors elle détermine deux points (p et 1 — p tels que
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A= p(1—p)) de Sj; . Nous soupgonnons que cela exhaut ce spectre
(avec multiplicité), mis & part le point 1/4.

§5. Fibrés plats a l’infini

5.1. Soit &(M) = (£ — M, {(,)¢,V¢) un fibré hermitien de rang
d¢, avec connexion hermitienne V.. On suppose que, & l'infini, M est
hyperbolique et le fibré £ plat. La théorie précédente s’adapte aisément
a ce cadre. Soit A le laplacien brut associé & la connexion V¢ : la forme
quadratique déterminée par A, est

/ |Ves|>dm, s € C(£)
M

sur un domaine, sous—espace de sections H'(£) déterminé par des con-
ditions Dirichlet /Neumann sur le bord de M. Soit A¢- le laplacien (avec
mémes conditions au bord si M est & bord) sur le fibré dual £* correspon-
dant : (Agu,v) = (u, Agxv)eex si (, )e e+ désigne le crochet de dualité
entre £ et £*. Le noyau Re¢(s,m,m’) de la résolvante (Ag — s(1 — 5))™?
est considéré comme une section du fibré £ X £* sur M x M : ainsi
Re(s,m,m') = Re«(s,m’,m).

Soit £(c0) le fibré de base M (oo) de rang de sur M(c0); et de(poo)
sur la pointe po si de(poo) est la multiplicité de la valeur propre 1 de
I’holonomie de ¢ pour un lacet entourant la pointe p.. Soit € I’espace
singulier £ U¢(co) au—dessus de M : sur un voisinage p de la pointe peo,
§p = Cé(P=) x p@ ¢’ (avec holonomie de & sans valeur propre égale &
1 autour de po), Eﬁ est alors égal & C%(P=) x 5 5’,1). Une section de €
est lisse au voisinage de la pointe ps, si sa composante le long de ¢’ est
plate en po,. Toutes les propositions énoncées précédemment dans le cas
scalaire restent valables pour £ en remplacant au besoin M, M(co) par
£ (o).

Par exemple, les sections d’Eisenstein E(s,mq)(m) sont définies
par

Ee(s,moo)(m) = lim Re(s,m', m)p(m’)s(m) =0
comme section du fibré £(oo) K £€* de base M (c0) x M. La formule de
Green (2.1) devient

Re(s,m',m)—Re(1—s,m',m) = (1—2s) /M( )Eg(s)(m)Eg*(l—s)(m')
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ol le produit entre sections de (A*M (00) ® £(00)) K € et (A1*M (00) ®
£*(00)) W E* est induit par celui entre s et (1 — s)-densités et la dualité
entre £(oco) et £*(c0).

La représentation spectrale de la proposition 2.2 associe a la section
@ de £ le représentant

| Bes)myptm)am
€ L*(1/2 +iR*, L*(A* M (c0) ® &(00), |(25 — 1)2ds|/x)).

Le coeflicient d’Eisenstein C¢(s), dont le noyau C¢(s, noo, Moo) €st
une section de (A™*M(00) ® £*(o0)) K (A1 ~*M(c0) ® £(00)), est un
opérateur de C(A°M (00) ® £(00)) sur C(A*M(00) ® £(00)) qui vérifie
les équations fonctionnelles

Ee(s) =Ce(1—5)Ee(1— )
Cg(S)C{(l — S) =1.

5.2. La proposition A reste valable pour ’opérateur
Tev = (Deary) — s(1—9)) 7" = (Beanyy — s(1—8)) ™

qui opeére sur lespace L%(M,C%)(~ L?(£)). Les opérateurs Agy) et
Ag(am\vy désignent des laplaciens avec des conditions au bord convenable
sur les bords OM et (M \ V) (sur deux composantes du bord de M\ V
en regard, les conditions au bord ne sont pas nécessairement les mémes).
De méme, la proposition B se généralise suivant :

Proposition Be.  Soit M surface de topologie finie et hyperbolique
au voisinage de linfini. Soit £ — M un fibré complexe hermitien avec
connexion V¢ (et son laplacien brut A¢ associé), plat a Uinfini. Soit
Ce(s) le coefficient d’entrelacement des sections d’Eisenstein associées
au laplacien Ag. Soit V' une courbe réguliére compacte de M.

(i) L’opérateur Ce(s)Ce(ar\vy(s)™' — 1 de L*(A*M(o0) ® £(00)) est a
trace, méromorphe en s € C

(i) Soit S{y = {(p,m,)} Uensemble des péles simples p avec résidu
m, de (25 — 1)7e,v (s) sur {Res = 1/2}, S£y, = {(p,m,)} (resp. SE )
l’ensemble des pdles et zéros (avec multiplicité) de

det[Ce(ar\v)(s) 7 Ce(ar) (5)]
dans le demi—plan {Res < 1/2} (resp. du produit HA<1/4()\ —s(1 —

s))°meanv® quec dmean, v (A) = mean(\) — meanv)(N)) et Sev
l'union de ng, Sgy et Sg,v.
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Si Hpésg , (8 = p)™* désigne une fonction méromorphe sur C dont

I’ensemble des zéros/poles (avec multiplicité) est S¢ v, alors il existe une
fonction entiére Fy vy telle que

1 d m, Fe v(s)
Tev(s) = 57 108 [pel;[ (mprme )
£,V

86. La formule de traces exacte

6.1. On établit ici la formule de traces exacte de la proposition C
pour un fibré plat { de rang d¢ de base une surface hyperbolique M a
bord totalement géodésique compact. Nous commengons par exprimer
les domaines des opérateurs avec conditions de Neumann/Dirichlet en
termes d’espaces de fonctions équivariantes sur H? relativement 3 une
représentation unitaire du groupe I tel que M = H?/T.

6.2. Soit M variété connexe dont le bord OM compte n com-
posantes connexes (N;)™_;. Soit S, I'ensemble des points {£1}" dans
R™ et G, le groupe {£1}". On introduit la variété sans bord M =
Il s, Ms / ~ ol on a identifié la composante N; du bord dM, avec N;
de M; si i = ¢ et le vecteur s — § est paralléle au iiéme axe de coor-
données. L’action naturelle de G,, sur S,, induit une action isométrique
sur M :size Mseto € G, oz est le point correspondant de M,
(cette action est compatible avec les identifications). On retrouve M
comme quotient de M par Ghn. Si M désigne le revétement universel de
M, une symétrie o de M se reléve en une isométrie 6 de M et, comme
sous—groupe de Isom(M), le sous—groupe I' engendré par les & et 71 (M)
est discret.

Soit £ — M un fibré de rang d¢, plat et hermitien de base M. On
en déduit par la construction précédente un fibré plat é — M dont
la donnée est équivalente & celle d’'un morphisme (noté encore) £ de
71(M) dans le groupe unitaire U(d¢). Si j — M est un fibré et o une
transformation de M, (relevé en & comme transformation de M) il existe
un endomorphisme &3 de 7} au dessus de o si et seulement si le morphisme
associé 7 vérifie : 7(6v6~1) = 7i(v),Vy € m (M). Cest le cas pour les
symétries o induites par G,, et les fibrés ¢ issus de fibrés sur M comme
précédemment. Un tel morphisme é , conjointement avec un caractére
de G,,, donne un morphisme £° de I" : £5(v5) = é(fy)s(o). A la donnée
de £° est associée I'extension auto-adjointe (notée Age(rr)) du laplacien



Fonctions zéta de Selberg 65

Ay symétrique sur Co(M \ M, ) de domaine
D(A¢e) = {u € Hipo(M),7"u = £*(7)u,y € '}

qui s’interpréte comme le laplacien avec conditions de Dirichlet sur les
composantes de bord N; telles que ¢; = —1 et conditions de Neumann
sinon.

Si M est non connexe, Age(pry (le € sera désormais implicite) notera
la somme directe des laplaciens définis sur les composantes connexes de
M. Si on découpe M le long d’une courbe V| alors le choix de conditions
de Dirichlet ou Neumann sur les diverses composantes de bord revient &
choisir un(e famille de morphismes) £° (la condition sur les deux bords
de part et d’autre d’une composante de V n’est pas nécessairement la
méme).

Pour la validité de la proposition C , il faut définir les fonctions zéta
Z¢= de maniere appropriée relativement au choix des conditions au bord
déterminées par . Pour un lacet (orienté) C, notons par £ (classe de
conjugaison dans U (d¢)) ’holonomie du fibré ¢ le long de C, relativement
a la condition au bord € : on développe le fibré £ le long du lacet C, avec
multiplication par -1 & chaque réflexion sur une composante de bord
Dirichlet ; si & C correspond la classe [y¢], 'holonomie est donnée par
€& = [£°(vc)]- Le facteur zéta qui lui est associé est défini par

Zg=(C)(s) = H det1 — (—1)ick§ge—lc(s+k)]_
k>0

Quant a un lacet C du bord, on pose

Zge (C)(s) = escdelo/8 H det[1 — gée—lc(s+2k+(1_5c)/2)]
k>0

avec ec = 1 ou —1 suivant que la condition au bord sur la composante
C est Neumann ou Dirichlet.

6.3. Soit M connexe a bord géodésique compact et V' courbe géo-
désique compacte de M. La surface M est le quotient de H? par un
groupe discret I'g d’isométries. Soit Dy un domaine fondamental & bord
géodésique pour l'action de T'g. Relevant V dans Dy en V, on obtient
des domaines Dj,...,D,, (non nécessairement connexes) se projetant
sur les composantes connexes Oy, ...,Op, de M\ V.

Il existe une suite (I';) de groupes uniformisant (O;) de maniere
compatible avec I' : D; est un domaine fondamental pour l'action de I';
et H?/T'; ~ O; ; si p est une pointe de M, les sous—groupes paraboliques
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maximaux dans I' et T; fixant po, € Do (se projetant sur p(co) €
M(00)g) coincident.

Soit x, la fonction caractéristique de la partie {p > t} de M. La
restriction & la diagonale du noyau k; de X;[(Agn) — (1 — s))71 —
(Agan\v) — s(1 — s))71]x; est donnée par

(Y &(0)Ru, (s, 2,%7)

Yo€lp

- ZXD Z & () Bea (s, 2,732 )X, (2)) s -

i GF

Les termes provenant de l’identité s’annihilant, il reste une somme
de termes qu’on regroupe suivant les classes de conjugaison [y}']r, ditérés
d’éléments primitifs hyperboliques et paraboliques des dlfferents groupes

Pour «; dans I';, notons Zr,(y;) son centralisateur dans I';, avec
domaine fondamental D(Zr,(v;)). A l'ordinaire, on transforme I’inté-
grale

/ Z tr€(Y)x,(2) Ru, (8, 2, ¥z)dz
J ¢€[7]]I‘

en
_TI.
tré(v;) / 5 (2) Rexy (5, 2, 752)d,
D(Zr;(v;))

olt ij note l'extension I';-invariante de ¥, (initialement) définie sur D;.

Les termes paraboliques sont regroupés naturellement suivant la
pointe p qu’ils fixent. Soit par exemple p € M, le domaine Dy étant
tel que p(oo) se reléve en poo, avec stabilisateur I'§® engendré par v de
domaine fondamental Do,. Les holonomies &5 (voo) €t &1 (700) coincident,
on notera £(y) cette holonomie. L’intégrale

L&)=Y U %2) 3 tro(to)Resy (5, 2 oz)dz

nez+* Y Do PYoE€[vZIr,
—/ %) S (1) Ru, (s, 5 wr2)dz
Dy
P1€(VL]ry

est transformée en

L&) = [ @) =X @) D o) Ruta (s, 1722

D nezZ*
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Représentons H? par le demi-plan de Poincaré et normalisons I' de
maniére & ce que Yooz = z+ 1 avec Dy, = {0 < Rez < 1}. Le voisinage
{p <t} de la pointe p correspond & la bande {Smz > 1/t}. Ainsi, pour
t < 1, la fonction on —Y{l est & support dans {0 < Rez < 1,Jmz < 1},
domaine sur lequel ) . Ry, (s, 2,2 +n) est intégrable. On en déduit
lim, o+ Ii(p, &) = 0 et la trace

Teav(s) = Hm X, (Agan —5(1=9)) 7" = (Dganv) —s(1=9)) TH)Xd]

se réduit a la somme des contributions des éléments hyperboliques et
ceux renversant ’orientation.
Si v; est un tel élément, I'intégrale

/ Ry, (s, z,7v;z)dz
D(Zr, (v3))

(ainsi que la somme de ces intégrales sur l’ensemble des 7;) est absol-
ument convergente, ce qui permettra de passer & la limite ¢ = 0. Les
contributions de ces éléments sont données par le lemme suivant, dont
nous omettrons la démonstration classique ([17]) :

Lemme 6.1. Soit v isoméirie directe hyperbolique de multiplica-
teur el et 0 la symétrie géodésique par rapport a U'aze de -y.

I{vy,n) = / Ry2(s,2,7y"2)dz
D)

e—nl,y (s—1/2)

"2sh(jnll,/2) " €

= (25 —1)"1
I(v,04,n) = / Ry:(s,z,7"0y2)dz
D({v,0+))

e—nl~,(s—-1/2)
=(2s—-1)""1 Z.

1 P ———
7 4ch(nl,/2) ™ E

Nous regroupons ces différents termes suivant les géodésiques (primi-
tives orientées) des surfaces O; = H?/T;. Pour une géodésique C' de
O = H?/T, soit y¢ un élément hyperbolique primitif dont 'axe (orienté
vers le point fixe attractif de v¢) se projette sur C, avec commutateur
Zr(yc) dans I'. On a les alternatives suivantes :

(i) Zr(yc) est monogene engendré par yo. Si 4c conserve (renverse
resp.) lorientation, alors C' a un nombre d’intersection ¢c avec le bord
pair (impair resp.),
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(ii) Zr(vc) est engendré par une isométrie directe hyperbolique o et
par la symétrie o d’axe A(y). La géodésique C est une géodésique du
bord de O.

A C du premier type est associé le paquet de contributions hyper-

boliques

S tré(re)"I(e,n)

neN*
ou

3 [trEE VI (r00ye, 2n) + 2trE(E I (100e, 04,20 — 1)]
neN*

suivant que Yo conserve ou non l'orientation, de somme égale &

ot - 1oglZ(C) (5)]

et au couple (C, —C) d’une géodésique C bordant M

tr&(v6
S ZEOB) 6,m) + 3 tre(rone) T2, 3rcom)
nezZ* nez
2 d
= —— —logl0Z:(C)].
S log[02¢(C)]
La proposition C pour un fibré £ avec conditions au bord ¢, est ainsi

démontrée :

Proposition 6.2(C¢:). Soit M une surface de topologie finie,
courbure constante —1 et V une courbe géodésique compacte de M. Soit
& un fibré plat sur M et T v (s) = (Ageary — s(1—8)) 7! = (Ageanyvy —
s(1—s))7 L.

T (s) = 5 log[Zee(5)/ Zee v (5]

2s—1

§7. Spectres des longueurs

7.1. Soit M une surface hyperbolique de géométrie finie. Dési-
gnons par 7y la fonction de comptage associée au spectre des longueurs
de M, ie. mpr(l) = #{C,lc <1} et soit hps 'entropie du flot géodésique
sur M.

Si M est hyperbolique (égale & H?/T'), I’entropie hj; est égale a
I'exposant de Poincaré ér de TI', ie. I'abscisse de convergence (indé-
pendante de z) des séries Y ~er e~4(>72)  Cette entropie est strictement
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supérieure & 1/2 si et seulement si le laplacien Aps (avec conditions de
Neumann si M est & bord) a comme minimum spectral A; une valeur
propre isolée : dans ce cas (par exemple si M est compacte ou a une
pointe), la relation Apr = hpr(1 — hay) est vérifide.

Proposition 7.1. Soit M surface hyperbolique de géométrie finie.
On a Vasymptotique
hMl

~ hMl,l——>—|—oo.

7I'M(l)

Preuve. Si hyr < 1/2 (et alors M est nécessairement sans pointe
non compacte), la dynamique du flot géodésique est décrite symbolique-
ment en termes d’une suspension d’un sous—décalage et LALLEY ([9])
démontre ainsi 'asymptotique de la proposition.

Si hp > 1/2, nous utilisons, & I'ordinaire, le théoréme taubérien
d’Tkehara avec le lemme suivant, conséquence directe de la proposition
C et du cas des surfaces M d’aire finie.

Lemma 7.2. La fonction

4 log Ze=(s) — Y. (A—s(1-s)7"

dS p<1l/4
AES,

est holomorphe sur le demi—plan {Res > 1/2}.
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