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1. Introduction

La notion d’égalité est omniprésente en sciences. Ainsi, en physique, la
plupart des lois de la nature comme par exemple la gravitation universelle
et le principe fondamental de la dynamique de Newton, la relativité générale
d’Einstein et la théorie cinétique des gaz de Boltzmann, sont définies par
des équataions entre grandeurs physiques donc par des relations entre
objets (nombres, vecteurs, matrices, fonctions, structures algébriques ou
géométriques, ...) sous forme d’équations destinées a l'origine a trouver
des inconnues. Ainsi le terme algebre vient de I'arabe (Al Jabr ou incon-
nue). Par définition, une égalité mathématique (Albin (1997), Christian
(1997), Etienne (2009)) est une relation entre deux objets mathématiques,
signifiant qu’ils auront la méme valeur, le méme sens, le méme role dans
les calculs ou démonstrations mathématiques. Elle est représentée par le
symbole ” = 7 introduit par le mathématicien gallois Robert Recorde au
16‘°eme siécle. Dans son sens général, la notion d’égalité est toujours rel-
ative, contextuelle. Nous explorons alors cette relativité a travers quatre
objets simples mais fondamentaux de I'édifice mathématique : les nom-
bres, les fonctions, les ensembles, et 'affectation algorithmique.

2. Egalité mathématique entre nombres

Les nombres constituent une des briques fondamentales de 'arithmetique
et donc des mathématiques (Georges (1994)). L'égalité mathématique en-
tre deux nombres signifie qu’ils auront la méme valeur, le méme signe,
dans les calculs ou démonstrations mathématiques. Par exemple, une ex-
pression comme

(2.1) T =2

ou z est un nombre est une identité (Alfred (1969)), donc une égalité par-

faite, car elle représente le méme objet mathématique a savoir x dupliqué.

Lidentité est donc une égalité idéale car les deux entités mathématiques

situées de part et d’autre du symbole = sont parfaitement superposables.

Toutefois, visuellement et physiquement, une telle égalité est une dualité

(Joel (1974)), un dédoublement, une occupation de deux espaces physiques
distincts, en considérant le plan physique bidimensionnel sur lequel est

écrit cette égalité.

Plus généralement, une égalité
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(2.2) rT=1y

entre deux nombres z et y, représente sur le plan syntaxique deux sym-

boles différents (a savoir x et y) mais sémantiquement ces derniers représenteront
la méme quantité mathématique. Par conséquent, 'égalité mathématique

entre nombres, dans son expression générique signifie que deux symboles
syntaxiquement différents représentent sémantiquement le méme objet
mathématique (le méme nombre). Cette égalité est donc relative au sens

et non a la syntaxe. Cette remarque s’applique aussi a I'égalité entre fonc-

tions mathématiques dont les nombres sont des avatars.

3. Egalité mathématique entre fonctions

Introduite par Leibniz puis enrichie par Jean Bernoulli et Euler (Christian
(1997)), la notion de fonction est un objet essentiel des mathématiques,
en particulier de I'analyse. L'égalité mathématique

(8.1) =y

entre deux fonctions f et g, signifie qu'en appliquant ces dernieres a tout
nombre ou vecteur ou matrice ou tout autre objet mathématique x pour
lequel elles sont définies, on obtiendrait le méme résultat, la méme image

f(x) = g(x).

Physiquement, elle signifie que le systéme physique modélisé par la fonc-
tion f prenant comme entrée (input) z, donnera le méme résultat (output)
que celui modélisé par la fonction g prenant aussi comme entrée (input) x.
Les deux systémes modé€lisés par f et g peuvent pourtant étre physique-
ment tres différents comme l'illustre I'exemple des fonctions de I'algébre
de Boole (Aboubakar (2017)). L'égalité mathématique entre fonctions est
donc relative, focalisée sur le résultat de la transformation fonctionnelle et
non sur la fonction.

En théorie de la mesure et de l'intégration (Walter (1974)), I'égalité entre
fonctions est définie presque partout, c’est-a-dire quelle est fausse sur un
ensemble mesurable de mesure nulle. Ainsi

(3.2) f=9u—pp

ou . est une mesure abstraite signifie que
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(3.3) plr € X/ f(x)=g(x)}

est négligeable, X étant 'ensemble sur lequel sont définies les fonctions
f et g. En théorie des probabilités, les fonctions correspondent aux vari-
ables aléatoires et la mesure a la loi de probabilité; du coup dans ce cas
de figure, I'égalité est définie presque stirement qui correspond a la notion
presque partout de la théorie de la mesure. Ainsi en théorie de la mesure,
I'égalité est relative a la mesure choisie, en particulier en théorie des prob-
abilités, I'égalité est relative a la loi de probabilité considérée.

La relativité de I'égalité mathématique est aussi présente dans le cadre en-
sembliste. En effet, il y a une correspondance canonique entre un ensem-
ble et sa fonction indicatrice a travers 'équipotence entre P(X) 'ensemble
des parties d'un ensemble X et {0,1}* I'ensemble des applications de X
dans {0, 1}.

4. Egalité mathématique entre ensembles

La notion d’ensemble est au coeur des mathématiques depuis la création
de la théorie dite des ensembles par Cantor (Paul (1970)). En effet, cette
derniere interroge les fondements axiomatiques des mathématiques au
meéme titre que par exemple la logique de Russell ou Gédel. En mathématiques,
deux ensembles A et B sont égaux si A est inclus dans B et B est inclus
dans A, donc si A et B ont le méme contenu. Ce dernier peut dans cer-
tains cas étre identifié a I'objet topologique appelé intérieur d'un ensemble
(le plus grand ouvert contenu dans un ensemble). Ainsi c’est le contenu
qui intéresse les mathématiques dans le cas de I'égalité ensembliste et non
le contenant. Ce dernier peut étre identifié dans certains cas a la frontiéere
topologique d'un ensemble. La quintessence de la relativité de 1'égalite
mathématique et sa focalisation sur I'essentiel (résultat, contenu) est il-
lustrée in fine par la notion d’affectation cruciale en algorithmique et donc
en informatique. La notion d’affectation permet de réaliser physiquement
(electroniquement) la relativité de I'égalité mathématique.

5. Egalité mathématique et algorithmique

Dans tous les cas de figure, la relativité du concept mathématique de
I'égalité est résumée par la notion d’affectation (Maurice (2015)), sym-
bolisée en algorithmique par <+—. Par exemple, les expressions
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(5.1) T4—a
et

(5.2) yi—a
notées

(5.3) r=a
et

(5.4) y=a

dans certains langages informatiques comme le langage C,

(5.5) Ti=a
et
(5.6) Yy :=a

en langage Pascal; signifient que la valeur a est affectée aux variables x et y.
Cela veut dire que les deux emplacements mémoires virtuels ou physiques
abritant les variables z et y contiendront la méme valeur a et donc seront
mathématiquement égaux. Algorithmiquement un appel a = ou y serait
identique dans une instruction. La relativité ici est ainsi claire car c’est le
contenu qui importe plus que le contenant.

6. Conclusion

En définitive I'égalité dans le sens général n’est pas absolue. Elle est rela-
tive, contextuelle. Il en est de méme en mathématiques ou méme l'identité
n'est pas une égalité absolue, car elle est une occupation de deux em-
placements virtuels ou physiques distincts (plan du tableau, d’'un support
papier, adresse €lectronique,..), ce qui est parfaitement résumé par la no-
tion algorithmique d’affectation. L'égalité mathématique entre nombres,
fonctions ou ensembles est donc sémantique, focalisée sur le contenu et
non le contenant, sur le résultat et non sur le systeme ou fonction qui
génere ce résultat. Cela autorise 'essentialisation des choses qui est la
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quintessence de l'esprit scientifique.

Webographie.
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