TRIGONOMETRIE SPHERIQUE 3

1I. — FORMULES RELATIVES AUX TRIANGLES SPHERIQUES
QUELCONQUES.

2%7. Parmi les relations qui existent entre les six éléments,
cOtés et angles d’un triangle sphérique quelconque, les plus
' simples et en méme temps les plus utiles sont celles qui con-
tiennent quatre éléments, ‘
Il'y a autant de ces formules que ’on peut faire de choix de

6.5.4.3
1.2.3.4

se résument en quatre types : le type des formules qui con-

quatre objets sur six, c’est-a-dire =— {3, mais elles

tiennent les trois cotés et un angle dont le nombre est celui des
angles ou 3.Le type des formules qui contiennent deux des trois
couples d’éléments opposés, ou ce qui revient au méme,
deux éléments consécutifs et leurs opposés respeclifs, dont le
nombre est aussi de 3. Le type des formules qui contiennent
deux éléments opposés et I'un quelconque des couples d’élé-
ments intermédiaires, ou ce qui revient au méme, quatre élé-
ments consécutifs quelconques, dont le nombre est de 6.
Enfin le type des formules qui contiennent les trois angles et
un c6té dont le nombre est de 3; ce qui fait bien 15 en tout.
Si maintenant on observe que toutes les formules d’'un méme
type se déduisent de I'une d’entr’elles par un simple échange
de lettres, on voit qu’il suffira d'établir
une formule pour chaque type. Or, c’est
ce & quoi on parvient d'une maniére
uniforme et simple, en décomposant en

deux triangles rectangles ACH, BCH

(#2g. 6). le triangle quelconque considéré
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ABC par une de ses hauteurs GH, et combinant convenable-
ment les relations connues relatives a certains éléments de ces
deux triangles rectangles.

28. Premier type des formules & quatre éléments. — Dé-
monstration de la relution qui existe entre a, b, c et A.
Posons (%g.6)CH = 2,ACH = C',BCH=C",AH= ¢, BH = ¢".

Les deux triangles rectangles CAH, CBH donnent les trois
relations

cos b = cos & cas ¢, cos a = cos h cos ¢’
tang ¢’
CoSA — DB C .
tang &

d’ou 'on tire:

cosc” _ cosc’ sinc¢’
cosa cosb  sinbcos A’

mais on a
c=c + ¢,
d’ou
"=c—¢,
donc )

cos ¢’ = cos ¢ cos ¢ 4 sine sinc’

et en remplacant cos ¢”, cos ¢, sin ¢’ par les quantités, cos a,

cos b, sin & cos A, qui leur sont respectivement proportion-
nelles,

on trouve :

cos @ = cos b cos ¢ -} sin & sin ¢ cos A.
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29. Telle est la formule cherchée; les deux autres du méme
type s'en déduisent en faisant des permutations tournantes si-

multanées sur a, b, c et sur A,B, C et 'ona

cos @ = cos b cos ¢ - sin & sin ¢ cos A,
1°r type (¢ cos b = cos ¢ cos a + sin ¢ sin a cos B,

¢os ¢ = cos a cos b - sina sin b cos G,

80. Ces résultats s’énoncent, en langage ordinaire, de la ma-
niére suivante : les formules du premier type, c’est-a-dire celles
qui contiennent les trois cOtés et un angle s’obtiennent en
écrivant que le cosinus du coté opposé a 1'angle est égal au
développement du cosinus de la différence des deux autres
cOtés dont on a multiplié le second terme par le cosinus de
I'angle. ‘ ,

31. Indiquons encore comment on retrouve les formules au
moyen de quelques données sur leur composition.
 Nous supposerons que I'on ait retenu relativement a ces
formules, les circonstances suivantes: elles sont & trois termes
(monomes), sans coefficients numériques. Chaque terme
est composé de 1, 2 ou 3 facteurs sans exposants et
choisis parmi les sinus et les cosinus des quatre éléments qui
doivent figurer dans la formule, enfin le sinus et le cosinus
d’un méme élément n’entrent jamais a la fois dans un méme
terme. Ceci posé, et nous bornant & considérer la relation
entre a, b, ¢ et A, je dis d’abord qu’elle ne contient pas sin A;
en effet, s’il en était autrement, les termes ou ce sinus entre-
rait en facteur, disparaitraient pour A — 180° et la relation
deviendrait une relation a deux termes au plus, composés de
facteurs fonctions de @, b, ¢ qui d’ailleurs devrait équivaloir

3 a = b+ ¢, comme on le voit a priori. Egalant alors a zéro
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I'un des facteurs qui resteront dans cette relation & un o
deux termes, ce qui déterminera 1'un des éléments a, & ou c;
on obtiendra une identilé ou une relation a un terme faisant
connaitre un second élément, tandis que la méme hypothése,
introduite dans larelation équivalente a = & 4 ¢ ne détermi-
nera que lasomme ou ladifférence de deux des éléments a, b, c,
d’'ou résulte une incompatibilité qui prouve l’absurdité de
I’hypothése relative a A.

Sin A n’entrant pas dans la relation cherchée, cos A doit y
figurer et sion fait A = 90°, cette relation se réduira a celle
cos @ = cos b cos ¢ qui lie I'hypoténuse a aux deux cOtés
b et ¢ de I'angle droit dans un triangle rectangle. De ces deux

remarques, il résulte que la relation générale est de la forme
mcosa-+ncosbcosc+pcosA=o

m, n et p étant indépendants de A et ayant par conséquent
toujours les mémes valeurs quelle que soil la valeur de A ; mais
pourA = 180°, 0ona a = b 4 ¢, d’oy,

cosa — cos b cos ¢ }-sin bsinc = o ;

k]

donc, m = 1,n = — 1, p = sin b sin c et la formule géné-

rale devient
cosa = cosb cos ¢ -} sin b sinc cosA. C.Q.F.T.

32. Deuxiéme type des formules a quatre éléments. — Dé-
monstration de la relation entre a, B, A, b.
Conservant la figure et les notations qui ont déja servi

pour le type premier, les triangles rectangles GAH, CBH,
donnent :

sin b = sin b sin A . sin h = sinasin B,
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d’ou

-
w
==}

in
in

in
sin a

w

sin & sin A = sin a sin B, ou

w
™

38. Telle est la formule cherchée. Les deux autres apparte-
nant au méme types’en déduisent, en faisant simultanément des

permutations tournantes sur a, b, ¢ et sur A, B, Getl’on a

SSinasinB:sinbsinA

2° type ¢ sin & sin G = sin ¢ <in G
l sin ¢ sin A = sin C sin a
ou
sina _sinb _ sinc
2¢ type = =

sinA "~ sinB ™~ sinG

84. Ces résultats s'énoncent en langage ordinaire de la ma-
niére suivante : Les formules du second type, c'est-a-dire celles
qui contiennent deux éléments consécutifs et leurs opposés res-
pectifs, ou bien encore deux des trois couples d’éléments op-
posés, s’obtiennent en écrivant que le produit des sinus de
deux éléments consécutifs est égal au produit des sinus des
éléments respectivement opposés, ou bien encore que les si-
nus des cOtés sont proportionnels aux sinus des angles opposés.

35. Indiquons encore comnment on retrouve les formules
quand on n’a que quelques données sur leur composition. La
simplicité de ces formules et leur extréme analogie avec
celles entre les mémes ¢léments, qui se rapportent aux
triangles rectilignes, rendent a cet égard toute régle
superflue. Il ne sera cependant pas inutile de remarquer que
P'on peut aiteindre immédiatement le but, lorsqu’on sait que

les formules contiennent deux termes dont les facteurs sont
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deux sinus; il suffira, en effet, d’exiger leur vérification pour
A = 90°.

36. Troisieme type des formules & quatre éléments. — Dé-
monstration de la relation entre a, B, ¢, A.

Les deux triangles rectangles CAH, CBH (/£g. 6), donnent

les troisrelations
tang h — tang A sinc’, tang 2 — tang Bsin ¢”,
tang ¢’ —=tang a cos B,
d’o 'on tire :

sin ¢’ . sin ¢” ___cosc”
sinB sina cosA ~ sinA sina cosB ™ sin A cos a’

maison a
c=c 4+ d’ou ¢=c—¢
donc
sin ¢'= sin ¢ cosc¢” — sin ¢” ¢os ¢
et, en remplagant, sin ¢’, cos ¢, sin ¢”, par les quantités
sin B sin a cos A, sin A cosa, sin A cos a cos B,

qui leur sont respectivement proportionnelles,

on trouve :

sina sinB cos A = sinc¢ sin A cos @ — cosc sin A cos @ cosB

ou

cos @ sinc sin A — cos A sin B sin @ = sina sin A cosc cos B
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3%. Telle est laformule cherchée ; les autres du méme type
s’en déduisent aisément : d'abord, si on garde les éléments ex-
trémes a et A et qu’on substitue aux éléments moyens ¢, B,
leur second systéme de valeurs & et G, on a pour le couple de
formules correspondant aux mémes éléments extrémes,
aetA

cos a sin ¢ sin A — cos A sin Bsin ¢ — sina sin Acos ¢ cos B

cos a sin & sin A —cos A sin G sin @ = sin @ sin A cos b cos G

faisant ensuite dans ce couple des permutations tournantes

simultanées sur a, 6, cet A, B, G on trouve

cos a sin ¢ sin A — ¢os A sin B sina —sin a sin A cosc cos B
cos a sin bsin A— cosA sin G sin @ = sin a sin-A cos & cos G
cos b sin a sin B— cosBsin G sin & = sin 4 sin B cos a cos C
cos & sin ¢ sin G—cos Bsin A sind = sind sin B cos ¢ cos A
cos ¢ sin b sin C— cos Csin A sin ¢ = sin ¢sin C cos & cos A

cosc sin a sin A — cos C sin B sin ¢ = sin ¢ sin C cos a cos B

38. Cesrésultats s'énoncent, en langage ordinaire de la fagon
suivante : les formules du troisiéme type, c'est-a-dire celles
qui contiennent quatre éléments consécutifs, s'obtiennent en
écrivant que le produit du cosinus du premier élément et des
sinus des deux derniers diminué du produit du cosinus du
dernier élément et des sinus des deux premiers, est égal au
produit des sinus des éléments extrémes et des cosinus des
éléments moyens. Ce produit étant précédé du signe -4 ou
du signe —, suivant que le prempier élément est un coOté ou

un angle.
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39. Indiquons encore commentonretrouve cesformules sans
passer par leur démonstration. Nous regarderons seulement
comme acquis qu’elles sont & trois termes. Ceci posé, et nous
bornant & considérer la relation qui concerne a, B, ¢, A,
cherchons d’abord ce que celle-ci devient lorsque les deux
cOtés a et ¢ sont supposés infiniment petits et que A et B
restent invariables afin que le triangle tende vers zéro suivant
une loi bien déterminée. Pour cela, il suffira d’appliquer le
théoréme qui a été démontré au n° 25; soit donc en méme
temps que le triangle sphérique donné, le triangle rectiligne
que nous avons appelé le triangle des cordes dont A", B', ¢/

sont les angles et «,8, v les cOtés; écrivons la relation,
vsin (A’"+B) —ysin A'=0
ou

sin A’ cos B'+ sin B’ cos A’ :% sin A’
qui lie les quatre éléments consécutifs «, B, y, A" correspon-

dants & a, B, ¢, A, dans le triangle des cordes. Si nous y

. . c , .
faisons 4 = llma , A" = A, B' = B, nous aurons la relation
¢4

* limite cherchée qui dés lors sera:
sin A cosB + sin B cos A = lim -‘c—l sin A

40. Voyons maintenant comment on passé de la formule
limite que nous venons d’obtenir a4 la formule générale cor-

respondante.

Les angles A et B conservantles mémes valeurs quandaetc
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tendent vers zéro, un terme quelconque de la relation cher-
chée, en tant que fonction d’angles ne peut changer de forme
qu’en disparaissant, ce qui n’a jamais lieu puisque la relation
contient toujours trois termes. J'en conclus que la relation
générale correspondante a la relation limite,

lim t% sin A = sin A cosB - cosA sin B

précédemment obtenue, est nécessairement de la forme
m sinA = n sinA cos B -4 p cosA sinB

ou m, n et p ne sont fonctions que des cotésa. c et par consé-
quent restent toujours les mémes quelles que soient les
valeurs des angles A et B. Or, si on fait B = 90°, la relation
devient:

m sin A = p cos A

mais le triangle ABC étant alors rectangle en B, on a aussi

sin ¢ cos a sin A = sin a cos A, donc:

m P

sinccosa sina’

Si, en second lieu, on fait A — 90°, B étant redevenu

quelconque, on aura m — n cos B, et en méme temps,

sin ¢ cos @ = sin a cos ¢ cos B,

done,

sin ¢ cos @ __ sin @ cos ¢
- ’

m n
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ainsi :

m n P

sinccosa sinacosc sina

Remplacant dans la relation (1), m, » et p par sin ¢ cos a,

sin a cos ¢, sin &, qui leur sont respectivement proportionnels,
il vient finalement :

cosasincsinA —cosAsinBsina =sinasinAcosBcosc C.Q.F.D

41. Quatriéme type des formules & quatre éléments. — Dé-
monstration de larelation qui existe entre A, B, G et a.

Les deux triangles rectangles CAH, GBH donnent sur-le-
champ les trois relations

cos A = sin C’ cos &, cos B = sin Q" cos &,
tang B tang 0" = !
cos a.
4’0t I'on tire :
sinC" _sinC”__ cosC”

cos A~ cos B~ sinBcosa

mais on a
=040
d’ou
C=C—C
done.

sin €' = sin G cos G — cos G sin C”.
Remplacant maintenant sin C', cos C”, sin C”, par les quantités

cos A, sin B cos a, cos B,
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" qui leur sont respectivement proportionnelles, il vient :
cos A = sin A sin B cos @ — cos B cos G
ou
cos A = — cos B cos C -} sin B cos G sin a.
42. Telle est la formule cherchée; les deux autres du méme

type s'en déduisent en faisant des permutations tournantes

simultanées sur a, b,c et sur A, B, G etl’on trouve

cos A = — cos B cos G~ sin B sin C cos a,
4 type ( cos B = — cos C cos A - sin C sin A cos b,
cos G = — cos A cos B +-sin A sin A sin G,

43. Ces résullats s’énoncent en langage ordinaire de la
maniére scivante :

Lesformules du quatrieme Lype, c’est-a-dire celles qui con-
tiennent les trois angles et un coté, s’obtiennent en écri-
vant que le cosinus du supplément de l’angle opposé au cOté
est égal au développement du cosinus de la somme des deux
autres angles dont on a multiplié le second terme par le cosi-
nus du coté.

44. Indiquons encore comment on retrouve les formules
quand on a conservé relativement a leur composition le sou-
venir des propriétés suivantes: elles contiennent trois termes
sans coefficients numériques. Chaque terme est composé de
un, deux, outrois facteurs sans exposants, et choisis parmi les
sinus etles cosinus des 4 éléments qui doivent figurer dans la
formule ; enfin le sinus et le cosinus d'un méme élément n’en-
trent jamais a la fois comme facteurs dans un méme terme.

Ceci posé et nous bornant a considérer la relation qui se
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rapporte & A, B, C, a, je dis d’abord que celle-ci ne contient
pas sin a. En effet, s'il en était autrement, les termes: ou
ce sinus entrerait, disparaitraient en posant « = o et la
relation deviendrait une relation & un ou deux termes
fonctions de A, B, G et qui équivaudrait d’ailleurs a
B} C=180°*A.comme on le reconnait a priori, en obser-
vant que la surface du triangle doit en méme temps étre nulle
ou égale au fuseau A. Mais alorsen égalant & ol'un des facteurs
qui entrent dans larelation & un ou deux termes, obtenue, ce
qui détermine la valeur de I'un des éléments A, B, C de 1'élé-
ment C par exemple, cette relation devient une identité ou une
relation aun terme faisant connaitre un second élément A ou
B, tandis que larelation équivalente B4 C =180==A, donne
quand C est connu, la somme A = Bet cette somme seulement;
d’ou il résulte une incompaltibilité qui prouve l'absurdité de.
I’hy pothése.

Sin a n’entrant pas dans la relation générale considérée
cos a doit nécessairement y figurer et si on fait « = 90°, la

relation deviendra celle i deux termes
cos A = — cos B cos C (%),

qui lie les trois angles d’un triangle dont le cOté a est égal
4 90°, Deces deux remarques, on peutconclure que la relation

générale cherchée est de la forme

mcos At ncosBeosG4pcosa=o

m, n p étant indépendants de a et ayant par suite toujours

les mémes valeurs quelle que soit la valeur de @ ; mais pour

(*) Cette relation n’est autre que celle qui lie les (rois cotés du triangle
polaire ‘du triangle proposé, lequel triangle polaire est ici rectangle.
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a =o,0na

180=A=B + C

d’od
cos A = — cos B cos C 4 sin B sin G
done
m=—1, n=—1, p = sin Bsin C

et laformule devient
cos A = —cos B cos C+sinBsin Ccosa C.Q.F.T.

45. Remarque. Quand on compare les formules du quatrieme
type & celles du premier, on reconnait aisément que l'on
passe des unes aux autres, en changeant les grandesletlres en
petites et vice versa, en changeant les signes des cosinus et
conservant les signes des sinus.Ce qui revient & dire que les
formules de I'un des typessont celles de 'autre type appliquées
au triangle polaire, de sorle que aprés avoir démontré les
unes il devient superflu de démontrer les autres.

46. Indépendamment des formules & quatre éléments, dont
nous nous sommes exclusivement occupés jusqu'ici, il en existe
une infinité d’autres parmi lesquelles nous distinguerons
quelques-unes de celles qui contiennent cinq €éléments né-
cessairement consécutifs.

Cesnouvelles formules n’ont chacune que troistermescomme
les formules a quatre éléments, etle premier de ces termes est
pour toutes le produit du sinus du premier élément par le
cosinus du second ; enfin elles rentrent dans deux types qui se

distinguent en ce que, dans le premier, les éléments extrémes
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sont des cOtés et dans le second les éléments extrémes sont
des angles.

47, Premier type des formules & cing éléments conséeutifs.
— Démonstration de la relation entre a, B, c, A, b.

Laissant de cOté le premier élément, écrivons la relation
connue qui existe entre les quatre éléments consécutifs restants;
nous aurons

cosBsinA sind —cos & sin B sin ¢ = —sinB sinb cosc cos A

remplacant sin A sin & par sin a sin B et divisant par sin B, il

viendra
sin @ cos B = sin ¢ cos & — <in b cos ¢ cos A

48, Telle est la relation cherchée. Les autres du méme type
s’en déduisent aisément. D’abord,.si conservant le premier
élément @ on substitue au second B sa seconde valeur C, ce
qui donne & pour le troisitme élément, A pour le qua-
triéme. ¢ pour le cinquiéme, on a pour le couple de
formules correspondantes au méme élément initial a :

sina cos B = sin ¢ cos 6 — sin b cosc cos A,

sin a cos G = sin & cos ¢ — sin ¢ cos & cos A.

faisant ensuite dans ce couple des permutations tournantes

simultanées sur a, b, ¢, et sur A, B, G, on trouve :

sin @ cos B = sin ¢ cos & — sin & cos ¢ cos A,
sin a cos C =sin b cosc — sin ¢ cos & cos A,

. sin b cos C = sin a cos ¢ — sin ¢ cos a cos B,
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" sin & cos A = sin ¢ cos @ — sin a cos ¢ cos B,
sin ¢ cos A = sin b cos @ — sin a cos b cos C,

sin ¢ cos B = sin a cos & — sin & cos a cos C.

49, Cesrésultatss’énoncent enlangage ordinaire, de lafacon
suivante : les relations & 5 éléments du premier type, c’est-
a-dire celles qui contiennent 5 éléments consécutifs dont le
premier est un coté, s'obtiennent en écrivant que le produit
du sinus du premier élément par le cosinus du second est
égal  ce que devient le développement du sinus de la diffé-
rence du troisiéme et du cinquiéme élément lorsqu’on multiplie
son deuxiéme terme par le cosinus du quatriéme élément.

50. 11 n'est pas possible de retrouver directement les for-
mules précédentes,'du moins sous les mémes conditions que
dans le cas des relations a 4 élémen'ts ; en effet, les relations
a 5 éléments n’ayant pas, comme celles & 4 éléments, une
forme déterminée et étant en nombre illimité, il devient abso_
lument nécessaire d’avoir sur leur composition des indications
plus complétes et plus précises. Nous régarderons comme
connule premier membre qui sera toujours le produit du sinus
du premiér élément par le cosinus du second; quant au se-
cond membre nous admettrons qu’il contient deux termes
sans coefficients ni exposants, et que chacun de ces termes est
composé de trois facteurs au plus, choisis parmi les sinus et
les cosinus des trois derniers éléments, de telle sorte que le
sinuset le cosinus d’'un méme élément n’entrent jamais & la fois
dans un méme terme. Geci posé, et nous bornant  considérer
la relation qui existe entre a, B, ¢, A, &, je dis d'abord que
sin A n’entre pas dans le second membre. En effet, s'il en

étail autrement, les termes oui ce sinus entrerait disparaitraient
ASTRONOMIE SPHERIQUE, : 4
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en posant A = 480° et comme B serait alors o, la relation se
réduirait & sin a = 0, ou & sin @ = un menome, ce qui est
impossii;le puisque d’autre part cette relation devrait équi-
valoira a = b-4-c. o -

Sin A n'entrant pas dans la relation cherchée, cos A doit y
figurer, et si on fait A = 90°, cette relation deviendra celle -
sin- a coé B —==sin ¢ cos & indiquée au numéro (26) qui a
si a cos B pour premier membre et qui lie I'hypoténuse a et
les trois éléments B, ¢, & dans un triangle rectangle; de ces

deux remarques, il résulte que la relation générale estde la
forme

sin @ cos B = » sin'¢ cos b -+ p cos A,

"n et p étant indépendants de A et ayant par conséquent tou-
jours les mémes valeurs quelle que soit la valeur de A; mais

pour A= 180°onaB =oeta =b+4cou.
- sing = sinccosb-[—sin.bcosc,‘
done, n = 1,p = — sindcosc, et la formule générale devient

sina cos B = sinccos b — sinb cosccosA. -

-54. Deuxiéme typé des formules 4 5 éléments consécutifs.
— Démonstration de la relation entre A, &, C,; a, B

Laissant de coté -le premier élément, écrivons la relation
connue qui existe entre les quatre éléments consécutifs res-
tants, nous aurons

cos bsinasin B— cosBsin 4sinC=sin&sinBcosacosC;

remplacant dans. lé premier ternie du premier membre
sin’ a sir B, .par sin A sin & ef supprimant partout sin &
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il viendra -

sinAcosd = sinCcos B -} sin B cos Ccos a.

_-52. Telle est la relation cherchée ; les autres du méme type
s'en déduisent aisément. D’abord, si tout en conservant le pre-
mier élément A, on suppose que le second prenne sa seconde
valeur ¢, en sorte que le troisiéme devienne B, le quatriéme
reste égal & a, le cinquiéme devienne G, on a pour le couple
de formules correspondantes au méme élément initial A,

sinA cosb = sin C cos B -} sinBcos C cos a,
sin A cosc = sinBcosC - sin G cosB cosa.

Faisant ensuite dans ce couple, des permutations tournantes .
simultanées sur a, b, ¢ et sur A, B, G, on trouve

sinAcosb =sinCcosB 4 sinB cos C cos 2,
sin A cosc = sin BcosC -+ sin Ccos Bcos a,
sinBcosc = sinAcos G - sinGcos A cosd,
sinBcosa = sinCcosA -} sinAcosGcos?,
sinCcosa = sin BeosA + sinA cosBcose,

sinCcosd = sin A cos B 4 sin BcosA cose.

53. Ces formules s’énoncent en langage ordinaire‘ de la
maniére suivante. Les relations & cinq éléments du deuxneme
type, ¢ est-a-dlre celles dans lesquelles I'élément lmual est,
un angle, sexpnment en écrivant que le produxt du qnus
du premier élément par le cosinus du second est égal & ce
que devient le développement du sinus de la somme du
troisiéme et du cinquiéme élément lorsqu’on multiplie son
deuxiéme terme par le cosinus du quatriéme élément.
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54. Pour retrouver les formules sans passer par leur démons-
tration, nous regarderons comme connu le premier membre
qui sera toujours le produit du sinus du premier élément par
le cosinus du deuxiéme ;quant au second membre, nous admet-
trons qu’il contient deux termes sans coeffi cients, ni exposants;
et que chacun de ces termes est composé de trois facteurs au
plus, choisis parmi les sinus et les cosinus des trois derniers
éléments, de telle sorte que le sinus et le cosinus d’un méme
élément n’entrent jamais 4 la fois dans un méme terme. Ceci
posé et nous bornant & considérer la relation qui existe entre
A, b, C, a,B, je dis d’abord que sin @ n’entre pas dans le
second membre. En effet, s’il en était autrement, les termes
ol ce sinus entrerait, disparajtraient pour @ = o et comme
alors & serait nul ou égal a 180°, la relation se réduirait
asin A = o ou 4 sin A = un monome; ce qui est imposzible,
puisque d'autre part le triangle devenant nul ou égal au
fuseau dont I'angle est A, aurait o ou 24, pour’eXcés sphé-

rique, ce qui entrainerait
A === (B4-C—1809).

Sin a n’enlrant pas dans la relation cherchée, cos a doit y
figurer et si on fait @ = 90°, cette relation se réduira a celle
sin A cos b = sinGcosB que l'on obtient en appliquantrla
premiére formule du n° (26), au triangle polaire, qui ici
devient rectangle. De ces deux remarques, :il résulte que la

relation générale est de la forme
sin A cos b = nsinCcosB -} pcosa ;

n et p élant indépendants de a et par conséquent toujours les
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mémes quelle que soit la valeur de a; mais pour @ = 0, avec

= 180° on a .
A =B+ C — 1809,
ou ~ —sinA =sinGcosB + sinBcosC ; "
done n=1, ‘ p= sin B cosC, '

et la formule générale devient
sin A cos b = sinC cos B -} sinBcosC cos a.

55. Les formules & B éléments que nous venons de faire
connaitre ont été signalées pour la premiére fois par Gauss.
Quoique superflues au point de vue théorique, elles ont une
véritable utilité dans les applications. En effet, leur emploi
simultané avec lesrelations & 4 éléments, fournit de précieuses
vérifications et fait disparaitre certaines ambiguités dont les
résultats sont souvent entachés ’ ‘ i

Associons 4 la relation & 3 éléments du premler type qui se
rapporte a a, B, ¢, A, 5, la relation & 4 éléments du premier
type qui se rapporte a a,b,c, A et la relation a 4 éléments
du deuxiéme type qui se rapporteaa, B,A, b nous aurons les

trois form ules

» cosa = cosbcosc 4- sindsinccosA
Premier groupe

sinasinB = sindsin A
de Gauss .

sinacosB = sinccos® — sinbcosccos A

formant ce qu’on ‘appelle le premier groupe de Gauss, et.qui
sont constamment employées en astronomie, pour la solution

idu probléme particuliérement important ol connaissant deux
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cOlés b et c et 'angle compris A dans un triangle sphérique,
on se propose de trouver le troisitme c6té a et I'un des an

gles adjacents B. Voici d’ailleurs comment on opére. Le cote
a est d’abord déterminé et cela sans ambiguité par la pre-
miére formule qui en fait connaitre le cosinus ; @ étant obtenu’,
on a l'angle B par la deuxiéme formule, mais cet angle n'est
ainsi défini quebpar son sinus et par clonsé‘quent admet deux
valeurs donl une seule doit étre acceptée; pour fixer enfin le
choix de la bonne valeur, on exigera que la lroisiéme relation
soit satlsfalle ce qui sufﬁra, a cause de la presence dans celle-
ci, de-cos B. Ajoutons que 'on peut ‘encore résoudre le pro-
‘bléme en n’employant que la premlere et la troisieme formule.

Pour cela on posera
cos b= mcosg, "sind cosA = msing;

m ayant un signe déterminé et ¢ étant compris entre o et 360°;

les deux formules considérées qui deviendront
cosa = meos(c — ¢), sinacosB = msin(c—¢)

seront simultanément rendues calculables par' logarithmes et
donneront immédiatement cos a, par suite a, puis cos B, par
suite B. ‘ ' '

56. Au premier groupe de Gauss que nous venons d’mdl-
quer en correspond un autre quis'obtient en intervertissant le
role des angles et des cotés. .

" Associons &'la relation & 5 éléments du deuxiéme type, qui
'se rapporte & A, 9, C,'a, B, la relation & 4 éléments du qua-
-Ariéme type qui se rapporte a A, B, G, a et la realion & 4



TRIGONOMETRIE SPHERIQUE 35"

éléments du deuxiéme type qui se rapporte & A, &, a, B;
nous aurons les trois formules :
[ cosA = — cosBcosC 4-sinBsinCcos a
Deuxiéme groupe
 de Gauss sin Asmb = sinBsing . S
I smAcosb_schosB—l-schochosa
}‘orﬁl@ﬁt' ce qu'on éppellg le deuxieme groupe de Gauss et
-Sef\'ra'nt a rés'oudre'le lb'robléme important ol com‘naiésant'
deux angles B, C et le céle adjacent @ dans un triangle sphé-
Tique, on cherche le tronsleme angle A et 'un des cotés adJﬂ.-
cents b, En effet, la premlere formuledonne d’abord I'angle A
et cela sans aibiguité puisqu’elle en fait ¢onnaitrele cosinus;
A étant obtenu, la seconde ‘formule donne &, mais ce coté
n’étant défini que par son sinus aura deux valeurs dont une
seule d-ex.'ra étre acceptée; pour.connaitre enfin celle-ci, il
suffira d’exiger qu’elle vérifie la troisiéme formule, laquelie
contient cos &. Ajouton‘s"que si T'on vqlit se borner & tenir
compte de la premiére et de la troisi¢éme équation il suffira de
poser . '

;.- cosB= mcosg, . sinBcosa = msi_mp, o

les formules subiront simultanément la préparation loganth-
mique, et T'on sera ainsi conduit aux résultals suivants

cosA = — mcos (G + ¥ s'mAcosb = msin (© + ¢
qm donnent lmmédlatement cos A; par saife’ A pms cos b,par
suite &.



