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Une Intégrale Invariante sur I’algébre
de Lie Syméirique Semi-Simple

Shigeru Sano

§ 0. Introduction

Soit g une algébre de Lie semi-simple, et soit § la sous algébre des
points fixes d’un automorphisme involutif ¢. On dit que (g, §, ¢) est une
algébre de Lie symétrique semi-simple. Harish-Chandra a étudié les
algébres de Lie semi-simples en utilisant Ia méthode orbitale. Nous
généralisons cette méthode au cas des algébres de Lie symétriques semi-
simples.

On considére une involution de Cartan § de g qui commute a g, et
un sous-espace de Cartan a, f-invariant de 1’algébre de Lie symétrique
(g,5,0). On étude des racines de a au §2 et §4. Dans le cas des
algébres de Lie semi-simples, toute racine réelle est singuliére. Mais en
général, il existe des racines réelles non-singuliéres qui s’appellent racines
vectorielles (Définition 4.1). A une racine singuliére, on associe une
transformation de Cayley (Définition 4.2) et sa transformation inverse.

Soit 2(a) Pensemble des racines de a. Pour une racine « € X(a),
g.(a; a) désigne 'espace radiciel associé. On pose n,=3 ¢z 8.(a; ).
On recherche des critéres de stabilité de g.(a; ) par les automorphismes
involutifs ¢ et  au §2. On définit ensuite une application linéaire
bijective ¥ de N n, sur gN n, (Définition 2.4). Grice a cette application
linéaire, on détermine la mesure invariante sur ’espace tangent a ’espace
symétrique (Proposition 6.2).

Nous introduisons la c-dualité entre deux triplets symétrique, qui
géneralise la dualité entre le triplet (g., g, 0) (0l o(X ++ —1Y)=X—
v —1Y pour X et Y appartenant a g) et le triplet (g, g, 7) (ol z(X, Y)
=(Y, X)). De méme un triplet symétrique riemannien de type non
compact est en c-dualité avec un triplet symétrique riemannien de type
compact. Soit G/H une espace symétrique correspondant a (g, §, o) et
G/H le c-dual de G/H respectivement. Cette c-dualité devrait permettre
d’expliquer la relation que existe entre la série discréte (relative) de
I’espace symétrique G/H et la série continue (relative) de I'espace symétri-
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que G/H (Remarques §5). L’auteur a étudié l'espace symétrique G,/G
qui est le c-dual de G X G/G(~G). (cf. [22], [23]).

Yai étudié ce sujet a I'Institut de Recherche Mathématique Avancée
de Strasbourg. Je remercie vivement J. Faraut, N. Bopp et les membres
de Séminare Nancy-Strasbourg de la discussion avec moi et de I’hospi-
talité.

Contenu

1. Algébre de Lie semi-simple symétrique et sous espace de
Cartan

Racines réelles, imaginaires et complexes

Racines restreintes

Transformation de Cayley

c-dualité

Intégrale invariante sur I'espace tangent

NG AW

§1. Algebre de Lie semi-simple symétrique et sous espace de Cartan

Soit G un groupe de Lie connexe, ¢ un automorphisme involutif de
G et H un sous-groupe fermé de G satisfaisant (G,),CHCG, ou G,=
{x e G:o(x)=x} et (G,), est la composante connexe de I'identité dans G,.
Alors G/H est appelé une espace symétrique.

Soit g une algébre de Lie, ¢ un automorphisme involutif de g et
g="05@q la décomposition de g en sous-espaces propres de ¢, c’est-a-dire

H={X eg:0X =X}, qg={X eg:oX=—X}.

Alors le triplet (g, b, o) est appelé algébre de Lie symétrique. A chaque
espace symétrique G/H correspond un triplet (g, 5, o) ol g et §j sont les
algébres de Lie de G et de H respectivement, et ¢ I'automorphisme de g
déterminé par l'automorphisme ¢ de G. Pour simplifier, nous écrirons
souvent (g, §) au lieu de (g, §, ¢). On suppose g semi-smple dés main-
tenant.

Définition 1.1. Soit (g, §, 0) une algébre de Lie symétrique. Un
sous-espace a est appelé un sous-espace de Cartan si a est un sous-espace
abélien maximal de q et si pour chaque X e a, ad(X) est un endomor-
phisme semi-simple de g.

Pour un élément X de q, on considére le polynéme caractéristique

det(t—ad(X)="3" d(X)r*
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de 'endomorphisme ad X de g, ou / est le plus petit entier tel que d; n’est
pas identiquement nul sur q:

Définition 1.2, Un élément X de q est dit g-générique (resp. g-
singulier) si d,(X) est non nul (resp. nul). On appelle g’ ’ensemble des
éléments q-génériques.

Si X est g-générique, il existe un sous-espace de Cartan a et un
élément Y de a’=a(N q’ tel que X et Y soient conjugués par H (cf. [19]).

Soit § une involution de Cartan de g commutant avec ¢ (il en existe
toujours une (cf. [14])), et soit g=¥@p la décomposition de Cartan
correspondante. Posons

6+=5nf’ E)-:bnp:
q.=qNf,  q.=qNp.

Si a est un sous-espace vectoriel de g, a, désigne le complexifié de a.
On considére en particulier la complexifiée g, de l'algébre g et on
prolonge ¢ et § a g, en des involutions C-linaires. On désignera par
t: Z=X++/=1Y—>1(Z)=X—+—1Y la conjugaison complexe de g,
relativement a g.

Soit § une sous-algébre de Cartan #-invariante et g-invariante de g.
Si a est un sous-espace f-invariant de i, a* désigne I’espace dual et af le
complexifié de a*. Alors, pour 2 € a¥, on pose:

go(a; )={X e g,: ad(Y)X =2(Y)X pour tout ¥ e a},
m,=dim, g.(a;2),  g(a; )=gNg.(a;2),
et on note () I’ensemble des racines de la paire (g,, a.), c’est-a-dire
2(@)={2 e aF\{0}: gc(a; D)={0}}.

La forme de Killing B( , ) de l’algébre complexe g, permet d’identifier
a¥ et a,.

Dans les paragraphes 2 et 3, a désignera un sous-espace de Cartan
f-invariant de (g, §). On vérifie que pour « ¢ X(a) il existe un unique
élément H, ¢ a?=+—1(aNHB(aNp) tel que B(H,, X)=a(X) pour tout
X ea. On pose alors

l,.=CH,+g.(a; ) +g.(a; —a).

Remarquons que /, est stable par g, mais n’est en général stable ni par 4,
ni par la conjugaison complexe.
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§ 2. Racines réelles, imaginaires et complexes.

Définition 2.1.

(i) Une racine « de X(a) est dite racine réelle si a prend des
valeurs réelles sur a.

(ii) Une racine « de X(a) est dite racine imaginaire si « prend des
valeurs imaginaires pures sur a.

(iii) Une racine o« de X(a) est dite racine complexe si o n’est ni
réelle, ni imaginaire.

On pose 1,=Puexsw 3.(0; «). Nous voulons déterminer une base
de 1, qui permette de définir un isomorphisme de HNun, sur qNn,. Si
« appartient a X(a), on définit une forme linéaire o’ (resp. a°) sur a, par
a’(X)=a(0(X)) (resp. a’(X)=a(c(X))) pour X eqa, et a par a’(X)=
a(z(X)). Ilest clair que o, a° et o appartiennent & 3(a). Remarquons
que a*=—a’.

Lemme 2.1. Soit « une racine réelle de 2(a). 1l existe une base
X, X,, - -+, X,,.} de g.(a; @) telle que:

(i) X,egpourj=1,2, .-, m,;

(i1) {o(XD} a0, ,mq 5t une base de g(a; —a).

Démonstration. Comme « est réelle, on a o"=«. On en déduit
que g.(a; «) est stable par z. Une base (sur R) de g(a; o) sera une base
(sur C) de g.(a; @). On déduit (ii) du fait que ¢°= —« car aCg. Q.E.D.

Définition 2.2. On note § I'ensemble des éléments de g, qui sont
fixés par la conjugaison ¢z. On a g=HDv — 1.

Lemme 2.2. Soit o une racine imaginaire de 2(a). Il existe une
base (X}, X, - - -, X} de g,(a; ) telle que:

(i) X,eq pourj=1,2,---,m,;

(i) {o(X)};=1,2,..,m, €St une base de g.(a; — o).

Démonstration. Comme ¢ est imaginaire on a «*=—w. On en
déduit que g.(a; ) est stable par oz, car = —a. La décomposition en
sous-espaces propres de g, pour oz s’écrit:

gc=g®\/ _lg

On choisit une base (sur R) de §(a; a). Ce sera une base (sur C) de
g.(a; @) et elle vérifiera (ii). Q.E.D.

Définition 2.3. On note g? I'ensemble des éléments de g, qui sont
fixés par la conjugaison ¢fz. On a g°=().Pq_)Dv —1(5_Dq.).
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Lemme 2.3. Soit & une racine complexe de 2(a). Il existe une base
X, X,, - -+, X} de g.(a; o) telle que:

(i) X,eglpourj=1,2,---,m,;

(it)  {o(X)}ic1,2,..e,mq €5t une base de g (a; —a);

(i)  {=(X)};o12,..0,m, €5t une base de g (a; or);

(v) {or(X)}izrs,..,m, €St une base de g, (a; — o).

Démonstration. Si ¢ est une racine complexe on a " £« et o’ = — .
Pour toute racine « € X(a), on a o= —a et aussi o’ = —a° car ¢ admet
des valeurs réelles sur afp et imaginaires sur a1{. On en déduit que
a’”=a et que g.(a; a) est stable par ¢fz. La décomposition en espaces
propres de g, pour ¢fz s’écrit:

g.=g"®v —1g%
On choisit donc une base sur R de g%(a; o). Ce sera une base sur C de
g.(a; ) et elle vérifiera bien les propriétés (ii), (iii) et (iv). Q.E.D.

On choisit un ordre sur 3(a) tel que si « est une racine positive
complexe alors «° est aussi une racine positive. On appelle X*(a)
I’ensemble des racines positives. Et on pose 1} =3 ,e5+w@ 8.(a;a). On
déduit aisément des lemmes ci-dessus la proposition suivante.

Proposition 2.4. 1] existe un ensemble S={X, X,, ---, X,} d’élé-
ments de n} vérifiant les conditions ci-dessous.
(1) Pour tout X e S, il existe une racine o de 2(a) telle que X e
g.(a; ). De plus:
(a) si « est réelle, X appartient d g;
(b) si « est imaginaire, X appartient d {;
(c) si « est complexe, X appartient a g° et ©(X) appartient a S.
(i) {(Xe+o(XD}lears,...,n €St une base de ), N n,.
(i) {Xe—0(X)}i1,s,...,n €St une base de q, N\ 1n,.
Pour toute racine o ¢ 2*(a) le nombre d’éléments ke {1,2, --., n} pour
lesquels X, appartient d g (0; o) est égal a m,.

Remarque. L’auteur avait d’abord démontré la proposition ci-dessus
en ¢tudiant la structure de X(a), mais celle-ci se démontre simplement en
utilisant les propriétés de stabilit¢ des espaces g.,(a; «) par les automor-
phismes g, # et z. L’auteur remercie N. Bopp pour les discussions qu’il
a eu avec elle & ce sujet et les suggestions qu’elle lui a faites.

En utilisant la famille S de la proposition, on définit une application
7, R-linéaire, de Y\ n, sur g n, par:
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Définition 2.4. Soit X un élément de S et « la racine telle que]X e
g.(a; ).

Si « est réelle, on pose 7(X +o(X))=X —a(X).

Si a est imaginaire, on pose 7(X +¢(X))=+ — 1 [X—a(X)].

Si « est complexe, on pose

TX +o(X)+ (X +0(X)) =X —o(X)+ (X —a(X))
et
1 —1[X+0(X)— (X +o(X)N)=v — 1 [X —o(X) — (X —a(X))].

11 est clair que 7 est un isomorphisme de N\ n, sur g n,.

§ 3. Racines restreintes

Soit | une sous-algébre de Cartan #-invariante de g qui contient a.
On note 2(§) le systéme de racines de la paire (g,, j.). Si « appartient
a(a)ona
@)= 3 gD
;Iei 43

3
a

Nous allons montrer comment on peut construire la famille S a partir
d’éléments des espaces radiciels g.(f; 1), qui sont tous de dimension 1.

Lemme 3.1.  Soit « une racine réelle de 3(a) et 2 une racine de 2(j)
telle que 2|,=a. La restriction de A* a a est aussi égale d .

(1) Sii=2, alors dim g(j; A)=1.

(if) Si A=, alors dim g N (g.(i; DDg.(i; 4))=2.
Si X appartient a g,(i; 2) alors {X +(X), ¥ — 1(X — (X))} est une base de
gN(@e(i; DDg.(; 1)

Démonstration. Si 1=2" la racine 2 est réelle et g.(j; 1) est stable
par z. Sinon l’espace g.(i; )Pg.(i; 2°) est, lui, stable par z, d’ou le
résultat. Q.E.D.

Lemme 3.2.  Soit « une racine imaginaire de 2(a) et A une racine de
2(§) telle que 2\,=a. La restriction de 1°° & a est aussi égale d a.

(i) SiA=2"" alors dim g(j; )=1.

(ii) SiA=2" alors dim gN (g.(1; VDg(f; 7)) =2.
Si X appartient & g.(; 2) alors {X +o07(X), v — 1 (X—o7(X))} est une base
de g {g.(1; Da.(i; 27}

Démonstration. Elle est analogue a celle du lemme 3.1 car § est
I’ensemble des points fixes de la conjugaison or. Q.E.D.
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Lemme 3.3. Soit ¢ une racine complexe de 2(a) et X une racine de
2(}) telle que A|,=a. La restriction de 2°°*= —21° & « est aussi égale d a.

(i) Sii=—2° alors dim g%(j; —2%)=1.

(ii) Si2+£—2°, alors dim g® N (g, (i; DDga.(G; —1°))=2.
Si X appartient a g,(i; 2), {X + 00cX, ¥V —1(X—06:X)} est une base de
gd ﬂ {gc(15 2)®gc(]9 '_la)}’

Démonstration. Elle est analogue a celle des lemmes précédents
car g? est ’ensemble des points fixes de la conjugaison ¢6z. On remarque
de plus que pour toute racine 2 ¢ 2(f), on a I*= —2°. Q.E.D.

Exemple. Considérons I’espace symétrique (3u(4, 2), 8(1(2)Pu(2, 2))).
Nous allons construire explicitement, dans ce cas, une famille S qui
vérifie les conditions de la proposition 2.4 en utilisant les lemmes 3.1, 3.2
et 3.3. On pose

g=5u(4, 2)={X e 3((6, C): J'XT = — X} ol J = ((1)4 (1’ )
—— 12

Soit ¢ I'involution de g définie par

i 4

X, X)\I2 X, —X,
. X= > .

X; X,/14 —X; X,

Soit # linvolution de Cartan de g définie par 9(X)= —‘X pour X eg.
Les involutions ¢ et § commutent et g est la somme des sous-espaces
propres:

2 2 2
F);; 010 I

FNt={x=| 0 X, 0 |2 : X, eu® (k=1,2,3), Tr X=0!,
00X,/
0(010

Bﬂpz{X_—_ 0(0|Y |:regl2.0)l,
0 Y|0
01]Y]0

qﬂf={X= —'Y10 |0 |: Yegl(2 C)y,
000
0/0|Y

qﬂp:{X: 01010 |:Yegl2,C)pe
Y00
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Comme 3u(4, 2) est une forme réelle de 3[(6, C) on pose g,=3l(6, C).
La conjugaison 7 de g, relativement & g s’écrit:

(X)=—J'XJ pour X e 3l(6, C).

Le prolongement C-linéaire de ¢ & g, s’écrit:

o(X)=LXL  pour X e 8((6, C) OhL:(# ?)
— 14

Le prolongement C-linéaire de 4 a g, s’écrit:
0(X)y=JXJ pour X e 8l(6, C).
Considérons le sous-espace de Cartan §-invariant de q défini par:

0 0|t O
O 00—y 0 O

O ! O |:tveRrh
00

On définit deux formes lin€aires e, et e, sur a par e,(X)=t et e,(X)=i4
(i=+/—1) pour X e a. L’ensemble des racines de la paire (g,, a,) est alors

0
0

t
0

o o | & o

Z(@)={xe, L&, +2e, +2e, e te).
On fixe un ordre sur 2(a) en posant
2H(a)={2e;, e, +ey, ), €, — ey, 26, €3},

Soit i la sous-algébre de Cartan ¢-invariante de g qui contient o dont la
complexifiée j, est définite par

zz 00 0 ¢ O
0 2z 0 —y 0 O
0 0 0 0 O
Ie= Y= 0 1]/' (C)l 2, 0 0 : t:‘,b'azl7ZZ:C1’C2ec9 Tr Y=0}.
t 0 0 0 z O
0 0 0 0 0 ¢
Les valeurs propres d’une matrice Y de j, sont données par p,=t+4z,
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to=—1t+2z, py=iv+z, pu=—iv+2z pu==C, et p=4_,. Les racines
de la paire (g,, j,) sont données par les formes linéaires e,, (1< p, ¢ <6

et p#£g) ou
e (Y)=p,—p, pour Y e j,.

Relations entre X(a) et 2'(j).
(i) e, et 2e, sont des racines réelles de 2*(a).
e, est la restriction a a de e;;, e;,=¢€5;, €, €t €5, =¢€5;.
2e, est la restriction a a de e;,=¢5,.
(ii) e, et 2e, sont des racines imaginaires de 2*(a).
e, est la restriction a a de e;;, e, =€, e, et e, =egf.
2e, est la restriction 4 a de e,,=—ef;.
(ili) e,—e, et e;+ ¢, sont des racines complexes de X *(a).
e,—e, est la restriction 4 a de e,; et e,,—ejf".
e,-}+e, est la restriction a a de e, et e,,=ej/".
De plus on a é,=e,, et ej=e;,.
On appelle Y,;=(e;,) la matrices de gl(6, C) définie par ay,=8;;0,, ol &
est le symbole de Kronecker.
Dans les différent cas ci-dessous on choisit pour base de

(a=e) g en): X=Y,+ Yy
8:(j; e): (X)=— Yo+ Yi
g.(f; )t Y=Y+ Y
gef; €e): o(¥)=Yo— Yos

gla; e): Xi=X+2(X), X;=i(X—r(X)),
X,=Y+o(Y) et X,=i(Y—2(Y))

(a=2e;) g(a;2e): Xy=i(Y;;— Yis+ Ys— Yss)

(a=e) g.(j;en): U=Yy—iYy
a.(1; es): ot(U)=Yu—iY,,
8o(j; €): V="Yy—i ¥,
8.(1; €): ot(V)=YoutiYy

glas e): Xy=U++07(U), X;=i(U—oz(V)),
Xo=V4+oc(V) et X;=i(V—ac(V))

(e=2e;) §(a;2e): Xyy=iYp+ Yo+ Yp—i¥,
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(a=e,—e) g(;en): W=Y,+iY,+ Yu+i¥y
8.(i; ew): 00t(W)=— Yy, —i¥,+ Yo+ ¥y

a¥a; e;—ey): Xy=W+a0r(W) et Xpp=i(W—alz(W))

(a=e+e): 8.(f; ew): t(W)=— Yo +i¥yu+ Yy —i¥,
a.(1; €n): (W)=Y, — Y+ Yo —iY,,

g%(a; e;Fe): Xp=1(Xyy) et Xy=1(Xy).

La famille S ={X,, X, - - -, X,,} vérific bien les conditions de la proposi-

tion 2.4. L’application 7 de Hn, dans qNn, qui a été définie au §2
est donnée ici par:

it5 C13
—Ci ity ‘ O O
O 0 Zgr z, O
—Zy —lh Cu  Z
O Zyp Qoo | —ity Zy
0 Zg | —Zy O
Zy o —ity  Zy
0 CZy ity Ty
— “‘f_xz —Zyr O O
—Cu ity
ity L
Zyy Zgy O O

(teR,(,zec()

§ 4. Transformation de Cayley

Rappelons que si a est un sous-espace de Cartan #-invariant et si «
est une racine de X(a) on a posé

lc - CHa®gc(as a)@gc(a; - (Jl)
ol H, est I'unique élément de a®=+/—1((N a)P(p N a) tel que

B(H,, X)=a(X) pour tout X e a.
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Posons alors
I=I.Ng, l.=INfetl_=INp.

On remarque que si « est réelle (resp. imaginaire), H, appartient a p (resp.
H, e+ —1%) et quel, est stable par ¢ et 4.

Définition 4.1. Si « est une racine réelle de X'(a) on dit que
(i) o est singuliére si 1, +{0};
(i) « est vectorielle si I, ={0} c’est-a-dire [=1_.
Si « est une racine imaginaire de 2'(a) on dit que
(i) e« est singuliere si I_=={0};
(iv) « est compacte si I_={0} c’est-a-dire /=/,.

Remarque. Dans le cas des espaces (g@Dg, diagonal) il n’y a pas de
racine vectorielle. De méme dans le cas des espaces (g,, g) il n’y a pas
de racine compacte (cf. Lemme 5.1).

Lemme 4.1.

(i) Siae(q)est une racine réelle singuliére, il existe un élément
X, =Y, +Z(Y,eh_,Z,eq,) de gfla;a). Si on prend X, tel que
B(Y,, Y))=%, on a H,=[X,, ¢X,]. On note I le sous espace de I,Ng
défini par ;= RH,®DRX,DR(cX,) et pose I;=1'"NY. Alors (I’, I3 est une
algébre de Lie symétrique isomorphe a (3[(2, R), 30(1, 1)).

(ii) Si a e 2(a) est une racine imaginaire singuliére, il existe un
élément X,=Y,+Z, (Y,es/—1Y_, Z, e q.) de g(a;a). Sion prend X,
tel que B(Y,, Y,)=—3%, on a H,=[cX,, X,. On note I, le sous espace
de 1, définit par I\=CH,®CX,DC(0X,) et pose I'=1,Ng, l{=0I'"NH.
Alors (I, 1) est une algébre de Lie symétrique isomorphe a (3((2, R),
so(1, 1)).

Démonstration.
(i) Soit Z un élément non nul de /,. Comme Z est dans f et H,
dans p on peut écrire:
Z=X,+X, avec X, e g.(a; ) et X, e g.(a; —a).
On a:
t(X)=X, car e(Z)=Z et &’ =0,
0X,)=2X, car 6(Z)=Z et a’=—a (en particulier X,=~0),
o Xy)y=—X carg(Z)=—Z et a= —q.

On en déduit que X, appartient 3 H_Pq,. Si on écrite X,=Y,+Z,
(Y,ebh.,Z,eq,), on a[H Y)=ca(H)Z, [H, Z,]=a(H)Y, pour He qa.
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Au moins P'un des vecteurs Y,, Z, n’est pas nulle: il s’en suit que les
deux ne sont pas nulles. On voit que [Z,, Y,] e a car [H, [Z,, Y,]]=0
pour Hea. Sion prend X, tel que B(Y,, Y,)=%, ona B(H,[Z,, Y )=
o(H)B(Y,, Y)=%a(H) pour Hea. Ceci entraine que [Z,, Y,]=H,/2
et [X,, cX,]=H,. On peut choisir X, un multiple de X, (ou ¢X,) tel que
si H=[X, ¢X] on ait [H, X]=2X et [H, 6X]= —20X. Alors lalgébre de
Lie symétrique (U, [}) ou {[=R(X,+¢X,) isomorphe a (3[(2, R), 30(1, 1)).

(ii) On procéde de maniére analogue a (i) en remarquant que
(W —=T19.)®q. est lintersection des sous-espaces propres relatifs a la
valeur propre (—1) de 6 et de gz. On vérifie alors que [X,, o(X,)]
appartient & RH,. En normalisant X,, on obtient un élément X de

v =15_@q. tel que
=Ry —=TH®RX —c(X))BRY —1(X +0a(X)).

L’application qui a4/ — 1 H associe <(1) __(1)>, a X —o(X) associe (_(1) —(1))

et a 4/ — 1(X +0(X)) associe ((1) (1)) est un isomorphisme de Palgébre
symétrique (I, If) sur (8[(2, R), 30(1, 1)). Q.E.D.

Soit a un sous-espace de Cartan f-invariant de q et « € X(a) une
racine réelle singuliére. On généralise la transformation de Cayley que
Harish-Chandra a donnée [8].

Définition 4.2. Soit X, un élément de g.(a; «) dans §_@Dq, normalisé
par la condition a([X,, (X, )])=2. Définissons Pautomorphisme v de g,

par:

y=exp {—“——"_41” ad (Xa+oXa)}.

Alors b=y(a,)Nq est un sous-espace de Cartan @-invariant qui n’est
conjugué a a par aucun élément de H. Et on a:dim(®Nf=dim(aN¥)
+1 Pour chaque racine 7 e 3(a), posons (v-")(X)=r(p (X)) (Xeb,)
Alors .7 est une racine de b et f=y-a est une racine imaginaire
singuliére.

Pour une racine réelle singuliére «, on pose a,={X ¢ a: a(X)=0}
3=3.a,) (le centralisateur de a, dans g) et [=[3, 3]. Considérons la
décomposition 3=3,D3, (resp. [=[,Dl) ou 3=3Nh, g,=3Nq (resp.
L=INYh, [,=CNg). Alors (I, [, o) est une algébre de Lie semi-simple
symétrique de rang déployé égal 4 1 (cf. [20]). En adaptant une démonstra-
tion de la maniére analogue a la proposition 5 de [24] dans le cas du rang
déployé égal a 1, on peut montrer:
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Lemme 4.2. Soit ¢ un sous-espace de Cartan de q qui est contenu
dans 3,. Alors ¢ est conjugé @ a ou b par un élément du sous-groupe
analytique Ly de H correspondant a la sous-algébre |,

Remarque. On peut définir ’automorphisme inverse. Soit 3 un
sous-espace de Cartan f-invariant de q, 8 e X(0) une racine imaginaire
singuliére et X, un élément de g,(b, f) choisi dans §_®+ — 1 q_ (cf. Lemme
4.1) tel que B([oX,, X;])=2. On pose:

J=exp {——#*_41“ ad (Xﬂ—l—oXﬁ)}

On a alors:
1) a=(,)Nq est un sous-espace de Cartan #-invariant de q
2) a=7p-p est une racine réelle singuliére appartenant a 3(«)
3) (X, appartient & g.(a; «) et vérifie a([5(X,), o9(X,)])=2
Si on pose X,=5(X};) et si on définit v comme dans la définition 1.4, on a

Doy=y-D=id
car X;+oX,=X,+oX,eh_.

Définition 4.3. Dans la situation de la définition 4.2, on rappelle
que b est défini 4 l’aide de a, d’une racine réelle singuliére « et de Iauto-
morphisme y. Dans ce cas on dit que a et b sont adjacents et on note
cette relation entre a et b: a—b. Soit Car(q) I'ensemble des classes de
conjugaison par H des sous-espaces de Cartan de q. La classe de
conjugaison de a est notée [a] et nous allons aussi adopter la notation
[a]—[6]. On obtient ainsi un diagramme dans Car(q) qu’on note II(g, b).
On définit un ordre < dans Car(q), de sorte que [c]<[c/] si et seulement
si il existe une chaine c,, ¢, - - -, ¢, de sous-espaces de Cartan telle que
[ed=I[cl, [c]=[c] et [c]—[cs]— - - - —c,].

Exemple. Les diagrames I1(8p(n, R), 3(gl(n, RY®R)) et II(3p(n, C),
3p(n, R)) sont les mémes. On a représenté ce diagramme dans le cas ou

RN
SN
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§5. c-dualité

Nous voulons étudier les distributions sphériques invariantes (DSI)
et 'analyse harmonique sur 1’espace symétrique semi-simple G/H dans le
travail suivant. Pour cela, nous allons montrer qu’il y a une relation
entre les séries discrétes (relatives) de DSI d’un espace symétrique et les
séries continues (relatives) de DSI de ’espace c-dual. Nous allons définir
la c-dualité d’algébre de Lie semisimple symétrique qui induit la c-duailté
d’espaces symétriques.

Définition 5.1. Soit (g, §, o) une algébre de Lie symétrique. Posons
g=b®g ot G=+—1q. Le triplet (g, b, o) est appelé le c-dual de (g, H, o).
(voir exemple (i) pour la justification du vocabulaire). Soit G./H, un
espace symétrique correspondant a (g., §.). On dit que deux espaces
semi-simples G/H et G/H sont en c-dualité si ils correspondent respective-
ment 2 la paire (g, §) et (@, §) et si G/H et G/H sont des formes réelles de
G./H,.

Remarque. M. Berger a défini le dual et I’associé d’une algébre
de Lie semi-simple symétrique. La relation est la suivante: L’associé

(a2, 9%, a0) (=(g, H)*) du triplet (g, §, o) est défini par
g*=g,  h*=Dh,Dq.

(Voir § 1 pour la définitionde §,, §_, q., q_). Le dual (g%, 5%, ) (=(g, §)%
du triplet (g, 9, ¢) est défini par

g’=0.00—-15)8(W -19.)®q.,  H*=5.®(W —1q.).

Alors on a (§, §)=(g, h)***=(g, §)*¢*. Par suite on a le diagramme
suivant:

@5 <2, gy <% (g5

+ c-jAdual
associé ¢ I dual

a a ~ ad d

(8% 59 “W @ H 2950016 (@ %%
Exemple.

(i) Soit (g, f, ) un triplet riemannien de type non compact. Son

c-dual est donné par le triplet riemannien compact (i, f,6) ou u=

f®+v —1p. Par exemple (8l(n, R), 30(n)) et (3u(n), 30(n)) sont c-duaux.

Remarque. = C’est pour cela que nous avons introduit le terme de
“c”-dualité. (c a cause de “compact”).
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(ii) Le c¢-dual de la paire (g@®g, diagonal) est égal a (g,, g).

(iif) La pair (8[(n, R)), 30(p, q)) (n= p-+q) est de type ¥, (cf. [20]).
Il n’en est pas de méme pour son c-dual qui est (3u(p, ¢), 8o(p, q)).
Mais la paire (3l(n, R), 3(gl(p, R)®gl(q, R)) est c-autoduale.

Soient (g, §, ¢) et (g, Y, o) deux triplets en c-dualité. Si § est une
involution de Cartan de g commutant avec g, alors =rzf est une involu-
tion de Cartan de § commutant avec ¢ (ol désigne le prolongement C-
linéaire & g, de 6 et ¢ la conjugaison complexe de g, relative 2 g). Sia
est un sous-espace de Cartan f-invariant de (g, §)), alors G=+"— [ a est
un sous-espace de Cartan f-invariant de (g, §). Si 6 est Iisomorphisme
R-linéaire de a sur @ défini par 6(X)=+/—1 X, on a alors:

Lemme 5.1.

(i) Si e 2(a) est une racine réelle (resp, imaginaire) singuliére,
alors §-« est une racine imdginaire (resp. réelle) singuliére de (§, @).

(i) Sia e X (a) est une racine vectorielle (resp. compacte) alors 3-«
est une racine compacte (resp. vectorielle) de (g, 0).

Démonstration. Si « est une racine réelle (resp. imaginaire) de
(g, a) il est clair que §-« est une racine imaginaire (resp. réelle) de (g, a).
La définition de I'involution de Cartan implique que:

E—:bnf:f)—’ B+=Bﬂﬁ:5+>
q+=_ﬂf=«/:_1Q-= q—zqu):V—qur'

Or le lemme 4.1 extraine qu’une racine réelle « de (g, a) est vectorielle si
et seulement si g.(a; @) N (H_Dq,)={0}. Ceci est équivalent & g,.(d; 5 )
N —15.85.)={0}. On en conclut que « est vectorielle si et seulement
si §- o est compacte et le reste du lemme s’en déduit. Q.E.D.

Remarque. Soit G/H un espace symétrique semi-simple correspon-
dant 2 (g, b, ¢). Pour simplifier, supposons que G ait une complexifiée
G,. Soit G¢, G, K et H? des sous-groupes analytiques de G correspondant
respectivement a g%, g, { et h.

Soit @ un sous-espace de Cartan compact f-invariant de (g, §).
Soit W(a) le groupe de Weyl de (g, a.). Et on pose Wy,g(a)=
Nenw(@)/Z g qm(@) oit Npqg(a) (resp. Zgau(a)) est le normalisateur (cen-
tralisateur) dans de a. W u(a) est isomorphe a le groupe de Weyl de
(., a,). Une racine « € 2(a) est compact si, et seulement si g (a; a)Cf..
Soit @™ I’ensemble des racines compactes de X(a) de @'={a ¢ J(a):
g.(a; @) CE,, gla; )T} @™ et @7 sont des systémes de racines. Si
on pose We™ (resp. W) le groupe de Weyl de @™ (resp. &%), on a
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W Werl=[W(@): Wxau(@)]

Pour un sous-groupe parabolique minimal P¢ de G¥¢, il est égal & le nombre
des H?-orbites fermées de G?/P¢, c’est-a-dire, le nombre des séries de la
série discréte de G/H.

d=ia est un sous-espace de Cartan dépolyé de (g, ). On définit
des groupes W(@) et Wg,x(d) similariement. W, 4(@) est isomorphe a
le groupe de Weyl de (52, @,). Une racine réelle o € 2(d) est vectorielle
si, et suelement si g.(a; o) CH2. Soit @¢ 'ensemble des racines vectorielles
et

OF={x e 2(0): g.[@; ) CHF ou g.([@; )2} (g°=H_-Dq.).

0" et @F sont des systémes de racienes. On note respectivement W et
WE leur groupes de Weyl. On a

[WE: W l=[W(a): WKnH(ﬁ)]'

Pour un groupe parabolique minimal P de G, il est égal a le nombre des
H-orbits ouvertes de G/P. Nous conjecturons que cette nombre est égal
a la multiplicité de la série continue de G/H. L’auteur considére qu’il
existe la relation entre la série discréte de G/H et la série continue de
G/H, car [WT: Wem=[WE: W>].

§ 6. Intégrale invariante sur Pespace tangent

Soit @ un sous-espace de Cartan de (g, §). On note g* I’ensemble
des éléments de q conjugués par H a un élément de a. D’autre part on
choisit un ordre sur ’ensemble 2(q) des racines de (g, a). On note X*(a)
Iensemble des racines positives et m, la multiplicité d’une racine, c’est-a-
dire m,=dim,g,(a; «). On a alors pour X e a

4X)=_[1 la@)[™  (d est défini au § 1).

X+
On en déduit que
Xedé=a(X)£0 pour tout o € X (a).
On pose alors pour X e a

n(X)= 7r“(X)=“ae 11 ) a(X)me.

X+ (a

Appelons J°=Z,(a) le centralisateur dans H de a et We=Ny(a)/J® le
groupe de Weyl correspondant a a. On a alors (cf. [19]).
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Lemme 6.1. L’application 5 de H|J*Xd' dans (q°Y qui a (h*, X)
associe Ad(W)X ou h* désigne la classe de h dans H|J® est un revétement &
| We| feuilets de (q%)’.

Pour le montrer on pose m=3,a) et [=HN > ,erw8.(a;a) On
vérifie alors que la différentielle de 5 en (hF, X;) est Papplication de [ X a
dans q qui envoie (7, X) sur Ad(h){[T, X,]+X} et on en déduit le
résultat.

Posons 11,=@P,c 5w 3.(a; @). On a défini au § 2 un isomorphisme 7
de [=HNn, dans gqNun,. D’autre part on a

h=m®! et g=a®(@Nn,).

On choisit une m-forme différentielle o sur g, une n-forme différentielle v
sur | et une k-forme différentielle y sur a telles que si T, - - -, T, est une
basede [ et Y, - - -, Y, une base de a on ait:

(0(7(1-'1)7 MY T(Tn)a Yb ] Yk)zv(Tls ) Tn)ﬂ(yb ] Yk)'

Si on appelle dX, dh* et d, X les mesures correspondantes sur g, H/J® et q,
ona:

Proposition 6.2. Pour toute fonction f de C,(q%) (continue et a support
compact)

La SO0 = j ln(X)lIH/Ja FAd(BX)dh*d,X.

Démonstration. 1l s’agit de calculer le déterminant de la différentielle
de ». Pour cela prenons une famille S={X, - - -, X,} d’éléments de n;
vérifiant les conditions de la proposition 2.4. Les éléments X;+o(X})
forment une base de §, N 1,. D’apprées le lemme 6.1,

d’?(hz,Ho)(T, 0)= —Ad (h)[H,, T].

Soit X un élément de S et « la racine telle que X appartienne a g.(a; «).
On a alors pour H, e a

[Hy, X +0(X)]=a(H )X —a(X)).
Posons T=X-+0X. Si« est une racine réelle, a(H,) est réel et on a
[H,, T]=a(H)1(T).

Si « est une racine imaginaire, «(H,) est imaginaire pur et on a
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[Hy, T1=—« = Ta(H)1(T).

Si o est une racine complexe, posons w(H,)=a (H,)++ —1a’(H,) avec
af(H,) et o’(H,) réels. On a alors

[H,, T+ o(T)]=a*(H) (T4 (7)) + &’ (HY' W = T(T —=(T))),
[Hy, F(T—o(T))]= — o’ (H) (T + (1) + a"(H)Y (v = T (T— (1))

La valeur absolue du jacobien de 7 est donc égale a |z(H,)|. Q.E.D.
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