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Une lntegrale lnvariante sur l'algebre 
de Lie Symetrique Semi-Simple 

Shigeru Sano 

§ 0. Introduction 

Soit g une algebre de Lie semi-simple, et soit lj la sous algebre des 
points fixes d'un automorphisme involutif a. On dit que (g, lj, a) est une 
algebre de Lie symetrique semi-simple. Harish-Chandra a etudie les 
algebres de Lie semi-simples en utilisant la methode orbitale. Nous 
generalisons cette methode au cas des algebres de Lie symetriques semi­
simples. 

On considere une involution de Cartan (} de g qui commute a a, et 
un sous-espace de Cartan a, {}-invariant de l'algebre de Lie symetrique 
(g, lj, a). On etude des racines de a au § 2 et § 4. Dans le cas des 
algebres de Lie semi-simples, toute racine reelle est singuliere. Mais en 
general, il existe des racines reelles non-singulieres qui s'appellent racines 
vectorielles (Definition 4.1). A une racine singuliere, on associe une 
transformation de Cayley (Definition 4.2) et sa transformation inverse. 

Soit S(a) !'ensemble des racines de a. Pour une racine a e ~(a), 
gc(a; a) designe l'espace radiciel associe. On pose nc= I:ao<al gc(a; a). 
On recherche des criteres de stabilite de gc(a; a) par les automorphismes 
involutifs a et (} au § 2. On definit ensuite une application lineaire 
bijective r de lj n nc sur q n n0 (Definition 2.4). Grace a cette application 
lineaire, on determine la mesure invariante sur l'espace tangent a l'espace 
symetrique (Proposition 6.2). 

Nous introduisons la c-dualite entre deux triplets symetrique, qui 
generalise la dualite entre le triplet (g0 , g, a) (ou a(X +-v=T Y)=X -
,ve:l" Y pour X et Y appartenant a g) et le triplet (gEBg, g, r) ( ou r(X, Y) 
= ( Y, X)). De meme un triplet symetrique riemannien de type non 
compact est en c-dualite avec un triplet symetrique riemannien de type 
compact. Soit G/H une espace symetrique correspondant a (g, lj, a) et 
G/H le c-dual de G/H respectivement. Cette c-dualite devrait permettre 
d'expliquer la relation que existe entre la serie discrete (relative) de 
l'espace symetrique G/H et la serie continue (relative) de l'espace symetri-
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que G-/H (Remarques § 5). L'auteur a etudie l'espace symetrique Gc/G 
qui est le c-dual de GXG/G(-.::::.G). (cf. [22], [23]). 

J'ai etudie ce sujet a l'Institut de Recherche Mathematique Avancee 
de Strasbourg. Je remercie vivement J. Faraut, N. Bopp et les membres 
de Seminare Nancy-Strasbourg de la discussion avec moi et de l'hospi­
talite. 

Contenu 

I. Algebre de Lie semi-simple symetrique et sous espace de 
Cartan 

2. Racines reelles, imaginaires et complexes 
3. Racines restreintes 
4. Transformation de Cayley 
5. c-dualite 
6. Integrale invariante sur l'espace tangent 

§ 1. Algebre de Lie semi-simple symetrique et sous espace de Cartan 

Soit G un groupe de Lie connexe, a un automorphisme involutif de 
G et Hun sous-groupe ferme de G satisfaisant (G.) 0 cHcG. ou G.= 
{x e G: a(x)=x} et (G.)0 est la composante connexe de l'identite dans G •. 
Alors G/ H est appele une espace symetrique. 

Soit g une algebre de Lie, a un automorphisme involutif de g et 
g=9E8q la decomposition deg en sous-espaces propres de a, c'est-a-dire 

9={X e g: aX =X}, q={X e g: aX =-X}. 

Alors le triplet (g, 9, a) est appele algebre de Lie symetrique. A chaque 
espace symetrique G/H correspond un triplet (g, 9, a) ou g et 9 sont les 
algebres de Lie de G et de H respectivement, et a l'automorphisme de g 
determine par l'automorphisme a de G. Pour simplifier, nous ecrirons 
souvent (g, 9) au lieu de (g, 9, a). On suppose g semi-smple des main­
tenant. 

Definition 1.1. Soit (g, 9, a) une algebre de Lie symetrique. Un 
sous-espace a est appele un sous-espace de Cartan si a est un sous-espace 
abelien maximal de q et si pour chaque X e a, ad(X) est un endomor­
phisme semi-simple de g. 

Pour un element X de q, on considere le polynome caracteristique 

dimg 

det(t-ad(X))= ~ d;(X)tt 
i=l 
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de l'endomorphisme ad X de g, ou lest le plus petit entier tel que di n'est 
pas identiquement nul sur q: 

Definition 1.2. Un element X de q est dit q-generzque (resp. q­
singulier) si di(X) est non nul (resp. nul). On appelle q' !'ensemble des 
elements q-generiques. 

Si X est q-generique, il existe un sous-espace de Cartan a et un 
element Y de a'=an q' tel que X et Y soient conjugues par H (cf. [19]). 

Soit 0 une involution de Cartan de g commutant avec a (il en existe 
toujours une (cf. [14])), et soit g= fE8p la decomposition de Cartan 
correspondante. Posons 

D+=Dn t, 

q+=qn t, 
D-=DnP, 

q_ =q n p. 

Si a est un sous-espace vectoriel de g, a0 designe le complexifie de a. 
On considere en particulier la complexifiee g0 de l'algebre g et on 
prolonge a et 0 a g0 en des involutions C-lineaires. On designera par 
-r: Z=X +l=TY>--+-r(Z)=X-v-=TY la conjugaison complexe de g0 

relativement a g. 
Soit j une sous-algebre de Cartan 0-invariante et a-invariante de g. 

Si a est un sous-espace 0-invariant de i, a* designe l'espace dual et at le 
complexifie de a*. Alors, pour A e at, on pose: 

gc(a; A)={X E g0 : ad(Y)X=A(Y)Xpour tout YE a}, 

ma=dim 0 gc(a; A), g(a; A)= g n gc(a; A), 

et on note 2(a) !'ensemble des racines de la paire (g0 , a0), c'est-a-dire 

2(a)=P e at\{O}: gc(a; A)*{O}}. 

La forme de Killing B( , ) de l'algebre complexe g0 permet d'identifier 
at et ac. 

Dans les paragraphes 2 et 3, a designera un sous-espace de Cartan 
0-invariant de (g, fj). On verifie que pour a e 2(a) il existe un unique 
element Hae aa=v-=t (an f)E8(a n p) tel que B(Ha, X)=a(X) pour tout 
X e a. On pose alors 

l0 =CH.+g 0(a; a)+gc(a; -a). 

Remarquons que le est stable par a, mais n'est en general stable ni par 0, 
ni par la conjugaison complexe. 
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§ 2. Racines reelles, imaginaires et complexes. 

Definition 2.1. 
( i) Une racine a de I(a) est <lite racine ree/le si a prend des 

valeurs reelles sur a. 
(ii) Une racine a de I(a) est <lite racine imaginaire si a prend des 

valeurs imaginaires pures sur a. 
(iii) Une racine a de I(a) est <lite racine complexe si a n'est ni 

reelle, ni imaginaire. 
On pose nc=EBaEl'(a) gc(a; a). Nous voulons determiner une base 

de nc qui permette de definir un isomorphisme de fj n nc sur q n nc. Si 
a appartient a I(a), on definit une forme lineaire a 8 (resp. a") sur ac par 
a 8(X)=a(0(X)) (resp. a"(X)=a(a(X))) pour Xe a. et a• par a'(X)= 
a(r(X)). 11 est clair que a 8, a" et a• appartiennent a I(a). Remarquons 
que a'=-a 8 • 

Lemme 2.1. Soit a une racine reelle de I(a). II existe une base 
{X1, X 2, • • ·, Xm.} de gc(a; a) telle que: 

(i) XJegpourj=l,2, ···,ma; 
(ii) {a(XJ)L-1,2, ••• ,ma est une base de g.(a; -a). 

Demonstration. Comme a est reelle, on a a'=a. On en deduit 
que BeCa; a) est stable par r:. Une base (sur R) de g(a; a) sera une base 
(sur C) de B.Ca; a). On deduit (ii) du fait que a"=-a car aCB. Q.E.D. 

Definition 2.2. On note g !'ensemble des elements de Be qui sont 
fixes par la conjugaison ar:. On a g = fjE8.f=T q. 

Lemme 2.2. Soit a une racine imaginaire de I(a). fl existe une 
base {X1, X2, • • ·, Xm.} de BcCa; a) telle que: 

( i ) XJ E g pour j = 1, 2, • · ·, ma; 
(ii) {a(XJ)b-1,2, ••• ,ma est une base de B.Ca; -a). 

Demonstration. Comme a est imaginaire on a a'= -a. On en 
deduit que BcCa; a) est stable par ar:, car a"= -a. La decomposition en 
sous-espaces propres de Be pour ar: s'ecrit: 

On choisit une base (sur R) de g(a; a). Ce sera une base (sur C) de 
gc(a; a) et elle verifiera (ii). Q.E.D. 

Definition 2.3. On note Ba !'ensemble des elements de Be qui sont 
fixes par la conjugaison affr. On a Ba=(fj+E8q_)E8./=l(fj_E8q+)-
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Lemme 2.3. Soit a une racine complexe de .l'(a). II existe une base 
{X1, X2, · · ·, Xma} de g.(a; a) telle que: 

( i ) XJ E gd pour j = I, 2, · · · , ma; 
(ii) {a(XJ)L=1,2, ... ,ma est une base de gc(a; -a); 
(iii) {r(Xj)L=i,2, ... ,ma est une base de g.(a; a'); 
(iv) {ar(Xi)L=i,2, ... ,ma est une base de gc(a; -a'). 

Demonstration. Si a est une racine complexe on a a'=/=a et a'=/=-a. 
Pour toute racine a E .l'(a), on a a"= -a et aussi a8 = -a' car a admet 
des valeurs reelles sur an~ et imaginaires sur an f. On en deduit que 
a" 8'=a et que gc(a; a) est stable par afh. La decomposition en espaces 
propres de gc pour a{Jr s'ecrit: 

On choisit done une base sur R de gd(a; a). Ce sera une base sur C de 
g.(a; a) et elle verifiera bien les proprietes (ii), (iii) et (iv). Q.E.D. 

On choisit un ordre sur .l'(a) tel que si a est une racine positive 
complexe alors a' est aussi une racine positive. On appelle _l'+(a) 
!'ensemble des racines positives. Et on pose n:= I:«e.r+ca) gc(a; a). On 
deduit aisement des lemmes ci-dessus la proposition suivante. 

Proposition 2.4. I! existe un ensemble S = { X 1, X2 , • • ·, Xn} d' ele­
ments de n: verifiant !es conditions ci-dessous. 

( i) Pour tout Xe S, ii existe une racine a de 1,'(a) telle que Xe 
gc(a; a). De plus: 

(a) si a est reelle, X appartient a g; 
(b) si a est imaginaire, X appartient a g; 
(c) si a est complexe, X appartient a gd et r(X) appartient a S. 

(ii) {Xk+a(Xk)}k=i,2,--·,n est une base de 9c n nc. 
(iii) {Xk-a(Xk)}k=i, 2, ... ,n est une base de qc n nc. 

Pour toute racine a E _l'+(a) le nombre d'elements k e {I, 2, · · ·, n} pour 
lesquels xk appartient a gc(a; a) est egal a ma. 

Remarque. L'auteur avait d'abord demontre la proposition ci-dessus 
en etudiant Ia structure de .l'(a), mais celle-ci se demontre simplement en 
utilisant les proprietes de stabilite des espaces gc(a; a) par les automor­
phismes a, fJ et r. L'auteur remercie N. Bopp pour les discussions qu'il 
a eu avec elle a ce sujet et les suggestions qu'elle lui a faites. 

En utilisant la famille S de la proposition, on definit une application 
r, R-lineaire, de lj n nc sur q n nc par: 
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Definition 2.4. Soit X un element de S et a la racine telle que]X e 
g.(a; a). 

Si a est reelle, on pose r(X +a(X))=X -a(X). 
Si a est imaginaire, on pose r(X +a(X))=J"=-I[X-a(X)J. 
Si a est complexe, on pose 

r(X +a(X)+t"(X+a(X)))=X-a(X)+t"(X -a(X)) 

et 

r(-1=1 [X +a(X)-t"(X +a(X))])=J"=-I [X -a(X)-t"(X -a(X))]. 

II est clair que r est un isomorphisme de fj n n. sur q n n •. 

§ 3. Racines restreintes 

Soit j une sous-algebre de Cartan 0-invariante de g qui contient a. 
On note I(j) le systeme de racines de Ia paire (g., j.). Si a appartient 
a I(a) on a 

Nous allons montrer comment on peut construire Ia famille S a partir 
d'elements des espaces radiciels g.(j; -<), qui sont tous de dimension 1. 

Lemme 3.1. Soit a une racine reelle de I(a) et A une racine de I(i) 
telle que -<J.=a. La restriction de A' a a est aussi egale a a. 

( i) Si A=A', a/ors dim g(j; -<)= 1. 
(ii) Si -<=i=-<', a/ors dim g n (g.(i; -<)E8g0(j; -<'))=2. 

Si X appartient a g.(i; -<) a/ors {X +t"(X), ,v'=T(X -t"(X))} est une base de 
g n (g.(f; -<)EBgcCi; -<')). 

Demonstration. Si -< =-<' la racine A est reelle et g.(j; -<) est stable 
par t". Sinon l'espace g0 (j; -<)E8g.(j; -<') est, lui, stable par t", d'ou le 
resultat. Q.E.D. 

Lemme 3.2. Soit a une racine imaginaire de I(a) et A une racine de 
I(i) telle que A \.=a. La restriction de-<"' a a est aussi egale a a. 

( i) Si A=Aa, a/ors dim g(j; -<)= 1. 
(ii) Si A =i=-<"' alors dim g n (g.(j; -<)E8g0(j; -<a'))=2. 

Si X appartient a g.(j; -<) a/ors {X +at""(X), ,vC1 (X-at""(X))} est une base 
de g n {g.(i; -<)E8g0(j; -<a')}. 

Demonstration. Elle est analogue a celle du lemme 3.1 car g est 
!'ensemble des points fixes de la conjugaison O"t". Q.E.D. 
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Lemme 3.3. Soit a une racine complexe de .l'(a) et A une racine de 
.l'(i) telle que l\.=a. La restriction de A"8'= -A" a a est aussi egale a a. 

(i) SiA=-A",alorsdimga(i;-l")=l. 
(ii) Si A=fa-A", a/ors dim ga n (gc(j; l)ffigc(j; -l"))=2. 

Si X appartient a gc(j; A), {X + afJi-X, J=1 (X-afJr-X)} est une base de 
ga n {gcG; l)EBgc(i; -l")}. 

Demonstration. Elle est analogue a celle des lemmes precedents 
car ga est !'ensemble des points fixes de la conjugaison afJ'C'. On remarque 
de plus que pour toute racine A e .l'(i), on a A'= -A 8 • Q.E.D. 

Exemple. Considerons l'espace symetrique (~u(4, 2), ~(u(2)EBu(2, 2))). 
Nous allons construire explicitement, dans ce cas, une famille S qui 
veri:fie les conditions de la proposition 2.4 en utilisant les lemmes 3.1, 3.2 
et 3.3. On pose 

g=~U(4, 2)={X e ~[(6, C): JtJ{J = -X} oil J = ( 14 O )• 
0 -12 

Soit a !'involution de g de:finie par 

2 4 

a: X = (Xi x;)]2 ~ ( X 1 

X 3 X 4 )4 -X 3 

Soit fJ !'involution de Cartan de g de:finie par fJ(X) = - t J[ pour Xe g. 
Les involutions a et fJ commutent et g est la somme des sous-espaces 
propres: 
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Comme ~u(4, 2) est une forme reelle de .$f(6, C) on pose !:le=~f(6, C). 
La conjugaison-. de !:le relativement a g s'ecrit: 

-.(X)=-PXJ pour Xe ~f(6, C). 

Le prolongement C-lineaire de a a !:le s'ecrit: 

a(X)=LXL pour Xe ~f(6, C) ou L=(l2 0) 
0 -14 . 

Le prolongement C-lineaire de O a 9c s'ecrit: 

O(X)=JXJ pour Xe ~f(6, C). 

Considerons le sous-espace de Cartan 0-invariant de q defini par: 

I 0 0 t O' 
0 0 -t 0 0 

a= X= 
0 0 0 0 0 t 

: t, t ER . 

t 0 0 0 
\ 0 0 

On definit deux formes lineaires e1 et e2 sur a par ei(X)=t et ez(X)=i,v 
(i =-v'=-I) pour Xe a. L'ensemble des racines de la paire (gc, ac) est alors 

On fixe un ordre sur .J.'(a) en posant 

Soit j la sous-algebre de Cartan 0-invariante de g qui contient ct dont la 
complexifiee ic est definite par 

Z1 0 0 0 t 0 
0 Z2 0 -t 0 0 

le= Y= 
0 0 (1 0 0 0 

t, ,fr, z1, Z2, ( 1, (2 e C, Tr Y=O • 
0 t 0 Z2 0 0 
t 0 0 0 Z1 0 
0 0 0 0 0 (2 

Les valeurs propres d'une matrice Y de ic sont donnees par µ1 = t + z1, 
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µ2 =-t+z 1, µ3 =i,Jr+z 2, µ4 =-i,Jr+z 2 . µ5 =t;, 1 et µ6 =t;, 2• Les racines 
de la paire (gc, ic) sont donnees par les formes lineaires epq (1 < p, q < 6 
et p:f=q) ou 

pour Ye ic­

Relations entre X(a) et X(i). 

( i) e1 et 2e1 sont des racines reelles de .r+(a). 
e1 est la restriction a a de em e52 = e15, e15 et e52 = e16· 
2e, est la restriction a a de e12=e 12. 

(ii) e2 et 2e2 sont des racines imaginaires de .r+(a). 
e2 est la restriction a a de e35, e54=e;J, ess et e54=e;;. 
2e2 est la restriction a a de e34 = e;:. 

(iii) e1 -e 2 et e1 + e2 sont des racines complexes de .r+(a). 
e1 -e 2 est la restriction a a de e,3 et e42 = e1t. 
e,+e 2 est la restriction a a de e14 et e32=eU'. 
De plus on a e13=e 14 et e42=e 32. 

On appelle Yii=(ak 1) la matrices de gf(6, C) definie par ak1 =ok;i5j1 ou a 
est le symbole de Kronecker. 

Dans les different cas ci-dessous on choisit pour base de 

(a= e,) gc(j; e,5): X = Y,s+ Y53 

gc(j; e52): r-(X)= - Ys,+ Ys5 

gc(j; e16): Y = Y16 + Ysa 

gc(i ; e52): -r( Y) = Y61 - Y65 

g(a; e,): X,=X+-r(X), X2 =i(X--r(X)), 

X3= Y +-r(Y) et X4=i(Y--r(Y)) 

(a=e 2) gc(j;e 35): U=Y 23-iY 43 

gc(j; e54): a-r(U)= Y32-iY34 

gc(i; e36): V = Y26-iY 46 

gc(j; e54): a-r(V)= Ya2+iY54 

g(a; e2): X 6= U +a-r(U), X1=i(U-a-r(U)), 

X 8 = V +a-r(V) et X 9=i(V-a-r(V)) 
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(a=e 1-e 2) gc(j; e13): W = Y12+iY 14+ Y52+iY5. 

gc(i; e42): a0r(W)= -Y 21-iY41+ Y25+iY45 

(a=e 1+e 2): gc(j; e14): r(W)= -Y 21+iY4 1+ Y25-iY45 

g/j; es2): a0(W)= Y12-iY14+ Y52-iY54 

gd(a; e1+e 2): X 13 =r(X 11) et X 14 =r(X1z). 

La famille S = {X1, X2, ••• , X14} verifie bien les conditions de la proposi­
tion 2.4. L'application r de fj n nc clans q n nc qui a ete definie au § 2 
est donnee ici par: 

(t E R, ,, z E C). 

§ 4. Transformation de Cayley 

Rappelons que si a est un sous-espace de Cartan 0-invariant et si a 
est une racine de l'(a) on a pose 

lc=CHJfJgc(a; a)EBgc(a; -a) 

OU Ha est !'unique element de ad=-1=1 (f n a)EB(!J n a) tel que 

B(Ha, X)=a(X) pour tout X e a. 
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Posons alors 

On remarque que si IX est reelle (resp. imaginaire), Ha appartient a i:, (resp. 
Hae ,l=1 f) et que le est stable par 't' et 0. 

Definition 4.1. Si IX est une racine reelle de 2(a) on dit que 
( i ) IX est singuliere si / + =/= {O}; 
(ii) IX est vectorielle si 1+={0} c'est-a-dire l=l_. 

Si IX est une racine imaginaire de 2(a) on dit que 
(iii) IX est singuliere si / _ =/= {O}; 
(iv) IX est compacte si L={O} c'est-a-dire l=l+. 

Remarque. Dans le cas des espaces (gEBg, diagonal) ii n'y a pas de 
racine vectorielle. De meme dans le cas des espaces (ge, g) ii n'y a pas 
de racine compacte (cf. Lemme 5.1). 

Lemme 4.1. 
( i) Si IX e 2(a) est une racine reelle singuliere, ii existe un element 

Xa= Ya+Za(Ya e fj_, Za e q+) de gc(a; 1X). Si on prend Xa tel que 
B(Y., Ya)=½, on a Ha=[Xa, aXa]. On note I~ le sous espace de le n g 
defini par l~=RH.EBRX.EBR(aXa) et pose l,=l' n fj. A/ors(!', I~) est une 
algebre de Lie symetrique isomorphe a (~r(2, R), ~o(l, 1)). 

(ii) Si IX e 2(a) est une racine imaginaire singuliere, ii existe un 
element Xa= Ya+Za (Ya e ,V::-1 fj_, Za e q_) de gc(a; 1X). Si on prend Xa 
tel que B(Ya, Ya)=-½, on a Ha=[aXa, Xa]. On note I~ le sous espace 
de le de.finit par l~=CHaEBCXaEBC(aXa) et pose !'=Ieng, l~=l'nfj. 
A/ors (!', 1,) est une algebre de Lie symetrique isomorphe a (~r(2, R), 
~o(l, 1)). 

Demonstration. 
( i) Soit Z un element non nul de l+. Comme Zest dans f et H. 

dans J:) on peut ecrire: 

Ona: 

avec x. e gc(a; 1X) et X1 e gc(a; -1X). 

't'(X.)=Xa car 't'(Z)=Z et 1X'=1X, 

0(X.)=X 1 car O(Z)=Z et 1X9 = -1X (en particulier X 1=/=0), 

a(Xa)= -X 1 car a(Z)= -Z et 1Xa=-1X. 

On en deduit que X. appartient a fj_ffiq+. Si on ecrite Xa= Ya+z. 
(Ya e fj_, Za e qJ, on a [H, Ya]=1X(H)Z., [H, Za]=1X(H)Y. pour He a. 
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Au moins l'un des vecteurs Ya, Za n'est pas nulle: il s'en suit que les 
deux ne sont pas nulles. On voit que [Za, Ya] Ea car [H, [Za, Ya]]=O 
pour He a. Si on prend Xa tel que B(Ya, Ya)=½, on a B(H, [Za, Ya])= 
a(H)B(Ya, Ya)=½a(H) pour He a. Ceci entraine que [Za, Ya]=Ha/2 
et [Xa, aXa]=Ha. On peut choisir X, un multiple de Xa (ou aXa) tel que 
si H=[X, aX] on ait [H, X]=2X et [H, aX]= -2aX. Alors l'algebre de 
Lie symetrique ([', [0 ou [~=R(Xa+aXa) isomorphe a (0[(2, R), 00(1, 1)). 

(ii) On procede de maniere analogue a (i) en remarquant que 
(~lj_)ffiq_ est !'intersection des sous-espaces propres relatifs a la 
valeur propre (-1) de {} et de a1:. On verifie alors que [Xa, a(Xa)] 
appartient a RHa. En normalisant Xa, on obtient un element X de 
~lj_ffiq_ tel que 

l' =R~ HaEBR(X -a(X))EBR~ (X +a(X)). 

L'application qui a~Hassocie (6 _?),a X -a(X) associe ( _? -6) 
et a ~(X +a(X)) associe (? 6) est un isomorphisme de l'algebre 

symetrique (/', z;) sur (0[(2, R), 00(1, 1)). Q.E.D. 

Soit a un sous-espace de Cartan {}-invariant de q et a e l'(a) une 
racine reelle singuliere. On generalise la transformation de Cayley que 
Harish-Chandra a donnee [8]. 

Definition 4.2. Soit Xa un element de gc(a; a) dans lj_ffiq + normalise 
par la condition a([Xa, a(Xa)])=2. Definissons l'automorphisme v de gc 
par: 

Alors 6=v(ac) n q est un sous-espace de Cartan {}-invariant qui n'est 
conjugue a a par aucun element de H. Et on a: dim(6 n f)=dim(an f) 
+ 1 Pour chaque racine re l'(a), posons (v·r)(X)=r(v- 1(X)) (Xe 6c) 
Al ors v · r est une racine de 6 et /3 = v · a est une racine imaginaire 
singuliere. 

Pour une racine reelle singuliere a, on pose aa={X ea: a(X)=0} 
s=sg(aa) (le centralisateur de aa dans g) et f=[S, 0]. Considerons la 
decomposition 0= 09EBoq (resp. f=f 9EBfq) ou 09= 0nlj, oq=snq (resp. 
[ 9 = r n lj, rq = r n q). Al ors (r, rq, a) est une algebre de Lie semi-simple 
symetrique de rang deploye egal a 1 (cf. [20]). En adaptant une demonstra­
tion de la maniere analogue a la proposition 5 de [24] dans le cas du rang 
deploye egal a 1, on peut montrer: 
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Lemme 4.2. Soit c un sous-espace de Cartan de q qui est contenu 
dans Oq· A/ors c est conjuge a a ou 6 par un element du sous-groupe 
analytique LH de H correspondant a la sous-algebre rij. 

Remarque. On peut definir l'automorphisme inverse. Soit 5 un 
sous-espace de Cartan 0-invariant de q, f3 e l'(6) une racine imaginaire 
singuliere et Xp un element de g0(6, /3) choisi dans fj_EBr-f q_ (cf. Lemme 
4.1) tel que {3([aX~, Xp])=2. On pose: 

ii=exp { ~tr ad(Xp+aXp)} 

On a alors: 
1) a=ii(6 0) n q est un sous-espace de Cartan 0-invariant de q 
2) a=ii· /3 est une racine reelle singuliere appartenant a l'(a) 
3) ii(Xp) appartient a g.(a; a) et verifie a([ii(Xp), aii(Xp)])=2 

Si on pose Xa=ii(Xp) et si on definit JJ comme dans la definition 1.4, on a 

car Xp+e1Xp=Xa+e1Xa e fj_. 

Definition 4.3. Dans la situation de la definition 4.2, on rappelle 
que 6 est defini a l'aide de a, d'une racine reelle singuliere a et de l'auto­
morphisme JJ. Dans ce cas on <lit que a et 6 sont adjacents et on note 
cette relation entre a et 6: a-.6. Soit Car (q) !'ensemble des classes de 
conjugaison par H des sous-espaces de Cartan de q. La classe de 
conjugaison de a est notee [a] et nous allons aussi adopter la notation 
[a]-.[6]. On obtient ainsi un diagramme dans Car(q) qu'on note Il(g, fj). 
On definit un ordre < dans Car(q), de sorte que [c]<[c'] si et seulement 
si ii existe une chaine c1, c2, • • • , en de sous-espaces de Cartan telle que 
[C1] = [C], [Cn] = [c'] et [C1]-+[C2]-+ · · · -+[Cn]. 

Exemple. Les diagrames Il(~~(n, R), ~(gl(n, R)EBR)) et Il(~~(n, C), 
~~(n, R)) sont Jes memes. On a represente ce diagramme dans le cas ou 
n=5: 

1 2 n 
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§ 5. c-dualite 

Nous voulons etudier les distributions spheriques invariantes (DSI) 
et !'analyse harmonique sur l'espace symetrique semi-simple G/H dans le 
travail suivant. Pour cela, nous allons montrer qu'il y a une relation 
entre les series discretes (relatives) de DSI d'un espace symetrique et les 
series continues (relatives) de DSI de l'espace c-dual. Nous allons definir 
la c-dualite d'algebre de Lie semisimple symetrique qui induit la c-duailte 
d'espaces symetriques. 

Definition 5.1. Soit (g, lj, a) une algebre de Lie symetrique. Posons 
g=ljEBq ou q=J=T q. Le triplet (g, lj, a) est appele le c-dual de (g, lj, a). 
(voir exemple (i) pour la justification du vocabulaire). Soit Ge/He un 
espace symetrique correspondant a (ge, 9c)- On dit que deux espaces 
semi-simples G/H et G/H sont en c-dualite si ils correspondent respective­
ment a la paire (g, lj) et (g, lj) et si G/H et G/H sont des formes reelles de 
Ge/He. 

Remarque. M. Berger a defini le dual et l'associe d'une algebre 
de Lie semi-simple symetrique. La relation est la suivante: L'associe 
(ga, lj", a0) (=(g, lj)") du triplet (g, lj, a) est defini par 

(Voir § 1 pour la definition de 9+, lj_, q+, q_). Le dual (ga, ljd, 0) (=(g, lj)d) 
du triplet (g, lj, a) est defini par 

Alors on a (g, lj)=(g, ljlad=(g, Ij)"d". Par suite on a le diagramme 
suivant: 

(gd, ljd) 

~ 
associe + 

Exemple. 

dual 

dual 

(g, lj) associe 
(g, lj") 

t dual 

(g"d, ljd) 

( i) Soit (g, f, 0) un triplet riemannien de type non compact. Son 
c-dual est donne par le triplet riemannien compact (u, f, 0) ou u= 
fEB-l=TlJ. Par exemple (i3I(n, R), §o(n)) et (i:lu(n), §o(n)) sont c-duaux. 

Remarque. C'est pour cela que nous avons introduit le terme de 
"c" -dualite. ( C a cause de "compact"). 



Une Integrale lnvariante sur L'algebre de Lie Symetrique 513 

(ii) Le c-dual de la paire (gEBg, diagonal) est egal a (g0 , g). 
(iii) La pair (§f(n, R)), §o(p, q)) (n= p+q) est de type f, (cf. [20]). 

II n'en est pas de meme pour son c-dual qui est (§u(p, q), §o(p, q)). 
Mais la paire (§f(n, R), §(gf(p, R)EBgf(q, R)) est c-autoduale. 

Soient (g, fj, CT) et (g, fj, CT) deux triplets en c-dualite. Si 0 est une 
involution de Cartan deg commutant avec CT, alors 0=-r0 est une involu­
tion de Cartan de g commutant avec CT (oil designe le prolongement C­
lineaire a g0 de 0 et -r la conjugaison complexe de g0 relative a g). Si a 
est un sous-espace de Cartan 0-invariant de (g, fj), alors ci =./=Ia est 
un sous-espace de Cartan 0-invariant de (g, fj). Si o est l'isomorphisme 
R-lineaire de a sur ci defini par o(X)=./=1 X, on a alors: 

Lemme 5.1. 
( i) Si a e 2(a) est une racine reelle (resp, imaginaire) singuliere, 

a/ors o. a est une racine imaginaire (resp. reelle) singuliere de (g, ci). 
(ii) Si a e 2 (a) est une racine vectorielle (resp. compacte) a/ors o · a 

est une racine compacte (resp. vectorielle) de (g, ci). 

Demonstration. Si a est une racine reelle (resp. imaginaire) de 
(g, a) ii est clair que o · a est une racine imaginaire (resp. reelle) de (g, ci). 
La definition de !'involution de Cartan implique que: 

Ii-=Iinf=g_, 

Ci+=Cinf=./=Tq_, 

Ii+=Iinl5=9+, 

q_=qnp=./=Tq+. 

Or le lemme 4.1 extraine qu'une racine reelle a de {g, a) est vectorielle si 
et seulement si ge(a; a)n(fj_EBq+)={O}. Ceci est equivalent a ge(ci; o·a) 
n (-V=l"Ij_Ef)q_)={O}. On en conclut que a est vectorielle si et seulement 
si o. a est compacte et le reste du lemme s'en deduit. Q.E.D. 

Remarque. Soit G/ H un espace symetrique semi-simple correspon­
dant a (g, fj, CT). Pour simplifier, supposons que G ait une complexifiee 
G c· Soit Ga, G, K et Ha des sous-groupes analytiques de G correspondant 
respectivement a ga, g, f et ga. 

Soit a un sous-espace de Cartan compact 0-invariant de (g, fj). 
Soit W(a) le groupe de Weyl de (g0 , a0 ). Et on pose WxnH(a) = 
N xnH(a)/ZxnH(a) oil N xnH(a) (resp. ZxnH(a)) est le normalisateur (cen­
tralisateur) dans de a. Wxnila) est isomorphe a le groupe de Weyl de 
(f 0 , a.). Une racine a e 2(a) est compact si, et seulement si g.(a; a)cf •. 
Soit if)•m !'ensemble des racines compactes de 2(a) de ifJ1 ={a e 2(a): 
g.(a; a)cf., g.(a; a)ci:,.}. if)<m et if)1 sont des systemes de racines. Si 
on pose wcm (resp. W1) le groupe de Weyl de if)•m (resp. if)1), on a 
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Pour un sous-groupe parabolique minimal pa de Ga, il est egal a le nombre 
des HrL-orbites fermees de oa;pa, c'est-a-dire, le nombre des series de la 
serie discrete de G/H. 

a= i a est un sous-espace de Cartan depolye de (g, fj). On definit 
des groupes W(a) et W Knn(a) similariement. W Knn(a) est isomorphe a 
le groupe de Wey! de (fj~, cic)- Une racine reelle a E .l'(a) est vectorielle 
si, et suelement si gc(a; a)Cfj~. Soit </J"' !'ensemble des racines vectorielles 
et 

([JR={a e .l'(a): gc(a; a)cfj~ ou gc(a; a)cq~} 

</J"' et ([JR sont des systemes de racienes. On note respectivement wve et 
WR Ieur groupes de Wey!. On a 

Pour un groupe parabolique minimal P de G, il est egal a le nombre des 
H-orbits ouvertes de G/P. Nous conjecturons que cette nombre est egal 
a la multiplicite de la serie continue de GJH. L'auteur considere qu'il 
existe la relation entre la serie discrete de G/H et la serie continue de 
G/H, car [WI: wcm]=[WR: wv•]. 

§ 6. Integrale invariante sur l'espace tangent 

Soit a un sous-espace de Cartan de (g, fj). On note q0 !'ensemble 
des elements de q conjugues par Ha un element de a. D'autre part on 
choisit un ordre sur !'ensemble .l'(a) des racines de (g, a). On note _l'+(a) 
!'ensemble des racines positives et ma la multiplicite d'une racine, c'est-a­
dire ma= dime gc(a; a). On a alors pour XE a 

di(X)= TI \a(X)\m" (d1 est defini au § I). 
aES+(a) 

On en deduit que 

pour tout a E _l'+(a). 

On pose alors pour X e a 

ir(X)=ir 0(X)= TI a(X)m•_ 
aE:S+(11) 

Appelons l°=Zn(a) le centralisateur dans H de a et W 0 =Nn(a)/J" le 
groupe de Weyl correspondant a a. On a alors (cf. [19]). 
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Lemme 6.1. L'application '1J de H/J"X a' dans (q")' qui a (h*, X) 
associe Ad(h)X oit h* designe la classe de h dans H/J" est un revetement a 
\ W"\feuilets de (q")'. 

Pour le montrer on pose m=a/a) et r=fjnI:;.es<•lgc(a; a) On 
verifie alors que la differentielle de '1J en (ht, X0) est l'application de r X a 
dans q qui envoie (T, X) sur Ad(h 0){[T, X 0]+X} et on en deduit le 
resultat. 

Posons nc=EBaES(a) gc(a; a). On a defini au§ 2 un isomorphisme r 
de r = fj n nc dans q n nc. D'autre part on a 

et q=aEB(qnnc). 

On choisit une m-forme differentielle m sur q, une n-forme differentielle v 
sur r et une k-forme differentielle µ sur a telles que si T1, • • ·, Tn est une 
base de r et Y1, • • ·, Yk une base de a on ait: 

Si on appelle dX, dh* et d.X Jes mesures correspondantes sur q, H/J• et a, 
on a: 

Proposition 6.2. Pour toutefonctionf de Cc(q") (continue et a support 
compact) 

f f(X)dX=~ 1-f \n-(X)\f f(Ad(h)X)dh*dqX. 
q• I W"\ •' H!J" 

Demonstration. II s'agit de calculer le determinant de la differentielle 
de '1J· Pour cela prenons une famille S = {X1, • • ·, Xn} d'elements de n,; 
verifiant les conditions de la proposition 2.4. Les elements Xk+a(Xk) 
forment une base de 9c n nc. D'appres le lemme 6.1, 

Soit X un element de Set a la racine telle que X appartienne a gc(a; a). 
On a alors pour H 0 E a 

[H0, X +a(X)]=a(H 0)(X -a(X)). 

Posons T=X +ax. Si a est une racine reelle, a(H 0) est reel et on a 

[H 0, T]=a(H 0)r(T). 

Si a est une racine imaginaire, a(H 0) est imaginaire pur et on a 
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Si a est une racine complexe, posons a(H 0)=aR(H 0)+.f=T ar(H0) avec 
aR(H0) et ar(H0) reels. On a alors 

[Ho, T +-r(T)]=aR(Ho)r(T +-r(T))+aI(Ho)r(.f=T (T--r(T))), 

[Ho, F(T --r(T))] = -aI(Ho)r(T +-r(T))+ aR(Ho)r(.f=T (T - -r(T))). 

La valeur absolue du jacobien de 7J est done egale a \ rr(H0) \. Q.E.D. 
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