
Contents

I Basics in Cluster Algebras 1

0 Introduction to Part I 3

1 Getting Started 5
1.1 The very first step: pentagon periodicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2 Semifields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3 Matrix and quiver mutations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2 Basic Notions 16
2.1 Seeds and mutations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.2 Cluster patterns and cluster algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.3 Rank 2 periodicities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.4 Free coefficients . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3 Fundamental Results 35
3.1 Laurent phenomenon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.2 Finite type classification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.3 Cluster algebras of geometric type . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.4 Grassmannian Gr(2, 5) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4 Separation formulas 52
4.1 Principal coefficients . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.2 C- and G-matrices, and F -polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.3 Separation formulas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.4 Further results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

5 Upper cluster algebras 65
5.1 Upper cluster algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
5.2 Rank 2 case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
5.3 Alternative proof of Laurent phenomenon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
5.4 Further results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

6 Generalized cluster algebras 74
6.1 Generalized cluster algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
6.2 Separation formulas for GCA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

xi


