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Une lntegrale lnvariante sur l'algebre 
de Lie Symetrique Semi-Simple 

Shigeru Sano 

§ 0. Introduction 

Soit g une algebre de Lie semi-simple, et soit lj la sous algebre des 
points fixes d'un automorphisme involutif a. On dit que (g, lj, a) est une 
algebre de Lie symetrique semi-simple. Harish-Chandra a etudie les 
algebres de Lie semi-simples en utilisant la methode orbitale. Nous 
generalisons cette methode au cas des algebres de Lie symetriques semi­
simples. 

On considere une involution de Cartan (} de g qui commute a a, et 
un sous-espace de Cartan a, {}-invariant de l'algebre de Lie symetrique 
(g, lj, a). On etude des racines de a au § 2 et § 4. Dans le cas des 
algebres de Lie semi-simples, toute racine reelle est singuliere. Mais en 
general, il existe des racines reelles non-singulieres qui s'appellent racines 
vectorielles (Definition 4.1). A une racine singuliere, on associe une 
transformation de Cayley (Definition 4.2) et sa transformation inverse. 

Soit S(a) !'ensemble des racines de a. Pour une racine a e ~(a), 
gc(a; a) designe l'espace radiciel associe. On pose nc= I:ao<al gc(a; a). 
On recherche des criteres de stabilite de gc(a; a) par les automorphismes 
involutifs a et (} au § 2. On definit ensuite une application lineaire 
bijective r de lj n nc sur q n n0 (Definition 2.4). Grace a cette application 
lineaire, on determine la mesure invariante sur l'espace tangent a l'espace 
symetrique (Proposition 6.2). 

Nous introduisons la c-dualite entre deux triplets symetrique, qui 
generalise la dualite entre le triplet (g0 , g, a) (ou a(X +-v=T Y)=X -
,ve:l" Y pour X et Y appartenant a g) et le triplet (gEBg, g, r) ( ou r(X, Y) 
= ( Y, X)). De meme un triplet symetrique riemannien de type non 
compact est en c-dualite avec un triplet symetrique riemannien de type 
compact. Soit G/H une espace symetrique correspondant a (g, lj, a) et 
G/H le c-dual de G/H respectivement. Cette c-dualite devrait permettre 
d'expliquer la relation que existe entre la serie discrete (relative) de 
l'espace symetrique G/H et la serie continue (relative) de l'espace symetri-
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