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Abschnitt I

Die bindire Form sechsten Grades und die biqua-

dratische Involution und ihre Apolarititsverhiiltnisse

auf den Normcurven zweiter, dritter und vierter
Ordnung.

_ §. 25.
Die Darstellung auf der cubischen Normcurve.

122. Dieser Abschnitt béginne mit einer einleitenden
Bemerkung , die sich auf die Darstellung im Weiteren
bezieht. :

Nach den systematischen Entwicklungen nemlich, wie sie
bis jetzt vorliegen, und die besonders im zweiten Capitel
(Abschnitt I und II) einzelne Wiederholungen, sowie Wieder-
gaben von Bekanntem nicht vermeiden liessen, diirfte eine
thunliche Gedringtheit von nun ab geboten sein, um so
wenigstens einen Theil des reichen Stoffes in dieser Arbeit
bewiltigen zu konnen.

Um den Gang der weitern Theorie (mehrerer) biquadra-
tischer Formen spiter nicht zu oft zu unterbrechen, mioge
zuniichst die Hiilfstheorie der biniren Form sechsten Grades,
soweit sie sich an die Betrachtung dieser auf der cubischen
Normeurve (und weiterhin' auf dem Normkegelschnitt *)) an-
lehnt und fiir die Abrundung der erstgenannten Theorie er-
forderlich ist, vorausgehen.

123, Nach Reye® trigt (stiitzt, ist apolar zu) eine
Fliche zweiter Ordnung F,:

) E=2Za, 7,8 =00Gkl,m=0123)

#) Die darauf beziigliche Betrachtung fillt mit der zur Normecurve
vierter Ordnung gehorigen, wie sich zeigen wird, im Wesentlichen zu-
sammen.

- 18*
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eine andere Fliche zweiter Klasse @, (und umgekehrt ruht
(stiitzt sich) dann die letztere auf der ersteren):

Ie) w, = 2X3u, oo =0
unter der Apolarititshedingung (des Verschwindens der biline-
aren Invariante beider):

(3) (e’ =23 a, o, =0.

Dann giebt es nach Hesse®®) ein (und damit unendlich viele)
Poltetraeder der ersten (zweiten), die der zweiten (ersten) um-
(ein-) beschrieben sind. -

Wir suchen jetzt die Bedingungen, unter denen eine F, (1)
alle einer cubischen Raum- (Norm-)Curve ‘umbeschriebenen
Flichen zweiter Klasse @, oder, wie wir kiirzer sagen, die
Curve stiitzt*).

Die ganze der Normcurve

2* (V) oder

() ou, = 2°, ou, =— 2%, ou, = A, ou, = — 1 (N)
0 1 2 3 ( 3

(4) Pxo = 1)_ le 4= 31) ngt?’)*z:ng

umschriebene Klassenschaarschaar von @, war gegeben durch

(v pe. 49)

(6) v, (u, u, — uf)—}-vl (wy wy— w, w)) 4 v, (u, ug — uz) = 0.

Soll demnach die F, (1) ‘(}ie Curve N, (5) d. h. die

Fldchen der Schaarschaar (6) stiitzen, so sind dazu die drei
Bedingungen nothwendig und hinreichend:

(D gy = 0y, By = Oy Cyg = Oy,
yDiese Bedingungen (T)sind vollkommen aus-
gedriickt, wennmandie Coefficientenvon (I)der
Bezeichnung unterwirft:

#*%) Im dualistischen Falle nennt dann Reye (Crelle’s Journal Bd. 82)
die Curve die cubische Polcurve der Fliche, Danach miisste man,
wenn, wie oben, die Fldche F2 die Curve stiitzt, genau sagen: die Curve

ist die cubische Polarencurve der Fliche. - Den Grund dieser Be-

zeichnung wird man bald erkennen,
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® a,=a,, 6G+k=01..6)°
Dann geht die F, (1) in die Gestalt iiber:

) a, ==, (a, z, + a, z, + 0, T, 4 a, z) + 2, (a, 7,
+ a, 2, + a, z, + a, ) + 2z, (a, 2, + o, z, + a, 2,
+ a, ) + =z, (a, z, + a, ¥, + a, z, + a; z) = 0.

Da aber die canonische Form der cubischen Curven
(cf. pg. 49) so gewiihlt ist, dass die homogenen Coordinaten 2,
eines Raumpunktes gerade zusammenfallen mit den homo-
genen symmetrischen Funktionen o, dreier Elemente . (der

Parameter der durch den Punkt gehenden Ebenen der Curve),
so entsteht (9) aus der einfacheren Form:

10) o, = ay s, + a, s, + a, s, +a, s, + a, 5, + a, s,
+ a; s, = 0,
wenn man von den sechs Elementen A 2, ..., aus denen-
die s gebildet sind, immer zwei einander gleich setzt:
(A1) A=A, =p; A=A =p,; A+ X =p,
Soll dies auch dusserlich hervortreten, so schreiben wir in
(9) die o statt der z und erhalten ,
(12) a2 =0.
Der Schnitt der F o {(9) oder (12)} mit der Normcurve N,
(4) liefert das Sextupel :
(13) f = a} = ay = a, p° + 6., M’ + 15 0, A" p* 420 02° p°
+ 15 a, X p* + 6 a, A*p 4 a, X = 0. ‘
Dieses geht aus (10) a, durch Gleichsetzen aller Elemente
A hervor d. h. a_ ist die nach sechs Elementen A A, ... A, '

polarisirte Form a, (13).

Daraus folgt dann, dass man (cf. pg. 36) der Form a-

(12) auch die Gestalt

14) a? =a
( o plplul

geben kann, sowie, dass die Klammerfaktoren in (9) die dritten
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Ueberschiebungen (bilinearen Invarianten) der dritten Dif-
ferentialquotienten von f iiber die cubische Form mit den
- Wurzeln ., p,, p, sind.

Umgekehrt ist die Form a, also auch af = a? eindeutig
x

durch a, bestimmt; wie auch geometrisch evident ist, da durch

sechs gegebene Punkte (13) f = 0 von N, nur eine F, gehen
kann, die alle N, umschriebenen @, stiitat. ’

Da die Normgleichung einer cubischen Raumcurve, so
lange diese eine eigentliche ist, immer (pg. 47) durch eine
bestimmte Raumcollineation herzustellen ist, so hat man:

@) yDurch irgend sechs Punkte®) einer cubi-
schen Raumcurve (aufder eine Parameterverthei-
lung ausgebreitetsei)

: © (13) @, =0
geht eine einzige sie stiitzende F,, deren Glei-
chung dann mittelst einer bestimmten Colline-
ation stets indie Gestaltgebracht werden kann:

(12) (14) a2 = a*‘i o2 = 0.%
124. Suchen wir nunmehr, ehe wir die F, (12) niher

untersuchen, die zur vorigen dualistische Entwicklung.
Das der Curve N; (4) einbeschriebene F,-Netz war

(pg. 48):
(15) 1, B z, 2, — x“l’) + 1 (9 Ty Ty — &, )
—|—p,2(3xlw3—-—x:)=0.
Somit ruht eine Classenfliche o,
(16) ug =0
auf der Curve N, wenn:

*) Man konnte auch sagen: durch sechs Raumpunkte geht
eine einzige Fz’ die die durch die sechs Punkte gehende cubische Raum-

curve stiitzt ete,
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A7) By =3By By =9Bw B =38
Ersetzt man daher zuvérderst in (16) die B, B,,, By,

durch ihre resp. rechten Seiten in (17), so kann man dann
wiederum die Bezeichnungsart einfithren:

(18) B, =B G+Ek=0,1,...6)
wodurch aus (16) wird:

(19) ug = uy B, + 2 u, u, B, + 2 u, u, B, + u; B,

+ﬁz(2u0u2+3uf)+2Bs(uous-i-‘é)uluz)
~+ B, (2u, u,+3u) =0,
~und fiir das Sextupel der dieser Fliche mit N, (5) gemein-
samen Ebenen erhilt man :

(20) By =B, A° — 2B, X+ 5B, A p’ — 20 B, X° i’

+5B412p'4‘_"2{35lpb+ psps-:'o

125. Diese beiden Formen (19) (20) bedingen sich also
wieder gegenseitig eindeutig. '

Vergleicht man beide, so erkennt man ohne Weiteres,
dass (19) entsteht, wenn man aus §, (20) zuniichst die Form
B, (durch Polarisation nach sechs Werthen) bildet, und dann
inf dieSubstitutionen vornimmt:

@1) o,=wu, o= —3u, o =3u, 6g=— U,
Dies war aber a priori vorauszusehen, denn die Bildung der
Gleichung einer Klassenfliche ®,, die mit N, das Sextupel §,
(20) gemein hat und auf N, ruht, muss ja gerade so (nur
dualistisch) erfolgen, wie die der Ordnungsfliche F, (12), die

mit N, das Sextupel ai gemein hat und N, stiitzt.

Da aber die ¢ mit den Coordinaten eines Punktes identisch
sind, so gehen vermdge der Gleichungen (21) (cf. pg. 49)
Punkt- in Ebenencoordinaten (fir dieselben Argumente

Py b p’s) iiber.
q. e d.
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Andrerseits tiberzeugt man sich sofort, dass die bilineare
Invariante der Flichen (12) und (19) identisch ist mit der der
beiden biniren Formen (13) a, und (20) §,. Demnach gilt

der wichtige, spiter vielfach beniitate Satz:

B) ,Die bilineare Invariante zweier biniéiren
Formen sechsten Grades (a3, by) ist identisch mit
der zweier quaternirer Formen zweiten Grades,
die, = 0 gesetzt, eine F resp. ®, darstellen, die
eine (sonstbeliebige) cubische Raumcurvetragen
resp.auf ihr ruhen, und mit ihr die gegebenen
Formena, bresp.gemeinhaben.

Sind also die bindiren Formenapolar,soauch
die quaternirenund umgekehrt.®

Auch dieser Satz ist leicht ohne spezielle Rechnung zu
erhiirten. ‘

Denn die Gleichung einer F,, die aus einer cubischen
Curve das Punktsextupel aj ausschneidet und auf der Curve

rubt, muss (wie auch aus (12) ersichtlich) offenbar vom ersten

Grade in den Coefficienten von aj sein: desgleichen die zur

Curve beziiglich einer zweiten Form b3 sich dualistisch ver-

haltende (1)2.

Die simultanen Invarianten beider Flichen sind von einer
linearen Transformation auf der Curve vollig unabhiingig d. h.
simultane Invarianten der Formen af}, b5 (durch die ja die
resp. Flichen eindeutig bestimmt sind).

Da endlich die bilineare Invariante der beiden biniren
Formen die einzige ist, die vom ersten Grade in den Coeffi-
cienten beider wird, so ist der Satz bewiesen, der in dieser
Art eine Verallgemeinerung *) des Nr. 49 aufgestellten ist.

126. Wir kehren jetzt vorliufig wieder zu der einen F',
(12) zuriick.

%) Der ganz allgemeine Satz findet sich in Cap. III dieses Werkes.
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In Ebenencoordinaten schreibt sie sich:
' ay @, @, Oy U,
o ala2a3a4ul
2)0=u2=lg,a,a,a u =0
Gy Gy Gy B Uy
w, U, Uy Uy 0

wo die rechte Seite die gerinderte Determinante der F, ist,
die mit der Invariante vierten Grades a5 (cf. Salmon, Hohere

Algebra, art. 252) zusammenfillt *).
Combinirt man (22) mit der Gleichung von N, so ergiebt
sich das die gemeinsamen Ebenen beider Gebilde darstellende

Sextupel als die Covariante von a3 = f:

, Fuass Funs fmzl
(23)0=H= f1112f1122 f1222

!f1122 f1222 f22221

d. i. die Determinante der vierten Differentialquotienten von f.

Dieses Resultat wird sich bald auch geometrisch be-
stitigt finden. Es ist die Erweiterung (cf. Kap. III) des
Nr. 48 bewiesenen (terniren) Satzes und mag besonders be-
tont werden, zumal da der eigenthiimliche Zusammenhang der
Formen f und H spiter eine sehr wichtige Rolle spielt.
' Y) »Hat eine eine cubische Raumcurve stiitz
ende F, mit ihr das Punktsextupel f gemein, so
sind die gemeinsamen Ebenen beider durch die
Form H gegeben, wo Hdie bekannte Covariante
von f (Determinante der vierten Differential-
quotienten)ist.“ ’

Nehmen wir das Resultat vorweg, dass zu einer gege-

*) Bs ist dies die von Sylvester so genannte Catalektikante, deren
Verschwinden die nothwendige und hinreichende Bedingung ist, dass die
Form f als Summe von drei sechsten Potenzen darstellbar ist. Davon wird
weiterhin Gebrauch gemacht,
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benen biniren Form H fiinf andere gehoren, so dass ihre Co-
~ variante H mit der ersteren Form identisch ist, so gilt im An-
schluss an y):

%) ,Sechs Ebenen einer cubischen Raum-
curve sind zugleich die Ebenen von fiinf die
Curvestiitzenden Flichenzweiter Ordnung (und
dualistisch).® '

127. Wir gelangen jetzt mittelst der Form f zu einer
sehr einfachen Darlegung der zum Theil schon von Reye
(Crelle Bd. 82) eingehend untersuchten Eigenschaften der Pol-
vielflache der Fliche (12), die der Curve N, umbeschrieben

sind. Man erkennt leicht die Analogie mit den Entwicklungen
fiir den Normkegelschnitt, auf dem eine biquadratische binire
Form gegeben war.

Theilt man nemlich die- sechs Werthe X in (10) a, in zwei

Gruppen
A A A5 A, A, A, mit den bez. symmetrischen Funktionen

T (=0,12,3)

a, 2

so geht (10) iiber in" -
(24) a5 = 0. d. h.
die Punkte (o) (t) bilden ein in Bezug auf unsere F, [(12) oder

(14)] conjugirtes Paar. Aus der Symmetrie der Form (10) in
den sechs Elementen A folgt dann sofort:

e) ybIrgend ein conjugirtes Punktepaar un-
gserer eine cubische Curvestiitzenden Fliche be-
stimmt *) (mittelst der beiden an die Curve ge-

*) Ist eine beliebige Fliche zweiter Ordnung a.ﬁ = 0 gegeben, so
bestimmen bekanntlich44) (cf. z. B, Rosanes, Crelle’s Journal Bd. 88, pg. 266 ff.)
irgend vier conjugirte Punktepaare der Fliche sechs weitere, die mit
den ersten die Gegenecken eines Polsechsflachs der Fliche bilden. Es
gind dies die zehn zerfallenden Flichen der dreifach unendlichen Schaar
von Flichen zweiter Classe, die sich aus den ersten vier Punktepaaren

linear zusammensetzt.
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henden Ebenentripel) ein der Curve umschrie-
benes Polsechsflach der Fliche (d.h. dessen simmt-

Der Ubergang von diesem Satze zum obigen (¢) gestaltet sich ganz
analog wie in der Ebene (cf, pg. 88).
Sind durch vier conjugirte Punktepaare irgend einer F, weiters mit-

bestimmt, so findet eine lineare Identitit (in den @) der Form statt:

%174 + % 2 “xg¥s + “xg¥3 + 7y AN + & a?ayﬁ =
In der That giebt das zehn Gleichungen, aus denen sich gerade die
zehn Unbekannten (die Verhéltnisse der % nebst den Coordinaten der
beiden Punkte eines fiinften Paares) bestimmen.
Soll nun schon ein conjugirtes Punktepaar weitere mxtbestunmen, S0
mtissen drei lineare Relationen zwischen den a4 stattfinden: dann zerfillt

die Identitit

ky g1 + k&, Urgyy = 0

in sieben Gleichungen, die die jetzt vorhandenen sieben Unbekannten be-
stimmen, .

Mithin muss fiir diesen Fall die F, zu drei Flichen zweiter Klasse
(und damit zu ihrer Schaarschaar) apolar sein.

In unserem Falle ist diese Schaarschaar speciell die einer cu-
bischen Raumcurve ¢ umbeschriebene.

In der That giebt es ja dann, wie Satz (k) zeigt, Polvierflache von
Fy, die ¢ d. h. jeder der Flichen der Schaarschaar ¢ umschrieben sind,

was mit der bekannten (Hesse’schen) Erklirung der Apolaritidt iiber-
einstimmt.

Umgekehrt aber folgt aus dem Obigen noch nicht ohne Weiteres,
dass es solche ¢ umschriebene Polvierflache von F, giebt; dies zeigt erst

v

die Textentwicklung.
Man findet diese Beziehung von F, zu ¢ auch bei Reye (Crelle

Bd. 82) des N#heren untersucht, der auch die umgekehrte Frage er-
ledigt, welche Curven ¢ zu einer gegebenen Fliche F, gehdren.

Auch im Ubrigen verweise ich ein fiir allemal auf diese
und die verwandtents) Arbeiten Reye’s, die mit unsern Unter-
suchungen auf das engste zusammenhingen, wenn auch die ganze Unter-
suchungsmethode eine wesentlich verschiedene ist. Sie aber haben mir
die eigentliche Anregung zur Abfassung dieses Werkes gegeben,
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liche Gegeneckenpaare solche conjugirten Punkte-
paare sind).¢ . . : :

»Hs giebt eine fiinffach unendliche (%)*) lineare
Schaar solcher der Curve umschriebenen Pol-
sechsflache der Curve. Die beziiglichen Ebenen-
sextupel stellen auf der Curve die ganze zum
Schnittpunktsextupel von Fliche und Curvecon-
jugirte Gruppe dar.®

‘ Umgekehrt folgt hieraus mit Hiilfe des Satzes (§):

%) ,Ist eine cubische Curve nebst einer sie
stitzenden F, gegeben, so construire man die (x?)
lineare Schaar von Klassenflichen ®@,, die auf F,
und der Curve ruhen. Diedieser Schaar mitder
Curve gemeinsamen Ebenensextupel sind die
Ebenen der Polsechsflache des vorigen Satzes®

»Die ganze zur Fliche F,conjugirte Gruppe
von (Klasseﬁ-)Fl'a',chensetzt sichlinear zusammen
aus sechs Fliachen der Schaar der ®,und drei der
der Curveumbeschriebenen Flichen.

yDie ganze zur Schaar der @, conjugirte Gruppe
von (Ordnungs-) Flichen setzt sich linear zu-
sammen aus F, und dem der Curve einbeschrie-

benen Netze.%

128. Nun kann man aber den Satz (8) und Gleichung
(24)inderselben Weise auf eine ganze Schaar von
Flachen F, anwenden, die nur simmtlich der Bedingung ge-
niigen miissen, die Curve zu stiitzen und gelangt so zu dem
allgemeineren, spiter beniitaten Satze :

#) Diese gebrduchliche Abkiirzung werde von jetzt ab eingefiihrt.
Eine andere Abkiirzung tritt ferner des Ofteren spiter auf: so oft kein
Zweifel herrschen kann, heisse es nur ,Involution* statt ,biquadratischer

Involution¥,
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) ,0egeben sei eine cubische Raumcurve
und eine " (m = 0, 1, .. D) lineare Schaar von
F, diealledie Curve stiitzen.

Dann existirt eine ook (0 .= H—m) lineare
Schaar von @, die alleaufder F,-Schaar und zu-
gleichaufder Curveruhen.

Die der ®,-Schaar mit der Curve gemein-
samen Sechsflache sindalleder Curve umschrie-
benen gemeinsamen Polsechsflache der F-Schaar.

Die zugehorigen Ebenensextupel der Curve
bilden die gansze zur Schaar der Schnittpunkt-
sextupel von Curve und F,-Schaar conjugirte
(bindre) Gruppe.

sDem entspricht dann, dass die ganze zur
F,-Schaar conjugirte (Quaterndire) Schaar sich
linear zusammensetzt aus den Flichen der @,

Schaarunddender Curve umschriebenen Flichen:
"umgekehrt setzt sich die ganze zur Schaar der
@, conjugirte (Quaterndire) Schaar linear zusam-

men aus den Flichen der F-Schaarnebst den der
Curve einbeschriebenen Flichen.“
129. Wir kommen jetzt wieder zu einer Fliche F,, die

die Curve stiitzt, zuriick und stellen ihre. der Curve um-
schriebenen Polfiinf- und -vierflache auf.

Bekanntlich wird ein Polsechsflach einer F', zum Polfiinf-

resp. -vierflach, wenn eine resp. zwei seiner Ebenen unbe-
stimmt werden.

Dann ist jeder Eckpunkt zur Gegenkante resp. Gegen-
ebene conjugirt. Mithin werden diese speciellen Polsechsflache
vermoge der bekannten Umformung der Form a_ (pg. 32)
dargestellt durch die Gleichungssysteme: '
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4 =a S +a 8 +..a,8=0

@) 1, _
4, =a 8,4+ 04,8 +..a,8, =0

A, =0T +a T+ ..0, T, =0
resp. 26) {4 . =a T +a, T, + ..a, T, =0.
dy,=a, T Fa, T 4 ..0,7, =0
wo die 4, resp. A, die nach fiinf resp. vier Werthen
polarisirten ersten resp. zweiten Differentialquotienten von
f=a; sind.
Dies heisst aber mit Hiilfe des Fundamentalsatzes des §. 5:

%*) yDie Ebenen der einer cubischen Raum-
curve umschriebenen (o° linearen) Schaar der
Polfinfflache resp. der (o, linearen) Schaarder
Polvierflache einer die Curve stiitzenden und
das Sextupel f ausschneidenden F, sind durch die

zur Gruppederersten resp. zweiten Polaren von
fconjugirten Gruppendargestellt.

Diese der Curve umschriebenen Polvierflache von
F,, die also eine biquadratische Involution auf der Curve er-

zeugen, bilden weiterhin den Kern der ganzen Enunt-
wicklung. Es wird sich zeigen, dass man umgekehrt,
vonihnenausgehend, wieder die F,reconstruiren

kann (und zwar in eindeutiger Weise).

130. Zunichst zeigt man leicht, wie aus dem letzten Satze -
wieder der Satz (y) hervorgeht. Denn aus den Gleichungen
(26) folgt, dass man von den vier Elementen (Ebenen der
Curve), die ein Quadrupel der Involution der Polvierflache
bilden, eines beliebig annehmen kann; dann ist das Quadrupel
eindeutig bestimmt.

Man wihle als eine solche Ebene eine der gemeinsamen
Ebenen von F, und der Curve. Dann (und nur dann) liegt ihr
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Pol (in Bezug auf die F) auf ihr, d. h. es miissen von den vier

Ebenen des Quadrupels zwei coincidiren.

Zunichst ergiebt sich durch Elimination zweier der vier

‘in (26) enthaltenen Werthe A A, A, A, etwa A, A, die Gleich-

1 %2 %3 M
ung (23), wenn man in ihr die vierten Differentialquotienten
nach zwei Elementen A, A, polarisirt.
Dann stellt (23) die Bedingung dar, unter der zwei Ebenen
der Curve A A

,» einem Quadrupel der Polvierflachinvolution

angehoren.
Fallen X, A, zusammen, so resultirt demnach (23) selbst.
q. e. d.

In der That kommt dies nur auf einen fritheren Satz
(pg. 41) zuriick. Denn die Doppelelemente einer biquadra-
tischen Involution sind ja die Wurzeln ihrer Funktionaldeter-
minante. Diese ist aber identisch mit der ihrer conjugirten
Gruppe, d. i. hier der Gruppe der zweiten Polaren von f, ist
also keine andere als die Covariante H.

" 131. Durch sechs beliebig gewihlte binire Formen sechsten
Grades ist, wie wir wissen, im Allgemeinen stets eine siebente
zu allen jenen apolare eindeutig bestimmt. (Nach friiherer
(88§ 2, b) Bezeichnungsweise heisst dies: man fasst eine Form
a5 als Schuittpunktform einer Rz auf) Dies hat hier zur

Folge:

A) ,Sechs beliebig einer cubischen Raum-
curve umschriebene Sechsflache sind Polsechs-
flacheeiner bestimmten die Curve stiitzenden F2.

Dann giebt er eine o® Schaar solcher Polsechs-
flacheetec. etc.

132. Wir gelangen jetzt zu dem am Schluss von Nr. 129
angedeuteten Satz, der sich algebraisch einfach so formu-
liren lisst:

p) yDie zu einer gegebenen biquadratischen
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Involution conjugirte Gruppe ist (im Allgemei-
nen) die Gruppe der zweiten Polaren einer be-
stimmten Formsechsten Grades.®

Den Beweis fithrt man so. Ist die gegebene Involution
eine ‘ganz allgemeine, so auch ihre conjugirte Gruppe. Wir
zeigen daher, dass drei allgemeine Formen vierten Grades

@27 9 = ay, X = by, b=o¢
die zweiten Polaren einer bestimmten einzigen Form
25) g =9

sind, d. h. dass es drei bestimmte lineare Combinationen der
¢, $, y giebt, die die zweiten Differentialquotienten von
g sind: '

Metvx+md=g,

@M+ VX T+ mHP=y,

b @+ VX 7 b =gy,

Dies liefert acht in den neun Gréssen p, v, © homogene,
lineare Relationen, die demnach ihre Verhiltnisse eindeutig
zu bestimmen erlauben. ‘

Denn die Moglichkeit, dass etwa zwischen diesen acht
Relationen Identititen statifinden, wodurch die Werthe der
i, ¥, T unbestimmt wiirden, widerlegt sich z. B. so.

Man sieht, dass fiir eine Form g ihre Covariante H (23)
mit der Funktionaldeterminante der Formen (27) zusammen-
fallt. Demnach fithrt unsere Frage zu der andern: Wie viel
Involutionen vierten Grades giebt es mit gege-
benensechs Doppelelementen? oder Wie viel For-
mensechsten Grades giebt es, die eine gegebene
zur Covariante Hhaben? und dies wieder nach Satz y:
Wieviel F,giebtes,diemiteiner cubischen Curve
irgendsechs gegebene Ebenen gemeinhaben und
die Curve stiitzen?

‘Aus dieser letzten Form geht aber deutlich hﬂel"vor,.b dass
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es eine endliche Zahl solcher geben muss, womit der auf-
geworfene Zweifel erledigt ist.

Von dieser endlichen Zahl von Lésungen gehort dann
nach Obigem eine bestimmte zu der gegebenen zu (27) con-
jugirten Involution.

Die fragliche Zahl der Losungen ist schon oben (Nr. 126)
vorliufig als fiinf angegeben.

Somit ist Satz (jr) erwiesen und wir geben ihm die andere
wichtigere Gestalt:

1) ,Die Theorien der bindren Formsechsten
Gradesund der biquadratischenInvolutionsind
identisch.“ '

133. Mit Rijcksicht auf diesen letzten Satz ist dann die
Frage nach der Bedingung, unter der zwei Elemente 1, A,

einem Quadrupel einer gegebenen Involution
(30) ay + % By,
angehdren, schon in Nr. 130 erledigt. Denn sei f die binire
Form sechsten Grades, deren zweite Polaren die zur gege-
benen Involution conjugirte Gruppe bilden, so ist die Be-
dingung (cf. die analoge pg. 98)
‘ A A A

1111 1112 1122

BHO=H= A, A, A, =

1112 1122 1222

A A A

. 1122 1222 “rasee
@, 00+a1 c1—!_6"2 Ty &y °0+ %9, +a3 Oy Uy co+“3 9 +a4 527’
a, 6, a,0, + a0, a,0,4-a; 6, + a,0,, a5 0, &, 0, + a0y,
¥y o, +a,0,+a,9, a,5,+a, 5, +a,0,a,0,+ a, 0, +a; o,
wo H aus der Covariante H von f durch Polarisation der vierten
Differentialquotienten nach zwei Werthen A, A, hervorgeht.

Die Ecken der der cubischen Curve umschriebenen In-
volutionstetraeder liegen auf einer zweiten Curve, die wieder
eine cubische ist, da nach (26) zu jedem Element A, drei be-

stimmte A, A, A, gehoren, die mit ihm ein Involutionsquadrupel

W. Fr. Meyer, Apolaritit. 14
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bilden d. h. da in jeder Ebene der urspriinglichen Curve nur
drei Punkte der zweiten Curve liegen konnen (die drei Eck-
punkte des durch die Ebene A, bestimmten *) Tetraeders).

Beide Curven stehen also in der Beziehung, dass der
einen co!- Tetraeder um- und der andern zugleich einbeschrieben
sind, eine von Hurwitz4®) niher studirte Beziehung, die daher
von jetzt ab immer kurz die Hurwitz'sche heisse. Dann konnen
wir sagen:

v) yDie einer biquadratischen Involution an-
geh6rigen Axen einer cubischen Raumcurve (N,)
sind Sehnen *¥) einer zweiten (H,), die zur ersten
inder Hurwitz’schen Beziehung steht. Densechs
Doppelelementen H = O der Involution ent-
sprechendie sechs Tangentenvon N,,die Sehnen
von H, sind.

Jede Ebene von N ist Ebene eines N,um-und
H, einbeschriebenen Tetraeders (dualistisch jeder
Punktvon H, Eckpunkteines solchen).

Stehteine Curve H zu N, in dieser Beziehung,
so lisst sie sich immerdurch eine Gleichung (31)
vollstindig darstellen.®

Somit sind die Begriffe ,biquadratische Involution auf
einer cubischen Curve“ und yHurwitz'sche Beziehung zweier
cubischer Curven® vollkommen vertauschbar, und der Satz (p)
gewinnt jetzt fiir die Theorie der cubischen Raumcurven fol-
gende Gestalt:

p'’) yStehen zwei cubische Raumcurveninder

#) Zu einer Ebene der Curve gehort ein Punkt als Pol (in Bezug
auf die Fé), der mittelst des an die Curve gehenden Ebenentripels das
Tetraeder bestimmt. »

#%) Im Allgemeinen giebt es bekanntlich sechs Axen einer cubischen
Curve, die Sehnen einer zweiten sind, in unserem Falle aber upendlich
viele. Wir kommen spéter darauf genauer zurtick.
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Hurwitz’schen Beziehung, so sind die beziig-
lichen um-resp. einbeschriebenen Tetraeder die
Poltetraeder einer bestimmten F,, die die eine
Curve stiitztresp. aufderandern ruht, derenmit
der einen gemeinsame Ebenen resp. mit der an-
dern gemeinsame Punkte in dieDoppelelemente
Hderzugehorigen Involution fallen, und deren
mit der einen gemeinsame Punkte resp. mit der
andern gemeinsame Ebenen durch eine Form f
dargestellt werden, deren Covariante Hmit der
obigenForm Hzusammenfallt.

134. Damit sind die Grundlinien einer Theorie verzeich-
net, die der in den §§. 17 ff. durchgefiihrten ganz analog ist,
indem man hier von einer bindiren Form sechsten Grades als
Covariante H einer andern solchen Form ausgeht. Daher
spricht sich der dem Satze Nr. 76 entsprechende so aus:

n) ,Man gehe von irgend einem Sextupel H
aufeinercubischen Raumcurve g aus. Dann giebt
eseinmal finf Curven H;, diezugin der Hurwitz-
"schen Beziehung stehen, sodass sie die sechs
Tangenten H zu Sehnen haben *); andrerseits
finf Flichen F,, die ¢ stiitzen und mit ¢ das
Ebenensextupel Hgemeinhaben.

Je eine der Curven H; ist einer bestimmten
der Flichen F, eindeutig zugeordnet (und umg.),
indemsie der Ortder Eckender¢ umschriebenen
Polvierflachevon F,ist.“

185. Dieser Zusammenhang zwischen einer Curve H, und

der ihr zugeordneten F', lisst sich leicht noch genauer verfolgen.

*) Dies sind gerade (wie sich weiterhin herausstellen wird) die-
jenigen fiinf cubischen Curven, die iiberhaupt sechs Tangenten von ¢ zu
Sehnen haben.

14*
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Denn die Curve H, ist der Ort der Ecken der ¢ um-

schriebenen Tetraeder einer bestimmten Involution (mit den

Doppelelementen H), .also (cf. Hurwitz l. c.) durch irgend

zwei beliebige ¢ umschriebene Tetraeder gerade so eindeutig
bestimmt, wie die Involution durch die beiden beziiglichen
Quadrupel.

Mit Riicksicht auf die S#tze (8), sowie (¢) bis (1) hat man
daher Folgendes: ‘ _

p) pEiner cubischen Raumcurve ¢ seienirgend
zweil Tetraeder umbeschrieben. Deren Ecken
liegen auf einer bestimmten Curve Hy (der dann
noch unendlich vielesolche ¢ umschriebene Te-
traeder einbeschrieben sind).

Fiir jedes der beiden gegebenen Tetraeder
giebt es eine Schaarschaar vonFlichen @, die
ihm einbeschrieben sind und auf¢ ruhen. Diese
seien S, S, Dann ist die H; zugeordnete F,, fiir
die alle H, ein-und g umbeschriebenen Tetraeder
Poltetraeder sind, dadurch eindeutig bestimmt,
dass sie auf den drei Schaarschaaren S, S,, ¢*) ruht.

Dann ruht sie auch auf jeder weitern Schaar
schaar, die durch je eines der obigen unendlich
vielen Tetraeder mitbestimmt ist.% :

136. Will man umgekehrt von der Fliche F, zur Curve

H, tibergehen, so kann man gleichfalls von zwei, ¢ umschriebenen

Tetraedern ausgehen, wie im letzten Satze, oder auch von
irgend drei ¢ umschriebenen Fiinfflachen resp. irgend sechs
der Curve ¢ umschriebenen Sechsflachen. Die letztere That-
sache ist schon im Satze (A) ausgesprochen gewesen. Hier

¥) Die Schaarschaar ¢ ist der abgekiirzte Ausdruck fiir die ¢ um-
schriebene Schaarschaar- von Fldchen zweiter Klasse. Das Dualistische
gilt vom Nectze o,
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handelt es sich um die Construktion der zugehdrigen F,. Diese
fliesst wieder sofort aus den Sitzen (8) (¢) bis (1):

0) ,I. Irgend sechs ¢ umschriebene Sechsflache
sind Polsechsflache einer bestimmten (¢ stiitzenden)
F,. Diese Bestimmung geschieht so. Jedem der
Sechsflache ist eine einzige Fliche ®, einbe-
schrieben, die auf dem Netze ¢ ruht. So ent-
stehen sechs Flachen <I)12‘ (k=1..6).

Dann giebt es nur eine F,, die die Schaarschaarg
und die sechs Fliachen <I>§ (und damit natiirlich die aus
ihnen linear gebildete oo - Schaar) stiitzt. Dies ist die
gewiinschte.

II. Irgend drei ¢ umschriebene Fiinfflache sind
Polfinfflache einer bestimmten (¢ stiitzenden) F,.
Die Bestimmung istderin I analog.

Es giebt fiir jedes der drei Finfflache eine
(o' lineare) Schaar von Flichen ®,, die ibm einbe-
schrieben sind und auf dem Netze ¢ ruhen. Diese
seien X, 3, 3.

Dann giebt es nur eine F, die die Schaarschaar
pnebstden drei Schaaren %, %, 3 stiitzt. Dies ist
die gewiinschte.“ '

~ Diese drei Sétze (p) (o) oIl) lassen sich kurz in einen zu-
sammenfassen, der dann zugleich noch eine Reihe hnlicher
enthilt, nemlich :

7) ,Diesechs Sechsflache des Satzes (cl) lassen
sich der Reihe nach ersetzen und zwar immer
zwei durchein Fiinfflach, undimmer dreidurch
ein Vierflach.“

137. Wir gehen jetzt iiber (analog dem Verfahren des
§. 18, Nr. 52 ff.) zur canonischen Form der Flichen F, (die die

Curve ¢ stiitzen) und der zugehorigen Curven H,. Diese fillt
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wieder vollig mit der bin&ren Canonizationsfrage zusammen.
Zugleich treten dadurch verschiedene der oben entwickelten
Eigenschaften von F, in ein helleres Licht.

Den Ausgang bilde wieder die Form a = f, deren zuge-
hérige F, a® (13) war. Man kann bekanntlich eine Form f
auf fiinffach unendliche Weise als Summe von sechs sechsten
Potenzen darstellen:

i=6 6 6
32)f= §1 k, A—a) = a;.

Dabei unterliegen nach dem schon oft erwihnten Rosanes-
schen Fundamentalsatz die & der einzigen Bedingung, Wurzeln
einer zu f conjugirten Form zu sein. Die simmtlichen Sex-
tupel « sind somit durch die zu f conjugirte Gruppe (d. h. die
¢ umschriebenen Polsechsflache von F2) dargestellt.

Werden ein resp. zwei resp. drei o unbestimmt, so dass
man sie gleich A nehmen darf, so reducirt sich die rechte Seite
von (32) auf die Summe von fiinf resp. vier resp. drei Potenzen.
Die beziiglichen Wurzelsysteme o sind dann durch die zu den
ersten, zweiten, dritten Polaren von f conjugirten Gruppen
reprisentirt. Das letzte findet offenbar, wie ja auch bekannt,
nur statt, wenn die schon Nr. 126 erwiihnte Invariante B (Syl-
vesters Catalecticante) verschwindet (wenn also die F, zum
Kegel wird).

Die beiden andern Gruppen entsprechen der oo’ resp. oo'-

Schaar der ¢ umschriebenen Polfiinf- resp. -vierflache von F,.

Nun ging aus a; (32) die Gleichung von F, hervor, wenn
man erst die Form a_ (10) und daraus die andere a2, bildete.

Bei der Darstellung (32) geht dabei irgend ein Term der
rechten Seite

2% ; 6___ 5 ,4_ 3 2_
(33)ki(l ) ubermsooci §, @5, al—s, a4, al—s o 43,

=(°o°‘i3_61 af-{-—cg oci—c3) (‘coocf'—'f:1 ocf—|—1:2czi—13),

mithin ist die Gleichung der zur Form f (32) gehorigen F:
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=6
(34)17’2—20&?, Eiilki(co o} — 0, o + 3, “1—03)2 = 0.

Dabei sind die in’s Quadrat erhobenen Klammerfaktoren
rechts offenbar die linken Seiten der Gleichungen der sechs
Ebenen o, der cubischen Curve N 5

Diese Darstellung (34) ist aber wieder die bekannte der
Flichen zweiter Ordnung vermoge eines ihrer Polsechsflache.
Geht der Index ¢ nur bis 5 resp. 4, so geht die Darstellung
_tiber in die vermdge der Polfiinf- resp. vierflache.

Und endlich, geht 4 nur bis 3, so besitzt die F, ein Pol-

dreiflach, ist also ein Kegel; und in der That war ja die Deter-
minante der Fliche F', identisch mit der Catalecticante B.

(cf. pg. 201.)

Dies Resultat driicken wir kurz so aus:

v) ,Der bindren Darstellung der Formen
sechsten Gradesf als Summen von sechs, fiinf,
viersechsten Potenzen entspricht ineindeutiger
Weise die quaternire Darstellung der (eine cubi-
sche Curve ¢ stiitzenden *)) Flichen zweiter Ord-
nung als Summen von sechs, fiinf, vier, zweiten -
Potenzen (d. i. mittelst ihrer ¢ umschriebenen
Polsechs-fiinf-vierflache).

Diedie bindre Darstellung leistenden Sechs-
Fiinf-Viertupel sind durch diezuf, ihren ersten
und zweiten Polaren conjugirten Gruppen dar-
gestellt.

Verschwindet die Catalecticante B von f, so

¥) Umgekehrt geht aus Satz (p,) hervor, dass man bei Zugrunde-
legung einer ganz beliebigen Fliche zweiter Ordnung den Satz (v)
immer anwenden kann, sobald man zur Curve ¢ irgend eine irgend
einem Poltetraeder der Fliche eingeschriebene cubische Raumcurve nimmt,
Vgl. die analoge, bekanntere Theorie der Ebene (Nr. 145),
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- ldsst sich f als Summe von drei Potenzen dar-
stellenund F, wird ein Kegel*

Das letzte konnen wir auch so ausdriicken:

Die Catalecticante B von f verschwindet, wenn zwischen
den dritten Differentialquotienten von f eine lineare Identitiit
besteht (denn dann giebt es cf. §. 7 eine zu ihnen conjugirte
cubische Form).

Daran schliesst sich dann der noch speciellere (spiter von
Wichtigkeit werdende) Fall, dass sich f als Summe von zwei
(sechsten) Potenzen darstellen lisst, wenn zwischen den 5
vierten Differentialquotienten von f drei lineare Identititen
stattfinden. Denun dann giebt es nach dem citirten §. 7 eine
zu ihnen conjugirte quadratische Form. '

Aus der Bildung der Differentialquotienten folgt sofort,
dass die Bedingungen fiir diesen Fall auch durch das Ver-
schwinden (der Kerne) (cf. §. 2) der Matrix :

@, a, a, a, a,
(34) |, ay a5 @, @) =0
a, a, a, a, a
ersetzt werden konnen.

6|

Die Gleichung der F, wird in diesem Falle von der Form
F,=1k Al 4 k, A} =0
d. h. ein zu den Ebenen «, a, der Curve ¢ (N,) harmonisches
Ebenenpaar.

v,) ,Finden zwischen den vierten Differen-
tialquotienten von [ drei lineare Identitéiten
statt (d. h. verschwindet die Matrix (34)), so giebt
eseinezuihnenconjugirte quadratische Form

(835) A—a) A—ua,).

Dann zerfidllt die eine cubische Curve ¢

stiitzende (und das Punktsextupel f ausschnei-

dende) Fliche F, in ein zu den Ebenen a, o, von ¢

2
harmonisches Ebenenpaar,
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Der Satz gilt, wie die Sé#tze v, auch um-
gekehrt.“

138. Ganz dhnlich nimmt auch die zu einer F, gehorige
Curve H, (31) eine canonische Gestalt an (ganz wie der
Kegelschnitt H in Nr. 52). -

Denn durch Einsetzen der nach zwei Elementen polari-
sirten vierten Differentialquotienten der Form f (32), wo aber
der Index ¢ nur bis 4 gehen mag *), geht H, (31) nach leichter
Rechnung tiber in:

(86) H, = Z‘.E (kb b A A A, D=0(k1,=1,2,34)

: 2
oder auch = 12 P A =
57 A =o, acf —oc, 4o (1=1,23,4)
wo :
D, =D, = [(0, — &) (% — a) (4 — )]

yDemnach ist (36) die Darstellung einer zu

einer gegebenen cubischen Curve ¢ in der Hurwita-
schen Beziehung stehenden zweiten cubischen
Curve mittelst der ¢ um- und ihr einbeschrie-
benen Tetraeder.“

Daher findet der Satz der Ebene (Nr. 54 = II): ,Stehen
zwei Kegelschnitte in der Beziehung, dass es ein dem einen
um- und dem andern einbeschriebenes Dreieck giebt, so giebt
es solcher Dreiecke unendlich viele* folgende (micht voll-
kommen analoge) Erweiterung :

¢) ,Stehen zwei cubische Curven im Raume
inder Beziehung, dasseseinder einen (¢) um- und
zugleich der andern () einbeschriebenes Tetra-
eder giebt, so giebtesinder w*Schaarvondiesem

#) Wir wollen uns auf den Fall der Poltetraeder beschrinken, ob-
schon fiir Polfiinf- und -sechsflache die erste Form der Gleichung (36)
sich ganz analog erweitert (4, &, I, = 1, 2, . . . bis b resp. 6).
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Tetraeder einbeschriebenen cubischen Curven
noch dreifach®) unendlich viele, fiir die es dann
(einfach) unendlich viele Tetraeder giebt; die
irgend einer von ihnen ein-und ¢ umbeschrieben
sind. ,

Ihre Gleichungist(36),.siobald man unter den
k **) variable Coefficienten versteht, wihrend

#) Demnach ist es fiir die dem Tetraeder einbeschriebenen cubischen
Curven () nur eine Bedingung, zu ¢ in der Hurwitz’schen Beziehung
zu stehen.

Diese kann man mit Riicksicht auf das Spitere so formuliren.

Die sechs Kanten des Tetraeders repriisentiren sechs Axen der Curve
v, die zugleich Sehnen der andern, ¢, sind. Im Allgemeinen giebt es
dann keine weitere Axe von ¢, die Sehne von ¢ wire. Giebt es aber
eine, dann existiren auch noch unendlich viele.und die Curve ¢ steht
dann zu ¢ in der Hurwitz’schen Beziehung, Man kann daher sagen:

sDie beiden im Satze (9) angenommenen cubischen
Curven (9)(}) stehen dann in der Hurwitz'schen Beziehung
sobald es eime weitere Axe von ¢ giebt, die.zugleich Sehne
von ¢ ist

#¥) Nimmt man andrerseits zweibeliebige der Curve © umschriebene
Tetraeder an, so geht (cf. Satz p) durch die Ecken derselben eine ein-
zige bestimmte Curve Hg, die in der Form (36) darstellbar sein muss.

Dann handelt es sich nur noch darum, die Coefficienten ki zu bestimmen,

was so geschieht,
Sind die Argumente der beiden Ebenenquadrupel von ¢ resp.
% % T Y ‘31’ B2’ [33, ‘34
so muss es eine bestimmte bindre Form sechsten Grades f geben, die in
den beiden Formen )

4 *—a )P J 4,, gt
)i'ki (A=) lz"i ( _Bi)

darstellbar sein muss.
Die Identitit beider liefert aber sieben Gleichungen, linear und
homogen in den acht Grossen %, k' wodurch ihre Verhiltnisse eindeutig .
i ?

bestimmt sind,
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die D,und 4, dieobige (jetzt aufunser Tetraeder

beziigliche) Bedeutung haben.“
Die canonische Form der Curven H3 wird von grosserer

Bedeutung bei der Betrachtung der bindiren Form f auf dem
(Norm-)Kegelschnitt der Ebene, die uns bald begegnen wird.

Der zum Satze (9) parallele Satz fiir die Flichen F, die
ein gegebenes ¢ umschriebenes Tetiraeder zum Poltetraeder
haben, ist dagegen dem beziiglichen Satze der Ebene (Nr. 55
w I) ganz analog. Denn dieser hiess rein geometrisch: ,Giebt.
es ein einem Kegelschnitt ¢ umschriebenes Dreiseit, das Pol-
dreiseit eines zweiten ist, so giebt es unendlich viele und der
zweite Kegelschnitt stiitzt den ersten.“

~ Hier, im Raume, hat man mit Riicksicht auf Gleichung

(34) sofort:

¢,) »,Stehen eine Fliche zweiter Ordnung F,
und eine cubische Raumcurve ginder Beziehung,
dass es eingpumschriebenes Poltetraeder von F,
giebt, so giebt es unendlich vielesolcheund die
Flichestitzt die Curve.

Dennseien

(38) y1=0, y2=0, Y, =0, y4=0

die Ebenendes Tetraeders, soldsstsichbekannt-
lich die Fyindie Gestalt bringen:

2 2 2 2
(B9 b ¥y Aty Yy Ty Yy T Y, =0
Ist dann aufein bekannter Weise eine Para-
metervertheilung ausgebreitet, und sind a, &, «, o,
die Argumente der vier Tetraederebenen, so
lautet die zugehorige bindre Form sechsten

Grades:

Damit ist also auch die Aufgabe der Nr. 132 auf eine zweite
Weise gelost. Auf die explicirte Darstellung der Grossen k; (wie auch

damals der Grossen , v, © (29)) soll verzichtet werden.
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(40) py (=2 4 py O—2t)’ + py O—a)" + 1, O—a)' =0,

Dannist (39) diejenige F,, die ¢ stiitzt und mit
¢ das Punktsextupel (40) gemein hat.“

139. Die Untersuchung in der Ebene (§. 17 ff.) be-
schiftigte sich zuerst mit den einem Kegelschnitt ¢ umschrie-
benen Poldreiseiten eines Kegelschnitts 7. Die Ecken dieser
Dreiseite (deren Seiten auf ¢ eine Involution dritter Ordnung
bildeten) lagen auf einem andern Kegelschnitt H. Die zu
dieser Involution auf ¢ conjugirte Gruppe (Involution) lieferte
die Poldreiseite eines Kegelschnitts F und ihre Ecken lagen
auf einem weiteren H'.

Aehnliche Verhiltnisse gelten auch fiir unsere jetzige
Entwicklung, indem wir die zur gegebenen Involution vierten
Grades (auf ¢) conjugirte (dreigliedrige) Gruppe in’s Auge
fassen.

Die gegebene Involution sei
(41) a3 + & B3,
die conjugirte Gruppe
(42) vy o, Q) + %, 9,0 + v, 8, Q).

Dann bilden die vier Elemente A, A, A, A, (nach Nr. )
das Wurzelsystem einer Form (42), wenn ihre homogenen
symmetrischen Funktionen s, (¢ =0, 1, .. 4) den Bedingungen
geniigen

(48) a, =0, b,=0.

Daraus folgt sofort, mit Hiilfe der vielbeniitzten Ent-

wicklang der Nr. 21, dass drei Elemente A A, A, einem

Quadrupel (42) angehoren unter der Bedingung *)

*) Dies ist also nach der Terminologie des §. 2 die quadratische
Schnittpunktsgleichung erster Ordnung der Bi:
’ pr = cpi()\) (=01, 2).
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sy W=
( ) = :Bl Bzi —_
_layo,+a,0,+a,0,4a,0, alco+a2cl+d3q2—|—aic3'
A:]bocoq—b o, +b,0,4b,0, b o,4b,0,+ b0, 40,0
wo also die A resp. B die nach den drei Elementen A, 4, A,

polarisirten ersten Differentialquotienten von a3, resp. b3sind.
Dies liefert den Satz:

X) »lst aufder cublschen(Norm-)Ourve N, die
Involution (41) gegeben, so liegen die Eck-
punkte der oo*- Schaarvon N; umschriebenen Te-

traedern, deren beziigliche (Argumenten-) Qua-
drupel durch die zu (41) conjugirte Gruppe (42)
dargestellt sind, auf einer Flidche zweiter Ord-
nung H' (44).¢

Und da man umgekehrt von einer beliebigen Gruppe (42)
(anstatt von einer beliebigen Involution (41)) ausgehen kann,
so erhilt man so den bekannten*? Satz:

X)) sDieEckenirgenddreiereinercubischen

Raumecurve ¢ umschriebenen Tetraeder liegen
auf einer bestimmten Fliche zweiter Ordnung.“

Die nihere Untersuchung dieser Fliche und ihre Be-
ziehungen zur Involution finden eine passendere Stelle im
Anschluss an die Darstellung der Involution auf dem Norm-
kegelschnitt resp. der Theorie der rationalen ebenen Curven
vierter Ordnung.

Dabei wird sich herausstellen, dass diese Flichen H’
vollstindig dadurch charakterisirt sind, dass drei Axen der
cubischen Curve ganz auf ihnen liegen *).

*) Im Uebrigen treffen sie die Curve in den sechs Punkten, deren
Argumente den sechs Doppelelementen der durch die Fliche auf der
Curve festgelegten Involution zugehoren.
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Zunichst verlassen wir die cubische Curve und studiren
die bindire Form sechsten Grades oder die biquadratische
Involution auf dem Normkegelschnitt, fiir die viele Eigen-
schaften durch einfache Uebertragungen aus diesem Para-
graphen gewonnen werden werden. Umgekehrt wird dann
wieder die ebene Theorie die riumliche weiter fiihren.

8. 26.

Die binire Form sechsten Grades auf dem Normkegelschnitt
der Ebene.

140. Nach Reyet®) trigt (stiitzt, ist apolar zu) eine ebene
Curve dritter Ordnung F,

(1) a=2ZZa, z 2 2=0(0Gkh],=012)
einen Klassenkegelschnitt @, (und umgekehrt ruht (stiitzt sich)
der letztere auf der ersteren):

@ wy=2Zu, a (i,k=01,2)
unter den drei Apolarititsbedingungen (des Verschwindens
der drei bilinearen Invarianten beider) :
B) (a,af =232 4y %, =0(r=0,1,2)

d. h. wenn der Kegelschnitt ®, mit jedem Punkte der Ebene
eine zu F apolare Curve dritter Classe bildet (so dass die
bilineare Invariante beider verschwindet), oder was dasselbe
ist, wenn @, aufdem Netze der Polarkegelschnitte
von Fruht. )

Wird statt des Kegelschnitts @, wieder der Normkegel-
schnitt eingefiihrt:

@) (px, =1, pz, =22, pz, = X oder
®) ou, = A2 ou, = — A, ou, =1,
‘4 z, x, — f =0 ()

2

uyu, —u, =0 (N,)
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5o nehmen die Bedingungen (3) die einfachere Form an:
6) a, =ua, (r=20,1,2).
ysDiese Bedingungen (6) sind vollkommen aus-

gedriickt, wenn man statt der Coefficientenvon
(1) dieandern einfiihrt

(1) ap =0, ,(+k4+1=0,1,...6)
Dann geht die F, (1) iiber in:
®)0=a_ =z, {xo(aoxo—}-alxl + a,z,) +
+ =, {xo (a, z, + a, z, + a, 2,) +
+ z, {2 a, x, + a5 2, + a, %) +
@, (@, Ty + z + 4, 3) + @, (@, 2, + @y 2, + @, 7))
z, (a, 2, + ty &, +a,2)+ 2, (a, 2, + a, z, + a x2)}
z, (a, 2, + a, 2, + a, z,) 4+ =z, (o, 2, + a, , + a, xQ)}.
Aus der Wahl des Normkegelschnitts folgte (Nr. 29),
dass die homogenen Coordinaten eines Punktes der Ebene
_ identisch sind mit den homogenen symmetrischen Funktionen
o, zweier Elemente 1 p, (der Parameter der durch den Punkt
gehenden Tangenten von N,).
Daraus folgt jetzt, mit Hiilfe der Zerlegung der Nr. 21,
dass a__ (8) aus der einfacheren Form:
) a,=a,5,+a,s,+a,5,+a,5,+a,s,+a s +as,
hervorgeht, wenn man von den sechs Elementen A 2, ...}

coky,
aus denen die s_ gebildet sind, immer drei einander gleich

setzt:
(10) A, =A, =2, =p, A, =A =} =,
Um dies auch in der Bezeichnung auszudriicken, schreiben
wir statt (8):
(11) &} =0o.
Das dieser Curve mit N, gemeinsame Punktsextupel

wird :

=0,

12) f E- a; = ay
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wo a_(9) aus a durch Polarisation nach den sechs Elementen

A hervorgeht. :
Daher kénnen wir die Gleichung von F, auch schreiben:

(13) ag = a“? (-1:2} = 0.

Die Klammerfaktoren in (8) sind die zweiten Ueberschie-
bungen der vierten Differentialquotienten von f (12) iiber die
Form mit den Wurzeln p p,. '

So gelangt man, ebenso wie Nr. 123 zu dem ent-
sprechenden Raumsatz, hier zu folgendem :

@) ,Durch irgend sechs Punkte eines Kegel-
schnitts ¢ (auf dem ein Parameter A ausge-
breitet sei)

(12) a, =0
geht eine einzige ihn stiitzende F,, deren Glei-
chung mittelst einer bestimmten Collineation
der Ebene stets in die Gestalt gebracht werden -

kann

©) (11) (18) @’ = a 5 4= 0.

[T
- 141. Die dualistische Entwicklung kann man wie in
Nr. 124 durchfithren: der kiirzere Weg ist aber der der
Nr. 125. Gerade so wie dort gelangt man zu folgender
Regel #): '
»lstauf N, ein Tangentensextupel gegeben

(14) ¥ =0,

#) Diese sagt also (¢f. pg. 45) geometrisch einfach aus, dass die zu
einem Tangentensextupel (14) von N2 gehorige (D3 erhalten wird als

Umbhiillungscurve der in Bezug auf 1\72 gebildeten Polaren der Punkte
der zum Punktsextupel (14) von N2 gehorigen F3 oder kiirzer: ,beide

Curven sind in Bezug auf den Normkegelschnitt reciprok.“ TUnd dies ist
ja evident. :
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so findet man die Gleichung der aqu2 ruhen-
denund mit N, das Tangentensextupel (14) ge-
mein habenden Curve dritter Classe @, wenn
man zunichst die Gleichung der (dualistischen)
Fybildet
(15) b2 =0,

und dann in dieser die Substitutionen vornimmt:

(16) o, =u, o

_ — «
L =—2u, 6,=u,

Daher wird die Gleichung der gesuchten ®,:
(17) @, = by uy— 6 b, ul u, + 3 b, (u u, + 4 uy ul)
— b, (12w, u u, +8ud) + ... =0,
wihrend die auf das Punktsextupel aj beziigliche F, lautete :
(18) F3=a6xz+3a5xixl+3a4(x§x0—|—x2xf)
—|—a3(6x0x1x2+xf)—|- coea=0.
Die bilineare Invariante von F, und @, ist wieder iden-

3
“tisch mit der der bindiren Formen (wie man auch ohne

Rechnung ganz wie in Nr. 125 schliesst), und man hat ¥):

B),Die bilineare Invariante zweier binidren
Formen sechsten Grades (a}, 43) ist identischmit
der zweier terndren Formendritten Grades, die,
=0 gesetzt, eine F, resp. ® darstellen, die einen
(sonst beliebigen) Kegelschnitt tragen resp.auf
ihmruben, undmit ihm die gegebenen Sextupel
a,,b, gemein haben.

Demnach bedingtdie Apolaritdt der binédren
Formendiederternirenund umgekehrt.®

Durch Anwendung dieses Satzes auf mehrere (auf

dem Normkegelschnitt dargestellte) solche Formen a3, a3y, . ..

¥) Ueber die Verallgemeinerung dieses Satzes cf. Cap. IIL
W. Fr. Meyer, Apolaritit. 15



296 Die Reye'sche Apolaritit und die Normecurven.

und die zu ihnen conjugirten Gruppen erhilt man
ohne Weiteres:

B) pIst auf einem Kegelschnitt ¢ eine p-glie-
drige Gruppesechsten Grades

(19) k1a11+k2“21+'7'kpapl(“=1727" . 6)
nebst der zu ihr conjugirten v (v =17 — p) -glie-
drigen Gruppe:

(20) I, by + by ..k by
dargestellt, so steht die p-gliedrige Gruppe der
Curven dritter Ordnung F, (die N stiitzenund aus
N, die Punktsextupel (19) ausschneiden) zu den
v-gliedrigender Curvendritter Classe ®, (dieauf
N, ruhen und mit N, die Tangentensextupel (20)
gemein haben) inder Beziehung,
dass sowohl die Gruppe F, die vollstindige die
Gruppe ®,nebst Nystiitzende Gruppe,
als die Gruppe @, die vollstindige auf der Gruppe
F.nebst N, ruhende Gruppeist.“

Dies wird gleich nachher auf die Polvielflache einer
Curve F, (die einem auf der letzteren ruhenden Kegelschnitt
¢ umbeschrieben sind) Anwendung finden.

142. Drei Punkte der Ebene (z) (y) (2) bilden be-
kanntlich ein Poldreieck (oder ein in Bezug auf die Curve
conjugirtes Punktetripel) einer Curve dritter Ordnung (1),
wenn sie der Bedingung geniigen

@1 axyz—_.-O
d. h. wenn die nach den Punkten polarisirte Form (1) ver-

schwindet.
Fiir unsere besonderen Curven F, (8) (oder (11) (13))

wird dann aber die linke Seite von (21) identisch mit

der Form
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) a,
wenn man unter den z, ¥y, # die homogenen symmetrischen
Funktionen der resp. Argumentenpaare (X, X,) (A, 1) (A, })
versteht.

Nennen wir daher ein Sechsseit (¢ b ¢ def) dann ein
Polsechsseit einer ebenen Curve dritter Ordnung, wenn alle
Punktetripel der Form

@1) @) € f)
Poldreiecke der Curve sind, so haben wir mit Riicksicht auf
die Symmetrie von (9) in den sechs Elementen A:

Y) plrgend ein in Bezug auf eine einen Kegel-
schnitt ¢ stiitzende Curve dritter Ordnung F,
conjugirtes Punktetripel (Poldreieck) bestimmt
(mittelst der drei von ihm an ¢ gehenden Tan-
gentenpaare) ein Polsechsseit der Curve F,“ oder
auch: jeinsolches Punktetripel zieht neun weitere
gleicher Art nachsich, diealle,dem Typus (21) ge-
miéss, demselben Sechsseite angehdren.®

,Es giebt eine w-Schaar solcher ¢ umsechrie-
benen Polsechsseite von F\.

Die beziiglichen Tangentensextupel (auf ¢)
stellen die ganze zum Schnittpunktsextupelvon
F.undgconjugirte Gruppedar.*

Fiinf Seiten eines solchen Polsechsseits kann man als
Tangenten von ¢ beliebig annehmen , dann ist die sechste ein-
deutig bestimmt und zwar nach Satz (') durch folgende Con-
* struktion:

Man construire diejenige Curve dritter Klasse @,, die die
gegebenen fiinf Seiten berithrt, und auf der Curve F,, sowie
auf @ ruht. Diese hat mit N, eine sechste Tangente gemein,

die die gewiinschte sechste Seite liefert.

Ebenso wie sich der Satz (3') an (3) anschloss, so kann
15%
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man auch hier den Satz (y) fiir eine ganze Gruppe von
Curven F', formuliren, analog dem Raumsatze () Nr.128. Dies

bleibe dem Leser iiberlassen.

143. Der Ubergang von den Polsechs- zu den Polfiinf-
und -vierseiten von F, die ¢ umbeschrieben sind, liuft gleich-
falls zunéchst den Entwicklungen von Nr. 129 ff. parallel.

Wird eine Seite des Polsechsseits einer F, unbestimmt,
so entsteht ein Polfiinfseit, d. h: ein solches, in dem jede Seite
die gemischte lineare Polare je zweier Gegenecken des
von den vier iibrigen gebildeten Vierseits ist.

Wird wieder eine Seite dieses Polfiinfseits unbestimmt,
so resultirt ein Polvierseit, fiir das je zwei Gegenecken mit
jedem Punkte der Ebene ein Poldreieck bilden, oder ein so-
genanntes Paar conjugirter Pole der F, sind. Dann zer-
fillt der Polarkegelschnitt jeder Ecke in ein Linienpaar, dessen
Doppelpunkt die Gregenecke der ersten ist.

Umgekehrt bestimmt -irgend ein Paar conjugirter Pole
nach Satz (1) ein ¢ umschriebenes Polvierseit von F,.

Dann durchlaufen bekanntlich die Gegenecken aller dieser

Polvierseite die Hesse- Steiner’'sche Curve von F, und be-

stimmen auf der ersteren die zur letzteren gehorige Hesse-
Steiner’sche Correspondenz.

Wir kénnen daher im Folgenden von der ausgedehnten
Theorie dieser Correspondenz Gebrauch machen, um sie fiir
die uns interessirenden Apolarititsverhiltnisse der binéiren Form
sechsten Grades und der biquadratischen Involution fruchtbar
zu machen.

Riickwiirts wird dann dadurch wieder die Raumtheorie
des §. 25 gefordert werden.

144. Zunichst gilt der zu Satz (x) (Nr. 129) analoge Satz:
%) ,Die Seiten der einem Kegelschnitt¢ um-

schriebenen (o® linearen) Schaar der Polfinf-
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seite, resp. der (' linearen) Schaar (Involution)
der Polvierseite einer ¢ stiitzenden und aus ¢ das
Sextupel f = ay ausschneidenden F, sind durch
die zur Gruppe derersten resp. zweiten Polaren
vonfconjugirten Gruppen dargestellt.¢

Desgleichen mogen die den Sitzen (X) (p) (o) () ent-
sprechenden Sitze hier in einen zusammengezogen werden:

e) JEsseim,my,m,irgend ein Tripel von posi-
tiven ganzen Zahlen (Oincl), das der Bedingung
geniigt

(22) m, +2m, 4 3 m, = 6.

Sind dann m, m, m, ¢ umschriebene Sechs-
Finf-Vierseite gegeben, so existirt eine be-
stimmte F,, fiir die dieselben Polseite sind, und
welche ¢ stiitzt. Die Bestimmung dieser Curve
F.geschiehtso:

Man denke sich alle (0° o', ©® linearen)
Schaaren von Curven dritter Classe @, aufge-

stellt,dieden gegebenen Sechs-Fiinf-Vierseiten
einbeschrieben sind und auf ¢ ruhen. Diese @,

bilden, zusammengefasst, eine sechsgliedrige
Gruppe.
Dann ist die gesuchte F, diejenige, die alle

diese @, und zugleich ¢ stitzt.*
144. Die Gleichung (31) (Nr. 133)
(23) H; =0
stellt hier den Ort der Punkte dar, von denen ein solches

Tangentenpaar an den Kegelschnitt ¢ geht, das zugleich ein
Seitenpaar eines (¢ umschriebenen) Polvierseits von F', ist d. h.

(28) ist die Gleichung der Hesse-Steiner’schen Curve von F',

was mit der bekannten Darstellung zusammenfillt.
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Ihre Schnittpunkte mit ¢ sind durch das Verschwinden
der Covariante H (Nr. 126, (23)) dargestellt. .

In Folge dessen lautet der dem Satze m (Nr. 134) paral-
lele Satz:

¢) ,Man gehe vonirgend einem Sextupel Hauf
einem Kegelschnitt ¢ aus. Dann gehen einmal
durchdas Punktsextupel H fiinf Curven H,, diezu
¢in der.B’eziehungstehen, dasses einfachunend-
lichviele pum- und Hyeinbeschriebene Vierseite
giebt. '

Diese Vierseite sind Polvierseite von finf
weiteren Curven F,, die ¢ stiitzen.

Diese Curven F,und H;stehen in der Bezieh-
ung, dass jede der Curven Hydie Hesse-Steiner-
sche einer bestimmtenihrzugeordneten F, ist.

Die fiinf Curven F schneiden aus ¢ fiinf Sex-
tupelaus: diesesind diejenigen, die alledas Sex-
~tupel Hals Covariante Hbesitzen.

Diefiinf Schaarenvon Vierseiten stellen auf
¢ die fiinfInvolutionen (vierten Grades) mit den-
selbensechs Doppelelementen Hdar

145. Wir kommen nunmehr zur canonischen Form der
Curven F, und H,, die in den damaligen Entwicklungen
(Nr. 137 ff) ibr deutliches Vorbild hat.

Ist die Form f = aj wieder als Summe von Potenzen

dargestellt:

24 =2k (l—ai)G (¢ = 1 bis 6 resp. b resp. 4),
so wird die zugehorige Form a_, nach einfacher Rechnung:
(20)a, =X k(p, ai—p, &+ p,) (o, 22—, & +,) (T, a2 —7, &, +71,)
wo die p, o, t die frithere Bedeutung "haben: mithin die
(3leichung von Fg:
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(26) ag =3 &, (s, a2 — s, & + 5,)° %) = 0.
Dabei waren die « die Argumente der dem Kegelschnitt
¢ (den F stutzte) umschriebenen Polsechs- resp. -finf- resp.
-vierseite von F'.

Umgekehrt hat also der Kegelschnitt ¢ nur den Beding-
ungen zu geniigen, auf F; zu ruhen, d.h. man kann als
Kegelschnittpirgend einendesauf F, ,ruhenden
Gewebes“ nehmen. Dieses ist aber bekanntermassen das
Polarkegelschnittgewebe einer bestimmten Curve dritter Klasse
@, **) der ,associirten“ Curve von F,,

Demnach haben wir:

1) ,Die bekannte Darstellung der Gleichung
einer allgemeinen, beliebigen Curve dritter
Ordnung als Summe von6,5,4 dritten Potenzen
erscheint hier in dem Lichte, dass die Curve be-
zogen gedacht wird auf die Polsechs-fiinf-vier-
seite, die irgend einem der Polarkegelschnitte
ihrer associirten Curveumbeschriebensind.

Dadurch wird sie geradezuidentischmitder

#) Die Klammerfaktoren, deren dritte Potenzen in (26) a,uftretex;, sind
evidentermassen die linken Seiten der Tangenten «, des Kegelschnitts o.

#*¥) Dies ist die bekannte Curve

=8T —TE2=0 v
cf. die Vorlesungen von Clebsch-Lindemann tiber Geometrie, Bd. II, pg. 577.
Ich nenne sie die zu F, associirte nach dem Vorgang von Battaglini
(Sulle forme ternarie sizigetiche: In Memoricum Dom. Chelini).

Mit Riicksicht auf die eingehende Behandlung® der Curven dritter
Ordnung im Apolaritétssinn bei Clebsch, Lindemann, Battaglini, sowie weiter
bei Rosanes, Em. Weyr, S. Kantor u. A. ist die Textentwicklung eine
etwas gedringtere geworden,

Insbesondere sei auf die wichtige Abhandlung von Rosanes: Uber ein
Princip der Zuordnung algebraischer Formen, Crelle’s Journal Bd. 76,

verwiesen,
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bekannten Darstellung der binfiren Form sechsten
Grades (die die Schnittpunkte der gegebenen Curve
mit jenem Kegelschnitte auf dem letzteren dar-
stellt) als Summe vonsechs, fiinf, vier sechsten
Potenzen.®

146. Dagegen fillt die sich hieran anschliessende canonische
Form der Curven H, geradezu mit der in Nr. 138 gegebenen
(36) zusammen, so dass sie hier nicht wiederholt zu werden
braucht.

Bekanntermassen gehoren zu einer beliebig gegebenen
Curve dritter Ordnung H ; drei andere, deren Hesse’sche sie ist,
sowie drei Klassencurven, die Cayley’schen jener drei, die Um-
hiillungscurven der Verbindungslinien je zweier (den drei Hesse-
Steiner’schen Correspondenzen gemiiss) sich entsprechender
Punkte der Curve H,.

Somit gilt der zu (7)) parallele Satz (cf. Nr. 52):

1) yDie bekannte Darstellung der Gleichung
einer allgemeinen beliebigen Curve dritter Ord-
nung H, als Summe von Produkten von je drei
linearen Formen (die alle Combinationen zu
dreien von sechs ®) resp. fiinf resp. vier solchen
Formen reprisentiren) und die auf dreierlei
Weise moglichist, erscheinthier in dem Lichte,
dass man die Curve bezieht auf die Polsechs-
-fiinf- -vierseite einerder Curven F,, die H, zur
Hesse’schen Curve besitzen, die irgend einem
der Polarkegelschnitte der associirten Curve
umbeschriebensind etc. wiein (9).¢

147. Das Verschwinden der Invariante B (vierten Grades)
von f (24) war die Bedingung, dass sich f als Summe von nar

#) Man nehme jetzt in Formel -(36) (Nr. 138) den Index ¢ wieder von
1 bis 6 resp. 5 vesp. 4,
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&

drei (sechsten) Potenzen darstellen liess. Dann geht auch in
der Potenzdarstellung von F; (26) der Index 4 nur von 1 bis 3,
desgleichen in der zugehérigen Darstellung von Hy, d. h. H,
zerfillt in drei Gerade, die ein ¢ umschriebenes Poldreiseit
von F'; bilden.

Dann ist bekanntlich das Doppelverhiltniss der Curve F
ein aequianharmonisches und es muss die Invariante S derselben
verschwinden. In der That iberzeugt man sich sofort, dass
diese mit der Invariante B von f (bis auf einen Zahlenfaktor)
identisch ist.

148. Herr Em. Weyr®® hatte den Satz aufgestellt:

»Ist aut einem Kegelschnitt eine Tangenteninvolution

vierten (n'")

Grades gegeben, so sind ihre Vier(n)seite einer
bestimmten Curve (n—1)'" Ordnung einbeschrieben.%

Diesen Satz konnen wir jetzt zunichst fiir den einfachen
Fall # = 4 in erweiterter Gestalt so aussprechen:

%) ,Ist auf einem Kegelschnitt ¢ irgend eine
Tangenteninvolaution vierten Grades gegeben, so
giebt es eine einzige C, (F,), fiir die die Involutions-
vierscite Polvierseite sind, und eine einzige C, (H,)

(die Hessiana der ersten), denen die Vierseite einbe-
schrieben sind. Die erste G, (F,) stiitzt (ist apolar zu) ¢.

Istirgend eines der Vierseite gegeben durch
27 a = 0, b =0, ¢, =0, d =0
soistF3da1‘ste11bar durch:
@8) @ () + @) + 71 () +8@) =0
unstdurch:

(bedy® . (cda)’ (dab) (abc)
(29) _"’A—I_ ﬁb + , + 5d =0

(wo z. B. (abc) die Determinante der Formena, b, c
ist).¢
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Ganz in derselben Weise werden wir zu dem allgemeinen
Satze (cf. Cap. III) gefiihrt *):

%) Stiitzt eine Curve n' Ordnung F_ (der Ebene)
einen Kegelschnitt ¢, so ldsst sich dielinke Seite
ihrer Gleichung durch lineare Substitutionen der
alten variabeln in dieneuen (A, 42, (A, 4,) in die Ge-

stalt (in der Gordan’schen Schreibweise)
(30) @z, o
bringen, wo f=a3 = 0 die Schnittpunkte beider
Curven darstellt.
Es giebt unendlich viele ¢ umschriebene Pol-

(2n) @n—1)... (2n—p) Seite der F_{und zwareine

©?®=9"! Jineare Schaar von (27 —g¢) Seiten

(g=0,1,..n—1)}, deren (auf ¢) zugehdrige binire

“ Polaren von f conjugirte

Formen die zu den ¢
Gruppe bilden.

Im Speciellen giebt es eine Involution (n -4 1'%
Grades von (n 4 1) Seiten, die einer zweiten Curve
ntet

Ordnung (H) einbeschrieben sind.

Dann gehort zu jeder Curve F_ (bei gege-
benem ¢) eine einzige H und umgekehrt zu jeder
Curve H nur eine F .

Ist die bindre Formf irgend wie als Potenz-
summe dargestellt

#) Wegen des Falles n = 5 vergleiche die Arbeiten®!) von Liiroth’ und
Scherrer’. Er umfasst diejenigen Curven vierter Ordnung, fiir die eine Dar-
stellung ihrer Gleichung als Summe von fiinf Biquadraten moglich ist.
Dazu ist bekanntlich das Verschwinden einer gewissen Invariante sechsten
Grades erforderlich.

* Der Satz k, selbst ist seinerseits wieder einer grossen Verallgemeinerung

f,éi.hig, wie sich in Kap. III ergeben wird,
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@) f=Zk (—a)™
so geht F_iiber in die Form
(82) F =2k (syo — s, +s) =2kAr=0
wo A = 0 die Tangente von ¢ im Punkte
A=q ist. '
" Die zugehorige Curve H ist dann immer als
Summe von Produkten von jender vorhandenen

(2 n—q) linearen Formen darstellbar etc. ete.
Geht man umgekehrt von einer beliebigen

Tangenteninvolution (n41)*"
so giebt es eine einzige F, fir die die Invo-
lutions(n 4 1)seite Pol(n 4 1)seite sind und eine ein-
zige H , denen dieselben einbeschrieben sind.

Grades auf ¢ aus,

Die erstere Curve trifft ¢ in dem (2n)"

¥ =f=0
dessen (n—1)t Polaren die zur gegebenen Invo-
lution conjugirte Gruppe bilden, und die zweite
trifft ¢ in dem (2n)"™ der Doppelelemente der
Involution etec. etc.%

149. Kehren wir zuriick zu den Curven dritter Ord-
nung, so moge der Zusammenhang zwischen den Curven F,
und H, noch in folgender Weise ergiéinzt werden.

Dem entsprechend, dass zu einer Curve H; (bei unbe-
stimmtem ¢) drei Curven F, gehtren, giebt es bekanntlich
auf H, drei Arten von Hesse-Steiner'schen Correspondenzen
d. s. drei Arten von zweifach unendlich vielen ihr einbe-
schriebenen Vierseiten und zwar so, dass irgend zwei Punkte
der Curve eine solches Vierseit bestimmen.

Wendet man den Satz von Rosanes (Crelle Bd. 76 1. c.
pg. 328):

plrgend zwei einer Curve dritter Ordnung ein-
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beschriebene Vierseite sind einem bestimmten Ke-
gelschnitt umbeschrieben,* -

auf zwei Vierseite derselben Art (fir die Curve H,) an,
so ist damit der Kegelschnitt ¢ und zugleich auf ihm die
Tangenteninvolution vierten Grades bestimmt, dadurch aber
die eine der zu H, gehorigen Curven F,.

150. Wir haben schon einigemal von dem Satze Ge-
brauch gemacht (wenn er auch erst spiiter bewiesen wird), dass
es, wenn man sich eine Involution vierten Grades durch ihre
(sechs) Doppelelemente gegeben denkt, fiinf zugehorige In-
volutionen giebt. Das Analogon zu dem Satze pg. 211 lisst
sich hier ohne Weiteres aussprechen:

A) Durch sechs Punkte eines Kegelschnitts ¢
gehen fiinf Curven H,, denen fiinf Curven F, je ein-

deutig zugeordnet sind.

Die einer Curve H, ein- ¢ umbeschriebenen Pol-
vierseite der entsprechenden Curve F, bilden die

eine der fiinf Involutionen auf ¢, deren Doppel-
elemente die Argumente der sechs gegebenen
Punkte sind.

Beniitzen wir des Weiteren die Eigenschaft, dass man
die sechs Doppelelemente auch ersetzen kann durch irgend
sechs Elementenpaare der Involution (cf. Nr. 187 ff.), so haben
wir die Erweiterung des letzten Satzes (A):

,) *) Durch irgend sechs Punkte in der Ebene

#) L#sst man in bekannter Weise den Curven dritter Ordnung durch
die gegebenen sechs Punkte die Ebenen des Raumes projektivisch ent-
sprechen, so geht der Kegelschnitt ¢ in eine rationale Raumcurve sechster
Ordnung iiber, sowie die Punkte der Ebene in die einer Fliche dritter
Ordnung (die durch die Curve hindurch geht).

Andrerseits geht bekanntlich durch eine solche Curve nur eine ein-
zige Fliche dritter Ordnung, deren Gleichung pg. 20 ermittelt wurde.
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eines festen Kegelschnitts ¢ geht ein Quintupel von
Curven dritter Ordnung H;, das aus dem Kegel-

schnitt die Doppelelementensextupel von finf In-
volutionen vierter Ordnung mit sechs gemein-
samen Elementenpaaren ausschneidet.

Diese sechs Elementenpaare sind die Beriihr-
ungspunkte der Tangentenpaare der sechs gege-
benen Punkte.

Diesen fiinf Curven Hs sind fiinf Curven F3 ein-

deutig zugeordnet etc.
Je zwei Punkte einer Curve H, deren Elementenpaare

(auf @) ein Quadrupel der zugehdrigen Involution bilden, sind
conjugirte Punkte derselben.

Und endlich, mit vorliufiger Heranziehung des niheren
Zusammenhangs zwischen solchen fiinf Involutionen vierter
Ordnung erhilt man:

A) Je zwei der fiinf Curven H, haben noch drei

weitere Punkte gemein, je drei noch einen. Daher
giebt es solcher weiteren gemeinsamen Punkte
(Elementenpaare) noch zehn, die den fiinf Curven
(Involutionen) in der Art angehéren, wie die zehn

Daher liefert die Abbildung von Ebene auf Fitiche dritter Ordnung
folgenden interessanten Satz:

,Durch jede der sechs vierfachen Sehnen einer allge-
meinen rationalen Raumcurve sechster Ordnung geht ein die
Curve beriithrendes Ebenenpaar.

Dann giebt es fiinf Involutionen vierter Ordnung, die
diese sechs Paare von Beriihrungspunkten zu gemeinsamen
Elementenpaaren besitzen.

Die fiinf zugehdrigen Doppelelementensextupel werden
aus der Curve von den Ebenen eines Pentaeders ausge-
schnitten, das der einzigen durch die Curve gehenden Fliche
dritter Ordnung einbeschrieben ist.“
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Eckpunkte eines Pentaeders den fiinf Ebenen der-
selben. Und daraus folgt:

Jede der fiinf Curven (Involutionen) enthilt
noch sechs der weiteren zehn Punkte (Elementen-
paare), die drei ihr angehdrige Quadrupel (d.i drei
conjugirte Punktepaare auf der Curve) bilden.

Hier brechen wir vorliufig die Anwendungen auf Curven
dritter Ordnung ab, um erst durch weitere Untersuchungen
itber die Involutionen vierter Ordnung ein veichhaltigeres Ma-
terial zu gewinnen.

Die direkte Ubertragung der Raumsiitze des vorigen
Paragraphen auf die Theorie der ebenen Curven dritter Ord-
nung und umgekehrt ist in den wichtigsten Fillen angegeben:
es kann daher die weitere Durchfithrung dem Leser iiber-
lassen bleiben.

Im nichsten Paragraphen betrachten wir die Involution.
vierter Ordnung unter dem Gesichtspunkt der Schnittpunkt-
formengruppe einer rationalen ebenen Curve vierter Ord-
nung und bringen sie dabei vornehmlich in Zusammenhang
mit der quadratischen ein- eindeutigen Involution der Ebene.

§. 2T.

Die rationalen Curven vierter Ordnung in der Ebene und die
quadratische Transformation.

151. Wir haben die biquadratische Involution auf der
Normcurve zweiter und dritter Ordnung studirt; es moge
auch noch die der vierten und (soweit es néthig erscheint)
der sechsten Ordnung zu Grunde gelegt werden. '

Doch sollen beide nicht in den ihnen eigentlich zukom-
menden Riéumen (von vier resp. sechs Dimensionen), sondern,
ganz in der Weise des §. 24, im terniren Gebiet betrachtet
werden. Dies geschieht fiir den ersten Fall einfach so
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Auf der Normecurve vierter Ordnung
(1) pr,=m XN (i =0,1,..4)
nehmen wir drei (linear unabhingige) Punktquadrupel
2 CPIO&); ch(l): @3(1)
an. Jedes derselben liegt auf einem bestimmten Gebilde
(Raum)
3) u, =0, u, =0, u, =0,

die eine Gerade gemein haben.

Von jedem Punkte der letzteren geht ein,, Raum-“quadrupel
an die Curve, dem als Argumente auf der letsteren die
Wurzeln einer Form a, resp. by etc. zugehoren mogen. Dann
bilden alle diese Quadrupel, wie aus den §§. 1, 2 hervorgeht,
die zu den Formen (2) conjugirte Involution

(4) a; + kby.

Projicirt man nun die Curve mittelst simmtlicher durch
die Gerade (3) gehenden ,Riume* auf eine Ebene, so ge-
langt man zu einer rationalen Curve vierter Ordnung (Ri,
resp. P? etc. oder einfacher auch R, P etc.):

®) dyi = CPi(l) (i=123)
deren Schnittpunkttheorem durch
®6) a, =0, b, =0
gegeben ist (wo a_, b  durch Polarisation von a)  b) (4) nach
vier Elementen A, 1., A,, A, entstehen, d. h. wo @, b, die zu

() gehorigen linearen Schnittpunktformen sind). Dann sind
die in den A linearen und symmetrischen Grossen s, nichts
Anderes, als die im urspriinglichen Raume den Punkteoor-
dinaten z dualistisch gegeniiberstehenden (contragredienten)
»Raum-“coordinaten. Wir driicken die gegebene Umformung
in dem Satze aus:

@) ,Die Betrachtung der biquadratischen In-
volution (resp. der zu ihr conjugirten Gruppe) auf
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der biquadratischen Normcurve wird ersetzt durch
die der Schnittpunktformen einer ebenen rationalen
Curve vierter Ordnung (R, P, etc.).¢

152. Die Gleichungen (6) beziehen wir wieder, wie in
Nr.45 ff. auf einen (zunéchst noch beliebigen) Normkegelschnitt
einer Ebene, auf dem wir den Parameter A der Curve R aus-
gebreitet denken. Dann gilt nach den fritheren Entwicklungen
(Nr. 46 ff.) der Satz:

B) ,Die Gruppe (2) stellt simmtliche dem Norm-
kegelschnitt umschriebene Polvierseite der Kegel-
schnitte und (damit ihres Biischels)

(M) a2=0, B2 =0

dar, die ihn stiitzen und aus ihm die Punktqua-
drupel (4) ausschneiden.®

Aus der Entstehung der Formen (7) aus (6) (cf. Nr. 46)
folgt dann sofort, dass die vier Grundpunkte des Biischels
(1), vermdge ihrer an N, gehenden Tangentenpaare A,
(¢ =1, 2, 3, 4), den Doppeltangenten der Curve I ent-
sprechen d. h. den vier Quadraten quadratischer Formen, die
sich in der Gruppe (2) vorfinden.

Geht man umgekehrt von einem beliebigen Kegelschnitt
¢ aus, so befindet sich in einem beliebigen Kegelschnittnetze
evidentermassen (wegen der Linearitit der Bedingungsglei-
chungen in den Coefficienten) immer ein Biischel von selchen,
die ¢ stiitzen; wihlt man das Netz so, dass seine Individuen
alle durch drei beliebig gewiihlte Punkte gehen, so bestimmt
das in ibm befindliche ¢ stiitzende Biischel eindeutig einen
vierten Grundpunkt. Denkt man sich diesen construirt, so
kommt man durch dieselbe Construktion offenbar von je drei
dieser vier Punkte immer zum vierten.

Da aber sowohl zwischen irgend vier quadratischen
(biniiren) , als zwischen irgend vier der Gruppe (2) ange-
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hérigen biquadratischen Formen eine lineare Identitit besteht,
so gilt der Satz *):

) ,,Durrch irgend drei quadratische (binire)
Formen ist im Allgemeinen stets eine vierte ein-
deutig bestimmt, sodass sowohl zwischen diesen

~ %) [Bs finden sich die Resultate der Sitze y) 3) ¢) und einiger
weiteren auch im Wesentlichen, wenn auch ganz anders abgeleitet, in
der wihrend des Druckes erschiencnen Abhandlung des Herrn Brill:
»Ueber binire Formen und die Gleichung sechsten Grades Math, Ann. XX.
Vgl. auch die noch spiitere Note desselben: ,Ueber das Polvierseit® ebenda.

Die Zahl der Involutionen vierter Ordnung mit denselben sechs
Doppelelementen, sowie algebraische Relationen zwischen den ersteren
gab Herr Stephanos in einem Comptes Rendus Dec. 1881 erschienenen
Auszuge aus einer grosseren der Pariser Academie eingereichten Ab-
handlung.

Herr Jordan gab einen Bericht iiber die letztere Comptes Rendus
Mai 1882, Erst in diesem wird des wichtigen von H. Stephanos
bewiesenen Prinzips Erwihnung gethan, dass zwei conjugirte Gruppen
bin#irer Formen dieselben Combinanten besitzen.

Dasselbe Prinzip hat auch, ganz unabhiingig von H. Stephanos,
H. Brill seiner oben angegebenen Abhandlung zu Grunde gelegt.

Andrerseits findet sich dasselbe am Ende von Kap. I von mir be-
wiesen und ich kann hier nur anfilhren, dass dieses Kapitel schon am
Ende des Jahres 1881 geschrieben war, wodurch natiirlich ein Prioritiits-
anspruch nicht begriindet sein soll.

Was die Involutionensiitze ¢) angeht, muss ich jedoch betonen, dass
sowohl H. Brill, als H. Stephanos nur von Involutionen mit denselben
Doppelelementen handeln, wihrend dort die Erweiterung auf Involutionen
mit denselben (6) Elementenpaaren entwickelt ist, eine Erweiterung, wie
sie namentlich in der spiteren Anwendung auf cubische Raumcurven von
Wichtigkeit wird.

Was ich iiber die Zahl und Natur der weiteren zehn Elementen-
paare entwickelt habe, liegt implicite in der von H. Brill 1. c. pg. 354 ete.
angegebenen Tabelle; aber man wird meinen Formulirungen einen gewissen
Fortschritt gegeniiber den Brill'schen Resultaten nicht absprechen.

Vgl. meine Note, Math. Ann. XXI, die einen kurzen Auszug meiner
auf die Involutionen beziiglichen Resultate darstellt.

Mitte Januar 1882.]

W. Fr. Meyer, Apolaritit. 16
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vier Formen, als zwischenihren Quadraten jeeine
lineare Identitdtbesteht.

Bezogen auf irgend einen Normkegelschnitt
¢,stellen die drei gegebenen Formen irgenddrei
Punkte in der Ebene desselbendar. Dann stellt
dievierte Form einen vierten Punktdar, der mit
den drei ersten ein ¢ stiitzendes Kegelschnitt-
biischel bestimmt.

Die Involution, die das letztere auf ¢ aus-
schneidet, stellt die Schnittpunktformen einer
Curve Rdar,deren Doppeltangenten die Wurzeln
der vier quadratischen Formenzu Argumenten-
paaren haben ete. etc.

Geht man umgekehrt von einem beliebigen
Kegelschnittbiischel aus, sohat der zugehorige_
Kegelschnitt ¢ nur den beiden Bedingungen zu
geniigen, aufdem gegebenen Biischel zu ruhen.“

Der Inhalt dieses Satzes ist aber eines weit einfacheren
Ausdrucks fihig. Denn dem ¢ stiitzenden Kegelschnittbiischel
gehoren drei Linienpaare an, 4, B, (i = 1, 2, 3). Ein solches
trifft aber ¢ (cf. pg. 106) in zwei zu einander harmonischen
Punktepaaren oder die Geraden 4, B, sind in Bezug auf ¢
conjugirt.

Daraus folgt sofort:

Y,) »Dievier quadratischen Formen des Satzes
(y) stellen, auf irgend einen Kegelschnitt ¢ be-

zogen, stets ein Polwiereck desselben dar, und
umgekehrt.«

Die Umkehrung gilt, weil (cf. 1. c.) ein in Bezug auf ¢
conjugirtes Linienpaar stets einen ¢ stiitzenden Kegelschnitt
darstellt: zwei solcher Linienpaare (die nach dem Hesse’schen
Satze cf. pg. 87 zugleich ein drittes solches, mit den ersten die
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Gegenseiten eines vollstindigen Vierecks bildendes, liefern)
bestimmen aber ein ¢ stiitzendes Kegelschnittbiischel.

153. Die Verbindungsgerade zweier Punkte, denen die
quadratischen Formen ¢, x zugehoren mogen, trifft den Norm-
kegelschnitt in dem zu ¢, x harmonischen Paar d. i. der -
Funktionaldeterminante beider.

Demnach treffen die sechs Seiten des Polvierecks von ¢
diesen Kegelschnitt in den sechs Funktionaldeterminanten,
die aus den vier quadratischen Formen zu bilden sind.

Andrerseits kommt diesen.sechs weiteren Formen auch
fir die Curve R eine einfache Bedeutung zu. Sie stellen die
Tangentenpaare dar, die von den Ecken des Doppeltangenten-
vierseits der Curve noch ausserdem an sie gehen.

Denn die sechs Tangenten, die von irgend einem Punkte
in der Ebene der Curve R an sie gehen, beriihren sie in den
Doppelelementen der biquadratischen Involution, die das
Strahlbiischel des Punktes aus R ausschneidet.

Gehen von dem Punkte zwei Doppeltangenten der Curve
aus (mit den Argumentenpaaren ¢, %), so ist die Involution
gegeben durch

®) V+kx' =0

und demnach ihre Doppelelemente durch #):

134»“’ oy op 9y

T N o
@2 = M —o.
ox_ X oy 0x
ol N oy

q. e. d.

154. Die sechs Funktionaldeterminanten stehen weiter
zu den vier urspriinglichen Formen in einer einfachen Bezieh-

#) A, i sind, wie immer, die homogenen Variabeln der biniren
Formen.

16 *
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ung, zu der man durch passende Anwendung von quadra-
tischen Transformationen auf die Curve R gelangt.

Zuvor beweisen wir den Satz:

%) ,Die Funktionaldeterminante der Involu-
tion (4) stellt die Wendepunkte der Curve dar.®

In der That, man setze in den Gleichungen (6) drei der
Argumente A gleich und eliminire das vierte.

Wir gehen jetzt fiir den nichsten Zweck lieber von der
zu R dualistischen Curve aus, einer rationalen ebenen Curve
sechster Ordnung S mit sechs Spitzen und vier Doppelpunkten;
die letzteren seien bezeichnet mit D ,"D,, D,, D,.

Dann geht bekanntlich durch eine quadratisché ein- ein-
deutige involutorische Transformation T, mit den Fundamental-
punkten D, D, D, die Curve S'in eine von gleicher Ordnung
und Art ,,S ¢ @iber. Dabei bleiben die Argumente der sechs
Spitzen und des vierten Doppelpunktes unveréindert: dagegen
treten nach voriger Nummer an Stelle der Argumentenpaare
der drei Doppelpunkte D D, D, ibre beziiglichen Funktional-
determinanten. Daraus folgt bei wiederholter Anwendung
des Satzes 7):

%) ,Bestimmen drei quadratische Formen
P, Py Py €ine viertec'p4sob, dasszwischenihrenvier
Quadraten eine lineare Identitit herrscht, so
findeteine solche auch statt zwischen den Qua-
draten von ¢, (1 =1,2,3,4) und denen der Funkti-
onaldeterminanten der jedesmal restirenden
drei Formen.*

155. Excurs. An diese auf die Curve R in obiger Weise
ausgeiibten Transformationen 7' kniipft sich eine fiir die biqua-

*) Eine solche werde auch weiterhin immer durch das -spezifische
Zeichen T charakterisirt.
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dratische Involution hochst wichtige Entwicklung. Eigentlich
zwar gehort sie in die Theorie der allgemeinen ebenen

. : 2 . . .
rationalen Curven sechster Ordnung R, soweit sie mit der

biquadratischen Involution verbunden ist. Da indess die ge-
meinte Entwicklung von der speziellen Natur der Curve S fast
unabhiingig ist, so moge sie gleich hier im Wesentlichen vor-
weggenommen werden.

Die Verbindungsgerade der Doppelpunkte D, D, (¢,, ¢,)

der Curve S schneidet nach Nr. 153 aus S das Punktepaar aus,
das durch die Funktionaldeterminante von ¢,, ¢, (bezeichnet

mit ¢, ) gegeben ist.

Fir eine allgemeine R?2 sind bekanntlich statt der sechs
Spitzen sechs weitere Doppelpunkte A vorhanden (r =1, 2,...6)
und die Punktepaare ¢, horen dann auf, gerade die Funkti-
onaldeterminanten von @, ¢, zu sein, sondern sind irgend
welche anderen sechs quadratischen Formen.

Im Uebrigen denken wir uns auf der Curve R gerade so

“einen Parameter ausgebreitet, wie auf S resp. Ri. Den Dop-

pelpunkten A mégen die Argumentenpaare @ zugehoren.

Dann zeigt die Figur der Curve Rz unmittelbar:

e) ,Dievier Strahlbiischelder Doppelpunkte
D, schneiden nebst dem einen durch sie be-
stimmten Kegelschnittbiischel Daus der Curve
fiinf biquadratische Involutionen mit denselben
sechs Elementenpaaren @ aus.

Diese fiinf Involutionen fassen wir niher in’s Auge: erst
spiiter soll gezeigt werden, dass es keine weiteren mit derselben
Eigehschaft giebt, sowie dass die sechs Elementenpaare @
ganz beliebig angenommen werden diirfen.

Durch eine der vier Transformationen T, reproduciren sich

die fiinf Involutionen und zwar bleiben die durch die drei
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Strahlbiischel D, D, D _ erzeugten unverindert, wihrend die
vom Strahlbiischel D, und vom Kegelschnitthiischel D be-
stimmten sich vertauschen.

e) »Unterwirft man die Curve R} den vier¥)
quadratischen Transformationen T, (deren Funda-

mentaldreiecke von je drei der vier Doppel-
punkte D, gebildet sind), soerhdlt man vierneue

Curven R? derselben Art, fiir die immer sechs

ihrer (zehn) Doppelpunkté dieselben Argumen-
tenpaare besitzen wie die sechs urspriinglich
ausgewihlten (A).

Die so erhaltenen fiinf Curven bilden einen
Cyclusinder Weise, dass durchden angegebenen
Transformationsprocess aus jeder die vier iibri-
genhervorgehen.

Die Argumentenpaare der fiinfmal vier
weiteren Doppelpunkte bilden zusammen die
zehn weiteren (je zweien noch ausserdem ge-
meinsamen) Elementenpaare der fiinf Invo-
lutionen. _

Die fiinf Involutionen sind auch durch die
finf Involutionen dargestellt, die die fiinf
Kegelschnitt'b'iisohel D aus den fiinf Curven R}

ausschneiden.

Daher geniigt es, wenn die je zwei resp. drei der fiinf

*) Eine solche Transformation ist natiirlich durch ihr Fundamental-
dreieck mnoch nicht bestimmt, sondern enthéilt noch zwei willkiirliche
Parameter, wie bekannt. Man kann diese etwa so bestimmen, dass der
vierte Doppelpunkt sich in der Transformation selbst entspricht, dann

ist fiir simmtliche fiinf Curven Rz die Lage der vier Doppelpunkte Di

dieselbe.
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Involutionen gemeinsamen Elementenpaare bestimmt werden
sollen, fiir eine der fiinf Curven Rz, etwa die gegebene,
irgend zwei resp. drei der Strahlbiischel D, daraufhin zu
antersuchen.

Nun haben offenbar die beiden Involutionen D, D, noch
ausserdem die drei Elementenpaare ¢, ¢ , ¢, gemein: sowie
die drei Involutionen D, D, D, das eine Paar ¢_. Dies liefert
mithin sofort die erste Ergiinzung des letzten Satzes:

e,) yJezweider finfInvolutionen habennoch

(ausser den sechs gemeinschaftlichen Elemen-
tenpaaren @) drei Elementenpaare gemein, je

dreinocheines.

Daher reduciren sich die 3. 10 weiteren
solchenElementenpaareauf 10, derenjedesdrei-
mal auttritt, d. h. diese zehn weiteren Paare ge-
héren den fiinf Involutionen in der Art an, wie
die zehn Eckpuncte eines Pentaeders den fiinf
Ebenen desselben

Endlich enthilt jede der fiinf Involutionen sechs der zehn
weiteren Paare: z. B. D, die Paare ¢, ¢, 5 ¢, 9u5 @0 Pi-
Diese bilden drei Quadrupel der Involution und wir haben:

&) »,Die zehn weiteren (theilweise gemein-
samen) Elementenpaare der fiinf Involutionen
lassen sich auch in fiinf Sextupel anordnen, so-
dass jedes Paardreimal auftritt. Jedes der Sex-
tupel bildet drei Quadrupel einer der Involu-
tionen.

Diese Sextupel entsprechen also den Gegen-
eckendesvollstindigen Vierseits, dasaufirgend
einer Ebene des Bild-Pentaeders von den vier
iibrigenausgeschnitten wird.”

Dieser Excurs moge vorldufig geniigen.
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Uebertréigt man diese Entwicklungen unter Vorwegnahme
des Hiilfssatzes, dass es ausser den besprochenen fiinf Invo-
lutionen keine weiteren (mit denselben sechs Elementenpaaren)
giebt, auf die Curve R, so erkennt man, dass damit die Auf-
gabe, die Zahl der biquadratischen Involutionen mit den-
selben Doppelelementen®) nebst dem Zusammenhang
unter ihnen zu erforschen, im Wesentlichen erledigt ist.

Eine partielle Ausdehnung der Zahlverhiltnisse auf In-
volutionen beliebiger Ordnung mit denselben Elementenpaaren
findet man Kap. III.

Ehe wir uns aber zur Figur des Polvierecks (Satz y,)
zuriickwenden, moge noch ein Zweifel beseitigt werden, den
man erheben kann, ob man nemlich berechtigt ist, die Funkti-
onaldeterminante zweier biquadratischer Formen als eine ganz
allgemeine Form sechsten Grades aufzufassen. Allerdings
hiingt die Involution vierten Grades von ebenso viel Con-
stanten (nemlich sechs) ab, wie die Gleichung ihrer Doppel-
elemente: es konnten aber eventuell zwischen den Coeffici-
enten der letzteren Gleichung Relationen stattfinden, die sie
zu einer speziellen Gleichung sechsten Grades stempeln
wiirden.

Die Funktionaldeterminante einer Involution (4) lautet
entwickelt :

(10)0 = J = p’p,, +3p2p, + 32 p* By, + 2 p,,)
AR PyH805)+ N Py B XD, + 3N 1 (0, +2D,)
wo die p, die bekannten Verbindungen (ab), bedeuten.

Zwischen diesen herrschen bekanntlich drei Relationen
der Form :
(1) Dy Py + Py P + Py Py =0
wo 4, k, I, m irgend vier der Zahlen O, 1, 2, 3, 4 sind.

*) Fiir diese ist der erwihnte Hiilfssatz durch Hinweis auf das
Stephanos’sche Resultat cf. pg. 241 anm. ersetzbar,
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Aus den fiinf moglichen Relationen dieser Art kann man
irgend drei auswiihlen, dann setzen sich die beiden iibrigen,
wie man sich leicht itberzeugt, linear aus jenen zusammen.

Alle sonst deukbaren Relationen zwischen den p miissen,
da z. B. zwischen den 6 p der Relation (11) nur diese eine
Bedingung  statthat, auf diese drei ausgewihlten zuriick-
fithrbar sein. Wir wiihlen etwa die, in denen der Reihe nach
der Index 4, 3, 2 nicht auftritt. .

Dann kann man z. B. die folgenden p:

Doy Pogr Pogr Poyy Py Poy Py
als unabhiingige homogene Grossen auffassen. Denn es giebt
keinen Index, der in einem der p nur einmal auftriite, so
dass zwischen irgend sechs dieser Grossen eine der Rela-
tionen (11) nicht existiren kann.

Aus den ersten der drei ausgewiihlten Relationen kann
dann p,, und aus den beiden folgenden Doy P, eindeutig
durch die iibrigen ausgedriickt werden.

Denkt man sich jetzt die Coefficienten a, b variabel,
so enthilt jeder Coefficient in (10) eine unabhingige Variable
q. e d.

156. Wir kehren nunmehr zu den vier Formen ¢, die
den Doppeltangenten von R zugehorten, zuriick und fragen,
welche (canonische) Gestalt die Form J (10) annimmt, so-
bald man die Faktoren einer der Formen ¢, als neae homo-
gerne Variable einfithrt. Seien diese (A—e) (A—7),); setzen
wir demnach

(12) A =2A—e, p' = A,
so wird die Doppeltangente (g, 7,) dadurch zur Doppeltangente
(0, ©). Die Einsetzung in (7) liefert dann:
(183) a4, =0, b,=0 und damit p, =0 (r =0, 1, 3, 4).

Damit geht J (10) iber (wenn wir wieder A, p
schreiben) in: (14)
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T= 1 P30 Ny 170 (0, A8, 4810 1, + 2y, =0
wo man noch etwa p,, durch die iibrigen in (14) vorkom-
menden p ausdriicken kann. Dies liefert den Stephanos-
schen Satz (cf. Comptes Rendus Dec. 1881):

%) ,Die Frage nach der Zahl und Natur.der
biquadratischen Involutionen mit gegebenen festen
Doppelelementen (J = 0) ist identisch mit der
Frage nach der Zahl und Natur der verschiedenen
linearen Substitutionen (12), durch die J in diejenige
canonische Form iibergeht, in der die Coeffi-
cienten des zweiten und vorletzten Termes ver-
schwinden.®

157. Wir combiniren jetzt die fiir die Doppeltangenten D,
der Curve R (d. h. ihre Argumentenpaare ¢,) erhaltenen
Resultate mit der bekannten®® Entstehung einer solchen Curve
aus einem Kegelschnitt mittelst einer quadratischen Trans-
formation T.

Sei ein Kegelschnitt ¢ gegeben nebst drei Punkten (seiner
Ebene), die, bezogen auf ihn, durch die Argumentenpaare
b, = (a,0,) (k =1, 2, 3) bezeichnet seien. Das Dreieck der
Punkte sei Fundamentaldreieck einer (sonst vorliufig be-
liebigen) Transformation T.

Dann ist das Bild von ¢ eine Curve R, mit den Doppel-
punkten in den Ecken des Dreiecks. Vopn ihnen gehen an
die Curve R die Tangentenpaare ¢ = (a,, b ): die Argu-
mentenpaare der Doppelpunkte selbst sind die beziiglichen
~ Funktionaldeterminanten der ¢ (b,)-

Durch die Ecken des Dreiecks gehen vier ¢ doppelt
berithrende Kegelschnitte: die Paare der Berithrungspunkte
sind durch die Formen ¢, gegeben und die vier Kegelschnitte

gehen vermoge T in die Doppeltangenten von R iiber. Dies
moge vor der Hand geniigen. -
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Man betrachte jetzt auf dem Kegelschnitt ¢ (als Klassen-
curve) diejenige projektivische Beziehung, der die drei Paare
(a,b) als Paare angehoren. Solcher projektivischer Bezieh-

ungen giebt es noch acht, da noch in jedem Paare das Ele-
ment a, dem ersten System und b, dem zweiten oder umge-

kehrt angehdren kann.

Diese acht Beziehungen theilen sich aber in zwei gleiche
Gruppen von je vier, wo die zweite aus der ersten hervor-
geht, indem man in jedem der drei Paare a, b, die Rollen der

Elemente vertauscht, wodurch sich nur die Bezeichnungen:
perstes und zweites System® vertauschen.
Die eine der beiden Gruppen ist dargestellt durch das
Schema (4, k, 1 = 1, 2, 3)
@) (4 b) @8)
(@) (@, b) (b )
(4,5) (b a) (@,b)
@b) (@) G a)

Bekanntlich durchlaufen die Punkte, von denen Tan-

(19)

gentenpaare einer projektivischen Beziehung an einen Kegel-
schnitt ¢ gehen, einen zweiten Kegelschnitt, der den ersten
doppelt beriihrt *).

#) Andrerseits stellt ein beliebig gewidhlter Kegelschnitt
© nebst einer projektivischen Beziehung (linearen Trans-
formation) seiner Elemente auf ihm die allgemeine reciproke
Verwandtschaft in der Ebene dar.

Denn wihlen wir v als Ordnungskegelschnitt, so ist durch die gege-
bene Beziehung ein zweiter (Klassen-) Kegelschnitt ® bestimmt, der ¢
zweimal beriihrt und umgekehrt.

Zwei solche sich doppelt berlihrende Kegelschnitte sind bekanntlich53)
stets die Fundamentalkegelschnitte -einer reciproken Verwandtschaft u. umg.
d. h. die Orter der Punkte resp, Geraden, deren in der Verwandtschaft
entsprechende Gerade resp. Punkte mit ihnen irfcid_ent sind,
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Daher muss fiir jede der projektivischen Beziehungen
(15) der zugehorige Kegelschnitt durch drei feste Punkte

Zugleich werden dann dadurch die Elemente von ¢ und ® selbst
projektivisch auf einander bezogen.

Es moge fiir den canonischen Fall, dass o zum Normkegelschnit N,
gewihlt wird
(1) 4zy 2, — 'cf =0 ie pry=1 pr, =21}, pary = 22 (cf. pg. 43)
und die gegebene projektivische Beziehung

2) M = ad
ist (also die Doppelelemente 0, o besitzt) die Rechnung durchgefiihrt werden.
Dann ist der Kegelschnitt @ von der Form
(8) uy uy — anf =0
und es handelt sich um die Beziehung zwischen «, B.

Die allgemeine bilineare Form, deren Verschwinden die allgemeine
reciproke Verwandtschaft darstellt, wird fiir &, als Ordnungsfundamental-
kegelschnitt, folgende einfachere:

(D)@ (g, ¥4 Fog ¥g) o (—Egy Yo— ¥y + Fyoyp) F2{ (4 —Fgg) Yo~ 159, }=0.

Soll andererseits der Klassenfundamentalkegelschnitt der Verwandt-
schaft mit (3) zusammenfallen, so verschwinden %), und %, und (4) wird:

(4" @y y, kyg—2y Yy + g Yo (4—Lkys) = 0 und die dualistisch adjungirte Form:
(5) wyvykgg—tsy v kigy (4 —Tpg) F 1y, (4 — 1)) =0

und

Irgend einem Punkte P, (X,) von N, entspricht eine durch ihn gehende
Gerade, Ihr zweiter Schnittpunkt mit &, ist der nach (2) dem Punkte X
entsprechende Punkt X', Die Gleichung der Geraden wird wegen (4 )

(7) @y gy N —20, A + @, (4 — Fy,) =0
und ihr mit &, cemeinsames Punktepaar:
(8) V2 (4 —kyg) — 4v Xy Ty W = (=) (v (4 — ) — Xy Ty} =0,
mithin ist
4 — kg,
9) a = ——— und
Egg

4 a

WP =y
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gehen und ¢ doppelt berithren. Dies liefert mit Beriick-
sichtigung des iiber die Transformation T Gesagten:

n) ,Gegeben sei eine Curve B: von den drei
Doppelpunkten mégen die Tangentenpaare (a, b) =1,
an sie gehen: die Argumentenpaare der Doppel-
tangenten seien (¢, 1) =¢, (k =1, 2, 3, 4).

Dann sind die vier Paare ¢_ die Doppelelemente
der vier (iitberhaupt moglichen) projektivischen
Beziehungen, denen die drei Paare ¢, als Paare an-
gehdren. : ’

Durch irgend einen Punkt P einer Doppel-
- tangente ), gehen immer zwei solche Kegelschnitte,
dass ihre drei weiteren Schnittpunkte in den Dop-
pelpunkten von R liegen, und die zugleich R be-
rithren. :

Die Berithrungspunkte sind ein Paar der D,
angehorigen projektivischen Beziehung®

Und in Hinsicht auf Satz y,) kann man unser Resultat
beilidufig als einen Satz aus der Theorie der projektivischen
Beziehungen aussprechen:

n,) Es giebt vier verschiedene projektivische

Beziehungen, denen drei feste Paare (o, b) = ¢,

In der That fallen die beiden nach (10) einem Werth § entsprechenden
Werthe fiir § = 1 zusammen. Dann aber wird auch o = 1 und es fallen
N, und @ zusammen (d. h. & wird = N,) und die projektivische Be-
zichung auf N, zur Identitit. Das ist aber bekanntlich der Fall des Polar-
_systems. '

Betrachtet man in der allgemeinen Verwandtschaft einen beliebigen
Punkt P| als Punkt des ersten Systems, und gehen von ihm die Tangenten
(d, t,) an N,, so entsprechen diesen in der projektivischen Beziehung
zwischen den Elementen von N, und @ auf ® zwei Punkte (d, %,): die

Gerade (d, t,) ist dann die P entsprechende Gerade,
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als Elementenpaare angehéren. Ihre Doppelele-
mente seien durch die Paare (¢, 1) = ¢, dargestellt.

Zwischen den Quadraten dieser Formen ¢

herrscht eine lineare Identitit. Construirt man sechs
weitere Paare, die Funktionaldeterminanten der ¢,
so stellt jedes Paar ¢_mit den drei dieser wei-
teren Paare, die den Index £ nicht enthalten,
wiederum die Doppelelemente von vier projek-
tivischen Beziehungen dar, die drei gemeinsame
Paare besitzen. Oder kiirzer: zu vier projek-
tivischen Beziehungen mit drei gemeinsamen
Paaren gehoren noch vier Gruppen von vier Be-
ziehungen derselben Art. Jedes Doppelelemen-
tenpaar tritt zweimal auf, so dass es deren im
Ganzen zehn giebt.

Die fiinf Doppelelementenpaarquadrupel ent-
sprechen den Kcken der fiinf Tetraeder des
Bild-Pentaeders der Involutionen vierter Ord-
nung mit gemeinsamen Doppelelementen etec. ete.

Zu den drei (einfach unendlichen) Schaaren
von projektivischen Beziehungen mit drei festen
Doppelelementenpaaren ¢, ¢, ¢, gehdrtstets noch
eine vierte mit dem Doppelelementenpaar ¢,

Dann giebt es drei bestimmte Paare (@, b) =g,
so dass jede der vier Beziehungsschaaren eine
Beziehung aufweist, der diese drei Paare als
Elementenpaare zugehdren etc. ete.

158. Im Folgenden soll die Transformation T in direkte
Verbindung mit dem Schnittpunkttheorem einer Curve R (6)
gebracht werden. Diese Verbindung ist schon implicite im
Satze () enthalten.

Denn es ist bekannt, dass die in Bezug auf e¢in Kegel-
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schnittbiischel conjugirten Punktepaare nichts anderes sind,
als die Punktepaare einer Transformation T, deren Einheits-
punkte in den Basispunkten *) des Biischels liegen und deren
Fundamentaldreieck das gemeinsame Polardreieck des Biischels
ist; und umgekehrt ldsst sich jede ein- eindeutige, involu-
torische, quadratische Transformation in dieser Weise auf-
fassen. Wir nennen sie kurz die Transformation des Biischels.
Dann kann man Satz (8) auch so aussprechen:

B) »Es sei irgend ein Kegelschnittbiischel
gegeben und damit.seine TransformationT. Sei
dann ¢ irgend ein auf dem Biischel ruhender Kegel-
schnitt, so sind die simmtlichen Punktepaare
von T ersetzbar durch die simmtlichen Gegen-
ecken aller (0% ¢ umschriebenen Polvierseite
des Biischels.®

Wird ¢ zum Normkegelschnitt gewihlt, so ist umge-
kehrt ein solches Biischel durch

(B) a2 =0, b =0
und die Transformation T durch

6)a, =0, b, =0
dargestellt.

In der That werden ja die Formen (6), wenn man die
s, durch die beiden Reihen o, o, o,; T, T, T, ersetzt, zwei
in diesen Reihen bilineare symmetrische Formen, die durch
ihr Verschwinden immer eine Transformation T4 feststellen.

Wir denken uns die Ebene des Biischels (oder auch
von ¢) zuniichst als eine ganz beliebige, mit der der Curve
‘R nicht sich deckende.

159. Wihlt man das Polardreieck des Biischels zum

#) Wir nennen daher umgekehrt das Biischel das ,Einheitsbiischel
- von T¥, seine zerfallenden Kegelschnitte, wie gewohnlich, die -,Einheits-
geradenpaare von T4
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Coordinatendreieck, so ist die Transformation T immer in
der canonischen Form darstellbar
(16) pz,y, =v, 1 =0,1,2)
wo die v, noch beliebige Constanten sind.
Dann ist die Gleichung fiir das Paar der durch den
Punkt (#, = #,_ = 0) gehenden Einheitsgeraden von T
(1) 22y, — 2y, = 0.
Da der Kegelschnitt ¢
(18) 42 =0 A
auf dem Einheitsbiischel von T ruhen soll, so gelten die
Relationen:
(19) o, =v, oder A =1

kk Vk

%) ,Die ganze Schaar der nach Satz ) zu
einer indercanonischen Form gegebenen Trans-
formation T (9) gehorigen Kegelschnitte ¢ ist
dargestellt durch
(l3).cp£(u;-;v0+ztfv1+z¢:j‘12)-|—2oc]guluz—}-20&0]700@&14—2&02%0%=0,
wo die & variabel sind.® ,

Mithin ist die Gleichung des vom Fundamentalpunkte
(r,=0,z_=0) an einen Kegelschnitt ¢ (18) gebenden

Tangentenpaares:
20) 22v, — 2z 2 o, + 22y, =0.

Wegen der Bedingung (12) ist dieses Paar zum Ein-
heitsgeradenpaar (10) harmonisch.

Wir nennen diejenige Strahleninvolution (zweiten Grades)
des Fundamentalpunktes, fiir die seine Einheitsgeraden Doppel-
strahlen sind, ,die Hauptinvolution des Punktes“, sowie einen
Kegelschnitt ¢ einen ,Grundkegelschnitt von T und haben *):

*¥) Andrerseits sagt Satz y,) jetat aus, dass jeder Kegelschnitt, fiir den die

Einheitspunkte von T ein Polviereck bilden, ein Grundkegelschnitt von

T ist und umg.
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X) ,Die zwei Bedingungen, denen ein Grund-
kegelschnitt ¢ einer Transformation T zu ge-
niigen hat (nemlich auf dem Einheitsbiischel
von T zu ruhen) lassen sich auch dahin angeben,
dass die von den Fundamentalpunkten von T an
¢ gehenden Tangentenpaare den bez Haupt-
involutionen angehdren.®

Ist dies daher fiir zwel Paare der Fall, so auch fiir das
dritte, wie bekannt. Umgekehrt folgt aus Obigem sofort,
dass bei beliebigem Grundkegelschnitt ¢ (11) und bei
beliebigem Fundamental- (und Coordinatendreieck) die be-
ziigliche Transformation T die folgende ist:

21 pr,y, = o,

160. Die Construktion des einem gegebenen Punkte
vermoge einer Transformation T entsprechenden Punktes ist
bekannt, dagegen moge hier mit Beniitzung der Sitze Nr. 49
cf. auch Nr. 125, 127, 136 eine andere KEigenschaft eines
Punktepaares von T zur Sprache kommen.

Die Elemente eines solchen Paares bestimmen immer
ein einem Grundkegelschnitt ¢ umschriebenes Polvierseit des-
Einheitsbiischels (fiir das sie zwei Gegenecken sind). Daraus
folgt:

) ,Greiftman irgend einender Grundkegel-
schnitte ¢ einer Transformation T heraus, so
bestimmen zwei vermdge T sich entsprechende
Punkte (vermioge ihrer Tangenten an ¢) ein ¢ um-
schriebenes Vierseit.

Dann ruht der diesem Vierseit einbeschriebene
und auf ¢ ruhende Kegelschnitt zugleich auf
dem ganzen Einheitsbitschel von T. Oder:

Denkt mansichnurden einen Punkt gegeben
(mit den Tangenten £,%, an ¢), so giebt es einen

bestimmten Kegelschnitt, der ¢, ¢, berithrt und

W. Fr. Meyer, Apolaritit. 17
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auf ¢ und dem Einheitsbiischel von T ruht. Die
zweiweiteren Tangenten, diedieser mit ¢ gemein
hat, treffen sich in dem dem gegebenen vermége
T entsprechenden Punkte. etc.“

161. Nunmehr gehen wir zur Ausfithrung des Nr. 158
angeregten Gedankens. Vermége der Gleichungen (7) (8)
reprisentirt jedes Punktepaar von T, bezogen auf einen Grund-
kegelschnitt ¢, oder auch jedes ¢ umschriebene Polvierseit
des Einheitsbiischels von T ein Punktquadrupel einer Curve
R (mit dem Schnittpunkttheorem (8)) auf gerader Linie.

Jeder Fundamentalpunkt von T bildet mit einem be-
liebigen Punkt der gegeniiberliegenden Fundamentallinie ein
Paar von T, mithin sind, wenn von den Fundamentalpunkten
die Tangentenpaare (e, B) an ¢ gehen, dies die Argumenten-
paare der drei Doppelpunkte *) von P.

Umgekehrt ist bekanntlich bei beliebiger Annahme dieser
drei Paare eine Curve R (nebst allen collinear in sie iiber-
fithrbaren) vollig bestimmt, wie es im Einklang mit der
Schlussbemerkung von Nr. 159 sein muss.

Dagegen treffen jetzt die Seiten des Fundamentaldreiecks

*) Dies erhilt seine Bestitigung durch die an Nr, 55, 115 ankniipfende
Ergéinzung. Die Einheitsgeradenpaare schneiden aus dem Kegelschnitt ¢
harmonische Quadrupel aus, mithin sind die letzteren durch die Gleichung
dritten Grades in % (cf. Formel (7)):

\j(al—f—kbk:(o
bestimmt. Sei %, eine der Wurzeln, so ist nach Friiherem
Jlay+ ko) =40 —a' + BQ-p*
wo @,  das zu den beiden Paaren, die die Geraden des beziiglichen Ein-
heitspaares ‘aus ¢ ausschneiden, harmonische Paar ist d. h. das von ihrem
Doppelpunkt (Fundamentalpunkt von T) an ¢ gehende Tangentenpaar.

Dann aber lautet die beziigliche Gleichung des Schnittpunkttheorems
der Curve P (cf. Formel 6)):

4 ()‘1~°‘) ()‘2_“) 0‘3_0‘) ()‘4_0‘) + B ()‘1_8) o‘g‘B) ()‘3_5) ()‘4'—@) =0

woraus wiedcrum hervorgeht, dass «, § ein Doppelpunkt der Curve P ist.
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den Kegelschnitt ¢ in den drei Paaren (o, b), die auf

der Curve R den Berithrungspunkten der von den Doppel-
punkten an sie gehenden Tangenten zugehéren.

Die vier Einheitspunkte von T reprisentiren, auf ¢ be-
zogen, die Argumentenpaare der Doppeltangenten von R
und die sechs Punkte J auf ¢, in denen ein Einheitskegel-
schnitt ¢ beriihrt, die Wendepunkte von R.

162. Wir haben bisher mit zwei ganz verschiedenen
Transformationen T zu thun gehabt, einmal die, durch die
eine Curve B in einen Kegelschnitt itberging (und die noch
zwei Parameter enthielt): zweitens diejenige, die das Schnitt-
punkttheorem einer Curve P auf eine beliebige Ebene ab-
bildete mit Hiilfe eines beliebigen Kegelschnitts ¢ und eines
beliebigen Fundamentaldreiecks (wodurch sie dann aber ein-
deutig bestimmt war).

Wir lassen nunmehr die beiden Ebenen von
T zusammenfallen (und denken uns in dieser Ebene
die Curven R und P), ferner aber auch beide Trans-
formationen T und zugleich beide Kegelschnitte.

In der That sind die beiden Parameter der ersten Trans-
formation so bestimmbar. Bekanntlich sind die drei Tan-
gentenpaare von den Doppelpunkten einer Curve R an die-
selbe zugleich solche eines bestimmten Kegelschnitts K.

Von einem Doppelpunkte 4, geht somit einmal ein
solches Tangentenpaar (a, b,) aus: zweitens das Geradenpaar
nach den beiden andern Doppelpunkten 4 4.

v) ,Wir wihlen fiir jeden Doppelpunkt das-
jenige Geradenpaar zum Einheitsgeradenpaar
(der Transformation T, durch die B in einen
Kegelschnitt K #ibergeht), das zu den beiden
angegebenen Paaren harmonisch ist. Dann geht
die Curve Rgerade in den Kegelschnitt Kiiber.

In der That ist diese Bestimmung moglich, und zwar auf
17*
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nur eine Art. Denn zum Geradenpaar A, 4, A A4, muss
das Einheitsgeradenpaar a priori harmonisch sein: die drei
Restbedingungen kommen aber wegen Satz (X) auf nur zwei
zuriick. :

Dieser Kegelschnitt K ist daher sowohl das Bild der Curve
R vermoge der so bestimmten ,Grundtransformation T, als
zugleich fiir diese ein Grundkegelschnitt.

Er heisse daher auch der ,Grundkegelschnitt ¢ der
Curve R,

Soll nun diese Transformation T zugleich das Schnitt-
punkttheorem der Curve R darstellen, so folgt:

n) ,Die Curven R undP sind durch T ein- ein-
deutig® auf einander bezogen und zwar haben
sich fiir beide die drei Paare (2, f,) und die drei
andern (a b)vertauscht.

163. Die Bezichung zwischen den beiden Curven R, P
soll jetzt mit Hiilfe des Kegelschnitts ¢ niher angegeben
werden. Es ergeben sich so eine Reihe von Sitzen *¥) fiir den
Grundkegelschnitt einer rationalen Curve vierter Ordnung.

Dieser Grundkegelschnitt dient jetzt zu-
gleich als Normkegelschnitt, sodass die Bezeich-
nungen ,Punkt (A 1), Gerade (I, 1,)¢ véllig deutlich sind.

Nun entspricht irgend einer Tangente von P (A X 7, 7,)

*) Da dann zwischen den Parametern beider rationalen Curven
eine bilineare Beziehung (Projectivitit) herrscht, so hat man beildufig
den Satz:

»Es giebt eine bestimmte projektivische Beziehung, die irgend drei
Elementenpaare in ihre beziiglichen Funktionaldeterminanten tiberfiihrt.“

Die Art und Weise, wie sich die einzelnen Faktoren dieser drei
Formenpaare entsprechen, folgt daraus, dass einem Umlauf der Curve B
ein bestimmter Umlauf der Curve P entspricht.

##¥) Bei ihrer Ableitung konnte man sich auch auf die Betrachtung
der Transformation T allein beschrinken, da diese ja die der Curve P
ersetzt,
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ein vollstindiges (¢ umschriebenes) Vierseit von T, fiir das ein
Paar Gegenecken aus den Punkten (AX) (r, 7,) besteht. Die
den Punkten von ¢ vermége T entsprechenden Punkte durch-
laufen die Curve R: d. h.: die Beziehung zwischen R und P
{gemiiss Satz (m)} gestaltet sich genauer so:

m,) ,Die Punkte der Curve R (auf ¢ bezogen)
reprisentiren die Restpunktepaare der Tan-
gentender Curve P undumgekehrt(undreciprok,
wenn man die Punkte von P auf ihren Grund-
kegelschnittbeziehen wiirde).“

Dies wende man auf die Doppeltangenten von P an.
Dann entsprechen diesen einmal vier Punktepaare auf R,
andererseits vier Punktepaare auf ¢ (und zwar gehen vermoge T
die Elemente jedes Paares in einander iiber). Demnach setzen
diese vier Paare die Schnittpunkte von R und ¢ zusammen:

m,) ,DieachtSchnittpunkte einer beliebigen
Curve B mit ihrem Grundkegelschnitte theilen
sichinvier Paareq der Art, dass die vier Punkte
¢, (auf ¢ bezogen) die Einheitspunkte der zur
Curve R gehorigen Grundtransformation T sind.%

Die Eigenschaften der Einheitspunkte von T liefern eine
Reihe von specielleren Sitzen fiir B, die hier unterdriickt
werden konnen.

Wir gehen weiter zu den Wendetangenten von P.

Nun ist es bekannt, dass eine beliebige Gerade von zwei
Kegelschnitten des Einheitsbiischels beriihrt wird und dass
die Berithrungspunkte stets ein Paar der Transformation T
bilden.

Da aber den Wendepunktsargumenten w auf P die Doppel-
elemente der auf ¢ durch das Einheitsbiischel ausgeschnittenen
Involution entsprechen, so gilt:

n,) ,Gegeben sei irgend eine Curve R. Dann

giebt es sechs Kegelschnitte des Einheitsbii-
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schels ihrer Grundtransformation T, die ihren
Grundkegelschnitt ¢ (in den Punkten w) berithren.

Dije Tangentenvonginden Punkten w werden
von sechs weiteren Kegelschnittendes Einheits-
biischels noch an einer andern Stelle beriithrt
(inden Punkten W).

Diese Punkte W liegen wieder auf der
Curve R.¢ -

Die sechs weiteren, von den Punkten W an ¢ gehenden
Tangenten besitzen die Argumente r der Restpunkte der
Wendetangenten von P.

m,) Diese Tangenten » von ¢ beriithren aber
die Curve R in den Punkten W, wie jetzt gezeigt
werden soll.

Es giebt zwolf den Curven R und ¢ gemeinsame Tan-
genten. Zu diesen kommt man so.

Eine beliebige Tangente t von ¢ treffe 2 in den Punkten
(m) (o) (tpy) (7)), dann sind andrerseits die p die Rest-
punkte der vier Tangenten, die vom Punkte t der Curve P an
sie gehen.

Nun fallen von den vier p d. h. von solchen vier Tan-
genten nur in folgenden zwei Fillen zwei zusammen; wenn
der Punkt t von P:

Erstens ein Doppelpunkt (a, resp. b)),

Zweitens ein Restpunkt  einer Wendetangente o ist.

Im letzteren Falle filllt auch der Restpunkt p einer solchen
Tangente mit dem Wendepunkt » zusammen.

Mithin sind die gemeinsamen Tangenten von R und ¢
(einmal die drei Tangentenpaare a,, b, die von den Doppel-
punkten ausgehen und diese dienten ja gerade urspriinglich
zur Bestimmung von ¢: andrerseits) die sechs Tangenten 7,
die B in den Punkten (7, w) beriihren. Dies ist aber Satz (m,).

164, Es erhebt sich jetzt die allgemeine Frage:
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Welche Eigenschaft haben drei Punkte auf R resp. P,
die drei andern auf P resp. R in gerader Linie liegenden ent-
sprechen ?

Erst nach Beantwortung dieser kann man die Frage nach
der Bezichung beider Curven als im Wesentlichen erledigt
ansehen.

Der erste Fall ist der einfachere.

Man nehme drei Punkte A, A, A, auf der Curve P in
gerader Linie an. Thre Tangenten an P schneiden drei Rest-

punktepaare aus; die diesen (nach Satz m) entsprechenden

Punkte der Curve R werden gesucht (deren Bildpunkte auf
¢ eben die Argumente A, A,, A, besitzen).

Dann miissen die Tangenten A, A,, A, von ¢ Seiten eines
¢ umschriebenen Polvierseits' des' Einheitsbiischels (von T) sein
(cf. Satz B).

Dies liefert mit Hiilfe des Satzes (1) den folgenden :

p) yDrei PunktenvonPaufgerader Linieent-
sprechen zunidchst auf ¢ drei Punkte, deren
Tangenten (an ¢) ein solches Dreiseit bilden,
dassihmein Kegelschnitt einbeschrieben werden
kann, der auf ¢ und dem Einheitsbiischel ruht
(und umgekehrt).

Die diesen drei Punkten von ¢ vermdge T
entsprechenden Bildpunkte auf R sind die ge-
suchten, denbez. PunktenvonP entsprechenden.®

165. Zweitens betrachte man drei Punkte ., pr,, pb, von
R auf gerader Linie. Trifft diese ¢ in dem Punktepaar 7., 7,,

so gehoren die drei von den gegebenen Punkten an ¢
gehenden Tangentenpaare der Involution (zweiten Grades)
mit den Doppelelementen 7, 7, an.

p,) nDemnach suche man auf P solche drei

Punktepaare, die Paare einer auf P gegebenen
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Involution (y,%,) sind und deren bez. Verbindungs-
geradenausserdem P berithren. Die Berithrungs-
punkte entsprechen dann den auf R gegebenen
drei Punkten p, p,, pr, (und umgekehrt).“

Demnach reducirt sich die Erledigung unserer Frage
auf die Untersuchung einer auf einer Curve P gegebenen
gewdhnlichen Involution' d. h. genauer der Verbindungs-
geraden ihrer Punktepaare auf P.

Da eine Gerade die Curve R in vier Punkten trifft, so
haben wir zunichst: -

o) ,lst auf einer Curve Pirgend eine gewshn-
liche Punktinvolution gegeben, so giebt es vier
Tangenten der Curve, die ein Punktepaar der
Involution (als Restpunktepaar) aus P aus-
schneiden.®

Die weitere Untersuchung der von den Verbindungs-
geraden aller Punktepaare der Involution (auf P) umbhiillten
Curve wiirde hier zu weit abfithren; es moge geniigen, das
Hauptresultat, dessen Beweis sich ohne prinzipielle Schwierig-
keiten mittelst des Schnittpunkttheorems von P fithren lédsst,
hier anzufiithren.

6,) ,Gegeben seiaufeiner Curve P die Punkt-
involution mit den Doppelelementeny,y, Dann

umhiillen die Verbindungsgeraden der Punkte-
paarederInvolutioneine rationale Curvedritter
Klasse I

Diese berithrtdie Curve P ansechs Stellen ().

Die beztiglichen Tangenten an P haben die
Eigenschaft, dass ‘der Berithrungspunkt mit
einem der Restpunkte ein Paar der Involution
bildet. -

Die Punkte (b) sind zugleich diejenigenvon
P, fiir die die sie mit dem in der Involution ent-
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sprechenden Punkte verbindende Gerade zu-
sammenfillt mit einer der beiden, fiirdievonden
drei Restpunkten zwei ein Paar der Involution
bilden.

Ausserdem hat die Curve I nochdievieraus-
gezeichneten Tangentendes Satzes (g), sowie die
bgiden Tangenteny,n, an PmitP gemein.

Desgleichen hatdie CurveInochvier Punkte
PmitP gemein, fiir diediebeiden von Pausgehen-
den und ein Punktepaar der Involution (das P nicht
enthilt) ausschneidenden Geraden coincidiren.

Auf diese Weise setzen sich die 16 gemein-
samen Punkte und die 18 gemeinsamen Tangenten
zusammen, wasdas Schemaerldutert:

16 =2.6 + 4

18=2.6 +4 4 2.
Esgiebteine Doppeltangente der Curvel, dieaus
Pzwei Punktepaareder Involutionausschneidet.

Dementspricht, dassdie Gerade (,7,) der T-
Ebene von zwei Kegelschnitten des Einheits-
biischelsberithrt wird, und daher die Beriithrungs-
punkteein Paarvon T bilden.“

Die Beziehung zwischen den beiden Curven P und I ist
aber einer hochst merkwiirdigen Umkehrung fihig, auf die
ich an andrer Stelle mal niher einzugehen gedenke und die
hier nur folgendermaassen angedeutet sein soll.

Da die Curve I rational ist, so ldsst sich auch auf
ihr ein Parameter A in bekannter Weise ausbreiten. Dann
gilt der Satz:

: o,) ,Es giebteine bestimmte symmetrische®)

Verwandtschaftzweiten Grades (o, = a,_)

*) Daber kann man die Form (22) auch so schreiben, dass sie als
vom zweiten Grade in den Grossen (A4-p), (Ap) erscheint,
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(22) 12 (aoo P’z + a’Ol P" + aoz) + A (alo P'z + (1/“ p" + a12)A
+ (0’20 t"‘z + a’zl P’ —I— 0’22) = O)

die auf die Tangenten von I angewandt, als
Schnittpunkte der der Verwandtschaft ange-
horigen Tangentenpaare (A, p) wieder riickwirts
die Punkte der Curve P erzeugt:

Geht man umgekehrt von einer beliebigen
rationalen Curve dritter Klasse I nebst einer
beliebigen symmetrischen Verwandtschaft (22)
auf ihr aus, so gelangt man so zu einer CurveP,
fiir dieesdann wieder eine bestimmte Involution

28) o+, A4 p) Fa,Ap=0
giebt, vermoge deren man nach Satz o) wieder
zur Curve I zurtickgelangt.«

166. Zum Schluss runden wir unsere allgemeinen Be-
trachtungen iiber das Verhiltniss der Curven R und P dahin
ab, dass wir letzterer, deren Lage bis dahin ganz irrelevant
war, eine canonische Lagenform geben.

T),Mankannals Curve P (deren Schnittpunkt-
theorem mit Hitllfe des Grundkegelschnitts ¢ zu-
gleich die Transformation T darstellte) diejenige
Klassencurve P nehmen, die aus dem Grund-
kegelschnitt der Curve R, als Klassenkegel
schnitt aufgefasst, vermdoge der zuT genau dua-
listischen Transformation T hervorgeht.“

In der That erhilt man dann eine Klassencurve P,
deren drei Doppeltangenten die Argumentenpaare (a, b,) und
deren Restpunktepaare die Argumentenpaare (e, ;) erhalten,
was geniigt, um sie statt der urspriinglichen Curve P zu
substituiren.

Dann kann man das Verhiltniss zwischen den Curven
R und P so formuliren;
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¢) »Ist in einer Ebene ein Dreieck und ein
beliebiger (nicht zerfallender) Grundkegelschnitt
¢ gegeben, so ist damit sowohl die Punkttrans-
formation T gegeben, vermioge deren ¢ in die Curve
R, als auch die Geradentransformation T', ver-
moge deren ¢ in die Curve P iibergeht.

Dann stellt irkgend ein Punktepaar von T
(bezogen auf ¢) ein Tangentenquadrupel von P
mit gemeinsamem Centrum und irgend ein Ge-
radenpaar von T’ (bezogen auf ¢) ein Punkt-
quadrupel von R auf gerader Linie dar.

Speciell reprédsentiren die Punkte von R die
Resttangentenpaare der Punkte von P und die
Tangenten von P die Restpunktepaare der Tan-
genten von R.“

Oder kiirzer: ,Die Punkte von R resp. die Tan-
genten von P reprisentiren, auf ¢ als Normkegel-
schnitt bezogen, das Schnittpunkttheorem von P
resp. R.¢

167. Auf die grosse Zahl der besondern Fille, in denen
die Curven R, P specielle Singularititen aufweisen, soll hier
nicht niher eingegangen werden: nur ein Fall von beson-
derer Wichtigkeit moge zur Sprache kommen, um die Be-
trachtungen der Nr. 33, die damals von der Projektion einer
cubischen Raumcurve auf eine Ebene zuerst auf die qua-
dratische Transformation der dort erwihnten Natur fiihrte,
jetzt in ein helleres Licht zu stellen.

Besitzt nemlich die Curve P eine dreifache Tangente
(cf. itber die dazu nothige Bedingung pg. 184), so ist der
Grundkegelschnitt ¢ dem Fundamentaldreieck einbeschrieben
(u. umg.), dann geht die reciproke Curve B in eine solche
mit drei Spitzen iiber. ..
~ In diesem Falle (und nur in diesem) existirt ein ¢ um-
schriebenes Poldreiseit des Einheitsbiischels, Die Einheits-
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geradenpaare werden unbestimmt, wie ja auch daraus folgt,
dass die Coefficienten von ui, ui, uz in der Klassengleichung

von ¢ verschwinden (cf. Formel 21).

Mithin ist die Transformation T erst nach Annahme
eines beliebigen ihr angehérigen Punktepaares *) bestimmt.

Wiihlt man als solches den sich selbst entsprechenden Punkt,
der den drei Verbindungsgeraden der Dreiecksecken mit den
Berithrungspunkten der Gegenseiten angehort, so ist man
damit genau auf die Transformation der Nr. 33 ge-
kommen.

Construirt man fiir jede Ecke zu der bez. Verbindungs-
geraden (in Bezug auf das Paar der bez. Dreiecksseiten) den
vierten harmonischen Strahl, so sind die Eckpunkte dieses
neuen Dreiecks die drei weiteren Einheitspunkte von T.

Derjenige Kegelschnitt ¢, der diese drei vierten har-

monischen Strablen in den Ecken des Dreiecks beriibrt, ist
*) Besitzt die dreifache Tangente von P die Argumente o, 8, Y
und wird
(=2 =2y A=hy) A=dy) = & ()
gesetzt, so hat das Schnittpunkttheorem von P die Form (ef. Nr. 113):
Py b@) + py WB) 4 pg dy) =0
'R o) + 7y (@) 4 93 U(y) = 0.

Der Willkiirlichkeit der Grossen (pq)ik entspricht die Willkiirlichkeit
des fiir T noch anzunehmenden Punktepaares. Zwischen diesen Grossen
und den Constanten v der Transformation T bestehen drei bilineare Be-
ziehungen.

Trotzdem der Grundkegelschnitt ¢ fiir die Transformation T der
Nr. 33 eine specielle Lage hat, so erkennt man doch leicht, dass sich
jede andere Transformation T auf sie (mit Hiilfe einer speciellen Col-
lineation) zurlickfiihren ldsst, denn es gilt der Satz:

sDie allgemeinste quadratische ein- eindeutige, aber
nicht involutorische Transformation der Ebene ldsst sich
immer zusammensetzen aus jener speciellen Transformation
T und einer allgemeinen Collineation.“

Dieser Satz liegt der Nr. 34 implicite zu Grunde,

L
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wieder umgekehrt der Grundkegelschnitt einer bestimmten
Transformation T, die das Schnittpunkttheorem einer Curve
P wit drei Wendetangeﬁten (also einer zur Curve R, die
vermoge T dem Kegelschnitt ¢ entsprach, gerade dualistischen)
darstellt.

Mit Hilfe des Satzes pg. 179 formulirt sich das Haupt-
resultat fiir unsern Specialfall so:

Y) ,Die Transformation T der Nr. 33 ist das Bild
des Schnittpunkttheorems einer Curve P mit drei-
facher Tangente (af y), fiir die einer der Doppel-
punkte die Argumente (§ 7) besitzt, die zu (x § y)
aequianharmonisch sind.“

Sehen wir zum Schluss noch, wie sich der Gang von
der allgemeinen nicht-involutorischen Transformation 7' zu
der letzterwiihnten Specialtransformation T vollzieht.

Die erstere ist bekanntlich gegeben durch die Relationen:

24 B & =0, 1, 2
=y S, T F e g, C =0

wo die 2z resp. y sich auf die beiden verschiedenen Coor-

dinatendreiecke (zweier als verschieden gedwchter, sich deck-
ender Ebenen) beziehen.

Durch diejenige Collineation, vermdge der die Seiten
des zweiten Dreiecks in die beziiglichen des ersten hinein-
fallen, entsteht eine involutorische Transformation T:

20) pxi = 5}—

wo die %’ noch ganz willkiirliche Constanten sind.
¥) pDieser zweifachen Willkiirlichkeit ent-
spricht einmal, dass man als Grundkegelschnitt ¢

der Transformationen T (25) der Reihe nach jeden *#)

#) Es mag dabei noch einmal betont werden, dass dann (fiir jeden
Einheitspunkt) die Coefficienten der Quadrate der » in der Klassengleichung
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dem z-Dreieck einbeschriebenen wihlen kann; in an-
drer Hinsicht das zweifach ausgedehnte System der
Collineationen, die bei festem z-Dreieck der Reihe
nach jeden Punkt der Ebene zum FEinheitspunkt der
Coordinatenbestimmung machen.“

In der That ist bei fest gewihltem Kegelschnitt ¢ nach
der oben mitgetheilten Construktion der Einheitspunkt be-
stimmt und umgekehrt bei fest gewihltem Kinheitspunkt der
zugehorige Kegelschnitt.

Werfen wir dagégen einen Riickblick auf die Behandlung
der Curven B in diesem §., so war das Eigenthiimliche der
Betrachtungsweise im Wesentlichen folgendes.

Wir haben frither (§. 2 ff.), als wir von einer festen, ge-
gebenen Curve B d. h. ihrer Gleichung pz, = ¢,(A) ausgingen,

die ausser den (11) Constanten der Curve noch drei weitere,
die der Willkiirlichkeit der Parametervertheilung auf der Curve
zu Grunde liegen, enthielten, das Schnittpunkttheorem der
Curve so abgeleitet, dass wir mittelst einer ganz beliebigen
allgemeinen Collineation acht Constanten der Curve eliminirten,
-wie dies ja a priori vorauszusehen war, Demnach hingt das
Schnittpunkttheorem der Curve nur noch von den (drei) ter-
niren absoluten Invarianten derselben nebst denselben drei
weiteren Constanten ab, wie die gegebene Parametergleichung
der Curve. Die Elimination der letzteren ergiebt aber die ab-
soluten Invarianten des Schnittpunkttheorems, oder nach den
Entwicklungen des §. 11 die absoluten Invariant-Combinanten
der Gruppe der Schnittpunktformen.

Demnach muss es immer moglich sein, mittelst des
Schnittpunkttheorems und einer ganz bestimmten Colli-

jedes Kegelschnitts ¢ verschwinden, mithin ihre Verhiltnisse, die ja nach
(21) den Verhiltnissen der %’ gleich sind, unbestimmt, d. h. willkiir-
lich sind. )
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neation umgekehrt zu der urspriinglichen, festen Curve
(auch ihrer ganzen Lage in der Ebene nach) zuriickzukehren.

0) ,Dies ist aber im Laufe der Entwicklung in
der Art geschehen, dass wir das Doppelpunkts-
dreieck der Curve R zum Fundamentaldreieck der
durch das Schnittpunkttheorem der Curve be-
stimmten Transformation T wihlten und als den noch
verfiigbaren Grund- (Norm-) Kegelschnitt derselben
den Grundkegelschnitt der Curve. Dann ist die ver-
moge T dem Kegelschnitt ¢ entsprechende Curve R
gerade wieder die gegebene.

Der Willkiirlichkeit der Parameterbestimmung
auf ¢ entspricht vollstindig die der analogen auf R
und umg.4

Natiirlich ist dies nicht die einzige (eindeutige) Art der
Reconstruktion der Curve aus ihrem Schnittpunkttheorem:
man hitte z. B. auch drei der Doppeltangenten, gerade wie
oben die drei Doppelpunkte zu Grunde legen kénnen,

Man sieht, dass bei dieser unserer Auffassung die 11 Con-
stanten der Curve sich zerlegen in 6 4 5, von denen die
ersteren auf die Lage dreier Punkte in der Ebene, die letz-
teren auf die Lage des Normkegelschnitts gehen.

Auf die merkwiirdigen Beziehungen, die sich fiir die
rationalen Curven hoherer Ordnung (und im Raume etc.) bei
weiterer Ausdehnung unseres Verfahrens zwischen reinen
Argumenten- und reinen Lagensitzen ergeben, gedenke
ich bei kiinftiger Gelegenheit niiher einzugehen.

Was endlich die schon bekannte Theorie der Curven R
(bes. vierter Ordnung) angeht, so verweise ich vor Allem auf
die wichtige Abhandlung des Herrn Brill (Math. Ann. XII),
sowie auf die Arbeiten® von Em. Weyr: dagegen betreffs der
quadratischen Transformation auf die Lehrbiicher wie auf die
Arbeiten®® von Rosanes, Aschieri, Battaglini.
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Wir kommen nunmehr zur letzten und wichtigsten Partie
des zweiten Capitels, die die Involutionen vierter Ordnung auf
den cubischen Raumcurven von Neuem aufnimmt, um die tief-
eingreifende Wichtigkeit der ersteren fiir die letztere wenig-
stens in den Hauptziigen darzulegen.

Abschnitt IV.

Die biquadratische Involution auf der cubischen Raum-
curve. Zweiter Theil.

8. 28.

Das Schnittpunkttheorem der Ri im Raume.

168. Dieser Theil untersucht des Genaueren die biqua-
dratischen Involutionen mit (sechs) gemeinsamen Elementen-
paaren, sowie die sich daran anschliessenden geometrischen
Configurationen. ‘

Wir kniipfen wieder an das Schnittpunkttheorem (pg. 239
Formel Nr.(6)) der Curven R? an. Man verfihrt zunichst, wie
bei Aufstellung der H-Kegelschnitte (cf. Nr. 51) und eliminirt A,
Dann sind die Elemententripel der dreigliedrigen Gruppe (2)
(pg. 239 ) gegeben durch

0 ’_ 30+“131+“ 1,8, o, s4a,s +as,4a,s,

tB B, So 0,8, +b,8,4b.s, b s4bs —[—bssz+b4s3|

—32p01+82p12+83p23+82p31+8 P35, 210134—3283})24

T+ 85 8y Wy —P19) + 3y 8, Py —D,5) + 8, 8, (P, —Dy5) =0,
wo p, = (ab),,.

Aus den zwischen den p, herrschenden Relationen der

Nr. 155, aus denen man jetzt als linear unabhingige etwa die-
jenigen drei aussuche, die den Index 0, 2, 4 resp. nicht auf-
weisen, folgt:



