
IV. Abschnitt. 

Die ebenen Schnitte der Flächen zweiter Ordnnng. 
I. Kapitel. 

Allgemeine Theor ie de r ebenen Schnit te . 

§ 106. Beziehung des ebenen Schnittes zu einer Geraden. 

1. .Allgemeine Darstellung der Schnittkurve. Die Schnittkurve 
der Fläche zweiter Ordnung mit einer Ebene wird in gemeinen 
Koordinaten x, y, z durch die beiden Gleichungen: 

(1) g(x,y,z) = 0, (2) ux + vy + wz + s = 0 

und in homogenen gemeinen Koordinaten x, y, z7 t durch die beiden 
Gleichungen: 

(3) f(x, y, z, t) = 0, (4) + vy + wz + st = 0 

dargestellt. Hier haben g und ƒ die Bedeutung § 66, (1) und (3) 
und sind u, v, w7 s die homogenen Koordinaten der schneidenden 
Ebene. 

2. Schnittpunkte der Schnittkurve mit einer Geraden. Liegt 
eine gerade Linie in der schneidenden Ebene, so sind ihre Schnitt
punkte mit der Fläche zugleich auch ihre Schnittpunkte mit der 
Schnittkurve der Fläche und der Ebene. 

Ist nun die Gerade in der Form (§ 67, (2)) : 

(5) = 0+ , y = y0+ße, z = z0+yö 

gegeben, so liegt sie in der Ebene (2), wenn: 

(6) ux0+ vyQ-\- wz0 + s = 0 , (7) ua + vß -+- wy = 0. 

Ihre Schnittpunkte mit der Kurve (1), (2) sind dann, wie § 67, (4), 
durch die quadratische Gleichung: 

(8) Ä(«, ß, ) * + 2(g*a + 9a°ß + 9lr)e + .9°= 0 
bestimmt. 

Ist die Gerade dagegen in der Parameterstellung (§ 67, (6)): 

(9) = + 2, = +1 2, z = zx+Xz2, t^tt+lt2 

gegeben, so liegt sie in der Ebene (4), wenn: 

(10) ux1+vy1 + wz1 + stx = 0, (11) ux2 + vy2 + wz2 + st2 = 0, 
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und ihre Schnittpunkte mit der Kurve (3), (4) sind, wie § 67, (7), 
durch die Gleichung: 
(12) fu + 2lfu+Wn-0 
bestimmt. 

3. Tangente in einem Punkte der Schnittkurve. Wenn der 
Punkt P0= x0, y0, 0O in (5) nicht nur der Gleichung (6), sondern 
auch der Gleichung (§ 66, (9)): 

(13) g* = gi»x0 + g2«y0 + % + &° = 0 
entspricht, so liegt er auf der Schnittkurve (1), (2) selbst. Ist dann 
außerdem in (8): 

(14) 9i0« + 9,oß+9»°r-0, 

so fallen die beiden Schnittpunkte der Geraden (5) mit der Kurve 
(1), (2) im Punkte P 0 zusammen. 

Eine durch den Punkt x0, y07 z0 der Schnittkurve (1), (2) in der 
Bichtung a, ß, laufende Gerade ist Tangente der Kurve in ihm, wenn 
neben (6) und (13) die Bedingungen (7) und (14) erfüllt sind. 

Liegt der Punkt Px = xt,yl7 z17 tly indem neben (10) auch: 

(15) fu = / ì ( 1 4 + + fs ( 14 + U% 
ist, auf der Kurve (3), (4) selbst und ist neben (11) noch: 

(16) /Ì2 - / ì ( 1 4 + (1) . + №*t + iï% = , 
so fallen die beiden Schnittpunkte der Geraden (9) mit der Kurve 
(3), (4) im Punkte Pt zusammen. 

Eine den Punkt xly yl7 z17 t± der Schnittkurve (3), (4) mit dem 
Punkte x2j y2J 02, t2 verbindende Gerade ist Tangente der Kurve in 
x17 yl7 zl7 tl7 wenn neben (10) und (15) die Bedingungen (11) und 
(16) erfüllt sind. 

4. Normale der Schnittkurve. Für die Richtungskosinus u, ß,  
der Tangente der Kurve (1), (2) im Punkte xQ, y07 z0 gelten die 
Gleichungen (7) und (14). Für die Bichtungskosinus a7 ß' 7 y der 
Normale der Kurve in diesem Punkte ist dann: 

acc + ß'ß + y'y = 0, 

ua + vß' + wy = 0, 

oder wenn man mittels (7) und (14) cc7 ß, eliminiert: 

(17) \ a ß' ; = 0, ua+vß'+wy'=0. 

\ v w \ 

I < 9*° 9s° ! 
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5. Doppelpunkte der Schnittkurve. Die Bedingung (14) ist für 
alle in der Ebene (2) durch den Punkt x0, y0, z0 gehenden Rich
tungen a y ßy y erfüllt, wenn sie eine Folge der Bedingung (7) ist, also: 

(18) g^:g2
Q:g3^u:v:w 

oder mit einem Proportionalitätsfaktor Q: 

(19) gio+9u = 0, ° + « > ~ 0 , g3»+Qw = 0. 

Ein solcher Punkt der Schnittkurve (1), (2), der die Eigenschaft 
hat, daß alle durch ihn gehenden Geraden der Ebene (2) Tangenten 
der Kurve in ihm sind, ist ein Doppelpunkt der Schnittkurve. 

Die Gleichung (13) wird infolge von (19): 

— Q (x0u + y0v + z0w) + #4° = 0 
oder nach (6): n _ 

+ QS = 0. 
Ein Doppelpunkt x0,y0, z0 der Schnittkurve (1), (2) ist daher durch 

die Gleichungen: 

(20) lg*°+QU==0> Sb°+9V = °> 9b*+QW = 0, g*+QS = 0, 
1 ux0 + vy0 + wz0+ s = 0 

gekennzeichnet, welche die Gleichung (13) schon zur Folge haben. 
Die Bedingung (16) ist für alle der Gleichung (11) entsprechenden 

Punkte x2, y2, z2y t2 erfüllt, wenn (I § 51, (3)): 

(21) # 4 : ƒ,№:ƒ„«: # 4 - « : v.w.s 
oder : 

Ein Doppelpunkt x17 yt, zl7 tL der Schnittkurve (3), (4) ist durch 
die Gleichungeìi: 

j f'm +eu-°> № + ?v - °> /"s(1) + 9W = °» /*(,) + es = o, 
1 ± + vyt + tvz1 + stt = 0 

gekennzeichnet, welche die Gleichung (15) zur Folge haben.49) 
6. Tangentialebene als schneidende Ebene. Wenn zwischen 

den Koordinaten x17 y17 z17 tx eines Punktes und den Koordinaten u, 
v, w, s einer Ebene die Gleichungen (22) bestehen, so liegt der 
Punkt nach (15) auf der Fläche (3) und kann die Gleichung (4) der 
Ebene in der Form: 

(23) f^x + f^hj + f^z + ffH = 0 

geschrieben werden. Sie ist nach § 67, (17) die Tangentialebene der 
Fläche im Punkte xu y1} zly t±. 

Ist umgekehrt x19 yt, z17 tL ein Punkt der Fläche, so sind für die 
Koordinaten u, v, w, s seiner Tangentialebene (23) die Bedingungen 
(22) erfüllt. 
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Die Schnittkurve der Fläche zweiter Ordnung mit einer Ebene hat 
daher immer dann und nur dann einen Doppelpunkt, wenn die Ebene 
Tangentialebene der Fläche ist Der Doppelpunkt der Schnittkurve ist 
dann der Berührungspunkt der Tangentialebene.118) 

7. Mittelpunkt der Schnittkurve. Der Punkt x0> y0, z0 der ge
raden Linie (5) ist der Mittelpunkt der beiden Schnittpunkte der 
Linie mit der Kurve (1), (2), wenn in (8): 

(24) 0i°« + Ä°0 + & V ~ O . 

Diese Bedingung ist nach (7) insbesondere für alle in der Ebene 
(2) durch x0, y0, z0 gehenden Geraden erfüllt, wenn: 

(25) °: »: < > - « : * : « > . 

Ein solcher Punkt, der alle durch ihn gehenden Sehnen der 
Schnittkurve halbiert, ist Mittelpunkt der Kurve (§ 11, 4). 

Der Mittelpunkt der Kurve (1), (2) ist somit durch die Gleichungen: 

(26) \9i+QU = ®, 9i°+QV = 0, 93°+QW = V, 
1 UX0 + vyQ + WZQ + S = 0 

gekennzeichnete) 

§ 107. Einteilung der ebenen Schnitte nach dem Rang. 

1. Allgemeine Gleichungen der Doppelelemente. Die Schnitt
kurve der Fläche zweiter Ordnung § 106, (3) mit der Ebene u, vy w, s 
hat nach § 106, (22) einen Doppelpunkt x, y, z} ty wenn die fünf Be
dingungen: 

(Ï) [f1+9U==0> f* + Qv = 0> f3 + QW = 0, + 5 = 0 , 
} + vy + wz + st = 0 , 

oder ausführlich geschrieben49): 

/ anx + a12y + a13z + a14tt + QU = 0, 

a21x + a22y + a23z + a24t + QV = 0 , 

(2) l a31x + a32y + a33z + a34tt + QW = 0 , 

a41x + a±2y + aA3z + a^t + QS = 0 , 

v + vy + wz + st = 0 
unter Elimination von Q erfüllt sind. Sie werden aber bei Elimina
tion von Q in der Form: 

(3) f± = LL = Lï- = L± 

(4) + vy + wz + st = 0 
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in x, y, 8, t linear und homogen. Sie können also dann als Glei
chungen von vier Ebenen betrachtet werden, denen der Punkt x, y, z, t 
augehören muß. Je nachdem diese vier Ebenen keinen oder einen 
Punkt oder eine Achse gemein haben oder alle vier zusammenfallen, 
wird die Schnittkurve keinen oder einen Doppelpunkt oder eine Doppel
achse oder eine Doppelebene haben. Sie wird danach ein eigentlicher 
Kegelschnitt, ein Strahlenpaar oder ein Doppelstrahl sein, oder die 
schneidende Ebene u, v, w, s wird alle ihre Punkte mit der Fläche 
gemein haben, also selbst ein Bestandteil der Hache sein (§18, 1; 
§ 19, 9). 

2. Schnittkurven ohne Doppelpunkt. Die in x, y, zy t, line
aren homogenen Gleichungen (2) können nur bestehen, wenn „die mit 
den Koordinaten u, v, w, s der Ebene geränderte Determinante A der 
Fläche"11*): 

^11 ^12 ^13 ^ 1 4 ^ ! 

! ^'21 ^22 ^ ° 3 ^24 ^ 

(5) Au = | a31 aB2 <% aM w . 

| ^41 ^42 ^43 ^ 4 4 ^ I 

\ U V W S 0 | 

verschwindet. Es folgt daher: 
Die Schnittkurve § 106, (3), (4) hat keinen Doppelpunkt, ist ein 

eigentlicher Kegelschnitt, wenn: 

(6) A" + 0* 

3. Schnittkurven mit Doppelelementen überhaupt. Die not
wendige Bedingung für das Vorhandensein eines oder mehrerer 
Doppelpunkte ist dagegen: 

(7) Au = 0. 

Sie ist nach § 106, 6 zugleich die Bedingung dafür, daß u, v, w, s 
eine Tangentialebene der Fläche ist.178) 

Die Entwicklung der Determinante (5) nach der letzen Zeile und 
Kolonne gibt für die Gleichung (7): 

(8) — Au = Axlu
2 + A22v

2 + A^w2 + 2A23vw + 2A3lwu + 2k12uv 

+ 2A1Aus + 2A2±vs + 2Auws + A4As2 = 0. 

Alle Ebenen u, v, w, s, welche die Fläche § 106, (3) in einem nicht 
eigentlichen Kegelschnitt schneiden und daher Tangentialebenen sind, ge
nügen der Bedingung (8). 

Sie wurde unter der Voraussetzung A =j= 0 schon in § 78, (7) 



578 § 107, — . 

als Gleichung der eigentlichen Fläche in laufenden Ebenenkoordinaten 
erhalten 

Die Bedingung (8) ist identisch in u, v, w, s erfüllt, wenn alle 
Akl verschwinden, also die Fläche zweiter Ordnung ein Ebenenpaar 
oder eine Doppelebene ist (§ 81, (27)). 

4. Die Unterdeterminanten vierten Grades von Au. Wir be
zeichnen mit Akl(Jc £= 1, 2, 3 , 4, 5) die Unterdeterminanten vierten 
Grades der Determinante fünften Grades Au. Sie zerfallen in drei 
Arten: erstens die sechszehn Au

kl(ky 1= 1, 2, 3, 4), die durch Ränderung 
der Akl (§ 66, 6) entstehen, z. .: 

# 2 1 ^23 ^ 2 4 ^ ! l 
I ^ 2 1 ^23 ^ 2 4 

00 A»2 = - i 31 33 u ! neben J 1 2 = - a81 a33 au ; 
! a 4 1 «43 a 4 4 * i 

, „ A a 4 1 a 43 «44 | 

I w s 0 | 

zweitens die acht (fc = 1, 2, 3, 4) : 
(10) Au

kh = A\k = - {Aklu + -4 * + Ähbw + AU8); 
drittens die eine: 

( ) A"5 = ^ 
Falls die Determinante Au verschwindet, ist für = 1, 2, 3, 4, 5 : 

«iiAKi + «i*AB
2 + «13-1 3 + «14 4 + « 5 = , 

(12) " " ^ * 1 + " " ^ " + ^ * 3 + ^ * 4 * 4 + VÄ"kS = ° ' 
«a iAi + « + 83 + «34 4 + « * - °> 

' 41 A l + 42 -2 "+" 43 + aU,Aki + S-4*5 = 0 . 

Ist jetzt: 

(13) AM! = o, A T , - , ",- , " 4 - , * - 1 , 2 , , 4 , 
so folgt aus (12), da w, #, wy s nicht alle verschwinden können: 

(14) AU5 = AB, = 0 , * - 1 , 2 , 3 , 4 ; 

damit aber wieder aus (12) mit Je = 5: 

(15) 4 ^ - 4 - 0 . 

I. Wenn also neben Au selbst die sechszehn Unterdeterminanten 
(13) sämtlich verschwinden, so verschwinden auch die neun Unterdeter
minanten (14) und (15) (§ 44, 10). 

5. Schnittkurve mit einem bestimmten Doppelpunkt. Unter 
der Voraussetzung (7) ergibt die Auflösung der Gleichungen (2): 

(16) ^t/r^^AVAVAVAVA"*, 
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= 1, 2, 3, 4 oder 5, und daher unter Elimination von Q (§ 79, (4)): 

(17) z:y-.Bit-AU-. Alt: AU: AU, 

= 1, 2, 3, 4 oder 5. Die Verhältnisse (17) sind bestimmt, wenn Akl, 
Ak2, " 7 AkA (k = 1, 2, 3, 4, 5) nicht sämtlich verschwinden; dazu 
dürfen aber nach 4, I schon A"17 Ak2, Ak4 (Je = 1, 2, 3, 4) nicht 
sämtlich verschwinden. 

Die Schnittkurve Jmt daher immer dann und nur dann einen be
stimmten Doppelpunkt, mit den Koordinaten (17), wenn™): 

(18) Au = 0, aber Au
kl (*, I - 1, 2, 3, 4) meto alle 0 . 

Sind dabei die Bedingungen (14) und (15) erfüllt, so wird nach 
(16) Q = 0, und die Gleichungen (2) stimmen mit den Gleichungen 
§ 67, (32) für den Doppelpunkt der Fläche selbst überein. 

6. Andere Form der Bedingungen eines bestimmten Doppel
punktes. Für die Determinante fünften Grades (5) ist unbedingt (ent
sprechend wie I Anm. 1, III, (9)): 

f i I 22 23 \ I  
(ïyj \ = ^ 4 1 ^ 4 4 S ' = ^ 4 4 ? 

I ^"32 ^"33 I ! 

I W s Ol 
wo wir allgemein mit akl (k, l = 1, 2, 3, 4, 5, 6) die mit den Koor
dinaten der Ebene u, vy w} s geränderten Unterdeterminanten akl be
zeichnen, z. .: 

\ a21 a22 v , 
/ \\ M î I ®2\ ^22 I 

(20) alz = | a31 a32 w neben a13 = I 

J v 0 | ! "31 a32 ! 

Mit Hinzufügung der entsprechenden Formeln ist: 
/ Au Au —( \^— Au t*u Au Au (Au\%— Au r*u 

Au — ( 2— /vM 

/ g l \ I ^- ^"22 — -^ a66 ; 
^ ' | ( \2— /vu ( \ — «  

•^-11^44 K/HJ — ^ > ^"22 ^ 4 4 ~~ ^ 2 4 ) — ^ ^22? 
—( \*— /  

\ ^"33 ^"44 ^ 3 J ~~ ^ 1 fô33 * 

Setzt man daher zur Abkürzung (§ 79, (5); (6)): 
(22) A = Au

u + J.22 + J.33 + Au, 

(23) A,u = ccu
n + a22 + a33 + au

u + a"5 + < 6 , 

so folgt ebenso wie in § 79, (9) zunächst: 

| '" ^ = « ) * + (A»2y+ (A»ny+ (A"uy+ '( ' + < 5 + < 6 ) , 

i /»^=Kj4\i;)4i^)4K)4i"(<1+<8+g 
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und danach die identische Gleichung*0): 

(25) (Ä'y = (A«ny + {Alf + (A^y + {Alf + 2 ( ^ ) » + 2 {A^f 

+ 2(A"12y + 2(Au
tiy + 2(Au

2iY + 2(Au
uf + 2A»A"U. 

Wenn nun Au=0 und A'u=0, verschwinden nach (25) alle 
Au

kl (h, 1=1,2, 3, 4). Wenn dagegen aUe Au
kl = 0 ( i = 1, 2, 3, 4), 

verschwindet nach (22) Äu und, da für die Determinante fünften 
Grades : 

\Ai,\ = (A»Y 
ist (entsprechend wie I Anm. 1, III ; (7)), auch Au. 

Daher sind die Bedingungen: 

(26) Au = 0 , alle Au
kl = 0 (/; = 1, 2, 3, 4) 

gleichbedeutend mit: 
(27) AM = 0 ; J / * = 0 ; 

ferner die Bedingungen (18) emes bestimmten Doppelpunktes gleich
bedeutend mit: 
(28) Au=0, A'u+0. 

7. Schnittkurve mit bestimmter Doppelacb.se. Der Doppelpunkt 
(17) wird unbestimmt, wenn die Bedingungen (26) oder (27) erfüllt 
sind. In diesem Falle gehen also die vier Ebenen (3), (4), falls sie 
nicht alle vier zusammenfallen (vgl. 9), durch eine gemeinsame Achse. 
Diese wird schon durch zwei von den Gleichungen (3), etwa durch: 

(29) f2w — f3v = 0, + vy + wz + st = 0 

in laufenden Koordinaten x, yy z, t dargestellt oder, was dasselbe ist, 
durch die zweite, dritte und fünfte Gleichung (2) unter Elimination 
von Q. 

Die gleichzeitige Elimination von x und Q aus den drei genannten 
Gleichungen gibt aber in: 

I «21 22 + aMZ + a2±t V I 

I «ei + <*> 2 + aMt w = 0 
\ vy + wz + st 0 I 

oder: 
(30) < 3 * / - < 2 * + <4* = 0 

die Projektion der Achse (29) auf die yz- . Ebenso gibt die 
Elimination von und Q oder z und Q: 

•(30') d[x z — Ĝg x + [ t = 0 , a™2 x — a^ + "6 £ = 0 . 

Wie hier die zweite und dritte, könnte man aber auch irgend zwei 
andere der vier ersten Gleichungen (2) mit der fünften verbinden. 

http://Doppelacb.se
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Damit ergibt sich aber (I §48 , (11)): 
Die Schnittkurve ist unter den Voraussetzungen (26) oder (27) eine 

Doppelgerade mit den Achsenkoordinaten (§81, (2))79): 

(31) q2B : qBl : q12 : ï u
 : &4 : — < i : « 2

 : «£ : " 4
 :

 ° £
 : <%* » 

* = 1, 2, 3, 4, 5 oder 6. 

Die Doppelgerade ist bestimmt, wenn noch die weitere Voraus
setzung hinzugefügt wird, daß: 

(32) au
kl (*, l = 1, 2, 3, 4, 5, 6) n « aZfe 0 . 

Da aus (26) nach 4, I die Gleichung (15) folgt, so ergibt sich: 
_ eigentliche Fläche zweiter Ordnung (A =(= 0) kann von einer 

Ebene niemals in einer Doppelgeraden geschnitten werden, sondern nur 
in einem eigentlichen Kegelschnitt oder einem getrennten Linienpaar. 

Beim Kegel (A = 0, A' =H 0) muß jede in einer Doppellinie 
schneidende Ebene nach (14) und (10) durch die Spitze gehen 
(§ 79, (4)). 

8, Andere Form der Bedingungen einer Doppellinie. Durch 
Multiplikation der Entwicklungen: 

I — Au
lt = cc6ev

2 + a55 w
2 + « 52 — 2albws + 2al6vs — 2a^vw, 

m i I "~ Ä"2 = a^w2+ 2 + ^ s 2 — 2a26ws + 2a2lws — 2cc6±wu, 
J — A33 = a56u

2 + auv
2 + cc33s

2 — 2a34*;s + 2a35us — 2atöuv, 

l — J.44 = 2 + «22 ;
2 + a33w

2 + 2a23vw + 2a31ww + 2a12w# 

mit 2, - 2, w2, s2 und Addition folgt: 

j - K > 2 + Au
22v

2 + Au
33w

2 + Au
us

2) = 2anu
2s2+2a.22v

2s2 

+ 2a 3 3 wV + 2 ^ ;2^2 + 2ahbw
2u2 + 2 6

 2 

4 — 2cclbu
2ws + 2cc16u

2vs — 2 5 <; — 2a26v
2us + 2a24v

2ws — 2aeiv
2wu 

I — 2auw
2vs + 2a3bw

2us — 2a^w2uv -f- 2a23vws2 + 2a31wws2-f 2a12wvs2. 

Andererseits ist: 

(—«!!=* ^22^2+ ^ 2 ~ 2%v«(?? — #44 = an s2+ auu
2— 2 a14cus, 

(35) I — cc2
t
2 = a33u

2+a11w
2— 2a3lwu, —ccl5 = a22s

2-\-a^v2 — 2a24!vsf 

I — = anv
2+a22u

2— 2a12uv7 — a^ = a33s
2+auiv

2—2aMws, 

!

= a3lvs — a12ws + a2±wu — 34 ?, 
a25 = tti2^s ~~ a23us + 34 ? — a^viv, 

«36 = a23^5 — a31vs -f a^vw — a24w^, 
S t a u d e , Flächen zweiter Ordnung. IL 38 
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und hieraus: j 
/ W t t . W M i U U \ / U U i U U , U U \ I 

V " l l " 4 4 "22 "55 ~ "33 « ; - vai± - «25 S O i - « « 6; 
/ = 2a11u*s* + 2a22v

2s2-\- 2abSw
2s2 + 2ccuv

2w2 + 2a55w
2u2+ 2< 66

 2 ! 

— 2a16u
2ws + 2a16u

2vs — 2ccb6u
2vw — 2cc26v

2us + 2ccuv
2ws — 2cc64cv

2wu \ 

l — 2ccuw
2vs + 2abbw

2us — 2aAòw
2uv + 2a2Bvws2 + 2ccB1wus2 + 2 12 ?5*. j 

Nach (34) und (37) ist daher: 

{
f U U x U U i U U \ / U U t U U , U U \ ' 

(«11 «44 + «22 «55 + «33 ««) - («14 «14 + «25 «25 + «S6 «se) 

- - (A»y + A^v* + J > » + Au
us'). 

Für die Determinante Tierten Grades A"t ist nun unbedingt ' 
(I Anm. 1, , (9)): 

U U I i 

(4Q\ № 5 5 « 5 1 : _ «22 V \ _ _ , . » 
( ' < < ! _ A l * 0 ~ A l " -

j 15 11 ! ! 
In derselben Weise erhält man die Gruppe Formeln: 

| ^ U = ( < ) 2 - « Ï A W2 2 = = « ) 2 - « ! «2AB3=(«3
M4)2-«"S«44, 

^ J b ! A * r « f ) S - < A * ) 2 - < « « «2ABB=(«4K
5)

2-«Ï4«55, 

i 2 4=(«" )2-«2> , « M - - ( « £ ) , - « ; A ^^: < -<1<,-
Danach folgt aus (23): 

'' «2 2=(«2 1)2+ 2 + («2 ) 2 +(<4) 2 +«; 2 «5 5+(«2 ) 2 - + ^ 

(AU " < 3 = («3 ,)2+(«3 2)2+(«3 3)2+(«3 4)2 + («3 5)2 + < «6 « - ( « 2 + ^ ( A V ^ I l ) , 
1 ; U"K<=<4<+«2)2+«3)2+«)2+«5)2+«6)2-(M4 «»X^+^», , 

^ " 5= (««)* +«5>2 2+(«5 8)2 + («5KJ2 +(«5 5)2 " »2 + *»)(^3+ " ) , 

U " " « i - « ) 2 + (« 6 2)2 + «6 6«3 3+(«6!4)2 ' ' ^ + «3)( 1+ 4 ' 
Durch Addition dieser Gleichungen und der Gleichung (38) in der 
Form: 
(42) 2 « , « ; , + « + « ) 

= 2{(<4)
 2+(« )2}-2( > 2 + > 2 + > 2 + < ^ ) 

folgt aber die identische Gleichung80): 
(43) ( " = « t ) 4 « , ) » + («£)»+ « ) 2 + « 5 ) 4 (<6)2 

2 { («r8)
2-f («1 ) 2 + («1 ) 2 + 2 + (« ) 2 + («2Bs)2+ 2 + * 

+ « ) * + (« 4)2+ (« 5)2+ 2 + 2 + («4 ) 2 + ( < )2} 
-2A'u(u?+v2+w*+sì). 

Wenn daher A'U=Q ist, so folgt aus A"u= 0 das Verschwinden 
aller a", und umgekehrt. 
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Daher sind die Bedingungen: 

(44) Äu=0, A'u=0, aUe < £ = 0 ( i , J = l , 2, 3 , 4 , 5 , 6) 

gleichbedeutend mit: 
(45) ^ w = 0 , ^ t , M = 0 , A"u=0; 

ferner die Bedingungen (27) und (32) Doppellinie gleichbedeutend 
mit: 
(46) ^ " = 0 , ^ ' M = 0 , 4 " V O . 

9. Die schneidende Ebene gehört der Fläche an. Die Doppel
linie (31) wird unbestimmt, wenn die Bedingungen (44) oder (45) 
erfüllt sind. Dann fallen die beiden Ebenen (29) zusammen. Die 
aus der Matrix ihrer Koeffizienten: 

(47) | wa21 — va31 wa22 — va32 wa23 — va33 wa24 — vau 

\u v w s [' 

gebildeten Determinanten sind in der Tat die Unterdeterminanten 
afi; ai2* aiBf au> aib> ai&> °^e n a c n (44) verschwinden. Ebenso fallen 
alle Ebenen (3), (4) in eine zusammen. Jeder Punkt der schneidenden 
Ebene ist daher Doppelpunkt der Schnittkurve. 

Unter den Bedingungen (44) oder (45) gehört die schneidende 
Ebene in ihrer ganzen Ausdehnung der Fläche an. 

Die Fläche muß daher selbst ein Ebenenpaar oder eine Doppel
ebene sein. Aus diesem Grunde sind nach § 81, (1) die Unterdeter
minanten Akl (Jk = 1, 2, 3 , 4) alle 0. 

Die schneidende Ebene muß im Falle des Ebenenpaares durch 
dessen Achse gehen, so daß nach § 81, (2) (I § 48, (12')) die Gleichungen 
bestehen: 

(48) [a™v~ a^w + a^s ~= °> auw ~~ + aMs e °> 
\ — ak4: v + ak3s = 0, 1 + ak2v + ak3s = 0; 

im Falle der Doppelebene sind schon alle cckl = 0 (§ 81,(20)). 
Die linken Seiten von (48) sind aber die 48 Unterdeterminanten 

dritten Grades, welche Au neben den 36 akl (&, l = 1, 2, 3 , 4, 5, 6) 
und den 16 Akl noch besitzt, z. .: 

! a22 a23 a 24 | == I %J a%b V j = aUV ~ aibW + <*115-

(49j \a32 a33 a3A \a32 a33 w\ 
\v w s \ J a43 s \ 

IL Wenn also neben Au und Äu die 36 Unterdeterminanten 
Vkiifcyl = 1, 2, 3 , 4, 5, 6) sämtlich verschwinden, so verschwinden auch 
die 16 Akl (h, l = 1, 2, 3 , 4) ? <# 48 übrigen Unterdeterminanten 
dritten Grades von Au in (5) (vgl. 4,1). 

38* 
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IL Kapitel. 
Das Hauptachsenproblem der ebenen Schnitte, 

§ 108. Hauptachsenrichtungen und Hauptachsenkoeffizienten der 
Schnittkurve. 

1. Koordinatensystem in der schneidenden Ebene. Die Glei-
^ chung der die Fläche: 

(1) g(x, , ) = anx
2+ a22y

2 + a^z2 + 2a2byz + 2a31zx + 2anxy 

+ 2a14cx + 2a2ly + 2a^z + a44 = 0 
schneidenden Ebene: 
(2) + vy -f wz + s = 0 

sei in der Hesseschen Normalform: 

,-«\ ux-\- vy 4- wz 4- s , , , *  
(3) ^ . — = «»s + A» + ft* + * = 0, 
wo: 
(4) e=Vu^+v2+w

2 

nicht verschwindet, wenn die Ebene (2) als endlich vorausgesetzt 
wird. Von den Koeffizienten: 

/ U 0 V W * S 

(5) a « e 7 > A = 7 > 7» *"--£; 
( ') * 3

2 + A 2 + f t 2 = l 
sind die drei ersten die Richtungskosinus der Normale % der Ebene. 

Es sei nun Sl^rj ein beliebiges in der Ebene (2) liegendes Koor
dinatensystem, dessen Anfangspunkt Sl die Koordinaten x0, y0, zQ und 
dessen Achsen % und rj die Richtungskosinus au ßlf yx und <%, ß2, y2 

haben, so daß: 

(6) ux0 + vy0+wz0+s = 0 (a3 xQ + ßByQ + y3z0 + d = 0), 

j w«i + *> A + wyx = 0 (flfjOj + A A + ft?! = 0), 
\ 2 -f vß2 + wy2 = 0 { 2 + /53ß2 + y3y2 = 0). 

2. Neues Koordinatensystem im Baume. Wir führen nun 
QirjÇ als neues System im Räume ein, auf das wir von dem alten, 
Oxyz mittels der Formeln übergehen: 

( = 0+ + a2+ccBÇ, (£ = ^(x—v0)+ß1(y-y0)+y1(*--*0), 

(8)p = >+ + + , (9) 4-«f(«-%)+A(y-yo)+y»(^-^ 
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Die Gleichung der Fläche (1) lautet in dem neuen System: 

(10) g{x, y, z) = a'u42 + a'ììV*+ a'sa?+ 2 ' ^ + 2a'slU +2a ' 1 2 | ^ 

+ 2 < 4 | -f 2 « ^ + 2aul + a'u= 0, 

wo die Koeffizienten die Werte § 66, (19)—(21) haben, und die Glei
chung der Ebene (2) wird nach (3), (6), (9): 

(11) S = 0. 

In auf das ebene System ß | i j ist daher die Gleichung der 
Seimittkurve (1), (2)179): 

(12) < ! * + 2 ^ , 6 4 + < 2+ 2 » ; j + %<4 + e « - 0. 

3 . Hauptachsenrichtungen und Hauptachsenkoeffizienten. Der 
Punkt & und die Achsen £, r\ waren vorerst in der Ebene (2) beliebig 
gewählt. 

Die Koeffizienten an, a127 a'22, a12, 2 in (10) hängen nach § 66, (19) 
nur von der Richtung der Achsen £,17, aber nicht von il ab. Wir 
nennen nun die Richtungen der Achsen g und r\ zwei Hauptachsen
richtungen der Kurve (12), wenn sie senkrecht sind und88): 

(13) a12 = \{axßx yt)cc2 + h2(cc1ß1y1)ß2 + \{axßiyi)y2 

= ^("2 2 + **(«i Aîb) A + *»(«> = ° • 

Die entsprechenden Koeffizienten: 

(14) an = Ä K A ^ i ) , 2̂2 = Ä(«i Af t ) 

heißen alsdann Haaptachsenkoeffizienten. 

Die Werte der Koeffizienten '1 , '2 sind: 

(15) | a i 3 ^ ^ (« iAy i )«8+ 7 l»(aiAyi)A+ ^ ( « i / ^ i y i ) ^ 
i a23 - \ (cc2 A y8) «g + Ä2 (« ) + («2 ) 5 

und außerdem bestehen die Formeln: 

(16) « i f + A ' + y i , e i i < v 4 A 2 + y 2
2 = i , 

(17) uBat + + = °> « "2 + A A + <* 2 °> 

(18) «1«»+ + 1 0. 

Die #e/m Gleichungen (13)—(18) enthalten somit die vollständige 
Erklärung der zehn Unbekannten aly ß1} y1; a2, ß2J y2- a'n, a22; a'lbJ a2Z 

des Hauptachsenproblems. 

Die beiden Gruppen a17 ß17 yu a117 1 und a2, ß2, y2y a22, a'23 

von je fünf Unbekannten sind vertauschbar (§ 88, 4). 



586 § 108, 3—5. 

Die Gleichungen (16) bis (18), neben denen noch (5') besteht, 
haben (§ 88, (7); (8)) zur Folge, daß: 

(19) « ^ + « , » + « , » = 1, ßt'+ßS+ßt* = l, ft2+ft2+ft2=l; 

(20) A f t + A f t + A f t = 0 , 1<*1+ 2<*2+ =°, « i A + f ó 2 A + ^ A = 0
r 

4. Notwendige Bedingungen für einzelne Gruppen. Ans den 
drei Gleichungen aas (14), (13), (15): 

j*i(«i A f t K + * 20i Aft) A + *3<>iAft)ft Ä au> 
(21) Ä!(«iAyi)«i+ * i ( « iA f t )Ä + *3<>iAft)ft = o, 

l*i («i A f t K + *2OiAft)A + *sOi A f t K = «is 

folgt durch Multiplikation mit a1? a2, a3 oder A, A> A °^ e r 7v ft?  
und Addition mit Rücksicht auf (19); (20): 

(*i(«iAft) = «ii«i + < , 

(22) U ( « i A f t ) = 4 i A + « i * f t , 
l hb (at A ft) = «ii ft + «is ft • 

Zh'e beiden Gruppen von fünf Unbekannten genügen daher jeweils 
den fünf Gleichungen: 

A K ) = »il«! + «isa3, f* l(«8Äft) = «22<*2 + «is««* 

V.« l ) = «il + «is A , *»(«2 A f t ) = «22A + «23 A> 
(23) j Ä8(al Af t ) = «iift + «i3ft> (23') J hs(cc2 Aft) = «22ft + o^y8, 

«««i + A A + ft ft — °> « «2 + A A + ft ft = 0, 
I * i 2 + A 2 + f t 2 = l ; l « 2 2 + A 2 + f t 2 = L 

5. Hinreichende Gleichungen für die zehn Unbekannten. Um
gekehrt folgt aus den drei ersten Gleichungen (23) durch Multipli
kation mit ccu A* ft un<* Addition mit Rücksicht auf die vierte und 
fünfte (23) wieder die erste (21) oder (14), und ebenso aus (23') 
wieder die zweite (14). Multipliziert man ferner die drei ersten 
Gleichungen (23) mit a2, ß2y y2 und (23') mit at, ßL, <y± und addiert, 
so folgt mit Rücksicht auf den Wert (13) von a12 und die vierte (23*) 
und (23): 

«Ì2 = «ii(«i«2 + A A + ft ft), 

«12 = «'22O1 «2 + A A + ft ft), 

und daraus für a'lx^ a22: 

(24) a ' 1 2 =0 , (25) ^ a 2 + A A + f t f t = 0 , 

übereinstimmend mit (13) und (18). Für all= a22 folgt dagegen (24) 



§ 108, 5—6. § 109t 1. 58T 

erst unter Hinzufügung von (25). Auch die Gleichungen (15) gehen 
mit Rücksicht auf (5') aus (23), (23') wieder hervor. 

Die sehn Gleichungen (23) und (23*) sind für die Unbekannten 
a'u> ai> ßi9 i7 «is u n ^ «'22? a2; ß*> «23 an swh hinreichend, wenn 
an j£ a22, dagegen erst in Verbindung mit (25), wenn an = a'22 (§ 88, 6). 

6. Die quadratische Gleichung der Hauptachsenkoeffizienten. 
Die vier ersten Gleichungen (23) lauten mit Rücksicht auf (5) aus
führlich: 

((« - « i i K + «i2 ßi + * - T a'i3 - o, 

(26Ì I ^ 1 a± + ^22 ~ a^^1 + Ü2B Yl ~~ * a'13 = °' 
«si«i + a$tßi + («33 — «n)ft — 7 \ = °> 

' l ucc±+ vßt +wyl = 0, 

und ebenso die Gleichungen (23') mit a22, a2j ft, y2J a2S9 für a'11? a1? 

ft, 1 a'iv Da #1? ft, y±, — nach (16) nicht alle verschwinden 

können, muß die Determinante der in ihnen linearen und homogenen 

Gleichungen (26) verschwinden. Es folgt daher (§ 88, 7) : 
Jeder der beiden Hauptachsenkoeffizienten a'llf a22 muß der in X 

quadratischen Gleichung1 ) : 

| a u — A a12 • a13   

(27) ( ) = | *1 " " - * e» " 1 = 0 
«31 «32 «33 — ^ W | 

| M v w 0 ! 

genügen. Sie heißt die quadratische Gleichung des Hauptachsenproblems 
der Schnitthirve der Fläche (1) mit der Ebene (2). 

§ 109. Die Wurzeln der quadratischen öleichung. 

1. Die Determinante und ihre Unterdeterminanten. Die Unter
determinanten dritten Grades der Determinante: 

« — 12 1 \ ' ' ' ' 

(1) ( ) = 21 22~ "»' 
! «31 «32 «33 - * W I 

I w v W 0 ! 

sollen in folgender Weise bezeichnet werden: 
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I «22 — * «23 V \ \ «33 — X «31 W \ 

| H n W e « 8 a «33—^ w > H22(A) = la13 an — u | , 
I v w 0 | | w w 0 J 

I «11 — ^ «12 W I 
H 3 3 ( ) = ! a 2 1 a22 — ; 

(2) '« * °' 
I I «11 — ^ «12 W ! I «22 — ^ «23 V I 

2 0 0 = — J «si «32 w ;, H31(A) = — a12 a13 w L 
J \ v 0 J I ; w 01 

| 3 3 - 31 w\ 

{ H 1 2 W = - i «23 «21 * | î 

! w w 0 | 

/ «22 ^ «23 «21 |«33 ^ «31 «32 

( ) = — I a32 a33 — a31|, - 24( ) = — a13 — a ,J , 

t> ? w i w v \ 

I I «11 ^ «12 «13 

I "34 (A) = Ì «21 «22 ^ «23 3 

^ J v w I 

«11 &12 a 1 3 

(4) H a ( i ) - z/(A) - ! a21 a22 - A a23 | (§ 88, (17)). 

I «81 «32 «33 *> I 

2 . Entwicklung der Determinante. Die Differentialquotienten 
von ( ) nach sind: 

(5) H ' ( i ) - - H u ( i ) - H M ( A ) - - f l M ( i ) , 

(6) "( ) = - 2 ( 2 + v2 + w*) = - 2 3 (§ 108, (4)). 

Nach der Maclaurinschen Reihe ist dann: 

(7) H(A) = H(0) + H'(0)A + ~ H"(0)As. 

Nach § 107, (9); (20) ist nun: 

j ail ai2 a\b U I 

(8) ( ) = ! 21 a22 a™ V\=A:4-
\ «31 «32 «33 W 

I w v w 0 I 
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I a22 a23 V I 
(9) Hu(0) = a32 a33 w j = «£, H22(0) = <2 , H33(0) = <3 . 

J ? w 0 I 

Setzen wir daher zur Abkürzung (§ 89, (5)): 

(10) ^ = < + < + < , 
so wird die quadratische Gleichung § 108, (27) des Hauptachsenproblems 
der SchnittJcurve: 
(11) H ( ) = - *- AZI + 4 £ = 0. 

3. Die Diskriminante der qua- 4& 
dratischen Gleichung. Nach (11) ist / ^ ^ ^ ^ \ 
der Differentialquotient von H ( ) auch: / .• \ 

(12) '( ) = - 2 2 ~ ^ 4 . 1 / \ \ > ^ 
Die Wurzel der Gleichung '( ) = 0 | 7 * * - > £\ 
ist daher (Fig. 182): Kg. ist. 

(13) i - i e = - " g , e*=u*+v*+w*, 
worauf identisch: 
(i4) H ' W - O : 
Mit (13) wird nun nach (11): 
(15) 4eä H(A0) = 0 Q a + 4eM4

B
4. 

Die Dishriminante der Gleichung (11), welche zunächst den Wert: 
(16) © = ( ^ ) 2 + 4 4 4 

hat, ist in der Form darstellbar: 
(17) ® = 4 ( 0). 

4. Identische Gleichung zwischen H(X) und H'(A). Für die 
Determinante vierten Grades (1) ist (I Anm. 1, III, (9)): 

| ( ) H23(i) | I an-k « | 
I 32( ) H „ W I U i « 0 | 

oder entwickelt und die beiden entsprechenden Gleichungen hinzu
gefügt: 

( 22( ) ) - 2*3( ) = - 2 ( ) , 
(18) H33(A) HU(A) - £( ) = - >3 ( ) , 

| ( ) H22(A) - ( ) = - ^ ( ) . 
Multipliziert man jetzt die Gleichung (5) mit — Hn(A) und benutzt 
die beiden letzten Gleichungen (18), so folgt: 
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| - HU(A) '( ) - HA(X) + ( ) + ( ) - ( »2 + ) , 

(19) - 22( ) H'(A) = (2) + £ ( ) + H£(2) - («* + «*) ( ) , 

l - 83( ) '( ) = 3\( ) + 3
2
2( ) + ( ) - (« 2 + ^ ( ) • 

Durch Addition dieser drei Formeln folgt nach (5) und (13) (§ 44, (40)): 
Zwischen H(X), H'(X) und den sechs Unterdeterminanten (2) be

steht identisch in X die Gleichung: 

(9tt\ f H " W = H i W + H»C1) + H i ( i) + 2H»(A) ' 
{ ' \ + 2H,\(i) + 2 2

2( ) - 2 ( ). 

6. Bealität der Wurzeln der quadratischen Gleichung. Setzt 
man in (20) insbesondere X = A0, so wird nach (14): 

0 - K(h) + H|2(A0) + |3( 0) + 2 |3( 0) 
+ 2 10) + 2 ?2( 0) - 2 2 ( 0) , 

und folgt nach (17): 
Die Discriminante G der quadratischen Gleichung (11) ist als 

Summe von Quadraten in der Form darstellbar: 

| \-B = H» (*,) + 3\( 0) + | 3 ( 0) + 2 |3( 0) 

I + 2 | 1 ( 0) + 2 1
2
2( 0), 

wo X0 den Wert (13) hat und in (13) Ä^ aus (10) und (9) # £ ew£-
nehmen ist. 

Da somit die Diskriminante @ nicht negativ sein kann, so folgt: 
Die Wurzeln der quadratischen Gleichung des Hauptachsenproblems 

der ebenen Schnitte sind stets reell.,133) 

6. Bedingungen einer Doppelwurzel. Da die Diskriminante S 
nur verschwinden kann, wenn die sechs Quadrate in (21) einzeln 
verschwinden, so folgt: 

I. Die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung (11) sind 
immer dann und nur dann einander gleich, wenn zwischen den Koeffi
zienten akl und v, w die sechs Bedingungen erfüllt sind: 

m s ( H , i ( l , ) - 0 , ( 0) = 0, 33( 0) = 0, 
{ } 1 23( 0) = , 31( 0 ) = _ , 12( 0) = , 
in denen A0 den Wert (13) hat. 

Wenn die Gleichung (11) eine Doppelwurzel hat, so muß diese, 
da sie als solche auch der Gleichung (12) genügt, selbst den Wert 
(13) haben. Aber schon daraus, daß für eine Doppelwurzel A: 

(23) H(A) = 0 und H'(A) = 0, 
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folgt nach (20), daß für sie auch: 

(H u(A) = 0, H „ ( * ) = - 0 , HM(i) = 0, 
{ } 1 88( ) = 0, ( ) = 0, Hlf(A) = 0. 

IL Für eine Doppelwurzel X der Gleichung (11) verschwinden da
her stets die sechs Unterdeterminanten (2). 

Setzt man umgekehrt von einer Größe X voraus, daß sie den 
sechs Gleichungen (24) genügt, so folgen für sie nach (18), wo u2, 
v2, tv2 nicht alle drei verschwinden können, und aus (5) die Glei
chungen (23), welche als Doppelwurzel kennzeichnen. 

IIL Wenn für eine Größe l die sechs Unterdeterminanten (2) 
verschwinden, so ist sie eine Doppelwurzel der Gleichung (11). 

Statt daher die Gleichungen (22) mit dem bestimmten Werte (13) 
als Bedingungen der Doppelwurzel zu nehmen, kann man auch die 
Gleichungen (24) mit unbestimmtem Werte von X benutzen und sagen: 

IV. Die Gleichung (11) hat immer dann und nur dann eine 
Doppeluurzel, wenn die sechs Gleichungen (24) durch ein und den
selben Wert X befriedigt werden Wnnen, der dann zugleich die Doppel
wurzel ist. 

Kommt es auf dessen Kenntnis nicht an, so geben die Glei
chungen (24) unter Elimination von X die Bedingungen einer Doppel
wurzel. Sie sind zwar nicht unabhängig voneinander, sollen aber 
der Symmetrie wegen als „überzählige Bedingungen" alle beibehalten 
werden. 

7. Verschwindende "Wurzeln. Für die beiden Wurzeln X1} X2 

der Gleichung (11) ist: 

(25) X.+ X ^ - ^ } , hh--A~t; e2 = u2+v2 + w2. 

Daher sind für: 

i A"± 4= 0 : beide Wurzeln von Null verschieden-, 

(26) AU
AA = 0, Ä£ + 0: eine Wurzel X1 = 0, die andere X2 = - ~f ; 

[ Au
u = 0, A£ = 0 : beide Wurzeln X± = X2 = 0. 

8. Positive und negative Wurzeln. Aus (25) folgt für die Vor
zeichen der Wurzeln (§ 21, (25)): 

ML<0, 4£<0 : + + 
(27) U l < 0 , A2>0:---

\AU
U>0 : + +. 
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§ 110. Bestimmung der Hauptachsenkoeffizienten und 

Hauptachsenrichtungen. 

1. Die zu einer Wurzel gehörige Hauptachsenrichtung. Jeder 
Hauptachsenkoeffizient akk (Je = 1, 2) ist nach § 108, (27) eine Wurzel 
lk der Gleichung H ( ) = 0. Die zu ihm und damit zu der Wurzel 
lk gehörige Hauptachsenrichtung muß nach § 108, (26) den Gleichungen: 

( K i - **K + anßk + 1 - U
€ «is = 0, 

, a2iak + («*2 - h)ßk + a23 yk - -f ais = 0, 
(1) 1 e 

asi ak + aB2 ßk + - ) — a*3 = °> 

I uak+vßk+wyk=0, 

die eben wegen H ( ) = 0 miteinander verträglich sind, genügen. 

2. Die zu einer einfachen "Wurzel gehörige Hauptachsenrich
tung. Ist nun Xk eine einfache Wurzel, für die nach § 109, 6, III 
niemals alle Unterdeterminanten § 109, (2) verschwinden, so geben 
die Gleichungen (1) für die Verhältnisse der Unbekannten ein einziges 
bestimmtes Wertsystem: 

| 4 '• ßk : : - °f - Hu (lk) : HM : H13(A,) : HU(A4), 

/2} ] = ^iW : HMU*) :
 23( ) : 24( ), 

= 31( ) : 38( *) : 33( ) : 34( :), 

I = 41( ) : Htì(Xk) : 43( .) : 44( ). 

Damit ist aber die Richtung cck, ßkf yk bis auf die Pfeilspitze bestimmt. 
Zu einer einfachen Wurzel lk gehört stets eine und nur eine den 

Gleichungen (1) entsprechende Hauptachsenrichtung. 
Wie in § 90, (4), (5) folgt aus (2) auch121): 

j ^ / = ( , ) , Qßk
2=H22(Xk), <> 2 = 33( , ) , 

b f t f t ^ H i e W ; <> * * (**), e«*Afc=Hi2(Ä*)> 
(4) * — H'(i*), 
(5) - ^ = 14( , ) , - ^ = 24( ), - ^ = 34( , ) , 

(6) <>f =- 44( ). 

3. Fall von zwei einfachen Wurzeln. Sind nun die beiden 
Wurzeln lk verschieden, so gehört zu jeder von ihnen eine bestimmte 
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Hauptachsenrichtung aky ßky yky die in Verbindung mit dem Koeffi
zienten a'ks den Gleichungen (1) genügt. Die beiden Gruppen = , 
ahi > * 0 = 1? 2) von fünf Größen genügen also den Glei
chungen § 108, (23) und (23'), die für X±4= 2 nach § 108, 5 für ein 
System von Hauptachsenrichtungen hinreichend sind. 

Hat die Gleichung H(X) = 0 zwei verschiedene Wurzeln Xt und A2, 
so gibt es stets ein und nur ein System von zwei zueinander senkrechten 
Hauptachsenrichtungen aly ßly yt und a2l ß2y y2 mit zugehörigen Haupt
achsenkoeffizienten an = Xly a22 = X2. 

Wie die beiden Wurzeln Xly X2y so sind auch die beiden Gruppen 
aii> ai> ßi> ai3 un& a22> a2? ß*j ?2> 2 vertauschbar und können etwa 
nach der algebraischen Größenfolge von Ax < X2 auf die Achsen £ und 
7] verteilt werden. 

4. Fall einer Doppelwurzel. Durch Elimination von * -folgt 
aus der "zweiten und dritten Gleichung (1): 

|a21 v\uk+ a22-Xk v j ßk + j a23 v\yk=0. 

! aU W ! 32 W Ì ! a 3 3 — ^* W \ 

Ist nun Doppelwurzel, so ist nach § 109, 6, II auch: 

H i i W - o , H l ä(^) = o, 

oder mit Rücksicht auf § 109, (2) nach der letzten Zeile entwickelt 
v ! 2 ? j — w I 22 — ^* ^ ! ^ 0, w a21 v [ — I 23 ? j = 0 

~~ *̂ ^ ! I 2 w \ asi w I I — w\ 
oder: 

I «2i v I : I a22 — v I : I 2 ? I = M : ? : M?. 
| 31 w| | 32 w | | 88 — At w | 

Danach kommt die Gleichung (7) mit der vierten Gleichung (1) überein. 
Im Falle einer Doppelwurzel lk geben je zwei der drei ersten 

Gleichungen (1) bei Elimination von * die vierte. Die Gleichungen 
(1) legen also den Richtungen cc19 ßly y± und cc2y ß2, y2 keine andere 
Bedingung auf, als daß sie auf der Normale der Ebene uy vy wy s 
senkrecht stehen. Jede beliebige in der Ebene liegende Achse erfüllt 
diese Bedingung, so daß £ und rj (§ 108, (7)) irgend zwei solche 
Achsen sein können, die zueinander senkrecht sind (§ 108, (25)). 

Hat die Gleichung H(X) = 0 zwei gleiche Wurzeln Xt = X2y so be
stimmt jedes in der schneidenden Ebene liegende rechtwinklige Achsen
system £i%rj zwei Hauptachsenrichtungen, und die zugehörigen Haupt-
achsenkoeffizienten sind immer Xx = X2. 
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5* Gesamtergebnis der Hauptachsentransformation. Aus den 
Entwicklungen von § 108—110 geht nun hervor: 

Sind in einem rechtwinkligen System Oxyz im Baume eine Fläche 
ziv eiter Ordnung: 

~ I g(x>y>*i = anx2+ 22 2+ *2+ 2 2 * + 2a3Lzx + 2a12xy 
l + 2aux + 2a2iy + 2auz + au = 0 

und eine Ebene: 
(10) + vy + wz + 5 = 0 

gegeben, so nimmt die SchnittJcurve beider in einem rechtwinkligen 
System Q^rj in der Ebene (10), dessen Achsen bei beliebigem Anfangs
punkt Sl die stets vorhandenen Hauptachsenrichtungen der Kurve haben, 
die folgenden Formen an: 

1. für Au
u + 0 : 

(11) Xt1? + A2123 + 2etu$ + 2a2iri + a'u = 0, 

wo lt und X2 die nicht verschwindenden Wurzeln der Gleichung 
H(A) — 0 sind (A^2 = - Au

u : e*); 
a) Die Hauptachsenrichtungen § und ij sind für Ät=f= 1% eindeutig 

bestimmt und zwar ist: 

f «i : ßi • - »nM : H „ & ) : H ^ ) , 

b) Sie sind für Ax = A2 zwei beliebige rechtwinklige Richtungen 
in der Ebene (10). 

2. für Au
u = 0, AZ + 0: 

(13) W + 2a[J + 2a24V + au = 0, 

wo A2= — ' '. 2. 
Die Hauptachsenrichtungen £ und rj sind eindeutig bestimmt und 

zwar ist: 
j «i : ß± : 7i = % : «*2 : « (§ 9, (9)), 

( ) l « , : A : y , - HÄ1(A2): H,2(A2) : ( , ) . 

3. für AU
M = 0, i ; : = 0 : 

(15) 2 + 2aMV + au - 0. 
Die Hauptachsenrichtungen £ und ^ sind zwei beliebige recht

winklige Richtungen in (10). 
6. Hauptachsenrichtungen und Hauptachsenkoeffizienten par

alleler Schnitte. Da zur Bestimmung der Koeffizienten Ax und A2 und 
der Richtungen £ und q nur die Determinante H(A) in § 109, (1) 
und ihre Unterdeterminanten gebraucht werden und diese "von s in 
§ 108, (2) unabhängig sind, so folgt: 
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Parallele Schnitte einer Fläche zweiter Ordnung haben dieselben 
Hauptachsenrichtungen und Hauptachsenkoeffizienten.180) 

7. Schnitte parallel einer Tangentialebene. Für die Tangen
tialebene der Fläche g(x, y, z) = 0 im Punkte x7 y, z sind die Stel
lungskoeffizienten u, v, w nach § 67, (18): 

(1 6) «== V v==92, w = 9b, 
während zugleich (§ 67, (12)): 

(17) &* + 9* + ft* + & - 0 = 0. 

Dabei sollen g19 ft, ft nicht alle verschwinden. 
Indem man nun in der Unterdeterminante: 

( 1 8 ) ^U = \ail «12 «18 " f t l 

«21 «22 «23 92 

«31 «32 «33 9 b 

\9i 92 9z ° | 
die bezüglich mit x, y, z multiplizierten Elemente der drei ersten 
Kolonnen von denen der vierten abzieht und hernach ebenso mit den 
Zeilen verfährt (I Anm. 1, IV, 4), ergibt sich (§ 66, (8)): 

I «11 «12 «13 «14 | | «11 «12 «13 «14 I 

Au «21 «22 «23 «24 | «21 «22 «23 «24 
•^44 = = = = = = i ? 

«31 «32 «33 «34 ' «31 «32 «33 «34 

\9l 92 9 ft J | «41 «42 «43 «44 | 

(19) - . 
Ist die schneidende Ebene u, v, wy s einer Tangentialebene der 

Fläche parallel, so ist das Produkt der Hauptachsenkçeffizienten des 
ebenen Schnittes (§ 109, (25)): 

(20) V , - - ^ , " = » + » + *. 

Die Hauptachsenkoeffizienten A1; A2 selbst sind die Wurzeln der 
Gleichung: 

«11 — «12 «13 ft j 

(2i) Hoo-i"11 " ~ * a™ \ 92\ = o. 
«31 «32 «33 ^ 9b ! 

• ft 92 9 ° | 

8. Die Hauptkrümmungsradien in einem Punkte der Fläche. 
Die Hauptkrümmungsradien Q± und ç2 der Fläche zweiter Ordnung 
g = 0 im Punkte x, yy z sind durch die Gleichung bestimmt:181) 
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i i & I 

! a n + 7 ai2 an 9i\ 

(22) H (— — ) = Ìa^ a™ Q ™ 9% j *= 0. 

| + ~ 9 \ 

\ffi Ä  
Die beiden Hauptkrümmungsradien QX und Q2 der Fläche 

g{Xj y, z) = 0 im Punkte x, y, z stenen mit den Hauptachsenkoeffi-
zienten lt und A2 der der Tangentialebene dieses Punktes parallelen 
Schnitte in der Beziehung: 

(23) Pi--r, 9t'~ h G = VWTW+W-
Das Produld der reziproken Hauptkrümmungsradien (Gauß'sches Krüm
mungsmaß) ist daher: 

<24> £--*•• 
Die Krümmungsmittelpunkte der Fläche werden erhalten, indem 

die relativen Längen çx und Q2 in (23) auf der Normale mit den 
Richtungskosinus (§ 67, (19)): 

(25) §-, f, f; G=> /^+F+1? 
abgetragen werden, und zwar je nach ihrem Vorzeichen nach der 
positiven oder negativen Seite. 

. Kapi te l . 

Zurückführung auf kanonische Gleichungsformen, 

§ 111. Einteilung der Schnittkurven nach dem Mittelpunkt. 
1. Bestimmungsgleichungen des Mittelpunktes. Die Gleichungen 

§ 106, (26) für den Mittelpunkt der Schnittkurve der Fläche zweiter 
Ordnung mit einer Ebene lauten in homogener Schreibweise (mit 
x : t, y :t, z :t, Q : t für x, y, z, Q): 

\ + vy + wz + st = 0 

oder ausführlich geschrieben: 

tanx -f- a12y + alsz + aut -f QU = 0, 

anx + any + a2dz + aMt + QV = 0, 

1 anx + az%y + abbz + aMt + QW = 0, 

lw# + 0«/ + wz + s£ = 0. 
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Jeder Punkt, der diesen Gleichungen unter Elimination von Q genügt, 
soll Mittelpunkt der Schnittkurve heißen (§ 23, (2); § 94, (2)). 

Aus den vier Gleichungen (1) gehen durch Elimination yon Q die 
drei Gleichungen hervor: 

, 3 ( / i : / i :/•=-«* :*:«>, 
\ux + vy + wz + st = 0. 

Diese aber können als Gleichungen von drei Ebenen betrachtet werden, 
denen ein Mittelpunkt angehören muß. Je nachdem diese drei Ebenen 
einen Punkt oder eine Achse gemein haben oder alle zusammenfallen, 
wird es einen Mittelpunkt oder eine Mittelpunktsachse oder keine be
stimmten Mittelpunkte geben.92) 

2. Bin bestimmter Mittelpunkt. Durch Auflösung der Glei
chungen (2) folgt zunächst: 

(4) x:y.z:t:Q~A^:Al,:A^:A^:Al„ 

wo A%4 wie in § 107, (9); (10) die Unterdeterminanten der Elemente 
vierter Zeile oder Kolonne in der Determinante Au in § 107, (5) bedeuten: 

I «21 a22 a2B V I I a i l a i 2 a i 3 U I 

( Au — a 3 l W \ ' Ì M _ I a 2 1 a 22 a 2 3 V I 
\P) 14 ! I 9 ' ' '7 ' * * A l 4 — I I > 

| Ä41 a 4 2 a 4 3 S 31 a 3 2 a 3 3 ^ 

I v w 01 [ w v w 0 | 

(6) JL^ = — ( + AMv + ^ 3 4 w -f ^ s ) . 

/Smrf daher: 
( 7 ) JL*4, ^42

tó
4, ^t3

M
4, ^4 4 4 nicht alle 0 , 

50 / ^ die Schnittkurve einen einzigen bestimmten Mittelpunkt mit den 
Koordinaten : 

(8) 0: 0:3 :^ = 1,: 24: 1: " . 

Die Bedingung: 

(9) J l - 0 
bedeutet nach (6), falls die Fläche ƒ = 0 einen bestimmten Mittel
punkt § 94, (4) hat, daß die Ebene u, v, w, s durch ihn hindurch
geht; dagegen ist sie andernfalls nach § 94, (5) identisch in u, v,w, s 
erfüllt. Aus (9) folgt aber nach (4) Q = 0. Der Mittelpunkt (2) der 
Schnittkurve ist dann nach § 94, (2) zugleich auch der Mittelpunkt 
der Fläche. 

Wenn die Fläche zweiter Ordnung mehr als einen Mittelpunkt 
hat, ist ein bestimmter Mittelpunkt der Schnittkurve unbedingt auch 
Mittelpunkt der Fläche; wenn aber die Fläche nur einen Mittelpunkt 

S t a u d e , Flächen zweiter Ordnung. II . 39 
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hat, gilt dies nur unter der Bedingung, daß die schneidende Ebene 
durch ihn geht: 

3. Ein bestimmter endlicher Mittelpunkt. Ist nun: 

(io) 4 + °, 
so hat die Schnittkurve nach (8) einen bestimmten endlichen Mittel^ 
punkt mit den gemeinen Koordinaten (§ 23, (12); § 94, (16)): 

AU AU AU 

V L) ^0 — AU f !f0 — J *0 — AU 
^ 4 4 -^44 ^ 4 4 

4. Ort der Mittelpunkte paralleler Schnitte. Nach (5) ist die 
Bedingung (10) s unabhängig, während die Koordinaten (11) 
lineare Funktionen von s sind. Daher folgt (I § 43, (2)): 

Hat die Schnittkurve der Fläche zweiter Ordnung mit einer Ebene 
u, v, w, s einen bestimmten endlichen Mittelpunkt, so gilt dasselbe von 
der Schnittkurve mit jeder parallelen Ebene, und der Ort der Mittel
punkte der parallelen Schnitte ist eine gerade Linie. 

Man kann sie die der Stellung u, v, w konjugierte Gerade nennen 
(vgl. 68, 2).50) Ihre Richtungskosinus ay ß, y verhalten sich wie die 
Koeffizienten von s in (11), also nach (5): 

(12) a:ß:y = a11u+a12v + u13w:a21u+a22v + a2Sw:aslu+ 

so daß umgekehrt (§ 66, (11)): 
(13) : v : w = \{a, ß, y) : h2{a, ß, y) : hb{a, ß, y). 

Nach § 68, (3) hat daher die der Bichtung a, ß, konjugierte Ebene 
wieder die Stellung u, v, w (vgl. die Spezialfälle § 55, 8; § 58, 4; § 72, 9). 

5. Ein bestimmter unendlich ferner Mittelpunkt. Wenn im 
Gegensatz zu (10) jetzt: 

(14) Au
u = 0, , , Au

Si nicht alle 0, 

so ist der Mittelpunkt (8) unendlich fern in der Richtung: 

(15) ai:ß1:y1^A;i:A^:A^. 

Die direkte Auflösung der mit t = 0 reduzierten Gleichungen (2) 
gibt aber für cc17 ßlf yx auch (§ 94, (19)): 

(16) xQ:yo:0o = a1:ß1:y1= au
kl: au

k2 : ( = 1, 2 oder 3 ) . 

Mit A1^ = 0 folgt nun aus den drei letzten Gleichungen § 107, (21): 

- ( 4)2=^ « , -(Atf-A*^, -{A^=A»al 

und daher mit der Bezeichnung § 109, (10) (§ 94, (29))80): 

(17) Ä'AZ (A«uy - (A«uy - (Alf. 
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Die Bedingungen eines unendlich fernen Mittelpunktes sind somit 
statt (14) auch: 
(18) 4 ^ - 0 , AuAZ + 0. 

6. Bedeutung der Bedingung ^ = 0. Nach § 80, (19'); (20) ist: 

(19) — A%A = anu
2 + a22v

2 + a33w
2 + 2 a2Bvw + 2 a3,wu + 2 cc12uv = 0 

die Gleichung der Schnittkurve § 66, (23) der Fläche mit der un
endlich fernen Ebene in laufenden Ebenenkoordinaten u, v, w7 s. 

Die Bedingung (19) bedeutet daher, daß die Ebene u, v, w, s durch 
eine Tangente der unendlich fernen Kurve der Fläche zweiter Ord
nung geht. 

7. Bedingungen einer Mittelpunktsachse. Die drei Verhält
nisse (8) werden unbestimmt, wenn: ' 

(20) ^ - 0 , A^-O, A"Si = 0, 1-0. 

Nun ist für die Determinante Au in § 107, (5) unbedingt:       

+ a21A
u

M + a3lA
u

M + aàlA
u

éé + = 0, 

«13A" + a22AU + aMAM + 42 + * ^ 5 4 ~ 0> 
ai3^i4 ~ 2 24: + a33 + atöAAa + wAbà = 0, 
ai4^-14 + «24^24 + a 34^34 + ^44^-44 + 5^"54 = ^  

und daher im Falle (20): 

uAl = 0, vAu
M = 0, u-Al = 0, sAu

M==A\ 

Da aber u, v, w nicht alle verschwinden, so folgt zunächst A%A = 0 
und danach Au = 0. 

Die Bedingungen (20) haben daher stets zur Folge, daß auch: 

(21) Al = 0, Ä"=0. 

Andererseits gilt unter der Voraussetzung A^ = 0 die Gleichung (17) 
aus der dann mit Au = 0 die drei ersten Gleichungen (20) folgen. 

Die Bedingungen (20) sind daher ersetzbar durch: 

(22) Au
u = 0, Au = 0. 

Mit (20) werden ferner nicht nur die drei Verhältnisse (8), sondern 
nach (21) auch die vier Verhältnisse (4) unbestimmt. Die Glei
chungen (2) zählen daher nur mehr für drei, die Gleichungen (3) nur 
mehr für zwei unabhängige. 

unter den Bedingungen (20) oder (22) bilden die den Gleichungen 
(2) unter Elimination von Q genügenden Funkte x} y, z, t im allgemeinen 
(vgl. (25)) eine gerade Linie, die Mittelpunktsachse der Schnittkurve. 

Infolge der ersten Gleichung (21) muß die schneidende Ebene im 
39* 
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vorliegenden Falle mit Rücksicht auf (ß) durch den Mittelpunkt der 
Fläche gehen, falls diese einen bestimmten Mittelpunkt hat. 

8, Eine bestimmte Mittelpunktsachse. Die Mittelpunktsachse 
wird schon durch drei von den Gleichungen (2) bestimmt, etwa die 
drei letzten. Eliminiert man aus diesen x und Q oder y und Q oder 
z und Q, so erhält man wie in § 107, (30): 

(23) au^y—au
120 + au

ut = O9 a^—a^x + a^t = 0f a^2x-a^y + au
16t = 0. 

Wie die erste, könnte man auch die zweite oder dritte Gleichung (2) 
ausschalten. Damit aber folgt (I §48 , (11)): 

Die Achsenkoordinaten der Mittelpunktsachse der Schnittkurve sind 
(& = 1,2 oder 3): 

(24) : «Si : Sìa: 9?4 : ?24 : = <i • <*: <z '• <4 : < 5 : « -

Die Mittelpunktsachse ist bestimmt, wenn: 

(25) au
kl, au

k2, aw au
kA, au

k5, ( u = 1,2,3) nicht alle 0. 

Die Bedingungen (20) und (25) oder (22) und (25) sind also für eine 
bestimmte Mittelpunktsachse der Schnittkurve notwendig und hin
reichend. 

9. Eine bestimmte endliche Mittelpunktsachse. Die Mittel
punktsachse (24) ist endlich (I § 48, (19)), wenn: 

(26) 1 < 2 , < (fc= 1,2,3) nicht alle 0, 

und hat dann die Bichtungskosinus : 

(27) cc± :ßt : yt = au
kl : ak2 : . 

Die Identität § 109, (20) gibt nach § 109, (8); (9) mit ,— 0 und 
der bereits § 109, (10) eingeführten Abkürzung: 

( 2 8 ) ' « + «22 + «33 9 
wie schon *§ 44, (40) die Identität:80) 

(29) (4 »- ( 2( 2 ) 2 ( 0 2 - 2 ^ , 
e2 = 2 + v2 + w%. 

Ist jetzt: 

(30) < x = 0, < 3 = 0, < = 0, < = 0, < ! = 0, < 2 = 0, 

so folgt aus (28): Ä^ = 0 und dann aus (29): A^ «= 0. Ist um
gekehrt: 

(3i) 4£-o, 4^-0, 
so gehen aus (29) die Gleichungen (30) hervor. 

Die Gleichungen (30) und (31) bedingen sich also gegenseitig. 
Innerhalb der Voraussetzungen (20); (25) oder (22); (25) der 
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Mittelpunktsachse überhaupt sind daher die Bedingungen (26), die 
auch (25) einschließen, ersetzbar durch Ä^ =J= 0, also: 

Die Bedingungen einer endlichen Mittelpunktsachse sind: 

(32) A"=0, Al-0, ÄZ + 0. 

10. Eine bestimmte unendlich ferne Mittelpunktsachse. Die 
Mittelpunktsachse (24) ist unendlich fern, wenn die Bedingungen (30) 
oder (31), also mit Hinzunahme von (22) die Bedingungen: 

(33) = 0, < - 0 , AZ = 0 

erfüllt sind, dagegen mit Rücksicht auf (25) für k = 1,2,3: 

(34) au
kV cckb, a"6 nicht alle 0. 

Infolge von (30) geben nun die Formeln § 107, (40): 

«4"i-(««)*, « ^ = 0£)V « ^ 3 = « ) 2 , 
« 4 " i - ( 0 ' , «2AM

2 = « ) 2 , 43 = «6)2, 
und die Formel § 107, (38) mit gleichzeitiger Rücksicht auf (33): 

u*A*n + V*A;, + W*AU = (<4)
2 + « 5 ) ä + (<6)*. 

Durch Addition (§ 107, (22)) folgt, daß innerhalb der Voraussetzungen (33) : 

(35) Ai'" = « ) * + « ) » + (<£)» + « J* + « ) * + «„)* 
+ «4)2 + «5)2 + «e)2

? 
also a"4, c^5, a%& (k = 1,2,3) nicht alle oder alle 0 sind, je nachdem 
A'u + 0 oder = 0 ist. 

Die Bedingungen einer bestimmten unendlich fernen Mittelpunkts-
achse der Schnittkurve sind daher an Stelle von (33), (34) auch: 

(36) ^ " = 0, 4 = 0, AZ-0, Ä" + Q. 

11. Keine bestimmten Mittelpunkte der Schnittkurve. Sind 
nunmehr neben (33) im Gegensatz zu (34), bezüglich (25): 
(37) aklJ cck2, , a*4, , & (7c = 1 , 2 , 3 ) alle 0, 

so wird die Mittelpunktsachse (24) unbestimmt. Die sechs Unter
determinanten = 1 in (37) sind zugleich die Unterdeterminanten 
zweiteu Grades der Matrix: 

wa21— vabl wa22 —# 32 wa22 — vaS3 wa24: — v % 

\ v w s I ' 

ihr Verschwinden bedeutet^den Zusammenfall der Ebenen: 

wf2 — vfB = 0, + vy + w# + s£ = 0. 
So fallen infolge von (37) die drei Ebenen (3) alle zusammen, so daß 
jeder Punkt der schneidenden Ebene u, v, w, s als Mittelpunkt zu 
gelten hat. 
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Die Bedingungen dieses Falles sind nach (35) statt (33) und (37) 
auch: 
(38) Au = 0, Au

u = 0, AZ = 0, ÄU=Q. 

12. Gesamtübersicht. Die Schnittkurve § 110, (9); (10) hat 
unter der Bedingung (§ 23, 8; § 94, 10): 

(A"± =j= 0: einen endlichen Mittelpunkt 5 

\ "± = 0, J .MJ .^4=0: einen unendl. f. Mittelpunkt; 

(39) \ A ^ = 0, Au = 0, Ä£ + 0: eine endl. Mittelpunktsachse; 

\AU
U = 0, Au = 0, ^ = 0, Äu + 0: eine u.f.Mittelpunktsachse; 

L * 4 = 0, AM = 0, A'£ - 0, ^'M = 0: keine best. Mittelpunkte. 

§ 112. Mittelpiinktsgleichnng der Schnittkurven mit endlichen 

Mittelpunkten. 

1. Allgemeine Form der Mittelpunktsgleichung. In der Glei
chung § 108, (12) der Schnittkurve der Fläche g(xy y, z) = 0 mit der 
Ebene u, vy w, s fehlen die linearen Glieder, wenn: 

oder auch:^ 

9l • 92° : 93° = A f t - ßiVl : 7l<*2 - ft«! : «1Ä - «2 017 

oder (I § 37, (12)) nach § 108, (5): 

" 9i-9*'-9b =u:v:w, 
oder mit einem Proportionalitätsfaktor Q: 

(2) 0 + * = 0, #2° + o*; = 0, Ä ° + ^ = 0. 

Dies sind aber, da Sl = #0, /0, 0O auch der Gleichung § 108, (6) 
genügt, die Bedingungen § 106, (26) des Mittelpunktes. Auch um
gekehrt folgt mit Rücksicht auf § 108, (7) das Verschwinden der 
Koeffizienten (1), wenn man für g^} g2°, g3° die Werte (2) einsetzt. 

Die Gleichung der Schnittkurve erhält daher in einem Koordinaten
system &§^ ihrer Ebene immer dann und nur dann die Form: 

(3) . <J2 + 2<2^ + < 2 ^ < 4 = 0, 
wenn der Anfangspunkt £1 ohne Rücksicht auf die Richtung der Achsen 
| , rj ein (endlicher) Mittelpunkt der Kurve ist9S) 

Sie heißt dann die Mittelpunktsgleichung der Kurve und ist da
durch gekennzeichnet, daß die linearen Glieder 2a^ + 2a2'4^ fehlen. 
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2. Das konstante Glied der Mittelpunktsgleichung. Das kon
stante Glied der Gleichung (3) wird nach § 66, (21) und nach (2): 

< = 9° =* 0 i 4 + 92° + & + &° = #4° - Q(U%O + vVo + WSQ) 

und nach § 108, (6): 
(4) ' <*L = 9S + Q8, 

wo für x0, y0? #0 die Koordinaten des Mittelpunktes Ä zu setzen sind. 
Man kann daher a^ bestimmen, indem man x0, y0, 0O und Q aus den 
folgenden Gleichungen eliminiert (§ 111, (2)): 

/ anx0 + atìy0 + al320 + a14 + çu = 0, 

«21#0 + «22#0 + «23*0 + «24 + QV =0, 

(5) l a31x0 + a32y0 + a33#0 + a34 + QW = 0, 

«4 + «42*/o + «43̂ 0 + («44 — «44) + (>5 = 0, 

' o 0 + v^o + w^o + s = 0. 
3. Das konstante Glied bei bestimmtem Mittelpunkt. Durch 

Elimination von x0, y0, z0, 1 und Q aus (ö) folgt: 

«11 «12 «13 «14 ** 

| «21 «22 «23 «24 V 

| «31 «32 «33 «34 W | ~ 0 , 
i / 
| «41 «42 «43 «44 «44 S 

I v w s 0 
oder entwickelt: 
(6) A'-A^ai-O. 

Im Falle eines bestimmten endlichen Mittelpunktes (§ 111, (10)) 
ist daher (§ 95, (7)): 

eo «;4 = ̂ 4 (^+o). 
4. Das konstante Glied bei bestimmter Mittelpunktsachse. Im 

Falle einer Mittelpunktsachse ist nach § 111, (20) und (21): 

(8) A^-O, A l - 0 , A l - 0 , Aa
u = 0, 4 " - 0, 

so daß die Gleichung (6) unbrauchbar wird. Jedoch gibt dann die 
Elimination von y0, #0, 1, Q aus den vier letzten Gleichungen (5): 

I «21*^0 » «24 «22 «23 ^ i 

I «31^0 H" «34 «32 «33 W \ r\ 

_L_ ( ' \ I ~ 7 

I «41^0 l l«44 «44/ «42 «43 S 

] UXJQ + S V W 0 \ 

oder da der Koeffizient — von x0 nach (8) verschwindet: 

(9) ^ - « u < = 0. 
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Auf gleiche Weise folgt bei Unterdrückung der zweiten oder 
dritten Gleichung (5): 

(9) » - « , " , « -<>, * 3 - < 3 < = 0. 

Durch Addition der Gleichungen (9) erhält man sodann mit Rück
sicht auf § 107, (22) und § 109, (10): 

(10) - 4 - 0 . 

Im Falle einer bestimmten'endlichen Mittelpunktsachse (§ 111, (32)) 
ist daher: 

ai) <=3Ì :+°)-
5.. Das konstante Glied bei unbestimmtem Mittelpunkt. Ist der 

Mittelpunkt ganz unbestimmt, so ist nach § 1 1 1 , (37): 

& = 1 , 2, 3, 
so daß die Gleichungen (9) unbrauchbar werden. Jedoch gibt dann 
die Elimination xQ, 1, Q aus der ersten, vierten und fünften Glei
chung (5): 

| a i l 12 0 + ^13^0 + 14 U \ 
aài %Î2/O + ««*o + au~aL s | = °> 

vy0 + W0O + s 0 | 

oder da die Koeffizienten cu4 und — CC^A v o n un<^ ô n a c n (12) ver
schwinden: 
(13) < 4 + M

2 < 4 = 0, 

und entsprechend: 

(13) «u + *4*-0 , «S, + «»a^-0, 
und durch Addition mit Rücksicht auf (12) und § 107, (23); § 108, (4): 
(14) A"» + e*ai - 0. 

Im Falle eines unbestimmten Mittelpunktes (§ 111,(38)) ist daher: 

/ i - \ ' A"u 

6, Die Hauptachsengleichung der Schnittkurve. Die Herstellung 
der Gleichung (3) erfolgte durch Verlegung des Anfangspunktes Sl nach 
einem Mittelpunkt ohne Rücksicht auf die Richtung der Achsen %y \. 
Andererseits entstand die Gleichung § 110, (11) durch Annahme der 
Hauptachsenrichtungen für die Achsen §, 17 ohne Rücksicht auf die 
Wahl von &. 

Legt man daher gleichzeitig die Achsen | , rj nach den Hauptachsen-
richtungen und den Anfangspunkt & in einen (endlichen) Mittelpunkt, 
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so muß die Gleichung der Schnittkurve die Form erhalten: 

(16) M' + W + «a-0. 
Die alsdann nach Lage und Richtung bestimmten Achsen sind die 
Hauptachsen der Kurve und (16) ist die Hauptachsengleichung. 

7. Hauptachsengleichung der Kurven mit Mittelpunkt. Nach 
§ 110, (11) und § 111, (10) ist: 

(17) AM4 + 0 
die gemeinsame Voraussetzung dafür, daß keine der Größen kx und l2 

in (16) verschwindet, und dafür, daß ein bestimmter endlicher Mittel
punkt vorliegt. 

Unter der Voraussetzung (17) kann also die Gleichung der Schnitt
kurve auf die Form: 

(18) A^2 + l2n
3 + 4" - 0 

-^44 

gebracht werden, wo weder X± noch A2 verschwindet. 
Die Hauptachsen £, rj sind nach § 110, 5 eindeutig bestimmt, 

wenn Xx und A2 verschieden, dagegen beliebig drehbar, wenn X± = X2. 

8. Hauptachsengleichung der Kurven mit Mittelpunktsachse. Die 
Bedingungen einer endlichen Mittelpunktsachse § 111, (32): 

(19) Au = 0, < - 0 , AZ + 0, 

haben nach § 110, (13) gleichzeitig zur Folge, daß eine der Wurzeln 
A1? A2 verschwindet. 

Unter der Voraussetzung (19) kann die Gleichung der Schnittkurve 
auf die Form: 

.(20) hn2 + C = 0 
gebracht werden, wo X2 nicht verschwindet. 

Der Anfangspunkt Sl des Systems Sl^rj ist dann einfach unbestimmt, 
ein beliebiger Punkt der Mittelpunktsachse; die Achsen £, r\ sind ein
deutig bestimmt 

Die Hauptachse £, deren Richtungskosinus nach § 110, (14): 

(21) «x : ft : n = H,,(0) : H„(0) : H„(0) = «£ : < , = « , 

sind, kommt nach §111 , (27) d?e Mittelpunktsachse selbst zu liegen. 

9. Hauptachsengleichung der Kurven mit unbestimmtem Mittel
punkt. Die Bedingungen eines unbestimmten Mittelpunktes §111, (38): 

(22) Au = 0, Au
u = 0, ^ = 0, A'u = 0 
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haben nach § 110, (15) gleichzeitig zur Folge, daß die Wurzeln Xl7 l2 

beide verschwinden. 
Unter der Voraussetzung (22) hat die Gleichung in jedem System <ß£?7 

in homogenen Koordinaten £>, , die Form: 

U 

(23) _ ^ T * = 0. 

10. Bedeutung der Hauptachsengleichung. Nach ihrer Form 
stellt die Gleichung (18) eine eigentliche Mittelpunktskurve zweiter 
Ordnung, eine Ellipse oder Hyperbel dar, wenn: 

(24) Au + 0, 

ein eigentliches Strahlenpaar mit endlichem Mittelpunkt, wenn: 

(25) Au = 0. 

Im letzteren Falle, wo der Mittelpunkt 1 = 0, r\ = 0 auf der Kurve 
liegt und zugleich ihr Doppelpunkt ist, muß mit (17) nach § 107, (28): 

(25') A'u + 0 
sein. 
Da s in (18) nur in Au § 107, (5) vorkommt, folgt nach § 110, 6: 

Elliptische oder hyperbolische Schnitte paralleler Ebenen sind ähnlich 
(im weiteren Sinne § 14, 10) und ähnlich liegend.™) 

Nach ihrer Form stellt die Gleichung (20) ein Parallelstrahlen' 
paar dar, wenn: 
(26) A'u + 0, 

einen endlichen Doppelstrahl, wenn: 

(27) J.'* = 0. 

Im letzteren Falle, wo die Mittelpunktsachse = 0 auf der Kurve liegt 
und zugleich die Doppellinie und die Kurve selbst darstellt, muß mit 
(19) nach § 107, (46): 
(28) A"u + 0 
sein. 

Parallellinien- und Doppellinienschnitte paralleler Ebenen sind 
parallel. 

Die Gleichung (23) stellt eine unendlich ferne Doppellinie dar. 

11. Übersicht der Hauptachsengleichungen. Nach dem Range 
geordnet (§ 107, (6)5 (28); (46)), zerfallen die Schnittkurven mit end
lichen Mittelpunkten in die folgenden Formen (§ 24, 9): 



§ 112, 11. § 113, 1 -2 . 607 

/ + 0- ^ + 0 : 2 j 2 + A 2 ^ 2 + ^ = 0 : Ellipsen und Hyperbeln; 

Au = 0, Äu + 0; ^ 4 + 0 : ^ 2 + 2 ^ = 0 : Gekreuzte Strahlen

paare; 

... = 0 , ' + 0; Al = 0, A^ + Oarf + ^Z = 0 : Parallel-

vA / | • lmienpaare; 

Au = 0, A'u = 0, A"u + 0; ^ 4 = 0, ^ + 0 : ^ ^ = 0 : Endliche 

Doppelgerade ; 

[ = 0 , ^ ' = 0, A"u + 0- A"u = 0, ^ = 0 : - 4 ^ * = 0 : Un-

endlich ferne Doppelgerade. 

§ 113. Sclmittkurven ohne endlichen Mittelpunkt. 

1. Einführung der Hauptechsenrichtungen. Die gemeinsame 
Bedingung der SchnittkurVen ohne endlichen Mittelpunkt ist nach 
§ 111, (18) und (33): 
(1) ^ = 0. 

Führt man daher in der schneidenden Ebene ein Koordinatensystem 
Sl^rj ein, dessen Achsen § und rj, bei verfügbar bleibendem Anfangs
punkt Sl = x0, y0, z0, die Hauptachsenrichtungen haben, so wird die 
Gleichung der Schnittkurve nach § 110, (13) und (15): 

(2) 2^2 + 2 < J + 2 < ^ + ai = 0. 

Je nachdem dann ein unendlich ferner Mittelpunkt oder eine solche 
Mittelpunktsachse vorliegt, ist: 

(3) 2 = - ^ : 2 oder (3') A2 = 0. 

2. Beziehung der Hauptachsenrichtungen zu dem unendlich 
fernen Mittelpunkt. Die Schnittkurve hat nach § 111, (17); (18) 
einen bestimmten unendlich fernen Mittelpunkt, wenn neben (1): 

(4) (Alf + « ) * + (Au
My = - A"AZ + 0. 

Er liegt nach § 111, (15); (16) in der Richtung: 

(5) a , : ^ : ^ - ^ : ^ : ^ - « ; , : ^ : « ? , , * = 1, 2 oder 3, 

und gehört der Schnittkurve selbst an. Diese Richtung hat aber 
nach § 110, (14) auch die Hauptachse £. 

Die Hauptachsenrichtung i; ist dieselbe, wie die Richtung nach dem 
unendlich fernen Mittelpunkt (§ 25, 2). 
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Wir verfügen über ihre Pfeilspitze, indem wir mit Rücksicht 
auf (4) in: 

(6) « , - ^ , T f t - < , 1 = " ; t = V- A"AZ, 

die positive Wurzel nehmen. 
Die Schnittkurve hat nach § 111, (35), (36) eine bestimmte un

endlich ferne MittelpunMsachse, wenn neben (1): 

^ eU'«= («£)» + * + («?.)* + « J 2 + • • • + (<6)
2 + 0. 

In diesem Falle sind die Hauptachsenrichtungen nach § 110, (15) un

bestimmt. 

3. Verschwinden eines linearen Gliedes. Die beiden Koeffi
zienten: 

(S) j »u - ft4 + Ä°A + & ; 

können mangels eines endlichen Mittelpunktes nach § 112, 1 niemals 
beide gleichzeitig verschwinden. Wohl aber kann über den Punkt 

== xo> > ô innerhalb der schneidenden Ebene: 

(9) ux0+ vy0+ W0Q+ s = 0 

derart verfügt werden, daß einer der Koeffizienten a14, a2\ und außer
dem a44 verschwindet, also: 

(10) ^ - + ° + 1 - 0 ; ( ) 4'4 = <?°=0. 

4. Der Scheitelpunkt der Kurven mit einem unendlich, fernen 
Mittelpunkt. Im Falle (4) sind die Hauptachsenrichtungen ax, ft, yt 

und cc2>ß2yy2 mit (5) bekannt. Die drei Gleichungen (9); (10); (11) 
bestimmen dann nach § 106, (6); (13); (14) den Punkt x0, yQ, z0 der 
Schnitt kurve derart, daß deren Tangente in ihm die Richtung 

Wir nennen diesen Punkt, in dem Normale und Tangente der 
Kurve die Hauptachsenrichtungen £ und r\ haben, den Scheitelpunkt 
der Kurve (§ 25, 4). 

Da neben (10) auch: 

(12) ucc1 + vß1+wy1 = 07 ua2+vß2 + wy2=0y o, o, + ft ft + yx y2 = 0, 

so folgt durch Elimination von cc2, ft, y2\ 

I &° ft° 9b° ! 
(13) | v w = 0 

! «i A A I 
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(§ 106, (17)). Es können dann zwei Größen Q und so bestimmt 
werden, daß: 

(14) gJ + QU + ^ , gf + Qv + tß^O, * +QW + 6?1 = 0. 

Auch folgt hieraus umgekehrt durch Multiplikation mit cc2, ß2, y2 

und Addition mit Rücksicht auf (12) wieder (10). 
Der Scheitelpunkt hat daher den fünf Gleichungen (9); (11); (14) 

unter Elimination ton Q und zu genügm; wir beweisen im Folgen
den, daß unter den Voraussetzungen (1) und (4) ein einziger endlicher 
Scheitelpunkt vorhanden ist. 

Aus (14) folgt überdies mit Hinblick auf (12) und (8): 

(15) < = - ( > . 

5. Gleichungen und Koordinaten der Hauptachse. Abgesehen 
von der Gleichung (11) liegen für den Scheitelpunkt die folgenden 
vier Gleichungen vor: 

/ X1 = anx0 + a12y0 + «13̂ 0 + au +QU + aa1=*0, 

(16) X a = a2±X° + *2 + ™*° + ^ 4 +9V + 6ßi=0> 
I X3 = a31x0 + ad2yQ + a3dz0 + a34 + QW + = 0 , 

l X 4 = ux0 + vy0 +wzQ +s = 0 . 

Da nun für die Determinante Au in § 107, (5) infolge von (1) 
die Gleichungen: 

anÄ
U

u + V ^ - 2 4 + %1^34 + UÄt± = 0 7 

ai2^-U " a22^-24 "t" a32^-34 + V ^ 5 4 = ^ , 

alsA^ + a2BAu
M + aSBA^ + wAu

bA = 0 , 

a i 4 ^ 1 4 + a 24^24 + a34^-34 + S ^ 5 4 = ^ 

+ v A24c + wAu
u = 0 

gelten, so folgt aus (16) durch Multiplikation mit A%é) A"é, A^ 
und Addition: 

A" + ( 1 " + Abb + AliYl) = 0 , 

oder nach (6) und § 108, (16): 

Au+0r = O, 
oder da A" + 0: 

(17) =- — = , A = ^ - ~ • 

Setzt man diesen Wert von in die Gleichungen (16) ein, so 
besteht zwischen deren linken Seiten die Identität: 

AU
UX, + A»t X, + A"UXS + A^X, = 0 . 
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Da hier A"4, -424, A"4 nach (4) nicht alle verschwinden, ist wenig
stens eine der drei ersten Gleichungen (16) von den übrigen Glei
chungen (16) abhängig. Die Gleichungen (16) stellen daher unter 
Elimination von Q eine gerade Linie dar, auf der der Scheitelpunkt 
xo> > zo Hegen muß. Um ihre Koordinaten zu bestimmen, eliminieren 
wir aus den drei letzten Gleichungen x0, 1, Q und erhalten: 

| «21 «22% + «23̂ 0 + «24 + 6ßl V ! 

; «si + « * + «34 + 6Yi w j = 0 
\ U Vy0+ WZQ+S 0 j 

oder: 
(18) < 2/ - < 2 * + 1 4 = 0 , 
wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

J «21 «24 + 6ßl V i 
(19) A u = | a31 a34 + w r 

\ s 0 I 

In gleicher Weise folgt durch Elimination von y0, 1, Q und z0, 1, Q: 

(18') a^UQ — < #0 + A24 = 0 , au
nx0 — a^y0 + A34 = 0 , 

wo entsprechend: 

; «22 «24+ 6ßl V ? I «23 «24+ ßl V I 

(19') A24 = j a32 a34 + w j , A34 = a33 a34 + ayt w j -

! v s 0 I | MI s Ol 
Die durch die Gleichungen (16) unter Elimination von Q dar

gestellte Gerade hat die Achsenkoordinaten (I § 48, (11)): 

(20) q2S : q31 : q12 : ?14 : ?24 : g34 = < x : a*2 : < 3 : A14 : A24 : A34, 

wo A14, A24, A34 die Werte (19); (19') und darin ßlf yx und die 
Werte (6) und (17) haben. 

Diese Gerade hat die Richtung (5), geht also durch den unendlich 
fernen Mittelpunkt der Kurve. Sie wird daher (§ 25, 6) die Kurve noch 
in einem zweiten Punkte schneiden, der mit Rücksicht auf (11) der 
Scheitelpunkt ist. Sie wird also die |-Achse des neuen Koordinaten
systems. Wir nennen sie die Hauptachse der Schnittkurve. 

6. Die Koordinaten des Scheitelpunktes. Nachdem die Glei
chungen (9) und (10) durch die Gleichungen (9) und (14) ersetzt 
sind, bleibt noch die Gleichung (11) hinzuzufügen, die nach (9) und 
(14) in der Form geschrieben werden kann: 

9° = &*4 + + ft4 + #4° = - (QU + * « i ) * o - (QV + 6ß±)y0 

— (QW + 0 ±)2 + g4° = &°— ( 0 + ßty0 + y±*0) + QS. 
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Daher ist der Scheitelpunkt schließlich (mit Rücksicht auf (6) und (17)) 
aus den Gleichungen zu bestimmen: 

( Au 

anx0 + a12y0 + a13z0 + au+ QU + -^ = 0 , 
I ^ 4 4 
I AU 

«2 + «22̂ 0 + «23̂ 0 + «24 + 9V + ~T^ = °> 
I -̂ -44 

/01N I Au 

i*4 { aBlx0 + aS2y0 + auzQ + aM + pw + - = 0 , 
I ^44 

( « 4 1 - ^ ) ^ 0 + ( « 4 2 - ^ ) % + ( « 4 3 - 2 ^ ) ^ 0 + « 4 4 + ( > 5 = 0 , 

( ux0+vy0 + wz0+s = 0, 

WO p zu eliminieren ist (§ 97, (21)). 
Bezeichnet mau nun mit X, Yy Z, T, B, S die mit abwechselnden 

Vorzeichen zu versehenden Unterdeterminanten fünften Grades, die 

aus der Matrix der Koeffizienten von x0, yQ, z0, 1, Q, -TTÜ entstehen, 

indem man je eine der sechs Kolonnen wegläßt, so folgt: 

x0:y0:z0:l:9:~ = X:Y:Z:T:B:S. 
44 

Hier ist insbesondere: 

I «11 «12 «13 «14 U I I «11 «12 «13 «14 U I 

«21 «22 «23 «24 V I «21 «22 «23 «24 V 

S = — «31 «32 «33 «34 W I = __ AU 4 - — a 31 «32 «33 «34 W 

Au Au Au ^-44 
\ n ^14 n ^ 2 4 ^34 JW i « J M   

«41 ^ ' «*42 ^ ' »43 j ^ «44 6 ^14^ -24 ^ 3 4 U U 

\ U V W 5 0 I I U V W S 0 I 

oder, nach den Elementen der vierten Zeile entwickelt: 

S - - A* + ^ {(^4)
2 + № 2 + № ) 

und nach (4): S = - 2 4 * 

Unter den Bedingungen (1), (4) gibt es einen bestimmten endlichen 
Scheitelpunkt mit den Koordinaten (§ 25, (26)) :94) 

(22) X0= ~2 ^' = — 2AUA'£7 *° — 2AUA'4%> 
wo: 

| «12 «13 «14 U - ^ - 1 4 I 
AU j 

I #22 «23 «24 V ^ -24 i 

(23) X = I a32 «33 «34 W ^ 4 j 

«42 lr~u «43 '~ «44 S ^ 
-^-44 -^-44 

I «? W S 0 0 I 
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7. Kanonische Gleichung der Schnittkurve. Mit Rücksicht 
auf (10), (11) und (15) folgt nun aus (2): 

Unter den Voraussetzungen (1), (4) kann die Gleichung der Schnitt-
kurve stets auf die Form: 

(24) V f - 2 e | - 0 
gebracht werden, wo 2 und die Werte (3) und (17) haben. 

Die Kurve ist eine Parabel (§ 25, (27)) mit dem Scheitelpunkt 
(22) und der Hauptachse (20). 

8. Schnitte paralleler Ebenen. Die Bedingung (1) ist von s 
unabhängig, ebenso die Richtung (5) und der Ausdruck Ä^ nach 
§ 107, (20) und § 109, (10). Sind daher die Bedingungen (1): (4) 
für eine Ebene u, v, w, s erfüllt, so sind sie für alle parallelen 
Ebenen auch erfüllt, mit Ausnahme einer, für die Au = 0. Diese in s 
quadratische Gleichung hat nämlich die Diskriminante — *± = 0.180) 

Ist die Schnittkurve der Fläche zweiter Ordnung mit einer Ebene 
u, v, w, s eine Parabel, so gilt dasselbe von der Schnittkurve mit jeder 
parallelen Ebene, die nicht Tangentialebene ist (§ 107, (7)) 

Die Parabeln paralleler Schnitte sind ähnlich liegend.180) 
Die homogenen Koordinaten x0, y0, z0, t0 des Scheitelpunktes 

(22) sind ganze Funktionen zweiten Grades von s, etwa: 

rx0 = A0 + A^+A^s*, ry0 = B0 + BiS + B2s
2, tz0 = C0 + Cts+ G2s

2, 

Tt0=D0+DlS + D2s\ 

Durch Elimination von x, 1,5, s2 folgt die Gleichung einer Ebene; 
also folgt nach § 66, 8: 

Der Ort der Scheitelpunkte eines Systems paralleler Parabelschnitte 
ist ein Kegelschnitt (§ 74, 2). 

9. Gleichung der Schnittkurve bei unendlich ferner Mittel
punktsachse. Unter den Bedingungen (1); (7) wird die Gleichung 
(2) infolge von (3'): 

(25) 2 < g + 2<7? + < = 0 ( 2 < J r + 2 < 4 ^ r + < r 2 = 0) , 

wo nach 3 die Koeffizienten a14 und a24 nicht beide verschwinden. 
Die Schnittkurve mit einer unendlich fernen Mittelpunktsachse be

steht daher aus einer endlichen und einer unendlich fernen Geraden. 

10. Die Richtung der endlichen Geraden (25). Da jetzt nach 
§ 111, (20); (22): 

« - 0, Au
u = 0, Al = 0, Al = 0; A" = 0, 

50 ist für die Determinante Au mit = 1, 2, 3, 4: 
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«U Atl + «12 Al% + «13 Alz + " = ° > 

an 1 + aì2 Au
kt + ai$ Au

ka + v Au
kb = 0 , 

«3i 4?i + «» ^ + «ss 1 + w * - ° » 
«41 + «42 2 + «43 + S 5 = ^ » 

M ^ + « ^ , + wA"k3 = 0. 

Aus den vier ersten dieser Gleichungen folgt durch Multiplikation 
mit #0, y0, z0, 1 und Addition: 

ffMil + #2° A*2 + ft%"8 + 5 (**0 + ^O + «**0 + S) = 0 . 

Für einen beliebigen Punkt x0, y0, z0 der Ebene (9) ist daher die 
Gleichung (10) erfüllt, wenn man für die jetzt völlig verfügbare 
Hauptachsenrichtung a2} ß2, y2 die Richtung: 

(26) « 2 : & : r 2 = A V ^ V 4 B 3 ( * - 1 , 2 oder») 

nimmt; die nach (7) stets bestimmt ist (A'u =|= 0). Es ist die Rich
tung nach dem unendlich fernen Doppelpunkt § 107, (17). 

Wählt man dann noch für x0, y0, z0 einen endlichen Punkt der 
Linie (25), so nimmt die Gleichung (25) mit (10) und (11) die 
Form an: 
(27) gr = 0 . 

Die endliche Gerade der Schnittkurve (die -Achse) hat dabei die 
Bichtung (26). 

§ 114. Unterscheidung nach den Vorzeichen der Koeffizienten. 

1. Kanonische Gleichungen der Schnittkurve. Nach den vor
stehenden Entwicklungen kann die Schnittkurve der Fläche zweiter 
Ordnung: 

(!) 9(?> , *) = au%2 + 22 2 + ass*2 + 2a2Byz + 2anzx 
+ 2a12xy + 2aux + 2a2ly + 2aMz + au = 0 

mit der Ebene: 
(2) + vy + wz + s = 0 

in bezug auf ein in der Ebene (2) selbst gelegenes rechtwinkliges 
System &l%ri durch eine kanonische Gleichungsform dargestellt werden. 
Diese ist abhängig einerseits von dem Bange der Kurve selbst und 
andererseits von dem Bange des unendlich fernen Punktepaares der 
Kurve (§ 26, 1) und gehört dementsprechend in ein bestimmtes Feld 
der folgenden Tabelle (§ 112, (29); § 113, (24); (27-)): 

Stande, Flächen zweiter Ordnung. IL 40 
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( 3 ) Il I I III. Au = 0, I 
I. Au4=0: . Au=0, A'u=±=0: u ' 

Eigentl. Kegelschn. | Getrennt. Linienp. _ 

Doppellm. 

G e t ! e n n t p t 0
k t e p . | j ^ ä + ^ 8 + € = 0 | ^ + ^~° j * | 

Doppelpunkt p - ' H ^ H ^ , + ^ 5 - ° | ^ =° I 

3 . ^ = 0 , ^ * = 0: [ 
Unbestimmt. 

Dazu käme noch eine Kolonne mit der Überschrift (§ 107, (45)): 
IV. Au=0, Äu=0, Ä'u=0: Unbestimmt, 

die in der 3. Zeile die Bemerkung enthält: Ebene (2) Bestandteil der 
Fläche (1). 

In dem freibleibenden Felde * widersprechen sich nach § 107, 
(26); (27) Zeilen- und Kolonnenbedingungen; ebenso in dem Felde **, 
weil Au

u = 0, Ä4l = 0 nach §111,(17) die Gleichungen § 111,(20) 
und danach § 1 1 1 , (21) zur Folge haben. 

2. Übergang von einer beliebigen Ebene zur xy~Hïbene. Nimmt 
man mit: 
(4) = 0, v = 0, w = 1, s = 0 
die ^ als schneidende Ebene (2), so erhält man direkt aus 
(1) mit # = 0 die Gleichung der Schnittkurve in der Form § 26, (1), 
falls man nachher a u , <x24, au mit an, a2B, a33 bezeichnet. 

Gleichzeitig wird nach § 107, (5); (9); (20): 

/p-N M = — ^-5 ^ - n = — ^ 1 1 , ^ 2 2 ^ ~ ^ 2 2 > ^ 3 3 = Q> ^ 4 4 = "~ ^ 3 3 î 

\ 1 — — a22, a22 — a117 — , — , — , — 33 , 

und damit nach § 107, (22); (23) und § 109, (10): 

(6) A'u=-A'f A"«=-A"- AZ = - A - , 

sowie nach § 109, (25): 
(7) At + A2 = 3 3 , À1À2== , 

wo nunmehr A, Akv Ä, A", J.33 die Bedeutung von § 26, (2) haben. 
Die Tabelle (3) für die Schnittkurve (1), (2) geht daher mit allen ihren 
Bestandteilen in die Tabelle § 26, (2) für den Kegelschnitt über. Der 
Vorzeichenunterschied in den Feldern I, 2 rührt daher, daß die Pfeil
spitze der |-Achse in § 25, (8) und § 113, (6), weil im Sinne von (5) 
auch A™4 = — Alb7 A2± = — A2bf J.34 = 0 wird, die entgegengesetzte ist. 
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Es ist nun wie dort, auch in (3) noch nach den Vorzeichen der 
Koeffizienten zu unterscheiden. 

3. Die Arten der eigentlichen Kegeschnitte. Schreibt man die 
Gleichung I, 1 der Tabelle (3) mit den Abkürzungen: 

Au Au 

( 8 ) a = - ~ ß = -Jü-T 
in der Form: 

so wird nach § 109, (25): 

(iv) {AuiYK%ì {AuiY, « i - P . {Aui? 

Die Vorzeichen der Koeffizienten a, ß sind daher (§ 26, (7)) für: 
i-Au

u>0 ÄuAZ>0: + + 

( ) - 4 > 0 AuAZ<0:  
\- <0 : ± + -

Die Bedingungen der zweiten Zeile (11) sind aber ersetzbar durch 
die beiden Angaben: 

(12) - Au
u > 0, - Au

u und AUA2 nicht beide > 0. 

Denn diese lassen nur die Möglichkeiten offen: — J . " 4 >0 , AuA'"4<iO 
oder - Au

u > 0, AUAZ = 0. Nun ist aber für I , l / + 0 und nach 
§ 111, (29) für —Au

u>0 stets A™ + 0, so daß die zweite Möglich
keit wegfällt. Für die dritte Zeile (11) sind ebenfalls — Au

u und 
AUAZ nicht beide > 0. 

Wir können daher die Angaben (11) auch in folgende Tabelle 
ordnen, indem wir zugleich die Bezeichnung von § 26, (9) einführen 

(13) || Au + 0 | 

- > 0, Au AZ > 0 j - 4J4, Au A'£ nicht beide > 0 

4 £ 2 7 ) 2 I £ 2 Î72 I 

- ^ ï 4 > 0 .^- + ^ + 1 = 0 I j + ^ - i ^ o | 
A», + 0 - 1 

- ^ 4 < 0 0 ± ^ _ j - 1 = 0 I 
I a ß I 

In dem frei bleibenden Felde widersprechen sich Zeilen- und Kolonnen
bedingungen. Hier schließt sich die ^Parabel I, 2 an die zweite 
Kolonne an: 

(14) ^Ï4 = 0, -4ÏÏ + 0 0 | ^ + 2 | = 0 | 
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da für sie nicht nur A1^ = 0, sondern nach § 111, (17) auch 
AUAZ < 0 ist., 

4. Die Arten der Linienpaare. Die Gleichung II, 1: 

(15) i jg ' + V / ' - O , M 8 = - ^ -

stellt, je nachdem — Au
u > 0 oder < 0 ein imaginäres oder reelles 

Linienpaar dar. Da aber für Au = 0, Au
u + 0 nach § 107, (24) Äu 

und A^ stets dasselbe Vorzeichen haben, können wir die doppelte 
Form der Bedingungen in folgender Tabelle ausdrücken: 

(16) II J.u = 0, A'u=^0 ! 

i| — A'u>0 \ —A,u<0 | 

•I V Ti2 ! 

-^>°!l -b + 7 « e 0 i ° 
4L + 0 jj  

^ 0 II n n I 

n I _ [ 

Die Gleichung II, 2: 

(17) *,,» + £ = 0, Aä = - ^ (§ 109, (26)) 
^ 4 4 e 

stellt, je nachdem — Äu > 0 oder < 0, ein imaginäres oder reelles 
Parallellinienpaar dar. Es ergibt sich also im Anschluß an die 
Tabelle (16): 

' i| =— I I 
(18) Î̂4 = o, ^ïï + oj --£ + 1 = 0 j | ^ ~ i = o j 

Für den Fall II, 3 ist nach § 111, (35) stets — A'u < 0, so daß 
er sich an die zweite Kolonne von (16) und (18) anreiht: 

( 1 9 ) ^ = o , ^ = o |j 0 | 7j* = o 

5. Allgemeine Übersicht der Arten der Schnittkurve. Indem 
man die Tabellen (13), (14), (16), (18), (19) nunmehr in die Tabelle (3) 
einträgt, ergibt sich die folgende allgemeine Übersicht (20), aus der 
die Art der Schnittkurve der Fläche (1) mit der Ebene (2) nach den 
Bedingungen der Zeilen und Kolonnen zu entnehmen ist. Dabei haben 
A\ Am, Ä'u; Au

u, AZ die in § 107, (5); (22); (23), § 111, (5), 
§ 109, (10) angegebene Bedeutung und sind zugleich die Namen der 
Kegelschnitte eingefügt (§26, (19)) :182) 
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IV. Kapi te l . 

Schnitte besonderer Flächen und besondere Schnitte. 

§ 115. Ebene Schnitte besonderer Flächen. 
1. Glockenförmige und sattelförmige Flächen. Wird eine 

eigentliche Fläche zweiter Ordnung (A =4= 0, § 78, (2)) von einer Ebene 
geschnitten, die parallel ist der Tangentialebene eines reellen end
lichen Punktes der Fläche, so ist das Produkt der Hauptachsen-
koeffizienten der Schnittkurve nach § 110, (20): 

l 7 — _ ^*L = ^L ft* _ 2 i n 2 . a 2 
1 2 Qi QU ^ \ I .V2 l 7 

also von einem unveränderlichen Vorzeichen, dem entgegengesetzten 
der Determinante A. 

Eine solche Ebene schneidet daher die Fläche nur in Kurven der 
ersten oder nur in Kurven der zweiten Zeile der Tabelle § 114, (20), 
je nachdem A negativ oder positiv ist. 

Insbesondere schneidet die Tangentialebene selbst § 107 , (7) die 
Flächen A<0, also (§ 99 , (31)) das Ellipsoid, zweischalige Hyperboloid 
und elliptische Paraboloid, stets in einem imaginären Linienpaar, die 
reellen Flächen A > 0, also das einschalige Hyperboloid und das hyper
bolische Paraboloid, stets in einem reellen Linienpaar. 

Die Flächen A < 0 sind daher (§ 67, (28)) nichtgeradlinige, die 
reellen Flächen A > 0 geradlinige. Jene heißen auch positiv gekrümmte 
oder glockenförmige, diese negativ gekrümmte oder sattelförmige.1*1) 

2. Die Ellipsoide und Hyperboloide. Für die Fläche: 

(i) *-r. + S + 5-1-°> 
wo die Umkehr der Vorzeichen von c2 oder b2 und c2 vorbehalten 
bleibt, gibt die Berechnung der geränderten Determinanten § 114, 5: 
/6.N Au a2u2-\- b2v2 -\-c2w2— s2 

( \ , b2v2-\- c2w2— s2 ,u c2w2-{-a2u2— s2 *u a2u2-\-b2v*—s2
e 

\9) 11— 2 2 > 2 2 ~ ^ 2 - — ^ 2 ' 

f£\ Âu = -^ i - Âu —Ju . 4 — ws — a 2 ^ + fr2P8 + c 2 w 2 . 

•~v __ b2v2 + c2w2 _ c2w2-\-a2u2 _ a2u2 + b2v2 

( ) an — p^2 j «22 ^c^ > a33 — ^ 2 

Damit wird: 

(6) A« - A\a? + V + ê-l)- <1,, + ' — ' 
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/rj\ > b*v2 -\- * * c2w2-\-a*u2 a*u* -\-b2v2 

\ l ) — ~bV ^ T " a2b2 j 

oder: 
(8) ' = A'Ja* + ò* + <*) + aiui+^ct

ciw~ 
und überdies nach (2) und (4): 

(9) " + Äu = - aWc* ' 

Ohne Rücksicht auf eine etwaige Umkehr der Vorzeichen von b2 

und c2 ergibt sich daher aus (6), daß Au und Äu, und aus (8), daß 
für eine endliche Ebene v, w, s auch A^ und A'£ niemals beide 
gleichzeitig verschwinden können. 

Die ebenen Schnitte der Ellipsoïde und Hyperboloide sind daher 
entweder eigentliche Kegelschnitte oder getrennte Linienpaare und haben 
mit der unendlich fernen Geraden zwei getrennte Funkte oder einen 
Doppelpunkt gemein (§ 114, (3) nur I. und II. Kolonne, 1. und 2. Zeile) 

3. Das Ellipsoid. Für das Ellipsoid (1) ist nach (4): 

(10) - Au
u > 0, 

und nach (7): 

(11) sign AUAZ = - sign Au = - sign ( a V + V + c2w2 - s2). 

Aus der Tabelle § 114, (20) folgt daher183): 
Das Ellipsoid (1) wird von der Ebene u7 v, w, s in einer imagi

nären Ellipse, einem imaginären Linienpaar oder einer reellen Ellipse 
geschnitten, je nachdem: 

- (12) A 4 W + c V - s 2 < 0 , = 0 oder > 0. 
Die Ebenen mit imaginärem Linienpaar sind Tangentialebenen (§ 70, (10)). 

4. Das einschalige Hyperboloid. Beim einschaligen Hyperboloid: 

(- 2 für c2 in (1)—(9)) ist nach (9): 

(14) ^=-<+aw-
Ist daher: 

• (15) - 4 L > o , 
so ist stets auch Au>0. Mit (15) ist aber nach (4): 

a42 + bV - <*w* < 0, 
also auch: 

b V - c V < 0 und a2u2-c2w2<0 
und damit nach (7): 

j , u b*v2 — csio8 a*t*2— c2w2 a*u2 -f- b2v2 ^   
= ^ *" a*c* äFb* < 
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Neben (15) kann daher nicht AUA'£ > 0 sein. Da ferner nach (6) 
für Au=0: 

*,u a*t*2 + & 4 0 8 + c 4 w 8 + s * 

so sind in der Tabelle § 114? (20) die erste und dritte Kolonne 
unmöglich : 

Das einschalige Hyperboloid hat nur reelle ebene Schnitte. 
Ist die Ebene u, v, w, s keine Tangentialebene: 

(16) ahi2 + b V - c2iv2 - s2 4= 0, 

so ist die Schnittkurve eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je nachdem: 

(17) a V + W - c V < 0 , > 0 oder = 0 ; 

ist die Ebene eine Tangentialebene: 

(18) a2u2 + b2v2 - c2w2 - s2 = 0, 

so ist die Schnittkurve ein gekreuztes oder paralleles Geradenpaar, je 
nachdem : 
(19) A 2 + W - c V = s 2 > 0 oder = 0 . 

In parallelen Geraden schneiden somit die Tangentialebenen des 
Asymptotenkegels : 
(20) 2 + 2 - = 0, s = 0 

(§ 74, 2), in Parabeln die zu einer solchen Tangentialebene parallelen 
Ebenen: 
(21) a2u2 + b2v2 - c2iv2 = 0, 5 + 0. 

5. DaszweischaligeHyperboloid. Beim zweischaligen Hyperboloid: 

(22) 5-S--S=l 

(_ 2, - c2 für b2, c2 in (1)—(9)) ist nach (6) für Au = 0: 

a2&V ~ > > 

so daß die vierte Kolonne in § 114, (20) unmöglich wird. 
Ist die Ebene u, v, w, s keine Tangentialebene: 

(23) a2u2 - b2v2 - c2w2 - s2 + 0, 

so ist die Schnittkurve eine Ellipse (imaginär oder reell), Hyperbel oder 
Parabel, je nachdem: 

(24) a2u2-b2v2-c2w2>0, < 0 oder = 0 ; 

ist die Ebene eine Tangentialebene: 

(25) a2u2 - b2v2 - c2w2 - s2 = 0, 
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so ist die SchnittJmrve ein imaginäres Geradenpaar mit endlichem oder 
unendlich fernem Doppelpunkt, je nachdem: 

(26) a V - 6 V - c V = s 2 > 0 oder = 0 . 

In Parabeln schneiden die zu einer Tangentialebene des Asymptoten-
kegels parallelen Ebenen. 

6. Die Paraboloide. Für die Fläche: 

(27) <7 = f i + -J + 2* = 0, 
wo die Umkehr des Vorzeichens von c2 vorbehalten bleibt, gibt die 
Berechnung der geränderten Determinanten: 

(28) A^b-V±*£+l?lt 

/r>q\ _ __ s*_ AU _ c*w*-{- 2us Au _b*v2-\-2us 

u — _ ^j^M2™2 M _ _ ^ 2 _ _ ^ 
V ° 1 J a i l &2C2 ? a 2 2 c 2 ? ^33 &2 * 

Damit wird: 

(32) Äu - (62 + c2) Au - - + W
b t / w 4 ~ , 

/ o o \ j / w _ 5 ?2 + c2w8 w2 2 

v d ö ' 44 - t v ò 7 ~~ ^ " 

Ohne Rücksicht auf das Vorzeichen von c2 folgt aus (32) ; daß 
Au und Äu niemals beide gleichzeitig verschwinden können. 

Die ebenen Schnitte der Paraboloide sind daher entweder eigentliche 
Kegelschnitte oder getrennte Linienpaare (§ 1147 (3) nur I und IL 
Kolonne). 

7. Das elliptische Paraboloid. Beim elliptischen Paraboloid (27) 
ist nach (30) für jede endliche Ebene: 

-Au
u>0 oder = 0 , 

je nachdem u=\=0 oder = 0 , also die Ebene nicht parallel oder parallel 
der x-Achse ist. Die zweite Zeile der Tabelle § 114, (20) ist daher 
unmöglich. 

Nach (33) ist Ä^ < 0 und danach: 

sign AUA'£ = - sign Au = - sign (b V + c2w2 + 2us). 

Ist die endliche Ebene u, v, w, s keine Tangentialebene (§ 70, (32)) : 

(34) ft V + c2w2 + 2us + 0, 

so ist die Schnittkurve eine Ellipse oder Parabel, je nachdem die Ebene 
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zur Hauptachse nicht parallel oder parallel ist; die Ellipse ist imaginär 
oder reell, je nachdem 

(35) Vv* + c*w* +2us<0 oder > 0. 

Ist Au = 0, so kann nach (28) nicht = 0 (J.*4 = 0) sein, ohne 
daß auch v = 0, tv = 0, und ist nach (32) — ̂ i 'M> 0. 

Ist die endliche Ebene u, v, w, s eine Tangentialebene: 

(36) b2v2 + c2w2 + 2us = 0, 

so ist sie der Hauptachse nicht parallel, und die Schnittkurve ist ein 
imaginäres Linienpaar mit endlichem Doppelpunkt. 

8. Das hyperbolische Paraboloid. Beim hyperbolischen Paraboloid : 

(37) Ç-% + 2x = 0 

( - 2 für 2 in (27)—(33)) ist für jede Ebene nach (30): 

-Äu
u<0 oder = 0 , 

je nachdem =4= 0 oder = 0 . Die erste Zeile der Tabelle § 114,(20) 
ist daher unmöglich. 

Ist die endliche Ebene u, v, w, s keine Tangentialebene: 

(38) b2v2-c2w2 + 2us^=0, 

so ist die SchnittJcurve eine Hyperbel oder Parabel, je nachdem die Ebene 
zu der Hauptachse nicht parallel oder parallel ist. 

Ist Au = 0, so ist nach (32) - Äu < 0; ist neben Au = 0 auch 
Au

u = 0 (u = 0), so ist nach (28) und (33) zugleich A'£ = 0. Daher 
ist in der Tabelle § 114, (20) nur das zweite und vierte Feld der vierten 
Kolonne möglich. 

Ist die endliche Ebene u, v, w, s eine Tangentialebene: 

(39) b2v2 - c2w2 + 2us = 0, 

so ist die SchnittJcurve ein Linienpaar mit endlichem Doppelpunkt oder 
eine einzelne endliche gerade Linie (in Verbindung mit einer unendlich 
fernen), je nachdem sie der Hauptachse nicht parallel oder parallel ist. 

Die in einer einzelnen geraden Linie schneidenden Ebenen sind 
also die beiden Scharen paralleler Ebenen (§ 62, (13); (13')): 

(40) b2v2 - c2w2 = 0, = 0. 

9, Der elliptische Kegel. Für den elliptischen Kegel: 

gibt die Berechnung der geränderten Determinanten: 
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(AfV\ =
 g* JM __ _£*_ " I2 

. Au _ aV-f-fr2?;2— 2 ;2 

/ M b2v2 — c*w2 _ — caws-f-a2«* M _ 2 *2 + &V 

(4Ô) 1 S2 S 2 .» 

1^44 *> 5 ~ ~ ? 6 ~~ "^2"' 

Damit wird: 

(46) ' = ( * + ¥-<?) + , 

/ \ 2 ?2 — 2 (;2 2 2 — 2 2 2 2 + &2^ 

( 4 <; A 4 - ^ ^ 2 ä*p > 

(48). ^ - - ^ - ( ^ + ^ - J r ) * 

(49) ^ = ( » + &»- « ) ^ - *-*-" ^ = - ? — • 
Nach (42) verschwindet gleichzeitig mit s. Sonst ist stets 

Au>0. Ist nun — A^ > 0, so folgt aus (47) gerade wie unter 4 
aus (15), daß Ä£<0 und daher AuA'£<0. Es folgt daher mit 
Rücksicht auf die Tabelle § 114, (20): 

Jede nicht durch die Spitze des Kegels (41) gehende Ebene u, v, w, s 
schneidet in einem reellen eigentlichen Kegelschnitt: einer Ellipse, Hy
perbel oder Parabel, je nachdem: 
(50) flv + & V - c V < 0 , > 0 oder = 0 ^ ) 

In letzterem Falle ist die Ebene einer Tangentialebene parallel (§ 71,(8)) 
Ist Au= 0 oder 5 - 0, so ist nach (46) und (48): - Äu= - Au

u und 
A"U=A'£. Ist daher A'u+ 0, so ist auch A\^ 0. Ist aber Äu = 0, 
also auch A"u = 0, so ist nach (49) Ä^=%=0, also auch A"U=^Q. 
Daher folgt aus der Tabeüe § 114, (20): 

Eine durch die Spitze gehende Ebene schneidet in einem imaginären 
oder reellen Geradenpaar oder einer Doppelgeraden, je nachdem: 

a2u2 + b2tf - c2w2 < 0, > 0 oder = 0. 

Die längs einer Geraden berührenden Tangentialebenen des Kegels 
sind daher durch die Bedingungen: 

a2u2 + b2v2 -- c2w2 = 0, s = 0 

gekennzeichnet (§ 71, (8); (9)). 
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§ 116. Gleichseitig hyperbolische Schnitte. 

1. Allgemeine Bedingung der gleichseitig hyperbolischen 
Schnitte. Die Schnittkurve der Fläche zweiter Ordnung mit einer 
Ebene u, v, w9 s kann stets durch eine Gleichung von der Form 
§ 110, (11) dargestellt werden, die sich auf ein in der Ebene liegendes 
rechtwinkliges Koordinatensystem ß |> ; bezieht und in der (§ 109, (25)): 

(1) x1 + x2 = -Aß, ± » — 4**» «• = « • + "' + « * 
Ist nun : 
(2) 4 -0, 
so werden Ax und A2 entgegengesetzt gleich, etwa X1== X, A2 = — A, 
und nimmt die Gleichung der Schnittkurve die Form: 

(3) K? - V2) +-2<J + 2a;iV + < - 0 
an, worin nach (1): 

(4) * * - 1 ? -

Unter der Bedingung (2) ist daher der ebene Schnitt eine gleich
seitige Hyperbel (§ 26, (26)).184) 

2. Arten der gleichseitig hyperbolischen Schnitte. Wir verstehen 
dabei unter gleichseitiger Hyperbel alle in der Form (3) enthaltenen 
Kegelschnitte. 

Wenn neben (2) Au
u =j= 0, also nach (4): 

(5) 0 0 , 
hat die Kurve (3) nach § 111, (11) einen bestimmten Mittelpunkt: 

AU AU Alt 
(a\ r — 4i± 77 = ^i± z — ±*<L 
\yj — ? — 1 — J 

J±4i "^44 -^44 

und ihre Gleichung kann nach § 112, (18) auf die Form: 

0) HP-tf + ^r-o 
gebracht werden. Es ergibt sich daher als Sonderfall der zweiten 
Zeile der Tabelle § 114, (20): 

Je nachdem neben (2) und (5): 

(8) Au+0 oder Au=0, 
ist die Schnittkurve eine eigentliche gleichseitige Hyperbel oder ein recht-
winkliges G er adenpaar. 

Ist aber neben (2): 
(9) A B 4 = o , 

so besteht der gleichseitig hyperbolische Schnitt (3) aus einer endlichen 
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und einer unendlich fernen Geraden oder ist eine unendlich ferne 
Doppelgerade. Er kann dann in homogenen Koordinaten in der Form: 
(10) ( = 0 oder r 2 = 0 

dargestellt werden (§ 114, (20), 4. Zeile). 

3. Der Leitkegel der gleichseitig hyperbolischen Schnitte. Die 
Bedingung (2) oder § 109, (10)): 

ai) < : = < 1 + < 3 + < = > 
ist nach § 109, (H) eine in w, v7 w homogene Gleichung zweiten Grades. 

Diejenigen Ebenen a, v, w} s, welche die Fläche zweiter Ordnung 
in einer gleichseitigen Hyperbel (3) schneiden, sind die oo2 Tangential
ebenen einer unendlich fernen Kurve zweiter Klasse, die durch die Glei
chung (11) dargestellt wird (§ 80, (19')). 

Die Ebenen gehen büschelweise durch eine Tangente dieser 
Kurve. Diejenigen von ihnen, die neben (11) die Gleichung: 

(12) s = 0 

erfüllen, also durch den Koordinatenanfangspunkt gehen, umhüllen 
einen Kegel zweiter Klasse (§. 80, (20')). 

Wir nennen diesen Kegel zweiter Klasse: 

(13) 4 -0, s = o 
den Leitkegel der gleichseitig hyperbolischen Schnitte der Fläche zweiter 
Ordnung. 

Jede Tangentialebene dieses Kegels und jede zu ihr parallele Ebene 
schneidet alsdann die Fläche in einer gleichseitigen Hyperbel (im all
gemeinen Sinne (3)). 

Die Tangenten der Kurve (11) sind nach § 21, (40); §26,(26) 
auch diejenigen Geraden der unendlich fernen Ebene, welche die un
endlich ferne Kurve der Fläche und den imaginären Kugelkreis 
(§ 91, 8) in vier harmonischen Punkten treffen. 

4, Leitkegel der gleichseitig hyperbolischen Schnitte beim 
Hyperboloid und Kegel. Von den Mittelpunktsflächen zweiter Ordnung 
können nur diejenigen gleichseitig hyperbolische Schnitte haben, die 
überhaupt hyperbolische besitzen, die beiden Hyperboloide und der 
Kegel (§ 115, 4; 5 ;« ) . 

Die Gleichungen der beiden Hyperboloide sind: 

(14) ' £ + £ - £ = 1, a»>ft», 

(\£' x- — yi — — = 1 fr2<" c2 
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und die ihrer Asymptotenkegel: 

(15) S+S-S=o, (i5') £ - £ - ? - ° -
Jeder der letzteren kann zugleich als beliebiger elliptischer Kegel gelten. 

Der Leitkegel (13) der gleichseitig hyperbolischen Schnitte hat 
für die Flächen (14) und (15) nach § 115, (7) und (47) dieselben 
Gleichungen : 

(1 6) (? -1¥+ (ì - i)"2- (i+$«•-°' S - °> 
und für die Flächen (14') und (lö') ebenso: 

(iß') $+ $«•+(?- iy +{h- bh2 - °'s=°-
Der Leitkegel der gleichseitig hyperbolischen Schnitte des Hyper

boloids und seines Asymptotenkegels ist also ein mit diesem konzen
trischer und koaxialer Kegel zweiter Klasse. 

Er kann nach § 80, 10 ein imaginärer oder ein elliptischer oder 
ein in zwei Ebenenbüschel (ein Strahlenpaar) zerfallender Kegel sein. 
Das letztere tritt bei (16) ein, wenn mit b2=c2 der Kegel (15) von 
der besonderen Art § 54, 8 ist (für a2 = c2 imaginäres Strahlenpaar). 

5. Arten der gleichseitig hyperbolischen Schnitte der Hyper
boloide und Kegel. Jede (reelle) Tangentialebene des Kegels (16) oder 
(16') und jede zu ihr parallele Ebene schneidet das Hyperboloid (14) 
oder (14') und seinen Asymptotenkegel in einer gleichseitigen Hyperbel. 
Diese ist, da nach § 115, (8) und (49) A"4 nicht neben Ä^ ver
schwinden kann, nach (7) stets entweder eine eigentliche gleichseitige 
Hyperbel oder ein rechtwinkliges Geradenpaar, und zwar nach (8), 
je nachdem Au ^ 0 oder Au = 0, je nachdem also die schneidende 
Ebene u, v, w, s keine oder eine Tangentialebene des Hyperboloids ist. 

Nun ist aber für die Hyperboloide (14) und (14') nach § 115, (9) 
bezüglich : 

(17) Au=-^w^ — (17') Au= — -^^-Au
u, 

und für einen gleichseitig hyperbolischen Schnitt u, v, w, s nach (5) 
A^^> 0. Im Falle (17') kann daher für einen solchen Au nicht ver
schwinden, während es im Falle (17) für jedes reelle der Gleichung 
(16) genügende Wertsystem u, v7 w zwei reelle Werte von s: 

(18) s2=Au
ua

2b2c2 

gibt (§ 109, (8)) für die Au= 0 wird. 
I. Bei dem einschaligen Hyperboloid gibt es in jedem (reellen) Büschel 

paralleler gleichseitig hyperbolischer Schnittebenen zwei (reelle) Tangential-
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ebenen; sie schneiden die Fläche in zwei zueinander senkrechten Er
zeugenden.. 

IL Beim zweischaligen Hyperboloid gibt es nur eigentliche gleich-
seitige Hyperbeln als SchniUJcarven. 

III. Beim Kegel (15) ist nach § 115, (42): 

( 1 9 ) ^ M = = - S f c F ^ > 

so daß gerade die Ebenen des Leitkegels (16) in zwei zueinander senk
rechten Erzeugenden schneiden, alle parallelen Ebenen in eigentlichen 
gleichseitigen Hyperbeln. 

IV. Bei dem am Schluß von 4 erwähnten Kegel bilden also die 
in rechtwinkligen Erzeugenden schneidenden Ebenen zwei Büschel, deren 
Achsen in Ebenen- und Punktkoordinaten die Gleichungen haben: 

(20) * (a2 - b2)v2 - (a2 + b2)w2 = 0, s = 0; 

(21) a ^ ¥ - ~ T , = 0,x = 0-a2> b2, 

also nach § 59, (21) und § 84, (8) die Polstrahlen der Kreisschnitt
ebenen sind. 

6. Ort der Funkte des einschaligen Hyperboloids mit recht
winkligen Erzeugenden. Die Berechnung der geränderten Deter
minanten gibt für die Fläche (14) nach § 115, (4): 

/ \ WS^ j _ _ VS j u WS 
**) -U 2 *> ^ 2 4 — cta2> ^ 3 4 2 & 2 ' 

Für den Mittelpunkt (6) eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes, 
der mit (18) in ein rechtwinkliges Geradenpaar zerfällt, ist daher: 

(23) * = - - r , V - T ' * = T " 

Danach ist, wieder mit Rücksicht auf (18): 

2 i 2_i_ 2__ a*u*-\-b*v*-\-c^w*_ _ a4w2 + &4t?2-f-c4w2 

X + + 2 — S2 — AffibV 

oder nach § 115, (8) mit A^= 0 und — c2 für c2: 

(24) x2+y2+z2=a2+b2-c\ 

Die Punkte des einschaligen Hyperboloids^ durch die zwei zueinander 
rechtwinklige Erzeugende gehen, liegen auf der Kugel (24) (§ 64, (3)). 

7. Beziehung des Leitkegels (16) zum Asymptotenkegel. Die 
Gleichungen (16) oder (16') können mit der Abkürzung: 

(25) l + ^ _ i - = r f oder (25') 1 - ^ - A . ^ d 

in der Form geschrieben werden: 
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(26) g! + j4-5)-tf(M
2 + r 4 O = 0, 8-0, 

oder: 

(26') {£-£-$-W+^ + ̂ -o, *- . 
Aus der Form dieser Gleichungen folgt (§ 71, (22); (8); § 118, (12)). 

Der Leitkegel der gleichseitig hyperbolischen Schnitte des Hyper
boloids ist mit dem Reziprokalkegel des Asymptotenkegels konfokal. 

8. Nichtvorhandensein von drei rechtwinkligen Erzeugenden 
bei Kegel und Hyperboloid. Der erste der beiden Reziprokalkegel 
zweiter Klasse: 

< > S + S - S = 0,S = 0, (27') ; ; _ £ _ - ' - , - 0 
der Kegel (15), (15') ist der Ort aller Ebenen, die auf einer Erzeugenden 
des Kegels (15) senkrecht stehen. Der zu (27) konfokale Kegel (26) 
hat mit (27) selbst keine reellen Tangentialebenen gemein (§ 118, 8). 
Daher kann die Ebene eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes für 
d 4= 0 niemals auf einer Erzeugenden des Kegels (15) senkrecht stehen, 
also auch zwei rechtwinklige Erzeugende, in denen eine solche Ebene 
den Kegel (15) schneidet, niemals beide auf einer dritten. 

Bei einem elliptischen Kegel gibt es im allgemeinen keine drei zu
einander senkrechten Erzeugenden. 

Da nun zu jeder Erzeugenden des Kegels (15) ein Paar paralleler 
Erzeugenden des Hyperboloids (14) gehört und umgekehrt, so folgt: 

In einer Regelschar eines einschaligen Hyperboloids gibt es im 
allgemeinen keine drei zueinander senkrechten Erzeugenden. 

9. Gleichseitiger Kegel und gleichseitige Hyperboloide. Ist 
jedoch in (25), (25') d = 0, so fäUt der Leitkegel (26), (26') der 
gleichseitig hyperbolischen Schnitte mit dem konfokalen Reziprokal
kegel (27), (27') zusammen. In diesem Falle steht daher jede Ebene 
eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes auf einer Erzeugenden des 
Asymptotenkegels senkrecht und jede auf einer Erzeugenden senk
rechte Ebene ist Ebene eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes. 

Wir nennen das einschalige Hyperboloid (14) und den Kegel (15) 
gleichseitig (§ 64, (8); (12)), ivenn: 

(28) h+h-h'0 

und das zweischalige Hyperboloid (14') und den Kegel{15') gleichseitig, tvenn: 

Dann lautet das gewonnene Resultat: ^ 



§ ne , 9-11. 629 

Bei dem gleichseitigen Kegel schneidet jede auf einer Erzeugenden 
senkrechte Ebene in einer gleichseitigen Hyperbel, beziehungsweise, wenn 
sie durch die Spitze geht, in zwei zueinander senkrechten Erzeugenden. 

Der gleichseitige Kegel besitzt oo1 Systeme von drei zueinander 
senkrechten Erzeugenden; jede Erzeugende bestimmt ein solches System. 

Bei dem gleichseitigen einschaligen und dem gleichseitigen zwei-
schaligen Hyperboloid schneidet jede auf einer Erzeugenden des Asymptoten-
kegels senkrechte Ebene in einer gleichseitigen Hyperbel. 

Jede Begelschar des gleichseitigen einschaligen Hyperboloids enthält 
oo1 Systeme von drei zueinander senkrechten Erzeugenden. 

10. Leitkegel des gleichseitig hyperbolischen Paraboloids, hyper
bolischen Zylinders und Ebenenpaares. Die Gleichung des hyper
bolischen Paraboloids ist: 

(29) J* - ~ + 2x = 0, 
die des hyperbolischen Zylinders: 

(30) S - 5 - 1 ' 
und die der Asymptotenebenen der beiden Flächen (29) und (30): 

OD S-S-0-
Der Leitkegel (13) der gleichseitig hyperbolischen Schnitte hat 

für diese drei Flächen nach § 115, (33) die Gleichung: 

(32) £_£)«.+£_-;_<>,.-<>. 
Der Leitkegel der gleichseitig hyperbolischen Schnitte des hyper

bolischen Paraboloids, des hyperbolischen Zylinders und des Ebenen-
paares ist ein mit diesen koaxialer Kegel zweiter Klasse. 

11. Arten der gleichseitig hyperbolischen Schnitte beim hyper
bolischen Paraboloid. Jede Tangentialebene des Kegels (32) und 
jede zu ihr parallele Ebene u, v, w, s schneidet das hyperbolische 
Paraboloid in einer gleichseitigen Hyperbel. 

Diese zerfällt nach (9) in eine einzelne Gerade (in Verbindung 
mit einer unendlich fernen, wie in (10)), wenn die Ebene neben (32) 
auch noch die Gleichung = 0 (§115, (30)) erfüllt, so daß: 
(33) 6 V - c*w2 = 0, = 0; 

sie ist dann einer der ̂ Asymptoten ebenen parallel. 
S t a u d e , Flächen zweiter Ordnung. IL 41 
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I. Alle den Asymptotenebenen parallelen Ebenen und nur diese 
schneiden das hyperbolische Paraboloid in einer einzelnen endlichen 
Geraden (§ 115, (40)). 

Im übrigen, für =4= 0, schneidet eine Ebene u, vy w, s, für die 
Uj v, w der Gleichung (32) genügen, nach (8) in einer eigentlichen 
gleichseitigen Hyperbel oder einem rechtwinkligen Geradenpaar, je 
nachdem Au =4= 0 oder Au = 0 ist. Nach § 115, (28) gibt es aber zu 
jedem u, v, tv mit w=f=0 einen Wert: 
(34) s = _ ^ _ £ ^ > 

für den Au= 0 wird. 
IL In jedem Büschel paralleler gleichseitig hyperbolischer Schnitte 

gibt es also stets eine und nur eine Tangentialebene. Sie schneidet das 
Paraboloid in zwei zueinander senkrechten Erzeugenden. 

12. Ort der Punkte des hyperbolischen Paraboloids mit recht
winkligen Erzeugenden. Die Berechnung der geränderten Deter
minanten gibt für die Fläche (29), wie § 115,(30): 

Für den Mittelpunkt (6) eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes, 
der mit (34) in ein rechtwinkliges Geradenpaar zerfällt, ist daher: 

/0/,x s b2v*— c*w2 b2v c*w 
v J 2t*2 ' y ' 

Der zweite Wert (36) von x ist aber nach (32) auch: 
7,2 /»2 

(37) * - — 8 — • 

Die Punkte des hyperbolischen Paraboloids (29), durch die zwei zuein
ander rechtwinklige Erzeugende gehen, liegen auf der Ebene (37) (§ 65, (44)) 
mit umgekehrtem Vorzeichen von x in der Ausgangsgleichung (§ 65, (8)). 

13. Beziehung des Leitkegels zu den Asymptotenebenen. Mit 
der Abkürzung: 

( 3 8 ) d = bi — ^ 

kann die Gleichung (32) in der Form: 

(39) ß J - ^ - d („»+«»+«•)-(>, s = 0 
geschrieben werden. Daher gehört der Leitkegel (32) einem kon
fokalen System (§ 118,(12)) mit den Fokallinien (§ 118, (17)): 

(40) £-?-°> s = 0 

an. 
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In Punktkoordiiiaten lautet die Gleichung des Kegels (32) nach 
§ 7 1 , (11); (12'): 

(41) b£? + S - $ - 0 ' 
während die FoJcallinien (40) durch (§ 118, (3)): 

(42) b Y - c V - O , x = 0 

und die in derselben Hauptebene liegenden Scheitellinien des Kegels 
durch: 

(43) S " ? " 0 ' * = ° 
dargestellt sind. 

Die Scheitellinien (43) des Leitkegels der gleichseitig hyperbolischen 
Schnitte des hyperbolischen Paraboloids sind daher die Scheitelerzeur 
genden des letzteren (§ 65, (6)). 

Die ihnen entsprechenden Tangentialebenen des Leitkegels sind 
die Asymptotenebenen des Paraboloids, die nach 11, I in der Tat 
gleichseitig hyperbolische Schnitte im Sinne von (10) liefern. 

Die Fokallinien f, f in (42) des Leitkegels der gleichseitig hyper
bolischen Schnitte sind die Normalen der Asymptotenebenen oder die 
Normalen der Scheitelerzeugenden s,s in der 
Scheiteltangentialebene x = 0 des Paraboloids f' k f/ 
(Fig. 183). 5 ' \ v / / * 

14. Nichtvorhandensein von drei recht- N\ (S 
winkligen Erzeugenden beim hyperbolischen / \ ^^ 
Paraboloid. Die Brennlinien sind daher auch ^/ "^ 
die Träger aller Ebenen u, v, w des Bündels ' , ' 
am Scheitel 0, die auf einer Asymptotenebene P ig 183 

senkrecht stehen. Da aber der Kegel (39) 
mit seinen Brennlinien keine Tangentialebene gemein hat, kann die 
Ebene eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes niemals auf einer 
Asymptotenebene senkrecht stehen, also auch auf keiner Erzeugenden, 
die einer solchen stets parallel ist. 

Auf dem hyperbolischen Paraboloid gibt es im allgemeinen keine 
drei zueinander senkrechten Erzeugenden (§ 65, 17). 

15. Das gleichseitige hyperbolische Paraboloid. Ist jedoch in 
(38) d = 0, also b2 = c2, so zerfällt der Kegel (39) in die beiden 
Ebenenbüschel der Fokalstrahlen (40), die dann zugleich aufeinander 
senkrecht werden: 

(44) t , » - i 0 * - O 
41* 
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und mit den Scheitelerzeugenden: 

(45) ^ - ^ = 0 , x==0 

zusammenfallen. 
Das hyperbolische Paraboloid, welches alsdann die Gleichung: 

(46) ^ - + 2x = 0 

erhält, ist in diesem Falle gleichseitig. 
Das gleichseitige hyperbolische Paraboloid wird daher von jeder 

durch eine der beiden Scheitelerzeugenden gehenden Ebene in einem 
rechtwinkligen Geradenpaar, von jeder parallelen Ebene in einer gleich
seitigen Hyperbel geschnitten. 

Seien A und A' die beiden Asymptotenebenen, a und d ihre 
Schnittlinien mit der Ebene x = 0, also die Scheitelerzeugenden des 
Paraboloids, und g die mit a, g die mit d gleichnamigen Erzeugen
den. Dann ist irgendeine Erzeugende g parallel zur Ebene A und 
daher senkrecht zu deren Normale d. Man kann daher durch d 
eine Ebene ' legen, die zu g senkrecht ist. Da ' durch d geht, 
schneidet sie das Paraboloid in zwei rechtwinkligen Erzeugenden d 
und h, die wie ' selbst beide zu g senkrecht sind. 

Zu jeder Erzeugenden g gibt es daher eine gleichnamige senkrechte 
Erzeugende h, so daß g und h zusammen mit der ungleichnamigen 
Scheitelerzeugenden d ein System von drei senkrechten Strahlen bilden 
(§ 65, 17). 

§ 117. Die Kreisschnitte der Flächen zweiter Ordnung. 

1« Allgemeiner Begriff eines Kreisschnittes. Die Schnittkurve 
der Fläche zweiter Ordnung mit einer Ebene § 110, (9); (10) kann 
nach § 110, (11) stets durch eine Gleichung von der Form: 

(1) h? + W + 2 < J + 2 a 2 > + ai - 0 

dargestellt werden, die sich auf ein in der Ebene liegendes recht
rechtwinkliges Koordinatensystem i&f-rç bezieht und in der X1 und A2 

die Wurzeln der quadratischen Gleichung ( ) = 0 in §109 , (11) 
bedeuten. 

Sind diese beiden Wurzeln einander gleich: 

(2 ) 1 = 8 , 

so ist die Kurve (1) ein Kreisschnitt, ihre Ebene eine Kreisschnittebene 
der Fläche.™) 
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Der gemeinsame Wert von Xt und A2, mit dem die Gleichung 
(I) die Form: 

(3) 2 + V2) + %< + 2< + <4 = 0 

annimmt, entspricht alsdann nach § 109, (25) den Gleichungen: 

(4) 2A = - ^ S * 2 = - ^ 4 ; e*=u*+v*+w\ 

2. Arten der Kreisschnitte. Wenn neben (2): 

(5) A^ + ö, 
hat der Kreisschnitt (3) nach § 111, (11) einen endlichen Mittelpunkt: 

AU AU AtC 
(ft\ — £ i * — ^ M « — 434 
\yj *^0 AU ifO AU J "Q AU 7 

44 ^-44 -^44 

und seine Gleichung kann nach § 112, (18) auf die Form gebracht 
werden : 

(7) ( + 2) + ^ = 0 . 
±44 

Das Quadrat des Radius des Kreises ist daher mit Rücksicht 
auf (4): 

\ Ö J 9 = TäHl AU ' ' 

Da nun nach (4) A^ < 0 und ^ + 0 sein muß (§ 114, (11)), 
so folgt (für eine reelle Ebene u> v, w, s): 

Ein unter der Bedingung (2) entstellender Kreisschnitt hat unter 
der Bedingung (5) den endlichen Mittelpunkt (6) und das Badius-
quadrat (8). Er ist für: 

I
AUA'£ > 0 : ein imaginärer Kreis ; 

AuA'àl < 0 : ein redler Kreis; 

Au = 0 : ein Nullkreis. 

Wenn in (3): 

(10) X = 0(AU
U = 0, AZ = 0 nach (4)), 

so besteht der Kreisschnitt (3) aus einer endlichen und einer unendlich 
fernen Geraden oder ist eine unendlich ferne Doppelgerade (§ 114, (3)) 
und kann in der Form: 

( I I ) 9?r = 0 oder r 2 = 0 

dargestellt werden mit homogenen Koordinaten jj, rj, x. 
Jeder Kreisschnitt (3) geht durch die beiden imaginären Kreis

punkte der schneidenden Ebene (§ 100, 2). 
3 . Die überzähligen Bedingungen der Kreisschnitte. Die Be

dingung (2) ist nach § 109, 6, IV immer dann und nur dann erfüllt, 
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wenn zwischen den Koeffizienten akl der Fläche, den Koeffizienten 
u, v, w der Ebene und der Doppelwurzel X± = A2 = A die sechs Glei
chungen bestehen: 

/ ( ) = «u + Kv*+ t o* )«—foe-A)*" - -X)w2 + 2a2bvw = , 

H22OO = 22 + ^ ( ^ 2 + 2) = — (Ai — ^ ) ^ 2 — (^ — ) 2 + 2a3lwu = , 

I W = « + ( 2 + V2) = - (#22 - ) w2 - ( - ) V2 + 2 12 v = , 

| 2 ( ) = «2 ~~ ^vw = ( ~~ X)vw + 2
 2 — a12wu — a31w# = 0?  

31( ) = «gì ~~ Xwu = (#22 "~ ) « + #3i^2 — a2Buv — a12vw = , 

^ 12( ) =-= 2̂ — ? = ( 33 —" ) * ? + 12 #2 — a31#w — a23ww = 0. 

Durch Elimination von X ergeben sich hieraus die Bedingungen für 
die Koeffizienten , v, w einer Ebene, die einen Kreisschnitt der Fläche 
akl liefert. 

4. Systeme paralleler Kreisschnittebenen. Da die Bedingungen 
(12), sowie (5) und (10), nur die Koordinaten : v : w der Stellung 
der schneidenden Ebene § 114, (2), nicht s enthalten, so folgt: 

Wenn die Fläche von einer Ebene in einem Kreise (7) geschnitten 
wird, so wird sie auch von allen parallelen Ebenen in einem solchen 
geschnitten. 

Mittelpunkt (6) und Radiusquadrat (8) sind dagegen von s ab
hängig (§ 107, (5)). 

Wenn die Fläche von einer Ebene in einem Kreise (11) ge
schnitten wird, so wird sie auch von allen parallelen Ebenen in einem 
solchen geschnitten. 

Die Kreisschnittebenen der Fläche treten also in Büscheln 
paralleler Ebenen auf. 

5. Abhängigkeit der überzähligen Bedingungen voneinander. 
Für die Determinante H (X) in § 109, (1) ist unbedingt (I Anm. 1, III, (17)) : 

f Hn(X)u + H12(A> + H1B(X)w = 0, 

(13) H21(A> + H22(A> + H23(X)w = 0, 

l H31(A> + H32(A> + H33(A)w = 0. 

Wenn daher keine der drei Größen u, v, w verschwindet, folgen 
aus den drei letzten Gleichungen (12) sofort die drei ersten. Setzt 
man aber die drei ersten Gleichungen (12) voraus, so daß aus (13) 
wird: 

"Hs l(A) + i>H M (A)-0 , 
wH23(A) +wH12(A) = 0, 

*H 2 3 (A) + NH3 1(A) = 0 , 
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so folgen, wenn die Determinante: 

I 0 w v -

\ w | = 2uvw 

• I v 0 J 

nicht verschwindet, die drei letzten Gleichungen (12). 
Die drei ersten Gleichungen (12) aber, wie auch die drei letzten, 

sind bei allgemeinen Koeffizienten akv u, v, w voneinander unab
hängig, da jede einen Koeffizienten akl enthält, der in den beiden 
andern nicht vorkommt. 

Die überzähligen Bedingungen (12) zahlen im allgemeinen für drei, 
nach Elimination von für zwei unabhängige Bedingungen. 

Da sich indessen nicht allgemein angeben läßt, welche drei ge
rade die unabhängigen sind, so ist es vorteilhafter, alle sechs beizu
behalten. 

6. Anwendung der überzähligen Bedingungen auf das drei
achsige EUipsoid. Für das Ellipsoid: 

(14) £ + | ! + £ ; _ i , « * > b * > c * , 

lauten die Bedingungen (12): 

( ( i _ A) *» + ( ^ - l)w* = 0, [ ( 1 - k)vw = 0, 

(15) j ( l f - * ) « ; * + ( i - i ) « » - 0 , (16) \(L-x)w4 = 0, 

l (p-i)«f+(i-i)«--0, 1 £-*)„—(>. 
Nach (16) muß, da a2=|=&2+£2> wenigstens eine der Größen  

v, w verschwinden; nach (15) und (16) können aber auch nicht 
zwei von ihnen verschwinden. 

Ist zunächst = 0, #4=0? w =f= 0, so folgt aus (16): = —̂  

und damit aus (15): 

Den beiden hierdurch bestimmten Stellungen : v : w entsprechen 
die durch (s = 0) gehenden Ebenen (§ 71, 11): 

(17) A = l : (a»-ò«)f; + (e»-c«)5-0, 
und alle zu diesen parallelen Ebenen. Ebenso erhält man mit v = 0 
und mit w = 0: 
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(17) 
[ = 1 : - ^ + - ^ - . 

Das dreiachsige Ellipsoid (14) besitzt daher sechs Systeme (§ 100, 2) 
von Kreisschnittebenen, je zwei Systeme parallel jeder Hauptachse. Aber 
nur das der mittleren Achse parallele System ist reell (§ 58, (21)). 

7« Mittelpunkt und Radius der Kreisschnitte des Ellipsoids. 
Die den reellen Kreisschnittebenen u, v, w, s entsprechenden Werte 
von v} w sind nach (17): 

/ io \ j / V - Ò 2 y V - c * 
(18) ^ = f v==0> w=   

Mit diesen werden die geränderten Determinanten § 115, 2: 

! 4 — a 5 * c i ò> ^-24 u > ^ 3 4 — a * 6 i c *>> 

C19Ì I ,4 — a *~ c * Au — a * ~ c*"~g* 
V Ì ^-44 2 2 2> ~~ a 2 è 2 c 2 > 

w ä h r e n d : 

(20) e2 = u2 + v2 + w2 = **~/}-

Danach ergibt sich für Mittelpunkt (6) und Badiusquadrat (8) 
des Kreisschnittes u, v, w, s in (18): 

/o i \ * — * 2 ^ ^ 2 

(21) x = --l——8f y = 0, ^ = - _ ^ - _ r 5 ; 

(22) • f-W^fi. 

Mit s = 0 wird der Eadius der mittleren Halbachse gleich. 
Mit s =Y — c2 wird Q = 0 und folgen aus (21) die Kreispunkte 
(§ 58, (22)): 

(23) .--.£t4,-o, .--e£=^. 
« - r |/a2—c2 

Das Vorzeichen jeder der drei Wurzeln ]/b2—c2, ] /a2—c2 ,  
2 — 2 ist dabei beliebig, aber überall dasselbe. 

Die Werte (21) und (22) stimmen mit § 58, (19) und (16) über
ein, wenn dort (§ 58, (18); (3)): 

= Jeu, — = Jcw, — 2£ft=Ä;s: h = - — * a ~~c 

<* ' 7 y b0 ' ya2 —ò 2 j / ò 2 - c 2 

gesetzt wird. 
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8 Der Kreisschiiittkoeffizient als Hauptachsenkoeffizient. Der 
Koeffizient in der Gleichung (3), der „Kreisschnittkoeffizient", hängt 
nach (4) von den Koeffizienten akl der Fläche und den Koeffizienten 
u, v, w der schneidenden Ebene ab. Die letztere Abhängigkeit ist 
jedoch nur eine scheinbare. 

Für die Determinante H(A) in § 109 , (1) gelten nämlich un
bedingt die Gleichungen 1 Anm. 1, III, (17)): 

| ( a n - ) H u ( ) + alf 12( ) + a13H13( ) + HU(A) = H ( ), 

(24) 21 ( ) + ( 2 2 - ) 12( ) + 23 18( ) + ; 14( ) = 0 ; 

' «s i H i iW + « ( ) + ( a « , - ) 13( ) + wHu(A) = 0. 

Bestehen nun die sechs Gleichungen (12), mit denen nach § 109, 
6, III auch H ( ) = 0 ist, so folgt aus (24), da u, v, w nicht alle 
drei verschwinden: 

(25) H14(A) = 0. 

In gleicher Weise aber ergibt sich: 

(25) 24( ) = 0, H34(A) = 0. 

Nun ist für die Determinante H(A) wieder unbedingt: 

| (an - A)H41(A) + a12H42(A) + a13H43(A) + * ( ) = 0, 

(26) a21 H41 (A) + (a22 - A) H42(A) + a28 H^ (A) + v H44(A) = 0, 

l a31H41(A) + a32H42(A) + (a38 - A)H43(A) + wH44(A) = 0, 

also bei Voraussetzung (25) mit Hinblick auf § 109, (4): 

(27) H44(A) - J{X) = 0. 

Die sechs Gleichungen (12) haben daher stets zur Folge (§ 44, 10), 
daß auch: 

(28) H14(A) = 0, H24(A) = 0, H34(A) = 0, ( ) = 0. 

Die letzte dieser Gleichungen gibt aber den Satz: 
Sollen bei gegebenen Koeffizienten aki der Fläche zwischen den 

Stellungskoeffizienten u, v, w einer Ebene und einer Größe die sechs 
Gleichungen (12) bestehen, so muß diese eine Wurzel der kubischen 
Gleichung z/(A) = 0 sein, oder: 

Der Kreisschnittkoeffizient in (3), der als Hauptachsenkoeffizient 
der Schnittkurve (§ 108, (27)) eingeführt wurde, ist stets ein Haupt
achsenkoeffizient der Fläche selbst (§ 88, (17)). 

Die Gleichung (27) ist daher das Resultat der Elimination der 
beiden Verhältnisse : v : w aus den Gleichungen (12), die für drei 
unabhängige Gleichungen zwischen und : v : w zählen. 
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9. Beziehung der Kreisschnittebenen zu den Hauptachsen
richtungen der Fläche. Die kubische Gleichung (27) des Haupt
achsenproblems der Fläche selbst hat nach § 89, 3 drei reelle 
Wurzeln A = X17 A2, A3. Setzt man eine solche Wurzel A in die 
Gleichungen (12) ein, so zählen sie nach 5 noch als zwei unabhängige 
Gleichungen für die zwei Verhältnisse : v : w und bestimmen die 
Stellung der zu der Wurzel A gehörigen Kreisschnittebenen. 

Andererseits ist für die Bichtungskosinus a, ß, der zu der 
Wurzel A gehörigen Hauptachsenrichtung der Fläche nach § 90, (3): 

(29) a:ß:y = ^il(X):^i2(X):^(X), i = 1, 2 oder 3. 

Die Unterdeterminanten § 109, (3) und (4) von H(A) stehen aber 
unbedingt in der Beziehung (§ 45, (5)): 

(30) - HU(A) = u4it(X) + v4i2{k) + wJib{X)y i = 1, 2, 3. 

Für das den Gleichungen (12) und daher (25) genügende Wert
system : v : w, A ist daher mit Rücksicht auf (29): 

(31) 0 = ua + vß + wy, 
also : 

Die einer Wurzel A der leubischen Gleichung z/(A) = 0 entsprechenden 
Kreisschnittebenen sind zu der derselben * Wurzel entsprechenden Haupt
achse der Fläche parallel. 

Daß die Gleichung (31) auch besteht, wenn wegen des Ver-
schwindens aller z/a(AÄ) die Bestimmung (29) versagt, wird sich zu 
(36) ergeben. 

10. Anzahl der einer Wurzel X entsprechenden Kreisschnitt
ebenen. Um die einer Wurzel A der kubischen Gleichung (27) ent
sprechenden Kreisschnitte zu bestimmen, bietet sich in den drei ersten 
Gleichungen (12) für jedes der drei Verhältnisse v:w7 w:u, u:v eine 
quadratische Gleichung dar. Durch Auflösung dieser erhält man: 

iv:w = a23 + ^ K—z/n(A) : a33 — = a2% — : a23 — ^ — ^/n(A), 

( \w:u = a&1 + £2V— 22( ) : an — = a33 — : a31 — e2 V — 22( ) , 

[u:v = a12 + f3V— z/33(A) : a22 — = an — : a12 — f3V — ( ) , 

wo £ly £2, 63 je + 1 bedeuten. Daneben ist nach (30) und (25): 

| u4n(X) + vz/l2(A) + wz/13(A) = 0, 

(33) uJ21(X) + vA22(X) + w4n{k) = 0, 

[ 31( ) + vJb2{X) + w4u(X) = 0. 
Ist nun die benutzte Wurzel A eine einfache Wurzel der Glei

chung z/(A) = 0, so können nach § 89, 5 , I z/u(A), z/22(A), ^/33(A) 
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nicht sämtlich verschwinden. Ist also etwa z/n(A)=|=0, so gibt die 
erste Zeile (32) zwei bestimmte, untereinander verschiedene Werte des 
Verhältnisses v : w. Zugleich liefert die erste Gleichung (33) zu 
jedem der beiden Werte von v : w einen bestimmten Wert von : w 
oder : v. 

I. Einer einfachen Wurzel der Gleichung z/(A) = 0 entsprechen also 
stets zwei verschiedene Stellungen : v :w von Kreisschnittebenen. 

Ist dagegen X eine zweifache Wurzel, so verschwinden für diese 
nach § 89, 5, II alle Unterdeterminanten 1( ) , aber nach § 89, 6, IV 
nicht alle Diagonalelemente an — X, a22 — X, au — X von z/(A). Ist 
also etwa an — X =4= 0, so geben die auf: 

I v : w = a23 : a33 — X = a22 — X : a23, 

w : = a31 : an — X = a33 — X : a31,  

: v = a12 : a22 — X = an — X : aVi 

reduzierten Gleichungen (32) in: 

(35) : v : w = an — X : a12 : a31 

ein einziges bestimmtes Wert system von : v : w. 
H. Einer zweifachen Wurzel der Gleichung ( ) = 0 entspricht 

also stets eine einzige Stellung von Kreisschnittebenen. 
Die der Doppelwurzel entsprechende unbestimmte Hauptachsen

richtung a, ß, hat im Falle an — X =f= 0 nach § 90, 4 nur der Be
dingung: 
(36) (an-X)a + a12ß + any = 0 

zu genügen, so daß nach (35) wieder die Bedingung (31) erfüllt ist. 
III. Ist X eine dreifache Wurzel, so werden nach § 89, 6, V 

die Gleichungen (12) identisch in : v : w erfüllt. 
Hiernach ergibt sich zunächst ohne Rücksicht auf die Realitäts

frage (§ 90, 3 ; 5-, 6): 
IV. Je nachdem die Fläche zweiter Ordnung drei verschiedene oder 

zwei gleiche oder drei gleiche Hauptachsenkoeffizienten, also drei, eine oder 
keine bestimmte Hauptachse hat, besitzt sie sechs oder drei (s. unten 14) 
oder oo2 Systeme paralleler Kreisschnittebenen. 

II . Die reellen Kreisschnittebenen. Sind die drei Hauptachsen
koeffizienten X±, X2, , die Wurzeln der Gleichung ( ) = 0, ver
schieden und ihrer algebraischen Größe nach geordnet: 

(37) Xt < X2 < A3, 

so ist nach § 89, (20): 

(38) ^ . ^ , Ai(h)<0, „ ( , ) ^ 0 , = 1 , 2 , 3 , 
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wo bei jeder Wurzel (§ 89, 5, I) wenigstens für ein i das Ungleieh-
heitszeichen gilt. Hiernach sind die Werte (32) für X = Xt, Xb ima
ginär, für X = X2 reell, und folgt mit Rücksicht auf 9: 

I. Sind die drei Hauptaehsenkoeffizienten der Fläche zweiter Ordnung 
verschieden, so hat die Fläche zwei reelle Systeme paralleler Kreisschnitt
ebenen, die dem algebraisch mittleren Hauptaehsenkoeffizienten entsprechen 
und der zu ihm gehörigen Hauptachse parallel sind. 

Sind zwei Wurzeln einander gleich, Xt = X2 oder X2 = , die 
dritte, A3 oder Xx, verschieden, so ist nach § 89, (24) für die einfache 
Wurzel: 

(39) ^ii(h)>° o d e r ^ « ( * i ) ^ ° -
Für diese sind daher die Werte (32) imaginär. Für die zweifache 
Wurzel gelten die Werte (34), und folgt somit: 

IL Sind unter den drei Hauptaehsenkoeffizienten zwei gleiche, so 
hat die Fläche ein diesen entsprechendes reelles System paralleler Kreis
schnittebenen, das zu der einen bestimmten Hauptachsenrichtung (§ 90,5) 
senkrecht ist. 

III. Sind alle drei Hauptaehsenkoeffizienten gleich, hat die Fläche 
alle Ebenen zu Kreisschnittebenen. 

12. Bestimmung der reellen Kreisschnittebenen bei gegebener 
Hauptachsengleichung. Ist die Fläche zweiter Ordnung von vorn
herein durch ihre Hauptachsengleichung § 90, (12) gegeben: 

(40) anx* + a22y
2 + a.d3z

2 + 2 -f 2auy + 2aMz + a44 = 0 

und sind die Hauptaehsenkoeffizienten verschieden und so geordnet, daß: 

(41) an < a22 < aBS, 

so entsprechen die reellen Kreisschnittebenen nach 11,1 dem Haupt
aehsenkoeffizienten X = a22. Statt die Auflösungen (32) der drei 
ersten Gleichungen (12) zu benutzen, entnehmen wir diesen selbst 
mit X = a22 : 
(42) v = 0 ; (a u — a22) w

2 — (a22 — ) 2 = 0. 

Die Ebenen, deren Stellungskoordinaten : v : w diesen Bedingungen 
genügen, sind dem Ebenenpaare: 

(43) («33-%2)^2 — («22 — a11)x
2 = 0 

parallel. Das reelle Ebenenpaar (43) selbst, dessen Achse die dem 
Hauptaehsenkoeffizienten X = a22 entsprechende y-Achse ist, nennen 
wir die Hauptkreisschnittebenen. 

Ist dagegen: 

(44) an < a22 = a33 oder an = a22 < a33, 
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so bleibt nach 11, II mit X = a22 nur die eine Hauptkreisschnittebene: 

(45) x = 0 oder * = 0, 

der alle andern parallel sind. 
13. Die Hauptkreisschnittebenen aller Flächen zweiter Ordnung. 

Nach 12 erhalten wir nun sofort die Hauptkreisschnittebenen der 
durch ihre kanonischen Gleichungen dargestellten reellen Flächen zweiter 
Ordnung. In der folgenden Tabelle ist immer unter 1. die Gleichung 
der Fläche angegeben; unter 2. die jedesmalige Anordnung der Haupt
achsenkoeffizienten nach der algebraischen Größe in der Weise (41) 
oder (44); die Hauptkreisschnittebenen selbst sind jedesmal unter 3. 
in der Form (43) oder (45) und unter 4. in vereinfachter Form an
gegeben. Bei den mit * bezeichneten Flächen sind die Kreisschnitte 
nach (11) gerade Linien. 

Flächen mit drei verschiedenen Hauptachsenkoeffizienten. 
I. Ellipsoid (§ 58, (21)): 

3- (ì-iy- (£. -i.y-°; 4 (*2- 2 ) $ - ( b 2 - 2 ) S = °-
IL Einschaliges Hyperboloid (oder elliptischer Kegel) (§ 59,(21)): 

l - S + S - 5 = l ( o d e r = 0 ) , rf>6»; 2. - 4 < ^ < 

III. Zweischaliges Hyperboloid (oder elliptischer Kegel) (§ 60,(21)).* 
L £ - S - 5 - 1 (°dei- - °)> *2<c2; 2- - i < - i < hi 
3- & + iy-(- h + hy -°; 4 (»2+c2)S - ^ - ^ S - ° -

IV. Elliptisches Paraboloid (oder elliptischer Zylinder) (§ 61,(15); 
§ 59, (26)): 

1. ll + ~ = 2x (oder = 1), b*>CS; 2. 0 < ± < ^ ; 

3 ( i - *2- (F - °)*ä = °; 4 (ò2-c3) ? -*2 = °-
V.* Hyperbolisches Paraboloid (oder hyp. Zylinder oder Ebenenpaar) 

(§62,(13)): 

1. f' - *° = 2 * (oder = 1 oder = 0 ) ; 2. - £ < 0 < 1 ; 

3. ( ^ - 0 ) ^ ( 0 + 1)^ = 0; 4 -S-^-O. 
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Flächen mit zwei gleichen Hauptachsenkoeffizienten. 

I. Rotationsellipsoid: 

1. — - ^ - + -j = 1, a2>c2: 2. - ¥ = - ¥ < - F : 3. = 0; * * ' ^ 2 2 2 ' ' 

oder: 

1. ^ + ^ t — = 1 , 2> 2- 2. < = 4 ; 3. = 0. 
IL Rotationshyperboloid (oder -kegel): 

L - î - - - ? " ! (oder^O); 2. - Ì < ^ A ; 3. * = 0; 

oder: 

1. S - ^ — = 1 (oder = 0 ) ; 2. _ - l = _ - L < - L ; 3. = 0. 

III. Rotationsparaboloid (oder cylinder): 

1. £ i ! " = 2a: (oder = 1); 2. 0 < £ = 3. - 0. 

IV.* Parabolischer Zylinder (od. Parallelebenenpaar od. Doppelebene): 

1. Ç = 2# (oder = 1 oder = 0 ) ; 2. 0 = 0 < ^ ; 3. jer = 0. 

Flächen mit drei gleichen Hauptachsenkoeffizienten. 

I. Kugel: 

lm ~*~y
2~*~z = 1; 2. ~ = — = — ; 3. jede endliche Ebene. 

Ct (X GL Q/ 

II. 1. Endliche und unendlich ferne Ebene (unendlich ferne Doppel-
ebene); 2. 0 = 0 = 0; 3. jede endliche Ebene. 

Damit sind die reellen Hauptkreisschnittebenen aller Flächen 
zweiter Ordnung aus einem einheitlichen Gesetz hergeleitet. 

14. Allgemeine Bedeutung der Bedingungen der Kreisschnitte. 
Nach § 48, (16) steüt die Gleichung: 

(46) (an—l)x2+{a22—ï)y2 + (asfs—l)z2 + 2a2Byz + 2aBlzx+2a12xy = 0 
in laufenden Punktkoordinaten xy y, z der unendlich fernen Ebene 
(I § 49, 2) das Kegelschnittbüschel dar, welches die vier Schnitt
punkte Slf S2, SB7 S± (§ 100,1) der unendlich fernen Kurve der Fläche 
zweiter Ordnung (§ 66, (23)) und des Kugelkreises § 84, (10') als 
Grundpunkte hat. Die Determinante § 109, (1) ist die mit den Koor
dinaten Uj v, w einer Geraden der unendlich fernen Ebene (I § 49, 4) 
geränderte Determinante des Kegelschnittes X in (46). Soll nun die 
Gerade u, v7 w Bestandteil eines solchen Kegelschnittes, also Verbin
dungslinie zweier Grundpunkte sein, so müssen nach § 44, (19); 9 
die sechs Bedingungen (12) bestehen. 



§ 117, 14. 643 

Die Bedingungen (12) drücken also gerade aus, daß die Ebene mit 
der Stellung u, v, w durch zwei von den vier Schnittpunkten der unend
lich fernen Kurve der Fläche und des imaginären Kugdkreises geht 

Im allgemeinen gibt es sechs Gerade u, v, w, die den Bedingungen 
(12) genügen, nämlich die Seiten des vollständigen Vierecks S1S2SBS4:. 
Fallen aber (§ 100,1) dessen Ecken paarweise, in St^S3 und£ 2 = S4, 
zusammen, so gibt es drei solche Gerade (10, IV), nämlich die Be
rührungssehne St S2 und die beiden gemeinsamen Tangenten des 
Kugelkreises und der unendlich fernen Kurve der Fläche in den Be
rührungspunkten St und S2. Die Berührungssehne gibt eigentliche 
Kreisschnitte (§ 100, 2, II), während die Tangenten nur imaginäre 
„Kreisparabeln" liefern, insofern die beiden Kreispunkte derjenigen 
(imaginären) Ebenen, die durch eine Tangente des Kugelkreises gehen, 
zusammenfallen (§ 2, 9). 


