IV. Abschnitt.
Die ebenen Schnitte der Flichen zweiter Ordnung.

I. Kapitel.
Allgemeine Theorie der ebenen Schnitte.

§ 106. Beziehung des ebenen Schnittes zu einer Geraden.

1. Allgemeine Darstellung der Schnittkurve. Die Schnittkurve
der Fliche zweiter Ordnung mit einer Ebene wird in gemeinen
Koordinaten z, y, 2 durch die beiden Gleichungen:

1) g(z,y,2)=0, @) ur4+ovy+we+s=0

und in homogenen gemeinen Koordinaten z, y, 2, ¢ durch die beiden
Gleichungen:

(3) fx,y,2,8) =0, (4) ur+ovy+wz+st=0
dargestellt. Hier haben ¢ und f die Bedeutung § 66, (1) und (3)
und sind %, v, w, s die homogenen Koordinaten der schneidenden
Ebene.

2. Schnittpunkte der Schnittkurve mit einer Geraden. Liegt
eine gerade Linie in der schneidenden Ebene, so sind ihre Schnitt-
punkte mit der Fliche zugleich auch ihre Schnittpunkte mit der
Schnittkurve der Fliche und der Ebene.

Ist nun die Gerade in der Form (§ 67, (2)):

) r=2x,+ a6, y=y,+ fo, z=2+ye

gegeben, so liegt sie in der Ebene (2), wenn:

(6) wuzy+ vy,+ wzy +s=0, () waet+vB+wy=0.

Ibre Schnittpunkte mit der Kurve (1), (2) sind dann, wie § 67, (4),
durch die quadratische Gleichung:

(® h(a, B, y)0" + 2(9,°« + 9,°8 + g37)6 + 9°= 0

bestimmt.

Ist die Gerade dagegen in der Parameterstellung (§ 67, (6)):

O) z==z+im, y=y+iyp, s=25+1is, t=1t+1
gegeben, so liegt sie in der Ebene (4), wenn:
(10) uz, + vy, + wz, + st, =0, (11) wax,+ vy, + we,+ s, =0,



HT74 § 106, 2—4.

und ihre Schnittpunkte mit der Kurve (3), (4) sind, wie § 67, (7),
durch die Gleichung:
(12) fu+ 2+ 2fy =0

bestimmt.

3. Tangente in einem Punkte der Schnittkurve. Wenn der
Punkt P,= z,, 9y, 4, in (5) nicht nur der Gleichung (6), sondern
auch der Gleichung (§ 66, (9)):

(13) 9" =9,"% + 9:°Yo + 95°2+ 9.° =0

entspricht, so liegt er auf der Schnittkurve (1), (2) selbst. Ist dann
auflerdem in (8):

(14) 9'e + 9:°B + 9:°7 =0,

so fallen die beiden Schnittpunkte der Geraden (5) mit der Kurve
(1), (2) im Punkte P, zusammen.

Eine durch den Punkt x,, y,, 2, der Schwitthurve (1), (2) in der
Richtung o, B, y laufende Gerade ist Tangente der Kurve in thm, wenn
neben (6) und (13) die Bedingungen (7) und (14) erfullt sind.

Liegt der Punkt P, = z,,,, #,,¢,, indem neben (10) auch:

(18) fir= % + £, + 02 + 04
ist, auf der Kurve (3), (4) selbst und ist neben (11) noch:
(16) fie =197 + 0% + V2, + [V, =0,

so fallen die beiden Schnittpunkte der Geraden (9) mit der Kurve
(3), (4) im Punkte P, zusammen.

Eine den Punkt z,,y,, 2, t, der Schunitthurve (3), (4) mit dem
Punkte z,, y,, 25, t, verbindende Gerade ist Tangente der Kurve in
Zyy Yi, 2y, by, wenn neben (10) und (15) die Bedingungen (11) und
(16) erfullt sind.

4. Normale der Schnittkurve. Fiir die Richtungskosinus «, 3,
der Tangente der Kurve (1), (2) im Punkte z,, y,, 2, gelten die
Gleichungen (7) und (14). Fiir die Richtungskosinus o', f, ¥ der
Normale der Kurve in diesem Punkte ist dann:

da+fp+yy=0,
ue +vf 4+ wy' =0,
oder wenn man mittels (7) und (14) «, 8,  eliminiert:
(17) o B Y =0, ud'+ v +wy' =0.
|
|

9" 9.° 9
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5. Doppelpunkte der Schnittkurve. Die Bedingung (14) ist fiir
alle in der Ebene (2) durch den Punkt z,, y,, 7, gehenden Rich-
tungen a, 8, y erfiillt, wenn sie eine Folge der Bedingung (7) ist, also:

(18) 9.°:90:9 =u:v:w
oder mit einem Proportionalititsfaktor o:
(19) 9°+oeu=0, g9+ 0v=0, g'+ow=0.

Ein solcher Punkt der Schnittkwrve (1), (2), der die Eigenschaft
hat, daf3 alle durch ikn gehenden Geraden der Ebene (2) Tangenten
der Kurve in thm sind, ist ein Doppelpunkt der Schnittkurve.

Die Gleichung (13) wird infolge von (19):

— 0 (&u + Yov + 2w) + 9,°=0
9"+ 05 =0.

En Doppelpunkt xz,, y,, 2, der Schnittkurve (1), (2) ist daher durch
die Gleichungen :

' teou=0, g'+oev=0, g°+ow=0, 9°+0s=0,
uzy+ vy, + wzy,+s=0
gekennzeichnet, welche die Gleichung (13) schon zur Folge haben.

Die Bedingung (16) ist fiir alle der Gleichung (11) entsprechenden
Punkte z,, 45, #;, % erfiillt, wenn (I § 51, (3)):

(21) [V O f M fV=w:v:w:s
oder:

Ein Doppelpunkt x,, y,, 2,, t, der Schwitthurve (3), (4) ist durch
die Gleichungen :

O+ ou=0, O+ g0 =0, i+ guw=0, O+ es=0,
{ uz, + vy, + wz, + st, =10
gekennzeichnet, welche die Gleichung (15) zur Folge haben.*?)

6. Tangentialebene als schneidende Ebene. Wenn zwischen
den Koordinaten z,, y,, #,, t, eines Punktes und den Koordinaten u,
v, w, s einer Ebene die Gleichungen (22) bestehen, so liegt der
Punkt nach (15) auf der Fliche (3) und kann die Gleichung (4) der
Ebene in der Form:
(28) FO0 + 0y + F02 + [0t = 0
geschrieben werden. Sie ist nach § 67, (17) die Tangentialebene der
Fliche im Punkte z, y,, 2,, ¢,.

Ist umgekehrt z,, y,, 2,, ¢, ein Punkt der Fliche, so sind fiir die

Koordinaten w, v, w, s seiner Tangentialebene (23) die Bedingungen
(22) erfiillt.

oder nach (6):

(20)

(22)
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Die Schnittkurve der Fliche zweiter Ordnung mit einer Ebene hat
daher immer dann und nur dann einen Doppelpunkt, wenn die Ebene
Tangentialebene der Fliche ist. Der Doppelpunkt der Schnittkurve ist
dann der Beriihrungspunkt der Tangentialebene ™)

7. Mittelpunkt der Schnittkurve. Der Punkt z,, y,, 2, der ge-
raden Linie () ist der Mittelpunkt der beiden Schnittpunkte der
Linie mit der Kurve (1), (2), wenn in (8):

(24) 9:°¢ + 9:"B + 95"y = 0.

Diese Bedingung ist nach (7) insbesondere fiir alle in der Ebene
(2) durch zy, y,, #, gehenden Geraden erfiillt, wenn:

(25) 9°: 9% 9 =w:v:w.

Ein solcher Punkt, der alle durch ihn gehenden Sehnen der
Schnittkurve halbiert, ist Mittelpunkt der Kurve (§ 11, 4).

Der Mittelpunkt der Kurve (1), (2) ist somit durch die Gleichungen:
26 {91°+9u=0, 9 +ov=0, g+ ow=0,
(26) uxy+ vy, + weg+s=0

gekennzeichnet.®)

§ 107. Einteilung der ebenen Schnitte nach dem Rang.

1. Allgemeine Gleichungen der Doppelelemente. Die Schnitt-
kurve der Fliche zweiter Ordnung § 106, (3) mit der Ebene u, v, w, s
hat nach § 106, (22) einen Doppelpunkt z, y, 2, t, wenn die fiinf Be-
dingungen:

(1) {fl+9“=01 fetoev=0, fi+ow=0, fi+0s=0,
ux + oy +wz+ st=0,
oder ausfiihrlich geschrieben?):
ap % + Ay + @32 + a b+ ou =0,
Ugy & + ool + A2 + a3t + gv =0,

@ A T + Gsoy + Agg2 + a5yt + ow =0,
Uy + Ay + a2 + ay,t +0s =0,
ux + vy+ ws+ st =0

unter Elimination von ¢ erfiillt sind. Sie werden aber bei Elimina-
tion von ¢ in der Form:

®) fi_h_hi_*&

v
4) ux + vy + wz + st =0
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in #, 9,2 ¢t linear und homogen. Sie kénnen also dann als Glei-
chungen von vier Ebenen betrachtet werden, denen der Punkt z,y, 2, ¢
angehoren muB. Je nachdem diese vier Ebenen keinen oder einen
Punkt oder eine Achse gemein haben oder alle vier zusammenfallen,
wird die Schwittkurce keinen oder einen Doppelpunkt oder eine Doppel-
achse oder eine Doppelebene haben. Sie wird danach ein eigentlicher
Kegelschnitt, ein Strahlenpaar oder ein Doppelstrahl sein, oder die
schneidende Ebene u, v, w, s wird alle ihre Punkte mit der Fliche
gemein haben, also selbst ein DBestandteil der Fliche sein (§ 18, 1;
§19,9).

2. Schnittkurven ohne Doppelpunkt. Die in z, ¥, 2, ¢, ¢ line-
aren homogenen Gleichungen (2) konnen nur bestehen, wenn ,die mit
den Koordinaten u, v, w, s der Ebene gerinderte Determinante A der
Fliche“'Y):

Qyy Qg Oz Gy U
(g Gy Ggy Ggy ¥

®) 40—

U351 32 g3 dgy W
Ay Qg9 By Ay S ‘
u v w s 0]
verschwindet. Es folgt daher:

Die Schwitthurve § 106, (3), (4) hat keinen Doppelpunkt, ist ein
eigentlicher Kegelschnitt, wenn:
(6) A* 40"

3. Schnittkurven mit Doppelelementen tiiberhaupt. Die not-
wendige Bedingung fiir das Vorhandensein eines oder mehrerer
Doppelpunkte ist dagegen:

(M) A4 =0.
Sie ist nach § 106, 6 zugleich die Bedingung dafiir, daB w, v, w, s
eine Tangentialebene der Fliche ist.!™®)

Die Entwicklung der Determinante (5) nach der letzen Zeile und
Kolonne gibt fiir die Gleichung (7):

(8) — A=A, ju+ A 0¥+ Aggw®+ 2 A 0w + 245, wu + 2A ,uv
+ 24,,us + 24,05 + 245, ws + A,s*=0.

Alle Ebenen u, v, w, s, welche die Fliche § 106, (3) in einem nicht
eigentlichen Kegelschnitt schneiden und daher Tamgentialebenen sind, ge-
niigen der Bedingung (8).

Sie wurde unter der Voraussetzung 4 =+ 0 schon in § 78, (7)
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als Gleichung der eigentlichen Fliche in laufenden Ebenenkoordinaten
erhalten '

Die Bedingung (8) ist identisch in u, v, w, s erfiillt, wenn alle
A,, verschwinden, also die Fliche zweiter Ordnung ein Ebenenpaar
oder eine Doppelebene ist (§ 81, 27)).

4. Die Unterdeterminanten vierten Grades von 4* Wir be-
zeichnen mit A4 (k!1=1,2,3,4,5) die Unterdeterminanten vierten
Grades der Determinante fiinften Grades 4% Sie zerfallen in drei
Arten: erstens die sechszehn A7 (k, 1=1, 2, 3, 4), die durch Rénderung
der A,, (§ 66, 6) entstehen, z. B.:

» Aoy Qo3 @, v |
;21 23 MM2a i
(g Ghgg oy

1
[ O3y Qg3 Agq W

|
( . H — .
M Ay, =— | - neben A, = — ag ag ag, |;
|

w ow s 0 Qyy Qy3 Ay
zweitens die acht (k= 1,2, 3, 4):
(10) Ay = Ay = — (Ayyu + Apgv + Ay + 4,55
drittens die eine:
(11) Ay, = 4.

Falls die Determinante A4* verschwindet, ist fiir £ = 1,2, 3,4, 5:
ay Ay + ap Al + ap Ay + a4, +ud =0,
Qgy Ayy + Qg Ay + Qg Ay + a9 Ay, +0 45 =0,
gy Ai'y + A3 AYs + ags Ay + g A, +w A =0,
ay A + ap Al + ag AL + ay A, + s A4 =0.

Ist jetzt: :

(13) A;:l =0, AI?? =0, Al‘fs =0, A:4 = 07 k=1, 2, 3, 47

so folgt aus (12), da %, v, w, s nicht alle verschwinden konnen:

(12)

(14) AZ.’):A.:I::O’ k=1,2, 3, 4;
damit aber wieder aus (12) mit £ = 5:
(15) 45, =A4=0.

I. Wenn also neben A“ selbst die sechszehm Unterdeterminanten
(13) sdamtlich verschwinden, so verschwinden auch die neun Unterdeter-
mananten (14) und (15) (§ 44, 10).

5. Schnittkurve mit einem bestimmten Doppelpunkt. Unter
der Voraussetzung (7) ergibt die Auflésung der Gleichungen (2):

(16) ziyioctio=Af 1 Al AL A T A,
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k=1,2 3,4 oder 5, und daher unter Elimination von ¢ (§ 79, 4)):
17 ziyigit= Ay Ay Ay AL,
k=1,2, 3, 4 oder 5. Die Verhiltnisse (17) sind bestimmt, wenn A4,
A, Ay, 4, (k=1,2,3, 4, 5) nicht sﬁmtlich verschwinden; dazu
diirfen aber nach 4, I schon A4y,, 4;,, 4;,, 4/, (k=1, 2, 3, 4) nicht
simtlich verschwinden.

Die Schnittkurve hat daher immer dann und nur dann einen be-

stimmiten Doppelpunkt, mit den Koordinaten (17), wenn):
(18) A" =0, aber A7 (k,1=1,2, 3, 4) nicht alle 0.
Sind dabei die Bedingungen (14) und (15) erfiillt, so wird nach

(16) ¢ =0, und die Gleichungen (2) stimmen mit den Gleichungen
§ 67, (32) fiir den Doppelpunkt der Fliche selbst iiberein.

6. Andere Form der Bedingungen eines bestimmten Doppel-
punktes. Fiir die Determinante fiinften Grades (5) ist unbedingt (ent-
sprechend wie I Anm. 1, III, (9)):

| A% A% Gy Gy U
19 22 Ay 7 | v u
(19) i AL AL = Qg Qgg § = A Gy
l w s 0

wo wir allgemein mit o, (k,1=1,2, 3, 4, 5, 6) die mit den Koor-
dinaten der Ebene u, v, w, s gerinderten Unterdeterminanten o, be-
zeichnen, z. B.:

| Bgy Ggg U o a |
! i 21 Y22
(20) 0y = Gy @3, w TNeben o —| w al
| Ogy Qgg |
u v O

Mit Hinzufiigung der entsprechenden Formeln ist:

Agy Agg — (Agg)* = “ Caps A;}} A:: (Ag) = A" ey,
ey Ay Ay~ (A — Ay,
’ Af Ay — (4y)?= A"y, AZ2 AL (4, )2 “;2 ’

A A%, — (A= 4
Setzt man daher zur Abkiirzung (§ 79, (5)- 6)):
(22) A= A% + Ay, + A5, + 4,
(23) A" = oy + gy + oy + oy + o + o,
so folgt ebenso wie in §79, (9) zunéchst:
gy | 47 A A (AL (5 £ o 4 ),
| A = AL (A AL (AL A+ )

s -
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und danach die identische Gleichung®®):
(25) (A7) = (A1) + (45)* + (Asp)* + (A)" + 2 (45)" + 2(4yy)*
+2(45) + 2(41)" + 2(45,) + 2(4y,)* + 24747
Wenn nun 4“=0 und 4'“= 0, verschwinden nach (25) alle
A7, (B, 1=1,2,3,4). Wenn dagegen alle 47, =0 (k=1, 2, 3, 4),
verschwindet nach (22) A4’“ und, da fiir die Determinante fiinften
Grades:
A = (49!
ist (entsprechend wie I Anm. 1, III, (7)), auch A4“
Daher sind die Bedingungen:
(26) A“=0, alle 4}, =0 (k=1,2 3 4)
gleichbedeutend mit:
(27) A*=0, A*=0;
ferner die Bedingungen (18) eines bestimmiten Doppelpunktes gleich-
bedeutend mat:
(28) A“=0, 4“=+0.
7. Schnittkurve mit bestimmter Doppelachse. Der Doppelpunkt
(17) wird wnbestimmt, wenn die Bedingungen (26) oder (27) erfiillt
sind. In diesem Falle gehen also die vier Ebenen (3), (4), falls sie
nicht alle vier zusammenfallen (vgl. 9), durch eine gemeinsame Achse.
Diese wird schon durch zwei von den Gleichungen (3), etwa durch:
(29) faw—f9=0, ur+ovy+ws+st=0
in laufenden Koordinaten z, y, z, ¢ dargestellt oder, was dasselbe ist,
durch die zweite, dritte und fiinfte Gleichung (2) wunter Elimination
von Q.
Die gleichzeitige Elimination von # und ¢ aus den drei genannten
‘Gleichungen gibt aber in:
é By gy + U332 + gyt v |
Gy Gyt agz At agt ow |
L u vy + wz + st 0

-0

oder:

(30) . Ty — a2+ et =0

die Projektion der Achse (29) auf die yz-Ebene. Ebenso gibt die
Eliniination von y und ¢ oder z und g:

(309 ah 2 —apx + it =0, ahx —ayy+ i t=0.

Wie hier die zweite und dritte, konnte man aber auch irgend zwei
.andere der vier ersten Gleichungen (2) mit der fiinften verbinden.
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Damit ergibt sich aber (I § 48, (11)):
" Die Schuitthurve ist unter den Voraussetzungen (26) oder (27) eine
Doppelgerade mit den Achsenkoordinaten (§ 81, (2))™):

(31) Gos a1 * Grot Guat Toat Toa == By © Gy * Gy T Oy T 0G5 2 O,
kE=1,2 34,5 oder 6.

Die Doppelgerade ist bestimmi, wenn noch die wettere Voraus-
setzung hinzugefiigt wird, daf: '
(32) o, (k1=1,23,4,5,6) nicht alle 0.

Da aus (26) nach 4, I die Gleichung (15) folgt, so ergibt sich:

Eine eigentliche Fliche zweiter Ordnung (A 4 0) kann von einer
Ebene niemals in einer Doppelgeraden geschnitten werden, sondern nur
i einem eigentlichen Kegelschnitt oder einem getrennten Linienpaar.

Beim Kegel (4 =0, A'+0) muB jede in einer Doppellinie
schneidende Ebene nach (14) und (10) durch die Spitze gehen
& 19, @).

8. Andere Form der Bedingungen einer Doppellinie. Durch

Multiplikation der Entwicklungen:

— AY, = 0ge0® + gz w? + 0 8° — 2a,ws + 20,508 — 2o 0w,
@3 | Ay = ot W+ oggu® + 009987 — 2ap5us + 205,008 — 2 et 00u,

— Ay = oy u® 4 @y 0+ 0y587 — 203,05 + 258 — 2 uv,

— Ay, = o U+ g0 + gy + 20w + 2oy wu + 204,uv
mit u?, v, w? s* und Addition folgt:

— (A} u*+ A5 0+ AGw + Af,s®) = 20,,uPs® + 2ayy0°s®

+ 2a53ws? + 20,0 w? + 20500 u? + 2 0 uv?

34) — 2outws + 2o guvs — 2egutvw — 2e50°us + 2,0 ws — 20, v wu
— 2a5, w08 + 2agwus — 2o wiuv + 2o, vws® + 20g, wus? + 2a,,uvst,
Andererseits ist:
— o}, = Ag W+ Ay — 2aggvw, — o, =ay, S+ agul— 2a,us,
(38) | —agy = aggtt®+ @ Wi — a5, wu, — o = Gy $* + a,, v} — 2ay,vs,
— Gy = Oy VP P — 25UV,  — oy = gy ST+ ay W — 205,08,

u
Oy = O3, VS — Ay WS + Gg, Wik — Ay UV,
(36) gy = Uy US — OggS + g, UV — A, VW,
w . .
Oge = AogUS — gy VS + Gy VU — Ao WU,
Staude, Flichen zweiter Ordnung. II 38
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(ot ey + gy g + ety rge) — (g ey + ey oy + et a)
= 20, u%S? + 20550782 + 205,07 + 20,07 w2 + 2w ud + 20ul0?

(37) 1 2 33 44 55 66
— 2a5uPws + 2a,,utvs — e utvw — 2egav us + 20,0 ws — 2e,0°wu ‘1
— a3, w™0s + 2ogswtus — a5 wur + 2epy0wst + 2oy wus® + 2o,uvs’ |
Nach (34) und (37) ist daher: .
(38) { (o ey + gy o + g ege) — (g ey + e gy + e o) . |

. — (A% 2 2

(45w + A5 v+ Ajuw®+ A} s%). .
Fir die Determinante vierten Grades A}, ist nun unbedingt 3

(I Anm. 1, III, (9)):

und hieraus: |
|

%55 Cpy | gy v
(3913 o e = A11| ‘ =— 4;,0%
In derselben Weise erhidlt man die Gruppe von Formeln:
VP Ay = (o) — oy ey, W Agg=(ctge)*— g, U Agy=(erg))*— ey,
(40) wz A =(aye) — o o, P Agg=(0g,) — ey, v®Agg=(ag) —aiel,
$* Ay = (o5) — gy, S*Age=(0y)’—e, g, STAz= (o) —af ek,
u? A= (o) — 0505y, 07 Af=(0jy)?—af gy, Wiy = (o)’ — o ok
Danach folgt aus (23):
A" gy = (ey)? +(age)® +(eyg)” + gy g+ (1) +(ege)® — (0 +w™) (4 +A44):
v “;2 (0rg0)® =+ (et5)” =+ (0r56)® + (0t5)® + egg gy +(erge)” —(w?+ w?) (Age+ A
A e () o) (B (65" () +edt— (o) (A A5,
Al it (o) () (o) () + @) —(u 4 $9)(Afet AL,
A"  argg= (e3)" + e ergt (er55)” + (r50)* + (er55)” +(056)* — (P + 87) (Aggt+ A1),
A" agg= (015, + (@gs)? + tge gt (etg)* +(e0gy)® +(g5)* — (0P + ) (A1 + 4gy).
Durch Addltlon dieser Gleichungen und der Gleichung (38) in der
Form:
(42) 2(ogy gt gy s o gq)
2 (e (W) (al)?) — (A0 ALt A+ ALs)
folgt aber die identische Gleichung®®):
(43) (A" Y= ()" + (g9)" + (er55)* + (e4)*+ (e0g5)*+ (ergg)”
2{(03)*+ () + (oe43)*+ (orgs)* + (et36) + (erg)*+ (ergy)* + (etg)*
+ (o96) + () + (e0g5)* + (erg6)* + (e45)*+ (0146)" + (er5)” }
— 247 (4 v+ wi+ s%). ‘
Wenn daher 4= 0 ist, so folgt aus 4”“=0 das Verschwinden
aller «,; und umgekehrt.

(41)
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Daher sind die Bedingungen:

(44) A*=0, A4™=0, alle ¢,,=0 (k,1=1,2,3,4,5,6)
gleichbedeutend mit:

(45) A*=0, A'“=0, A"*=0;

ferner die Bedingungen (27) und (32) einer Doppellinie gleichbedewtend
mit:

(46) A4*=0, A™=0, A"“£0.

9. Die schneidende Ebene gehdrt der Fliche an. Die Doppel-
linie (31) wird unbestimmt, wenn die Bedingungen (44) oder (45)
erfiillt sind. Dann fallen die beiden Ebenen (29) zusammen. Die
aus der Matrix ihrer Koeffizienten:

(47)  way —vay  way — Vaz Wy — Vagy Wy — Vg,

lu v w s ’
gebildeten Determinanten sind in der Tat die Unterdeterminanten
0y, Qg Ofg, €4, G5, @4, die nach (44) verschwinden. Ebenso fallen
alle Ebenen (3), (4) in eine zusammen. Jeder Punkt der schneidenden
Ebene ist daher Doppelpunkt der Schnittkurve.

Unter den Bedingungen (44) oder (45) gehdrt die schneidende
Ebene in ihrer gamzen Ausdehnung der Fliche an.

Die Fliche muB daher selbst ein Ebenenpaar oder eine Doppel-
ebene sein. Aus diesem Grunde sind nach § 81, (1) die Unterdeter-
minanten 4,,(k=1,2,3,4) alle 0.

Die schneidende Ebene muB im Falle des Fbenenpaares durch
dessen Achse gehen, so daB nach § 81,(2) (I § 48, (12")) die Gleichungen
bestehen:

(48) {“kev— asW + €8 =0, @ — e u + a5 =0,
Cpth— 0 04 038 =0, o %+ a0 + 038 =0;
im Falle der Doppelebene sind schon alle «,= 0 (§ 81, (20)).

Die linken Seiten von (48) sind aber die 48 Unterdeterminanten
dritten Grades, welche A“ neben den 36 o, (k,1=1,2,3,4,5,6)
und den 16 A4;, noch besitzt, z. B.:

[ Bgg Qg3 a24i=!a22 Qg3 Y

= 0V — O W + &4 S.

(49) Agy Ggz Ggy gy (yy W
v w s ’ A Qg S |

II. Wenn also neben A* und A'* die 36 Unterdeterminanten
ol (k,1=1,2,3,4,5,6) simtlich verschwinden, so verschwinden auch
die 16 A,, (k,1=1,2,38,4) und die 48 ibrigen Unterdeterminanten

dritten Grades von A* in (5) (vgl 4, 1I).

38*
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II. Kapitel
Das Hauptachsenproblem der ebenen Schnitte.
§ 108. Hauptachsenrichtungen und Hauptachsenkoeffizienten der
Schnittkurve.
1. Koordinatensystem in der schneidenden Ebemne. Die Glei-
chung der die Fliche:
1) g9z, y,2) = ay 2+ Gpy® + a532° + 2a5y2 + 2a3 27 + 2a, 3y

+ 2a,,2 + 205,y + 203,2 + a4 =0
schneidenden Ebene:

(2) uwr+ovy+wz+s=0

sei in der Hesseschen Normalform:

) MELOYFUERS ozt By + 1z + 0 =0,
WO:
4) e=Vu+ v+ u?

nicht verschwindet, wenn die KEbene (2) als endlich vorausgesetzt
wird. Von den Koeffizienten:

u v w s
(5) 3= ﬁs__—;d Vs= 5> 6=—e',

) o’ + B7 + yP=1

sind die drei ersten die Richtungskosinus der Normale § der Ebene.
Es sei nun QE&n ein beliebiges in der Ebene (2) liegendes Koor-

dinatensystem, dessen Anfangspunki £ die Koordinaten z,, y,, 2, und

dessen Achsen & und 7 die Richtungskosinus o, f,, », und a, B, s
haben, so daB: '

(6) uiy+ vyo+ way+ s =0 (e52+ Bsyo+ v35 + 0 = 0),
M {““x +vp+wy, =0 (egey + 3By + v57.=0),
Uty + vfy + wy, =0 (esey + By By + 7572 = 0).

2. Neues Koordinatensystem im Raume. Wir fiihren nun
QEn¢ als neues System im Raume ein, auf das wir von dem alten,
Oxyz mittels der Formeln iibergehen:

r=x+e, + e+, E=a,(z—20) + B, (y— Yo) +71(s— ),
(ONY =4 +B1E+Bani+B5E, (9 n=0a(B—20)+Ba(y—Y0) + 72 (¢— %)
2=z, +1E+rm+vs, =05 (z—20) + B (y—Y0) + 75 (2— 20)-
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Die Gleichung der Fliche (1) lautet in dem neuen System:

(10)  g(z,y,2) = ay, 8+ Aa‘,zz"ls'i' Gys&® + 2ag3mE+ 2ay,§8 + 2a5,8y
+2ay,8 +2a5 + 25,8+ =0,

wo die Koeffizienten die Werte § 66, (19)—(21) haben, und die Glei-

chung der Ebene (2) wird nach (3), (6), (9):

(11) t=0.

In bezug auf das ebene System Q&vw ist daher die Gleichung der
Schnitthurve (1), (2)1):

12) a8+ 2,8 + ayn’+ 2018 + 2aym + ay, = 0.

3. Hauptachsenrichtungen und Hauptachsenkoeffizienten. Der
Punkt Q und die Achsen &, 7 waren vorerst in der Ebene (2) beliebig
gewahlt.

Die Koeffizienten ay,, a),, ay,, @y, 0y, in (10) hingen nach § 66, (19)
nur von der Richtung der Achsen &, 5, aber nicht von 2 ab. Wir

nennen nun die Richtungen der Achsen £ und % zwei Hauptachsen-
richtungen der Kurve (12), wenn sie senkrecht sind und®):

(13) Aye = Iy (3 By 1) ety + Dig (e, B, 1) Be + Py (1 By 7)) 72
= hy (@3 B372) & + Py (03 By 73) By + Py (3 Bav3) 71 = 0.
Die entsprechenden Koeffizienten:
(14) ayy = h(ey By 74), g9 = (33 7:)
heiBen alsdann Hauptachsenkoeffizienten.
Die Werte der Koeffizienten a),, a,, sind:

{"’13 = hy (ey By 1) ot + Nig(ey By 71) Bs + D (ey B171) 55
a,;3 = hy(ayByvs) g + hy (s By75) By + hy (0t B, V2) V53
und auBerdem bestehen die Formeln:

(15)

(16) “12+ ﬁ12 + 718= 1, “22+ 622'*' 722= 1,
@) wgey + Bsfy+ 757, =0, sty + Byfy + a3, =0,
(18) aog+ Byt 117 = 0.

Die zehn Gleichungen (13)—(18) enthalten somit die vollstindige
Erklirung der zehn Unbekannten ey, By, v,; g, g, Vo3 0y, Aaes Grg, Qo
des Hauptachsenproblems.

Die beiden Gruppen a, B, vy, iy, @y und oy, By, 7y, gy, g
von je fiinf Unbekannten sind vertauschbar (§ 88, 4). '
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Die Gleichungen (16) bis (18), neben denen noch (5) besteht,
haben (§ 88, (7); 8)) zur Folge, daB:
(19)  el+ et te’=1, B+ B+ BI=1, '+ v+ r’=1;
(20) Byyit+BevstBsvs=0, Preytpatatyses=0, o f+ o5 fs+ ez fg—0.
4. Notwendige Bedingungen fiir einzelne Gruppen. Aus den
drei Gleichungen aus (14), (13), (15):
Ry (e By vy) ey + hs(ey By 71) By + hs (e By )7y = @5
(21) by (e By 1) e+ hy (g By 71) By + by (e, B 7)) 73 =0,
]k1 (ot By 1) s + Py (eey By 71) By + Tog(ey By 7)) 75 = g
folgt durch Multiplikation mit e, «,, a3 oder f,, B, B, oder p,, p,, ¥,
und Addition mit Riicksicht auf (19); (20):
hy (e, By74) = ay, ¢ + a0,
(22) hy (e B, 7)) = a3, B+ aysPs,
IACH AR A E XA

Die beiden Gruppen von fiinf Unbekannten gensigen daher jeweils
den fiinf Gleichungen:

hy (e B,71) = a4 0 + agz0, hy (o B3 7s) = gy 05 + et

hy (s By 1) = @4y By + ey B, hs (ea B3 73) = @39 By + a3 Bs,

(28) { by By 71) = a5y 71 + 375, (23") { s (g B ve) = e vs + Ay3¥s)
agety + BBy + 757 =0, ey + By + 7373 =0,
e+ B+ pi=1; o+ Bf+ = 1.

5. Hinreichende Gleichungen fiir die zehn Unbekannten. Um-
gekehrt folgt aus den drei ersten Gleichungen (23) durch Multipli-
kation mit «,, 8, 7, und Addition mit Riicksicht auf die vierte und
finfte (23) wieder die erste (21) oder (14), und ebenso aus (23"
wieder die zweite (14). Multipliziert man ferner die drei ersten
Gleichungen (23) mit a,, f;, 7, und (23") mit «,, ,, , und addiert,
so folgt mit Riicksicht auf den Wert (13) von a, und die vierte (23")
und (23):

Gyp = @y (&1 & + B1 B+ ¥173),
Gyg = s (e 03 + By B3 + 7173),

Y ’ r
und daraus fiir aj, # ag,:

(24) a, =0, (25) eyay+ Bifo+ y17,=0,
iibereinstimmend mit (13) und (18). Fiir a;, = aj, folgt dagegen (24)
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erst unter Hinzufiigung von (25). Auch die Gleichungen (15) gehen
mit Riicksicht auf (5") aus (23), (23") wieder hervor. ‘

Die zehn Gleichungen (23) und (23") sind fiir die Unbekannten
Ay, @, Py, V1, Gy und ag,, @5, Py, Py, Gy an sich hinreichend, wenn
ay, 5 Gy, dagegen erst in Verbindung mit (25), wenn a;, = ag, (§ 88, 6).

6. Die qﬁadratische Gleichung der Hauptachsenkoeffizienten.
Die vier ersten Gleichungen (23) lauten mit Riicksicht auf (5) aus-
fiihrlich: :

(@ — @) e+ a1y + ags7; _‘% a3=0,
. ’ v,
(26) Oy 0y + (93— @3,) By + Aoy P, — ¢ 4= 0,
g 0y + age By + (a5 — ay)y; — % a3 =0,
ue, + vf, +wy, =0,
und ebenso die Gleichungen (23 ) mit gy Cg, By, Vs, g, fiir al,,

,31, 1) ay,. Da «, By, 74, ?" mnach (16) nicht alle verschwinden

konnen, muB die Determinante der in ihnen linearen und homogenen
Gleichungen (26) verschwinden. Es folgt daher (§ 88, 7):

Jeder der beiden Hauptachsenkoeffizienten ay,, a,, muf3 der in i
quadratischen Gleichung33):

L au —4 a5 - ag u

@7 H(3) = G b ’1=0
' s G — 24 w |
] o ) w 0

gentigen. Sie heiBt die quadratische Gleichung des Hauptachsenproblems
der Schuitthurve der Fliche (1) mit der Ebene (2).

§ 109. Die Wurzeln der quadratischen Gleichung.

1. Die Determinante und ihre Unterdeterminanten. Die Unter-
determinanten dritten Grades der Determinante:

ay— 4 ag, 3 u

— 1 ay v

@ H@#) = Q
i gy Gge ags— A w |

, % v w 0

sollen in folgender Weise bezeichnet werden:
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|Gyy — 4 g v Agg— A g w]
Hy(2) = | ay, Gy — 4 w!, Hy(3)= i 28 y— 4 ! ’
v w 0 lw u 0]
Gy — 4 ’a,, u
Hg (1) = | Qo1 Ugy—4 0|3
L v 0,
2) ‘
ay—>2r a, u Qoo — A Glgg ”l
Hgs (1) = 0 Ase W ., Hy (1) = — | ay5 LT i ’
| v 0 v w 0
L !
Hp(4) = —  ay Gy 3
‘w " 0
el a9 g3 — A ag Q32
Hi (A) = —|ay Gy — 4 gy, Hyy (1) = — ay, Ay — A Gy,
®) v w “ | w u v
Ay — A ay 43
Hgy(4) = — | a5, dgs— A Ggs |3
u v w
‘ ay— i ap Q5
) Hy() = a) = f gy Qoo — L Qg .: (8 88, 1M).
| ay,  ~ ag Agy— 4 |

2. Entwicklung der Determinante. Die Differentialquotienten
von H(2) nach A sind:

(5) H'(l) = H11 (l) - H22 (}') —Fss(l);
(6) H”"(2) = — 2(u® + v* + w®) = — 2¢* (§108, 4)).
Nach der Maclaurinschen Reihe ist dann:
7 1 ”
(7 H(2)=H@O)+H (0)1,+—2~H (0)a%

Nach § 107, (9); (20) ist nun:

[ Oy Gy Qg

l

; |
g1 Ogg  Gog

| u
| v v
| Bgy O3y Qg3 W
| 0

® H(0) = 145

u v w
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Ggg Gy 0 |
9 Hu0) = a5 a5

v w O ‘
Setzen wir daher zur Abkiirzung (§ 89, (5)):
(10) Al = i + ogy+ g,
so wird die quadratische Gleichung § 108, (27) des Hauptachsmproblems
der Schnittkurve:
(11) H(A) = — 22— A0 4+ A, = 0.

3. Die Diskriminante der qua-
dratischen Gleichung. Nach (11) ist
der Differentialquotient von H(1) auch:
(12) H () =—2el — 4.

Die Wurzel der Gleichung H'(1) =

= ¢y, Hy(0) = ttg9; Hgs (0) = agg.

ist daher (Fig. 182): Fig. 188,

(13) R A

worauf identisch:

(14) H' (1) = 0

Mit (13) wird nun nach (11):

(15) 4¢’H(k,) = (4 + 4% 4,,.

Die Diskriminante der Gleichung (11), welche zunichst den Wert:
(16) | 0 — (40 + 4 AL,

hat, ist in der Form darstellbar:

(17 O = 4*H(4,).

4. Identische Gleichung swischen H(1) und H'(1). Fir die
Determinante vierten Grades (1) ist (I Anm. 1, III, (9)):
Hy(4) Hys (1) —H( ) ay—4
Ha() Ha (D) 0
oder entwickelt und die beiden entsprechenden Gleichungen hinzu-

gefligt:
Hg (4) Hys (1) — HE(2) = — w’H(A),
(18) { Hy (1) Hyy (4) — H (4) = — ©*H(4),
Hy (4) Hye (4) — HE(R) = — w®H(4).

Multipliziert man jetzt die Gleichung (5) mit — H,,(2) und benutzt
die beiden letzten Gleichungen (18), so folgt:
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— Hy()H @) = Hi(1) + H5(2) + Hi(@) — (0 + w)HQ),
(w” Hy, () H'(3) = HﬂD+H(D+H(D (w*+ w?)H(2),

— Hys (Y H'(2) = Hi (2) + H (1) + Hg(2) — (v* + 2)H(D)-
Durch Addition dieser drei Formeln folgt nach (5) und (13) (§ 44, 40)):

Zwischen H(1), H'(1) und den sechs Unterdeterminanten (2) be-

steht identisch in L die Gleichung:
' H'2(1) = HZ(A) + HL (1) + HL(A) + 2HZ(A)
(20) { + 2HJ (1) 4+ 2HZ (1) — 2¢*H(Q).

b. Realitit der Wurzeln der quadratischen Gleichung. Setzt
man in (20) insbesondere 1 = 1, so wird nach (14):

0= H2 (}'o) + H (}'0) + H (10) + 2H23(lo)
+ 2H?2 (2y) 4+ 2HL(4,) — 2€*H(4,),
und folgt nach (17):
Die Diskriminante @ der quadratischen Gleichung (11) st als
Summe von Quadraten in der Form darstellbar:

1) l 2 @ = Hi (k) + Ha (k) + H () + 2HE(4)
+ 2H2 (A9) + 2HZ,(4,),
wWo Ly den Wert (13) hat und in (13) Ay, aus (10) und (9) 2u ent-
nehmen 1ist.
Da somit die Diskriminante ® nicht negativ sein kann, so folgt:
Die Wurzeln der quadratischen Gleichung des Hauptachsenproblems
der ebenen Schnitte sind stets reell.1®)

6. Bedingungen einer Doppelwurzel. Da die Diskriminante @
nur verschwinden kann, wenn die sechs Quadrate in (21) einzeln
verschwinden, so folgt:

I Die beiden Wurzeln der quadratischen Glewhung (11) sind
immer dann und nur dann einander gleich, wenn zwischen den Koeffi-
zienten a,, und u, v, w die sechs Bedingungen erfillt sind:

{ Hii(4) = 0, Hse(dy) =0, Hgy(d) =0
Hsa(lo) =0, Hsl(lo) =~O; sz(lo) = 0
in denen A, den Wert (13) hat.

Wenn die Gleichung (11) eine Doppelwurzel hat, so muB diese,
da sie als solche auch der Gleichung (12) geniigt, selbst den Wert
(13) haben. Aber schon daraus, daB fiir eine Doppelwurzel 4:

(23) H(1)=0 und H@(1)=0,

(22)
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folgt nach (20), daB fiir sie auch:

Hu ('1) ='O: Hss(}*) =0, Hss(l) = O,
{ Hss(l) = 0: Hs1(l) = O; H12(l) =0.

II. Fiir eine Doppelwurzel i der Gleichung (11) verschwinden da-
her stets die sechs Unterdeterminanten (2).

Setzt man umgekehrt von einer GroBe A voraus, daB sie den
sechs Gleichungen (24) geniigt, so folgen fiir sie nach (18), wo u?
v% w? nicht alle drei verschwinden kénnen, und aus (5) die Glei-
chungen (23), welche 4 als Doppelwurzel kennzeichnen.

III. Wenn fiir eine Grofe A die sechs Unterdeterminanten (2)
verschwinden, so ist sie eine Doppelwurzel der Gleichung (11).

Statt daher die Gleichungen (22) mit dem bestimmiten Werte (13)
als Bedingungen der Doppelwurzel zu nehmen, kann man auch die
Gleichungen (24) mit unbestimmitem Werte von 1 benutzen und sagen:

(24)

IV. Die Gleichung (11) hat tmmer dann und nur dann eine
Doppelwurzel, wenn die sechs Gleichungen (24) durch ein und den-
selben Wert L befriedigt werden kinnen, der dann zugleich die Doppel-
wurzel ist.

Kommt es auf dessen Kenntnis nicht an, so geben die Glei-
chungen (24) unter Elimination von A die Bedingungen einer Doppel-
wurzel. Sie sind zwar nicht unabhingig voneinander, sollen aber
der Symmetrie wegen als ,iiberzihlige Bedingungen® alle beibehalten
werden.

7. Verschwindende Wurzeln. Fiir die beiden Wurzeln 1,, 1,
der Gleichung (11) ist:

(25) ll—}-lz:—%‘;“, llle=—éﬁ4; e = u?+ v* 4 w
Daher sind fiir:

Ay, + 0: beide Wurzeln von Null verschieden; ,
(26) | Ay, =0, A}y 4+ 0:eine Wurzel 1, — 0, die andere i, = — ‘:‘2‘4;
| A3, =0, A5 = 0:beide Wurzeln 2, = 1, =0.
8. Positive und negative Wurzeln. Aus (25) folgt fiir die Vor-
zeichen der Wurzeln (§ 21, (25)):
A <0, A45<0:4+
@) |40 1> 0:——
A4;,>0 i e
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§ 110. Bestimmung der Hauptachsenkoeffizienten und
Hauptachsenrichtungen.

1. Die zu einer Wurzel gehorige Hauptachsenrichtung. Jeder
Hauptachsenkoeffizient a,, (k = 1, 2) ist nach § 108, (27) eine Wurzel
A, der Gleichung H(Z) = 0. Die zu ihm und damit su der Wurzel
A, gehorige Hauptachsenrichtung muB nach § 108, (26) den Gleichungen:

u ’
(@ — L)+ B+ a3y — ¢ W3 = 0,
1) Aoy 0+ (Bge — L) B+ Gos v — ‘::— as =0,

w o,
gy 0+ Ao By + (A3 — )y, — o ks = 0,
ue,+ vf+ wy, =0,

die eben wegen H(A,) = O miteinander vertraglich sind, geniigen.

2. Die zu einer einfachen Wurzel gehorige Hauptachsenrich-
tung. Ist nun 1, eine einfache Wurzel, fiir die nach § 109, 6, III
niemals alle Unterdeterminanten § 109, (2) verschwinden, so geben
die Gleichungen (1) fiir die Verhiltnisse der Unbekannten ein einziges
bestimmtes Wertsystem:

@By — %3’ = Hyy (&) : Hip (&) = Hyg(4)  Hyy(4),
(2) = Hy; (4) = Hag (&) 2 Hgg (4) = Hye(2),
= Hgy (1) = Hyp (2p) = Hag(2) = He(4),
= Hyy(4) : Hyp (4) : Hys (&) : Hy ().
Damit ist aber die Richtung «,, B, 7, bis auf die Pfeilspitze bestimmt.
Zu einer einfachen Wurzel 1, gehort stets eine und nur eine den

Gleichungen (1) entsprechende Hauptachsenrichtung.
Wie in § 90, (4), (5) folgt aus (2) auch'®!):

oe? = Hy, (4,), 0B = Hys (), 07 = Hys(4,),

3

@ 0B vi=Has(X), erer=Hy (%), ewB=Hy(4),

4) e=—H(®,

® - 9%‘?“3 =Hu(&), - 9“@% =Hy (&), —e Zkf:i = Hy, (&),
I? .

(6) 0 L‘lek‘zd = Hy, (4)-

3. Fall von zwei einfachen Wurzeln. Sind nun die beiden
Wurzeln 1, verschieden, so gehort zu jeder von ihnen eine bestimmte
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Hauptachsenrichtung «,, 8, 7, die in Verbindung mit dem Koeffi-
zienten a;s den Gleichungen (1) geniigt. Die beiden Gruppen aj; = 4,
&y Biy Yo s (E=1,2) von fiinf GroBen geniigen also den Glei-
chungen § 108, (23) und (23"), die fiir 1, & 1, nach § 108, 5 fiir ein
System von Hauptachsenrichtungen hinreichend sind.

Hat die Gleichung H(1) = O zwei verschiedene Wurzeln 1, und i,
so gibt es stets ein und nur ein System von zwei zueinander senkrechten
Hauptachsenrichtungen o, f,, y; und oy, By, o mit zugehirigen Haupt-
achsenkoeffizienten a,, = Ay, Gy = Ay.

Wie die beiden Wurzeln 4,, i,, so sind auch die beiden Gruppen

Gy, 00, By, Y1y Oyy UNA Ay, 0o, Py, Vs, Ay vertauschbar und konnen etwa
nach der algebraischen GroBenfolge von 1, < i, auf die Achsen £ und
7 verteilt werden.

4. Fall einer Doppelwurzel. Durch Elimination von a;; folgt
aus der zweiten und dritten Gleichung (1):

7 %“21 ”;“k‘l‘ Uy — kb 0 B+ Gy v y=0.
( [y W Qg w |y — Ay W
Ist nun 1, Doppelwurzel, so ist nach § 109, 6, II auch:
Hiu(d) =0, Hyu(4) =0,
oder mit Riicksicht auf § 109, (2) nach der letzten Zeile entwickelt

vj}a:,ﬁ vi—wlag— A vl=0, w ay v —ulay v =0
Agg — Ay W O3 w Ty W Ay — Ay w)\
oder:
® |Gy © :!a,z—lk vi: (g v]=wuv:w.
|Gy W] | g W |Ggg— Ay w

Danach kommt die Gleichung (7) mit der vierten Gleichung (1) iiberein.

Im Falle einer Doppelwurzel i, geben je zwei der drei ersten
Gleichungen (1) bei Elimination von ais die vierte. Die Gleichungen
(1) legen also den Richtungen e, ;, 7, und e, 8,, 7, keine andere
Bedingung auf, als daB sie auf der Normale der Ebene u, v, w, s
senkrecht stehen. Jede beliebige in der Ebene liegende Achse erfiillt
diese Bedingung, so daB £ und % (§ 108, (7)) irgend zwei solche
Achsen sein konnen, die zueinander senkrecht sind (§ 108, (25)).

Hat die Gleichung H(A) = O zwes gleiche Wurzeln A, = 1y, so be-
stimmt jedes in der schneidenden Ebene liegende rechtwinklige Achsen-
system S2tv swei Hauptachsenrichtungen, und die zugehirigen Haupt-
achsenkoeffizienten sind immer A= A,
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5. Gesamtergebnis der Hauptachsentransformation. Aus den
Entwicklungen von § 108—110 geht nun hervor:

Sind in einem rechtwinkligen System Ozyz tm Raume eine Fliche
zweiter Ordnung:

9(2,9,2) = a;;8°+ ag 9 + 552 + 2a55y2 + 205,22 + 20,37y

) + 2a,2 + 2a,,y + 2a5,2 + ay, =0
und eine Fbene:
(10) uz + vy +wz+s=0

gegeben, so nimmt die Schwitthurve beider in eimem rechtwinkligen
System QEvn in der Ebene (10), dessen Achsen bei beliebigem Anfangs-
punkt 8 die stets vorhandenen Hauptachsenrichtungen der Kurve haben,
die folgenden Formen an:

1. fiir Ay, ==0: o
(11) 4E 4 A+ 2a,,E + 20,7 + ay, =0,
wo i, und A, die nicht verschwindenden Wurzeln der Gleichung
H(L) = 0 sind (4,4, = — A4, : €%);

a) Die Hauptachsenrichtungen £ und 7 sind fiir 1, 4 1, eindeutig
bestimmt und zwar ist:
(12) { oy 2 Byt yy=Hy(A) : Hie (4) - His (40),

oyt By 2 ¥y = Hyg (Ae) 1 Hig(Z5) 2 His(45).

b) Sie sind fiir 1, = 4; zwei beliebige rechtwinklige Richtungen
in der Ebene (10).

2. fiir A4, =0, 4;;+0:
(13) v+ 2a,,E + 2“;4" +a,=0,
wo Ag= — Ay : e’

Die Hauptachsenrichtungen £ und % sind eindeutig bestimmt und
zwar ist:

(14) % Biiyi=ci iz ks (§ 109, (9)),

U ag: Byt 7= Hiy(R) s His(hs) : Hig(A5)-
3. fiir Ay, =0, 4;;=0:
(15) 2a,,& + 2ay,m + a, = 0.

Die Hauptachsenrichtungen £ und % sind zwei beliebige recht-
winklige Richtungen in (10).

6. Hauptachsenrichtungen und Hauptachsenkoeffizienten par-
alleler Schnitte. Da zur Bestimmung der Koeffizienten 4, und i, und
der Richtungen £ und 7 nur die Determinante H(1) in § 109, (1)
und ihre Unterdeterminanten gebraucht werden und diese Von s in
§ 108, (2) unabhéngig sind, so folgt:
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Parallele Schnitte einer Fliche zweiter Ordnung haben dieselben
Hauptachsenrichtungen und Hauptachsenkoeffizienten. ")

7. Schnitte parallel einer Tangentialebene. Fiir die Tangen-
tialebene der Fliche g(z, y, 2) = 0 im Punkte z, y, # sind die Stel-
lungskoeffizienten , v, w nach § 67, (18):

(16) U=g, V=g, W=4gs,
wihrend zugleich (§ 67, (12)):
17) 9:% + gsy + 952 + 9, =9 =0.

Dabei sollen g,, g,, g5 nicht alle verschwinden.

Indem man nun in der Unterdeterminante:
(18) A= ay ay a5 g
' g1 Agp g3 Y
Ggy O3 Qg3 Y3

9 9 95 0

die beziiglich mit z, y, # multiplizierten Elemente der drei ersten
Kolonnen von denen der vierten abzieht und hernach ebenso mit den
Zeilen verfiahrt (I Anm. 1, IV, 4), ergibt sich (§ 66, (8)):

l Gy Gy Gyg Gy Gy Gy Gyg Gy |
47, — gy Qgp Qo “24§=Ea21 Qg Ggg  (gy ’
A3y Q33 sz g (O3 Oy Og3 Oy
91 9z 93 i | |Gy Gy O @y |
(19) A —A.

Ist die schneidende Ebene u, v, w, s einer Tangentialebene der
Fliche. parallel, so ist das Produkt der Hauptachsenkoeffizienten des
ebenen Schwittes (§ 109, (25)):

- A
(20) Mdy=—G, G'= 9.2+ 9.+ 95%

Die Hauptachsenkoeffizienten 1, 1, selbst sind die Wurzeln der
Gleichung: '

Ay — A ayy A3 9 ;
gy Ogs — A Qgg 92!

21 HA) = | : |= 0.
(1) @ ‘a31 @39 ag— 1 g5
LI A 9 9s 0|

8. Die Hauptkriimmungsradien in einem Punkte der Fliche.
Die Hauptkrismmungsradien o, und o, der Fliche zweiter Ordnung
g =0 im Punkte z, y, # sind durch die Gleichung bestimmt:*)
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i G
ot + e Qyp a3 9
| G
(22) H (_ 9_) — ay, g + o s 92— o
e ! '
| A3y A9 ags + o I
9 9 95 0

Die beiden Hauptkriimmungsradien o, und @, der Fliche
g(x,y,2)=0 im Punkte z,y, z stechen mit den Hauptachsenkoeffi-
zienten A, und Ay der der Tangentialebene dieses Punlktes parallelen
Schnitte in der Beziehung:

G G —
(23) =" &= G =V9>+ 97+ 95>
Das Produlit der reziproken Haupthriimmungsradien (Gauf’sches Kriim-

mungsmaf}) ist daher:

1 4
@9 e G

Die Kriimmungsmittelpunkie der Fliche werden erhalten, indem

die relativen Léngen ¢, und g, in (23) auf der Normale mit den
Richtungskosinus (§ 67, (19)):

(25) & & & 6=Vilta e

abgetragen werden, und zwar je nach ihrem Vorzeichen nach der
positiven oder negativen Seite.

III. Kapitel
Zurickfiithrung auf kanonische Gleichungsformen.

§ 111. Einteilung der Schnittkurven nach dem Mittelpunkt.
1. Bestimmungsgleichungen des Mittelpunktes. Die Gleichungen
§ 106, (26) fiir den Mittelpunkt der Schnittkurve der Fliche zweiter
Ordnung mit einer Ebene lauten in homogener Schreibweise (mit
x:t,y:t, £:¢ o:t fir z, y, 2 0):
(1) {fl+9u=07 f2+gv=o) f:‘i+9w=07
ux + vy +wz+st=0
oder ausfiihrlich geschrieben:
04, + Gyey + ayy2 + gt + eu =0,
®) Gy @ + Gyl + dgg2 + 0yt + 00 =0,
\ 05 % + Oy + A352 + a5, + ow=0,
uzx + vy +wz + st = 0.
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Jeder Punkt, der diesen Gleichungen unter Elimination von o geniigt,
soll Mittelpunkt der Schnitthurve heiffen (§ 23, 2); § 94, 2)).

Aus den vier Gleichungen (1) gehen durch Elimination von ¢ die
drei Gleichungen hervor:
3) { fitlhifs=u:v:w,

ux + vy + wz + st = 0.

Diese aber konnen als Gleichungen von dre: Ebenen betrachtet werden,
denen ein Mittelpunkt angehdren muB. Je nachdem diese drei Ebenen
einen Punkt oder eine Achse gemein haben oder alle zusammenfallen,

wird es eimen Mittelpunkt oder eine Mittelpunktsachse oder keine be-
stemmten DMittelpunkte geben.%%)

2. Ein bestimmter Mittelpunkt. Durch Auflosung der Glei-
chungen (2) folgt zunichst:
4) xiy:ia:tio=A}, : A, : A, : Ay, : A5,
wo A, wie in § 107, (9); (10) die Unterdeterminanten der Elemente
vierter Zeile oder Kolonne in der Determinante 4* in § 107, (5) bedeuten:

gy Ggp Qg U

A, Q3 Qg3 W

Gy TGy O3 U

|y Qo Qg3 V|

5) A¥ = — e A% — \
®) 4 Gy Gy Gy S 7 “ [“sx QAge Qg3 wl’
w v w O uw v w O l
6) A = — (A + Agyv + Agw + Ays).
Sind daher:
(7) A3, Ag,, A, Ay, nicht alle O,

so hat die Schnittkurve einen einzigen bestimmien Mittelpunkt mit den
Koordinaten : '
(8) Xo:Yo: gty = A, Ay, 2 Ay 2 Ay,

Die Bedingung:
®) 4%, =0
bedeutet nach (6), falls die Fliche f =0 einen bestimmten Mittel-
punkt § 94, (4) hat, daB die Ebene u, v, w, s durch ihn hindurch-
geht; dagegen ist sie andernfalls nach § 94, (5) identisch in w, v, w, s
erfiillt. Aus (9) folgt aber nach (4) ¢ = 0. Der Mittelpunkt (2) der
Schnittkurve ist dann nach § 94, (2) zugleich auch der Mittelpunkt
der Fliche.

Wenn die Fliche sweiter Ordnung mehr als einen Mittelpunkt
hat, ist ein bestimmier Mittelpunkt der Schwitthurve unbedingt auch
Mittelpunkt der F'liche; wenn aber die Fliche nur einen Mittelpunkt

Staude, Flichen zweiter Ordnung. II. 39



598 § 111, 2—b6.

hat, gilt dies nur unter der Bedingung, dafy die schneidende Ebene
durch ihn geht.

3. Bin bestimmter endlicher Mittelpunkt. Ist nun:
(10) 45, +0,
so hat die Schnittkurve nach (8) einen bestimmten endlichen Mittel-
punkt mit den gemeinen Koordinaten (§ 23, (12); § 94, (16)):

_ A _ 4 _ A5
(11) To=Tgu > Y= s> %= 4u-"

4. Ort der Mittelpunkte paralleler Schnitte. Nach (5) ist die
Bedingung (10) von s unabhingig, wihrend die Koordinaten (11)
lineare Funktionen von s sind. Daher folgt (I § 43, (2)):

Hat die Schuittkurve der Fldche sweiter Ordnung mit einer Ebene
u, v, w, s einen bestimmien endlichen Mittelpunkt, so gilt dasselbe von
der Schnitthurve mit jeder parallelen Ebene, und der Ort der Mittel-
punkte der parallelen Schwitte ist eine gerade Linde.

Man kann sie die der Stellung u, v, w konjugierte Gerade nennen
(vgl. 68, 2).5%) Ihre Richtungskosinus «, 8, y verhalten sich wie die
Koeffizienten von s in (11), also nach (5):

C(12) @By = Ut 0w o Ut oVt gy W : oty Ut g ¥+ ety W,
so daB umgekehrt (§ 66, (11)):

(13) w:v:w=h(e,B,7):hy(a,B,y): hs(e, B, 7).

Nach § 68, (3) hat daher die der Richtung «, B, y konjugierte Ebene
wieder die Stellung u, v, w (vgl. die Spezialfille § 55, 8; §58, 4; § 712, 9).

5. Ein bestimmter unendlich ferner Mittelpunkt. Wenn im
Gegensatz zu (10) jetzt:

(14) A, =0, 4], A;,, A;, nicht alle O,
so st der Mittelpunkt (8) unendlich fern in der Richtung:
(15) o B iy = Ay Ay AS

Die direkte Auflosung der mit # = O reduzierten Gleichungen (2)
gibt aber fir «,, §,, 7, auch (§ 94, (19):

(16) wo:yg:2g=oq: Py, =05 e ey, (k=1,2 oder 3).

Mit 45, =0 folgt nun aus den drei letzten Gleichungen § 107, (21):
(AR = A, — (AL — A, — (A5t = A

und daher mit der Bezelchnung § 109, (10) (§ 94, 29))%):

17 A" Ay == (45 — (450" — (43
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Die Bedingungen eines unendlich fernen Mittelpunktes sind somit
statt (14) auch:

(18) A5, =0, A“A},=+0.

6. Bedeutung der Bedingung A;, = 0. Nach § 80, (19"); (20) ist:
(19) — A4y, = o, u® + g0 + agyw® + 20w + 205w + 2euv =0
die Gleichung der Schnittkurve § 66, (23) der Kliche mit der un-
endlich fernen Ebene in laufenden Ebenenkoordinaten w, », w, s.

Die Bedingung (19) bedeutet daher, daf die Ebene u, v, w, s durch
eine Tangente der unendlich fernen Kurve der Fliche zweiter Ord-
nung geht.

7. Bedingungen einer Mittelpunktsachse. Die drei Verhilt-
nisse (8) werden unbestimmt, wenn: -

(20) Ay, =0, 45, =0, 45, =0, 4, =0.
Nun ist fiir die Determinante 4“ in § 107, (5) unbedingt:
gy Ay, + ag Ay, + ag Ay + 6 Ay + udy, =0,
Uig Ay, + G gy + a3y Ay, + a Ay + vA5, =0,
Oy Afy + agg Ay, + agg Ay, + ag Ay, +w Ay, =0,
gAYy + a5 Ay, + gy Ay + g Ay + s Ay, = A,
und daher im Falle (20):
udy, =0, vA4; =0, wA =0, sd; = A"
Da aber u, v, w nicht alle verschwinden, so folgt zunéchst 4;, =0
und danach A4* = 0.

Die Bedingungen (20) haben daher stets zur Folge, daf3 auch:
(21) Ay =0, 4“=0.

Andererseits gilt unter der Voraussetzung Ay, = 0 die Gleichung (1 ),
aus der dann mit 4“= 0 die drei ersten Gleichungen (20) folgen.

Die Bedingungen (20) sind daher ersetebar dwrch:

(22) 45, =0, 4“=0.

Mit (20) werden ferner nicht nur die drei Verhiltnisse (8), sondern
nach (21) auch die vier Verhiltnisse (4) unbestimmt. Die Glei-
chungen (2) zihlen daher nur mehr fiir drei, die Gleichungen (3) nur
mehr fiir zwei unabhingige.

Unter den Bedingungen (20) oder (22) bilden die den Gleichungen
(2) unter Elimination von @ geniigenden Punkte x,y, z,t im allgemeinen
(vgl. (25)) eine gerade Linie, die Mittelpunktsachse der Schniitkurve.

Infolge der ersten Gleichung (21) muB die schneidende Ebene im
39*
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vorliegenden Falle mit Riicksicht auf (6) durch den Mittelpunkt der
Fliche gehen, falls diese einen bestimmten Mittelpunkt hat.

8. Eine bestimmte Mittelpunktsachse. Die Mittelpunktsachse
wird schon durch drei von den Gleichungen (2) bestimmt, etwa die
drei letzten. Eliminiert man aus diesen z und ¢ oder y und ¢ oder
z und g, so erhdlt man wie in § 107, (30):

(23) afy—oaztat=0, afjs—axztait=0, ar—a)y+ajt=0.
Wie die erste, kénnte man auch die zweite oder dritte Gleichung (2)
ausschalten. Damit aber folgt (I § 48, (11)):

Die Achsenkoordinaten der Mittelpunktsachse der Schwitthurve sind
(k=1,2 oder 3):
CONNHEY RN Y RY Y Y L ST ST W oyt Oy

Die Mittelpunkisachse st bestimmi, wenn:
(25) sy s gy Ogy Cpsy s (K=1,2,3) nicht alle O.
Die Bedingungen (20) und (25) oder (22) und (25) sind also fiir eine
bestimmte Mittelpunktsachse der Schnittkurve notwendig und hin-
reichend.

9. Bine bestimmte endliche Mittelpunktsachse. Die Mittel-
punktsachse (24) ist endlich (I § 48, (19)), wenn:

(26) W4y @gy s (K=1,2,3) nicht alle 0,
und hat dann die Richtungskosinus:
(27 ot By Y=o et

Die Identitit § 109, (20) gibt nach § 109, (8); (9) mit 4, = 0 und
der bereits § 109, (10) eingefiihrten Abkiirzung:
(28) Ay = oy + oy + i,
wie schon § 44, (40) die Identitit:®)
(29) (4" = ()4 (og2)” +(tg)" + 2 (055)* + 2 (0157 + 2 (e5)"— ZG’AL,
e? = u? + v? + ws.
Ist jetzt:
(B0) ; =0, =0, aj3=0, =0, a3=0, e;=0,
so folgt aus (28): A4,; =0 und dann aus (29): 4, =0. Ist um-
gekehrt:
(31) Ay =0, 4y, =0,
so gehen aus (29) die Gleichungen (30) hervor.
Die Gleichungen (30) und (31) bedingen sich also gegenseitiy.
Innerhalb der Voraussetzungen (20); (25) oder (22); (25) der
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Mittelpunktsachse iiberhaupt sind daher die Bedingungen (26), die
auch (25) einschlieBen, ersetzbar durch A, 4 0, also:

Die Bedingungen einer endlichen Mzttelpunktsachse sind:
(32) A*=0, A;, =0, A;+0.

10. Eine bestimmte unendlich ferne Mittelpunktsachse. Die

Mittelpunktsachse (24) ist unendlich fern, wenn die Bedingungen (30)
oder (31), also mit Hinzunahme von (22) die Bedingungen:

(33) A" = 07 AL = 07 A;Z =0
erfiillt sind, dagegen mit Riicksicht auf (25) fir k=1,2,3:
(34) 0y Oy, @ Micht alle O.

Infolge von (30) geben nun die Formeln § 107, (40):
A = (a)!, Wiy = (ay)’, WAy = ()}
L e G R e () R L
und die Formel § 107, (38) mit gleichzeitiger Riicksicht auf (33):
uldf + vy + widyy = (a,)" + (eg)° + (eg0)™
Darch Addition (§ 107, (22)) folgt, daB innerhalb der Voraussetzungen (33):
(35) A = (afy)” + (035)" + (o6)” + () + (03)* + ()’
+ (e5)” + (e05)? + (eg)’,
also «f,, o5, o (k=1,2,3) nicht alle oder alle O sind, je nachdem
A" 40 oder = 0 ist.

Die Bedingungen einer bestimmien unendlich fernen Mittelpunkts-
achse der Schwitthurve sind daher an Stelle von (33), (34) auch:

(36) A*=0, A4;,=0, A5;=0, A“=0.
11. Keine bestimmten Mittelpunkte der Schnittkurve. Sind

nunmehr neben (33) im Gegensatz zu (34), beziiglich (25):

(37) 01y Oy Urgy Cpgy Opgy Grg (£=1,2,3) alle O,

so wird die Mittelpunktsachse (24) unbestimmt. Die sechs Unter-

determinanten £ =1 in (37) sind zugleich die Unterdeterminanten
zweiten Grades der Matrix:

P

Wahgy — Vg Whyy — VAgg Whyg — Vlgy Wlgy — Vyy
% v w $ |’
ihr Verschwinden bedeutet~den Zusammenfall der Ebenen:
wfy—vfy =0, ux+vy+ we+ st=0
So fallen infolge von (37) die drei Ebenen (3) alle zusammen, so dafl

jeder Punkt der schneidenden Ebeme w, v, w, s als Mittelpunkt zu
gelten hat.
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Die Bedingungen dieses Falles sind nach (35) statt (33) und (37)
auch:
(38) A*=0, A5, =0 A5=0 A*“=0.

12. Gesamtiibersicht. Die Schnittkurve § 110, (9); (10) hat
unter der Bedingung (§ 23, 8; § 94, 10):
Ay, #0: einen endlichen Mittelpunkt;
Ay, =0, 4“4} 4+ 0: einen unendl. f Mittelpunkt;
(39) 145, =0, 4* =0, A}{ <+ 0: eine endl. Mittelpunktsachse;
Ay, =0, A* =0, A}f =0, A<+ 0: eine u.f Mittelpunktsachse;
Ay, =0, A"=0, 4;7=0, A“=0: keine best. Mittelpunkte.

§ 112. Mittelpunktsgleichung der Schnittkurven mit endlichen
Mittelpunkten.
1. Allgemeine Form der Mittelpunktsgleichung. In der Glei-

chung § 108, (12) der Schnittkurve der Fliche g(z, y, #2) = 0 mit der
Ebene u, v, w, s fehlen die linearen Glieder, wenn:

1) { a, = g,°¢ + g:°B, + 9", = 0,
d b Ay = g,°0 + 9.°B: + 97, = 0,
oder auch:
9:°: 9" 95" = By — Bovy : Pr0e — Py 162 oy fy,

oder (I § 37, (12)) nach § 108, (5):

9.°:9° 95" =wu:v:w,
oder mit einem Proportionalititsfaktor ¢:
@ 9 +ou=0, g°+ov=0, g°+ow=0.

Dies sind aber, da Q = %, y,, 4, auch der Gleichung § 108, (6)
geniigt, die Bedingungen § 106, (26) des Mittelpunktes. Auch um-
gekehrt folgt mit Riicksicht auf § 108, (7) das Verschwinden der
Koeffizienten (1), wenn man fiir g% g¢,°% g,° die Werte (2) einsetzt.

Die Gleichung der Schunittkurve erhilt daher in einem Koordinaten-
system S2Ew ihrer Ebene immer dann und nur dann die Form:

3 - a8 + 2a58n + apy’ 4 a, =0,
wenn der Anfargspunkt & ohne Riicksicht auf die Richtung der Achsen
&, n ein (endlicher) Mittelpunkt der Kurve ist.®®)

Sie heiBt dann die Mittelpunkisgleichung der Kurve und ist da-

durch gekennzeichnet, daB die linearen Glieder 2a.§ + 2a,,7n fehlen.
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2. Das konstante Glied der Mittelpunktsgleichung. Das kon-

stante Glied der Gleichung (3) wird nach § 66, (21) und nach (2):

Gy = 9" = 9,°% + 9:°Y0 + 95°2 + 9.° = 9.° — 0(uzy + vy, + w2,)
und nach § 108, (6):
(4) = 9. + 03,
wo fiir z,, y,, 2, die Koordinaten des Mittelpunktes & zu setzen sind.
Man kann daher a,, bestimmen, indem man z,, y,, 2, und @ aus den
folgenden Gleichungen eliminiert (§ 111, (2)):

Oy %y + Q13Yo + Q57 + gy +ou =0,
Qg1 %y + AgYo + Agg8y + Aoy +ov =0,
(5) gy Ty 1 AssYy + As37p + gy +ow=0,
Gy To + CyYy + @32, + (G —ay,) + 05 =0,
uzy, + vy, +wz +s = 0.

3 Das konstante Glied bei bestimmtem Mittelpunkt. Durch
Elimination von %, y,, %,, 1 und ¢ aus (5) folgt:

Gy Gy Gy Ay u
. ;
| 31 Qgg Qg gy v
[ O3y QA3 Qg sy w!= 0,

’

Oy Gy O Oy —
w0 w s

O w

oder entwickelt:
(6) A" — A}, = 0.

Im Falle eves bestimmien endlichen Mittelpunktes (§ 111, 10y
ist daher (§ 95, (1)): e
@ W= i (45+0)

4. Das konstante Glied bei bestimmter Mittelpunktsachse. Im
Falle einer Mittelpunktsachse ist nach § 111, (20) und (21):
3 A}, =0, 4;, =0, 4;,=0, 45 =0, A°=0,
so daB die Gleichung (6) unbrauchbar wird. Jedoch gibt dann die
Elimination von y,, #,, 1, ¢ aus den vier letzten Gleichungen (5):

{ A9, %y + gy Uy Qg3 U

| A3, %y + B3y dgp  dgg W | 0
Ay + (G —ay) @ a5 S l ’

|z, + s v w 0

oder da der Koeffizient — Af, von , nach (8) verschwindet:
) A, — o a =0.
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Auf gleiche Weise folgt bei Unterdriickung der zwexten oder
dritten Gleichung (5):

) Agy —agay =0, Ay —aya, =0
Durch Addition der Gleichungen (9) erhdlt man sodann mit Riick-
sicht auf § 107, (22) und § 109, (10):
(10) A" — A4 a,, =0.

Im Falle einer bestimmten endlichen Mittelpunkisachse (§ 111, (32))
st daher: .
(11) iy = 7 (4, +0). |

5. Das konstante Glied bei unbestimmtem Mittelpunkt. Ist der
Mittelpunkt ganz unbestimmt, so ist nach § 111, (37):
(12) o;=0, «;=0, o;=0, &,=0, ¢;=0, «

k=1,2 3,

so daB die Gleichungen (9) unbrauchbar werden. Jedoch gibt dann

die Elimination x,, 1, ¢ aus der ersten, vierten und fiinften Glei-

chung (5):

-0,

i Gy QYo + AaZp + Ay u ‘;
, |

Qg Wyelo + Wys8y + Ay —a s =0,
S vy, + wzy + s 0 ‘

oder da die Koeffizienten oj, und — «;, von y, und 2, nach (12) ver-
schwinden:

(13) ay + utag =0,
und entsprechend:
(13) ay + v?a, =0, o5 + wla, =0,
und durch Addition mit Riicksicht auf (12) und § 107, ( 23), § 108, (4):
(14) A" + é*a,, = 0.

Im Fulle eines unbestimmien Mittelpunktes (§ 111, (3%)) ist daker:
(15) My = — 4(,'2’ :

6. Die Hauptachsengleichung der Schnittkurve. Die Herstellung
der Gleichung (3) erfolgte durch Verlegung des Anfangspunktes £ nach
einem Mittelpunkt ohne Riicksicht auf die Richtung der Achsen &, 7.
Andererseits entstand die Gleichung § 110, (11) durch Annahme der
Hauptachsenrichtungen fiir die Achsen &,  ohne Riicksicht auf die
Wahl von .

Legt man daher gleichzeitig die Achsen &, v nach den Hauptachsen-
richtungen und den Anfangspunkt 82 in einen (endlichen) Mittelpunkt,
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so muf3 die Gleichung der Schwitthurve die Form erhalten:

(16) L8 + Agm' + ay = 0.

Die alsdann nach Lage und Richtung bestimmten Achsen sind die
Haouptachsen der Kurve und (16) ist die Hauptachsengleichung.

7. Hauptachsengleichung der Kurven mit Mittelpunkt. Nach
§ 110, (11) und § 111, (10) ist:
(17 Au+0 _
die gemeinsame Voraussetzung dafiir, daB keine der GroBen 4, und 4,
in (16) verschwindet, und dafiir, daB ein bestimmter endlicher Mittel-
punkt vorliegt.

Unter der Voraussetzung (17) kann also die Gleichung der Schwitt-
kurve auf die Form:

Au
(18) ME A+ u =0
4

gebracht werden, wo weder A, moch A, verschwindet.
Die Hauptachsen &, n sind nach § 110, & eindeutig bestimmi,
wenn A, und 4, verschieden, dagegen beliebig drehbar, wenn 1, = ,.

8. Hauptachsengleichung der Kurven mit Mittelpunktsachse. Die
Bedingungen einer endlichen Mittelpunktsachse § 111, (32):
(19) 4" =0, AL =0, A;Z +0,
haben nach § 110, (13) gleicbzeitig zur Folge, daB eine der Wurzeln
Ay, Ay verschwindet.

Unter der Voraussetzung (19) kann die Gleichung der Schwitlkurve
auf die Form:

(20) Iy + g = 0
44

gebracht werden, wo Ay micht verschwindet.

Der Anfangspunkt & des Systems Q&v ist dann emfach unbestimm,
ein beliebiger Punkt der Mittelpunktsachse; die Achsen &, % sind ein-
deulig bestimmd.

Die Hauptachse &, deren Richtungskosinus nach § 110, (14):

(21) By =H(0) : Hp(0) : Hig(0) = o 2 ey 2 ey
sind, kommt nach § 111, (27) in die Mittelpunktsachse selbst zu liegen.

9. Hauptachsengleichung der Kurven mit unbestimmtem Mittel-
punkt. Die Bedingungen eines unbestimmten Mittelpunktes § 111, (38):

(22) A“=0, 4% =0, A =0, A*=0



606 § 112, 9—11.

haben nach § 110, (15) gleichzeitig zur Folge, daB die Wurzeln 1,, 4,
beide verschwinden.

Unter der Voraussetzung (22) hat die Gleichung in jedem System QE&n
in homogenen Koordinaten &, v, v die Form:

(23) -

10. Bedeutung der Hauptachsengleichung. Nach ihrer Form
stellt die Gleichung (18) eine eigentliche Mittelpunktskurve zweiter
Ordnung, eine Ellipse oder Hyperbel dar, wenn:

(249) 440,
ein eigentliches Strahlenpaar mit endlichem Mittelpunkt, wenn:
(25) 4" =0.

Im letzteren Falle, wo der Mittelpunkt £ =0, 5 =0 auf der Kurve
liegt und zugleich ihr Doppelpunkt ist, muB mit (17) nach § 107, (28):

(25" A" +0
sein.
Da s in (18) nur in 4* § 107, () vorkommt, folgt nach § 110, 6:
Elliptische oder hyperbolische Schnitte paralleler Ebenen sind dhnlich
(im weiteren Sinne § 14, 10) und dhnlich liegend.'*°)
Nach ihrer Form stellt die Gleichung (20) ein Parallelstrahlen-
paar dar, wenn:

(26) A0,
einen endlichen Doppelstrall, wenn:
@7) A" =0.

Im letzteren Falle, wo die Mittelpunktsachse 3 =0 auf der Kurve liegt
und zugleich die Doppellinie und die Kurve selbst darstellt, muf mit
(19) nach § 107, (46):
(28) A" 40
sein.

Parallellinien- und Doppellinienschnitte paralleler Ebenen sind
parallel.

Die Gleichung (23) stellt eine unendlich ferne Doppellinie dar.

11. Ubersicht der Hauptachsengleichungen. Nach dem Range
geordnet (§ 107, (6); (28); (46)), zerfallen die Schnittkurven mit end-
lichen Mittelpunkten in die folgenden Formen (§ 24, 9):
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A*+0; Ay +0:2,E84 2,97+ %: =0: Ellipsen und Hyperbeln;
4
A*=0, A“4+0; A}, +0:1,E2+ 4,7 =0: Gekreuzte Strahlen-

paare;
- | 4"=0, 47405 AL, =0, AP40:2y + 5 = 0:  Parallel-
(29) linienpaare; "
A= 0, A% =0, A"“40; 4, =0, A¥+0:2,7°=0: Endliche
Doppelgerade;
A"=0, A" =0, 47" 40; 4%, =0, 4=0:— 2" _0: Un-

endlich ferne Doppelgerade.

§ 113. Schnittkurven ohne endlichen Mittelpunkt.

1. Einfiihrung der Hauptachsenrichtungen. Die gemeinsame
Bedingung der Schnittkurven ohne endlichen Mittelpunkt ist nach
§ 111, (18) und (33):

(1) 45, =0.

Fiihrt man daher in der schneidenden Ebene ein Koordinatensystem
LEn ein, dessen Achsen & und %, bei verfiighar bleibendem Anfangs-
punkt Q = x,, y,, 2,, die Hauptachsenrichtungen haben, so wird die
Gleichung der Schnittkurve nach § 110, (13) und (15):

2 An® + 2a.,E + 2a5,7 + ay = 0.

Je nachdem dann ein unendlich ferner Mittelpunkt oder eine solche
Mittelpunktsachse vorliegt, ist:

3) dg=—A:e® oder (3") 1,=0.

2. Beziehuﬁg der Hauptachsenrichtungen zu dem unendlich
fernen Mittelpunkt. Die Schnittkurve hat nach § 111, (17); (18)
einen bestimmien unendlich fernen Mittelpunkt, wenn neben (1):

@ (450 + (4507 + (43" = — 4" 4[{ + 0.

Er liegt nach § 111, (15); (16) in der Richtung:

(B) ey :fyiyy= Ay Ay Ay — o ey iy, k=1, 2 oder 3,
und gehdrt der Schnittkurve selbst an. Diese Richtung hat aber
nach § 110, (14) auch die Hauptachse £.

Die Hauptachsenrichtung & ist dieselbe, wie die Richtung nach dem
unendlich fernen Mittelpunkt (§ 25, 2).
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Wir verfiigen iiber ihre Pfeilspitze, indem wir mit Riicksicht
auf (4) in:
®) o, = 43, tf, =45, Tty =45; = V= A" A},
die positive Wurzel nehmen.

Die Schnittkurve hat nach § 111, (35), (36) eine bestimmte un-
endlich ferne Mittelpunktsachse, wenn neben (1):
™ A4*=0, A4;;=0,
A = () + (o) + (e6)" + (2 + - - - + (ei50)* + 0.
In diesem Falle sind die Hauptachsenrichtungern nach § 110, (15) un-
bestimmt.

3. Verschwinden eines linearen Gliedes. Die beiden Koeffi-
zienten: -
(8) ayy = g:"e; + 9B, + 95°71 5

Gy = 9,°0s+ 9" B + 9572
konnen mangels eines endlichen Mittelpunktes nach § 112, 1 niemals
beide gleichzeitig verschwinden. Wohl aber kann {iiber den Punkt
£ = z,, Y,, %, innerhalb der schneidenden Ebene:

9 ULy + vYy+ woy+s=0
derart verfiigt werden, daB einer der Koeffizienten a,,, a,, und auBer-
dem a,, verschwindet, also:

(10) Ay = 9,°¢a + 9" By + 95’73 = O; 1) a,=¢"=0.

4. Der Scheitelpunkt der Kurven mit einem unendlich fernen
Mittelpunkt. Im Falle (4) sind die Hauptachsenrichtungen «,, 8,, 7,
und o, f3,, 7, mit (5) bekannt. Die drei Gleichungen (9); (10); (11)
bestimmen dann nach § 106, (6); (13); (14) den Punkt z,, y,, 2, der
Schnittkurve derart, daB deren Tangente in ihm die Richtung
oy Py, 7y hat.

Wir nennen diesen Punkt, in dem Normale und Tangente der
Kurve die Hauptachsenrichtungen £ und % haben, den Scheitelpunkt
der Kurve (§ 25, 4).

Da neben (10) auch:

(12) wey+ o+ wy =0, ueg+vfy+wy, =0, eyeay+ B fy+7,7,=0,
so folgt durch Elimination von e«,, f,, 7,:
’ 9:° %° 95°
(13) % v ow
e B By !

-0
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(§ 106, (17)). Es konnen dann zwei GroBen ¢ und 6 so bestimmt
werden, daB:

(14) g9'+outoa, =0, g’ +ov+64,=0, g°+ow+oy,=0.
Auch folgt hieraus umgekehrt durch Multiplikation mit ey, f,, 75
und Addition mit Riicksicht auf (12) wieder (10).

Der Scheitelpunkt hat daher den finf Gleichungen (9); (11); (14)
unter Elimination von ¢ und 6 zu gentigen; wir beweisen im Folgen-
den, daB unter den Voraussetzungen (1) und (4) ein einziger endlicher
Scheitelpunkt vorhanden ist.

Aus (14) folgt iiberdies mit Hinblick auf (12) und (8):

(15) a,=—o¢.

5. Gleichungen und Koordinaten der Hauptachse. Abgesehen
von der Gleichung (11) liegen fiir den Scheitelpunkt die folgenden
vier Gleichungen vor:

X, = a3 %+ G439y + G132 + @14+ @u + 60 =0,
Xy = Gy % + 33Yo + Aas2 + g+ 00 + 68, =0,
Xy = a5 %y + AgsYy + Ag52y+ 854+ 0w + 63, =0,
X, =uxy + vy, +wz, +5 =0.
Da nun fiir die Determinante 4* in § 107, (5) infolge von (1)
die Gleichungen:
ayy Ay + 0y, Ay, + a5, A5, + udy, =0,
@i Ayy + g Ay, + ag Ay, + v A5 =0,
Oy Ay, + gy Ay, + a3 Ay, +w Ay =0,
A AYy + ag A5, + ag, A5, + s A, = A,
wdy, + vd;, + wd;, =0
gelten, so folgt aus (16) durch Multiplikation mit A47,, 45,, 4;,, 4.,
und Addition:

(16)

A* + o(Ajye + Ay By + 457) =0,
oder nach (6) und § 108, (16): -

A+ 6t =0,
oder da 4“ & O: -
17 4" — A V— A
(17) O=——_—= =
Voadp A

Setzt man diesen Wert von ¢ in die Gleichungen (16) ein, so
besteht zwischen deren linken Seiten die Identitit:

ALX1+ AZ4X2+ A::;Xa + A:4X4= 0.
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Da hier 47, 43,, 43, nach (4) nicht alle verschwinden, ist wenig-
stens eine der drei ersten Gleichungen (16) von den iibrigen Glei-
chungen (16) abhingig. Die Gleichungen (16) stellen daher unter
Elimination von g eine gerade Linie dar, auf der der Scheitelpunkt
Zyy Yo, % liegen muB. Um ihre Koordinaten zu bestimmen, eliminieren
wir aus den drei letzten Gleichungen x,, 1, ¢ und erhalten:

i Gy GpYy + Ggs2y+ Gz + 6B 0|
Gy GgYy+ A8+ Az + 6y, W | = 0
L u o vyt we+s 0,

oder:
(18) 3% — €% + A =0,
wo zur Abkiirzung gesetzt ist:

Gy Gyt 6p, v
(19) Au= ay ag+ oy, w !
Cu s 0!

In gleicher Weise folgt durch Elimination von y,, 1, ¢ und 2, 1, o:

(18) 18— 3%+ Ay =0,  ofy@y— o 9o+ Ay =0,
wo entsprechend:
| Agp g4+ 6, v | ' Qgs Gy + 66, v
(199 Asy i Ggo Agy + ‘77’1 i’ 1 33 “s4+ Gy, W ]
s 0]

Die durch dw Glewhungen (16) unter Elzmmatwn von o dar-

gestellte Gerade hat die Achsenkoordinaten (I § 48, (11)):

(20) o3 Qo1 Gis Tra’ Goa Goa = Oyt a7 g 1 Ay Agyt Ay

wo Ay, Agy, Ay, die Werte (19); (19) und darin B,, y, und & die
Werte (6) und (17) haben.

Diese Gerade hat die Richtung (5), geht also durch den unendlich
fernen Mittelpunkt der Kurve. Sie wird daher (§ 25, 6) die Kurve noch
in einem zweiten Punkte schneiden, der mit Riicksicht auf (11) der
Scheitelpunkt ist. Sie wird also die &-Achse des neuen Koordinaten-
systems. Wir nennen sie die Hauptachse der Schwitthurve.

6. Die Koordinaten des Scheitelpunktes. Nachdem die Glei-
chungen (9) und (10) durch die Gleichungen (9) und (14) ersetzt
sind, bleibt noch die Gleichung (11) hinzuzufiigen, die nach (9) und
(14) in der Form geschrieben werden kann:

9° = 9:°%+ 95°Yy + 9:°2, + 9.0 = — (o% + Gey)7,— (0v + 6B,)9,
— (ow + 69,)2,+ 9" = 9, — 6(e, 3y + B1Yo + 71%) + 5.



§ 113, 6. 611
Daher ist der Scheitelpunkt schlieflich (mit Riicksicht auf (6) und (17))
aus den Gleichungen zu bestimmen :

Ay Zo + CioYo+ 1320+ g+ Qu + A}; =0,

A%
g1 %y + Gga¥o + g3y + gy + 00 + A?‘fz =0,

(21) A3y Ty + Agg¥Yo + Ag38 + dgq + QW + 4?; =0,
AY, AY A%
(“41 Alu)zo + (a42 Aw)yo + (aas - IZ?) 2yt ay+os=0

uzy+ vy, + wz,+ s =0,

wo o zu eliminieren ist (§ 97, (21)).
Bezeichnet man nun mit X, Y, Z, T, R, S die mit abwechselnden
Vorzeichen zu versehenden Unterdeterminanten fiinften Grades, die

aus der Matrix der Koeffizienten von z,, ¥,, 4, 1, o, 2%, entstehen,

indem man je eine der sechs Kolonnen wegldBt, so folgt:
xo:yo:.so:l:g:z%,=X: Y:Z:T:R:8S.

Hier ist insbesondere:

yy A9 U3 Ay U l ‘ Qyy Gyg Qg Qyy U
gy e gy gy U } Aoy Qg Aoz Qgy V
= — | % Ao 33 Agg Wi f* 4 L | Gy Ggq G5 G5 W
A4
4y — L g A A, s H Ay 435, 45,0 0
41 Ahu 42~ Al “qru Y43 T A,} AL l
‘ u v w s O v w s 0

oder, nach den Elementen der vierten Zeile entwickelt:
u 1 u
S = — A oo () (450 + (45)7)
und nach (4): S 94"

Unter den Bedingungen (1), (4) gibt es einen bestimmten endlichen
Scheitelpunkt mit den Koordinaten (§ 25, (26)):%)

29 X Y zZ
@2) =g Y= " garagE o= gav A
wo.: “
g LT %3 @y u Ay,
i T2 A3 as, v Ay, 4
u |
(23) X = % O35 @y W Ay |

A%, A’§4
Qg — 525 @ way, s 0
42 A;f 43 .A u Yaq

v w s 0 O
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7. Kanonische Gleichung der Schnittkurve. Mit Riicksicht
auf (10), (11) und (15) folgt nun aus (2):

Unter den Voraussetzungen (1), (4) kann die Gleichung der Schnitt-
kurve stets auf die Form:
24) Jyrt — 265 — 0
geébracht werden, wo 1, und 6 dic Werte (3) und (17) haben.

Die Kurve ist eine Parabel (§ 25, 27)) mit dem Scheitelpunkt
(22) und der Hauptachse (20).

8. Schnitte paralleler Ebenen. Die Bedingung (1) ist von s
unabhingig, ebenso die Richtung (5) und der Ausdruck 4] nach
§ 107, (20) und § 109, (10). Sind daher die Bedingungen (1); (4)
fiir eine Ebene u, v, w, s erfiillt, so sind sie fiir alle parallelen
Ebenen auch erfiillt, mit Aushahme einer, fiir die 4* = 0. Diese in s
quadratische Gleichung hat nimlich die Diskriminante — 4 .4;, = 0.%%0)

Ist die Schmitthwrve der Fliche zweiter Ordnung mit einer Ebene
u, v, w, s eine Parabel, so gilt dasselbe von der Schnittkurve mit jeder
parallelen Ebene, die nicht Tangentialebene ist (§ 107, (7))

Die Parateln paralleler Schnitte sind dhnlich liegend. )

Die homogenen Koordinaten z,, y,, %, %, des Scheitelpunktes
(22) sind ganze Funktionen zweiten Grades von s, etwa:

Txy=Ay+ A;s + 4,5% ty,= B, + B,s+ Bys?, 12y=C, + C;s+ C,s?,
tly= Dy+ D,s + D,s

Durch Elimination von 7, 1, s, s* folgt die Gleichung einer Ebene;

also folgt nach § 66, 8:

Der Ort der Scheitelpunkte eines Systems paralleler Parabelschnitte
ist ein Kegelschnitt (§ 4, 2).

9. Gleichung der Schnittkurve bei unendlich ferner Mittel-
punktsachse. Unter den Bedingungen (1); (7) wird die Gleichung
(2) infolge von (3):

(25) 2a8 + 20 + ag = 0(2a,8v + 2a,n7 + a,7°=0),
~ wo nach 3 die Koeffizienten a;, und a;, nicht beide verschwinden.

Die Schnitthurve mit einer unendlich fernen Mittelpunkisachse be-

steht daher aus einer endlichen und einer unendlich fernen Geraden.

10. Die Richtung der endlichen Geraden (25). Da jetzt nach
§ 111, (20); (22):
47, =0, 45, =0, 45, =0, 4}, =0; 4*=0,
so ist fiir die Determinante 4* mit k = 1, 2, 3, 4:
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ay Afy + g A + a4y + w 4, =0,
gy Ay + Qg Ay + a5 Ay + v A5 =0,
ag Ay + Ay Ay + agg Afy +w A =0,
Qg Ay + @y Ay + ay A+ 5 A =0,
u Ay + v A, + w A, =0.

Aus den vier ersten dieser Gleichungen folgt durch Multiplikation
mit z,, ¥,, %, 1 und Addition:

945, + 9 A5y + 90 A + A (uxg + vy + w4+ 5) = 0.

Fiir einen beliebigen Punkt z,, y,, 2, der Ebene (9) ist daher die
Gleichung (10) erfiillt, wenn man fiir die jetzt vGllig verfiighare
Hauptachsenrichtung «,, f,, 7, die Richtung:

(26) oy By iye = At A A, (k=1, 2 oder 3)

nimmt, die nach (7) stets bestimmt ist (4'“=0). Es ist die Rich-
tung nach dem unendlich fernen Doppelpunkt § 107, (17).

Wihlt man dann noch fiir z,, ¥,, 2, einen endlichen Punkt der
Linie (25), so nimmt die Gleichung (25) mit (10) und (11) die
Form an:

(27) £r=0.

Die endliche Gerade der Schnitthurve (die n-Achse) hat dabei die
Richtung (26).

§ 114. Unterscheidung nach den Vorzeichen der Koeffizienten.

1. Kanonische Gleichungen der Schnittkurve. Nach den vor-
stehenden Entwicklungen kann die Schnitthurve der Fldche zweiter
Ordnung :

(1) 9(z 9, 2) = ay@® + py° + a532° + 205597 + 205,22

+ 2a,2y + 20,2 + 20,y + 205,2 + a,, =0
mit der Ebene:
@ ux + vy +wz+s=0

in bezug auf ein in der Ebene (2) selbst gelegenes rechtwinkliges
System QEv durch eine kanonische Gleichungsform dargestellt werden.
Diese ist abhingig einerseits von dem Range der Kurve selbst und
andererseits von dem Range des unendlich fernen Punkiepaares der
Kurve (§ 26, 1) und gehort dementsprechend in ein bestimmtes Feld
der folgenden Tabelle (§ 112, (29); § 113, (24); 27)):

Staude, Flichen zweiter Ordnung. IL 40
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(3) | IIL 4%—o,
L A%<o: A=, A0 "
Eigentl. Kegelschn. | Getrennt. Linienp. o T
Doppellin.
1. A%, 5=0: A®
LEH A+ =0 LE41,n2=0
Getrennt. Punktep. L A%, A *
9. A%, =0, A%40: Veaiis 4
2__ L Case Asn® =0 l,n =0
Doppelpunkt. ha1*—2 Al £=0 An+ Ay 2l
3.4%,=0,44=0: .
. *k nt=20 T
Unbestimmt

Dazu kiime noch eine Kolonne mit der Uberschrift (§ 107, (45)):

IV. 4“=0, 4’“= 0, A" = 0: Unbestimmt,
die in der 3. Zeile die Bemerkung enthilt: Ebene (2) Bestandteil der
Flache (1).

In dem freibleibenden Felde * widersprechen sich nach § 107,
(26); (27) Zeilen- und Kolonnenbedingungen; ebenso in dem Felde xx,
weil Ay, =0, 4,5 =0 nach §111;(17) die Gleichungen § 111, (20)
und danach § 111, (21) zur Folge haben.

2. Ubergang von einer beliebigen Ebene zur zy-Ebene. Nimmt
man mit: ’

4) u=0, v=0, w=1 s=0

die zy-Ebene als schneidende Ebene (2), so erhélt man direkt aus
(1) mit 2 =0 die Gleichung der Schnittkurve in der Form § 26, (1),
falls man nachher a,,, a,,, a,, mit a,, a,;, a;; bezeichnet.

Gleichzeitig wird nach § 107, (5); (9); (20): -

(5) A= — 4; Afl =—4, Agz = — 4y, Aga =0, A:; = — Ay;
uu

1= = Ogg, gy = — Gy, gy =0, afy =0, a; =0, g = — dag,
und damit nach § 107, (22); (23) und § 109, (10):
(6) Alu —_ A/’ Allu _ .A.”; A;TZ _ A;:;,
sowie nach § 109, (25):
(7) A+ A= A;;s, Aydg = Assf

wo nunmehr 4, 4,,, A, A", A;, die Bedeutung von § 26, (2) haben.
Die Tabelle (3) fiir die Schnittkwrve (1), (2) geht daher mit allen ihren
Bestandteilen in die Tabelle § 26, (2) fir den Kegelschnitt iiber. Der
Vorzeichenunterschied in den Feldern I, 2 riihrt daher, daB die Pfeil-
spitze der £-Achse in § 25, (8) und § 113, (6), weil im Sinne von (5)
auch A}, =— A, A5, =— Ay, A5, =0 wird, die entgegengesetzte ist.

L d
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Es ist nun wie dort, auch in (3) noch nach den Vorzeichen der
Koeffizienten zu unterscheiden.

3. Die Arten der eigentlichen Kegeschnitte. Schreibt man die
Gleichung I, 1 der Tabelle (3) mit den Abkiirzungen:

® =i P
in der Form:
2 2
9) Loy T H1=0,
so wird nach § 109, (25):
(Au)E _ ex(Au)2 - Aua + 2 _ A“_A;“
(10) @B = guyig, = @z ¢ B avanT T vt

Die Vorzeichen der Koeffizienten «, 8 sind daher (§ 26, (7)) fiir:

— A4y, >0 A45>0: ++
(11) — 45, >0 A4} <0: ——
— 4, <0 . B

Die Bedingungen der zweiten Zeile (11) sind aber ersetzbar durch
die beiden Angaben:
(12) — 47, >0, — 4], und A“A}] nicht beide > 0.

Denn diese lassen nur die Moglichkeiten offen: — A%, >0, 4“4 ;<0
oder — Ay, >0, A“4;; = 0. Nun ist aber fiir I, 1 4“4 0 und nach
§ 111, (29) fiir — Ay, > O stets Aj; 4 0, so daB die zweite Moglich-
keit wegfallt. Fiir die dritte Zeile (11) sind ebenfalls — Aj, und
A* A}, nicht beide > 0.

Wir kénnen daher die Angaben (11) auch in folgende Tabelle
ordnen, indem wir zugleich die Bezeichnung von § 26, (9) einfiihren

(13) A0
— A% >0, APAX >0 — A%, A A nicht beide >0
l 2 2 2 2
— 4%L>0) fg‘l-—gg—'l-l———o %—}——2—2—-1=0
A% 40 —— -
—A114<0 0 %_— 2§_1=0

In dem frei bleibenden Felde widersprechen sich Zeilen- und Kolonnen-
bedingungen. Hier schlieBt sich die Parabel I, 2 an die zweite
Kolonne an:

(14) A%, —0, A% L0 g;+2g=o

40*
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da fiir sie nicht nur A4j, =0, sondern nach § 111, (17) auch
A*A5, <O ist. .
4. Die Arten der Linienpaare. Die Gleichung II, 1:

(15) WE It =0, Iy = — A

stellt, je nachdem — A4j, >0 oder <O ein imagindres oder reelles
Linienpaar dar. Da aber fir 4“ =0, 4y, 4 0 nach § 107, (24) 4™
und Ay, stets dasselbe Vorzeichen haben, kénnen wir die doppelte
Form der Bedingungen in folgender Tabelle ausdriicken:

(16) A% =0, A0
—A*>0 f —A*<0
i 2 2 o
—44>0] fﬁ+—2,=o ; 0
A% =+0 ' ' . ;

— 4%, <0 0 '-%~%=0

Die Gleichung II, 2:
A Ay

(17) 12 '172 + Zﬁ‘ = O, 12 = — 624 (§ 109, (26))

stellt, je nachdem — 4™ >0 oder < 0, ein imaginires oder reelles
Parallellinienpaar dar. Es ergibt sich also im AnschluB an die
Tabelle (16): )

(18)

[ 1 l
Az4=o,A;z+o“ fr1=0

Fiir den Fall II, 3 ist nach § 111, (35) stets — 4™ <0, so daB
er sich an die zweite Kolonne von (16) und (18) anreiht:

(19) A% =0, AX=0 H 0 l nT=20

|

5. Allgemeine Ubersicht der Arten der Schnittkurve. Indem
man die Tabellen (13), (14), (16), (18), (19) nunmehr in die Tabelle (3)
eintrigt, ergibt sich die folgende allgemeine Ubersicht (20), aus der
die Art der Schwittkurve der Fldche (1) mit der Ebene (2) nach den
Bedingungen der Zeilen und Kolonnen zu entnehmen ist. Dabei haben
A% A% A A%, A% die in § 107, (B); (22); (23), § 111, (B),
§ 109, (10) angegebene Bedeutung und sind zugleich die Namen der
Kegelschnitte eingefiigt (§ 26, (19)):%%)




= (20) A" 0: A =0, A +0: 44— 0, 4% —
Eigentl. Kegelschnitte Getr, H.ESnwa.o A% =00
I\xpVo h:;&:Vo" — A%, A A% .IhéVo IméA?
nicht beide > 0:
I. Imag. Kegelschn. IL. Reell. Kegelschn. || III. Imag. Linienp. | IV. Reell. Linienp. | V. Doppellinien
g g V p. pp
. WN 2 2 MM 2
— A% >0: .ew+|mm+HH m wwlguo S+ =
1. Imag. Pp. . . ..
A%, 0: Imag. Ellipse wmm_rw Ellipse Imag. Linienp.
Eigentl. S
. Punktepaare
% g2 &
p — 4%, <0 1o = L=
- 2. Reell. Pp.
» Hyperbel Reell. Linienp.
n n” +1=0 T i—o .
A4, =0, Ajt==0: .mn.._vwmﬂo [ B2 7?=0
3. Doppelp. Imag. Reell. Endl. Doppell.
. Parabel Parallellinienp. Parallellinienp.
A% =0 =0: n(z) =0 =) =0
4. du,coma. Endl. + u. f. Linie|| Un. f. Doppell.
Auch diese Tabelle geht fiir den Spezialfall unter 2 in die Tabelle § 26, (19) iiber
8 P
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_ IV. Kapitel
Schnitte besonderer Flichen und besondere Schnitte.

§ 115. Ebene Schnitte besonderer Flichen.

1. Glockenférmige und sattelfSrmige Flichen. Wird eine
eigentliche Fliche zweiter Ordnung (4 40, § 78, (2)) von einer Ebene
geschnitten, die parallel ist der Tangentialebene eines reellen end-
lichen Punktes der Fliche, so ist das Produkt der Hauptachsen-
koeffizienten der Schnittkurve nach § 110, (20):

1112=—%=_’g§, G* = g:* + 95 + 95°
also von einem unverinderlichen Vorzeichen, dem entgegengesetzten
der Determinante A.

Eine solche Ebene schneidet daher die Fliche nur in Kurven der
ersten oder nur in Kurven der zweiten Zeile der Tabelle § 114, (20),
je nachdem A negativ oder positiv ist.

Insbesondere schneidet die Tangentialebene selbst § 107, (1) die
Flichen A <0, also (§ 99, (31)) das Ellipsoid, zweischalige Hyperboloid
und elliptische Paraboloid, stets in einem imagindren Linienpaar, die
reellen Flichen A > 0, also das einschalige Hyperboloid und das hyper-
bolische Paraboloid, stets in einem reellen Linienpaar.

Die Fliachen A4 <0 sind daher (§ 67, (28)) nichtgeradlinige, die
reellen Flichen 4 > O geradlinige. Jene heiBen auch positiv gekriimmte
oder glockenformige, diese megativ gekriimmte oder sattelformige.st)

2. Die Ellipsoide und Hyperboloide. Fiir die Fliche:
x2 y2 z‘.’
! g="t+tpt+tz—1=0,

wo die Umkehr der Vorzeichen von ¢® oder b7 und ¢* vorbehalten
bleibt, gibt die Berechnung der gerinderten Determinanten § 114, 5:

w au? + b20? 4 cw?—s?

¢ .
(Z) 4 a?blc? ]
3) 4* _ b cfwt—st A" _ ctwitatut—s? 4" _afut4bii—st
( ) 11 b2e? ) 22 — cta’ ’ 33~ qfp® 9
(4) A M gqu Y Ar s A — a’u® 4 b*v* 4 cFw®
14 p2e® 24~ 2% 347 42p2 4 a?bic? ’
- u b4 ctwt v cw'datu? w _ atut4 bt
(O) O = = " prgr s Qe T T Togmar o U3 = T T oape

Damit wird:
6) A= A (@b 1) — T s

u2b202 ?
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) AZ _ b”v”b;l—csc’w’ . cgw’c;l;;z’uz N y’ul;};f*v?’
oder:

®) A= A2 (a2 4 b2 o) 4 LR b e
und iiberdies nach (2) und (4):

©)] A+ 4y = — ;;r;': o

Ohne Riicksicht auf eine etwaige Umkehr der Vorzeichen von b?
und ¢® ergibt sich daher aus (6), daB 4“ und 4™ und aus (8), daB
fiir eine endliche Ebene u, v, w, s auch A}, und 4., niemals beide
gleichzeitig verschwinden konnen.

Die ebenen Schwitte der Ellipsoide und Hyperboloide sind daher
entweder eigentliche Kegelschnitle oder getrennte Linienpaare und haben
mit der unendlich fernen Geraden zwei getrennte Punkie oder einen
Doppelpunkt gemein (§ 114, (3) nur L und II. Kolonne, 1. und 2. Zeile)

3. Das Ellipsoid. Fiir das Ellipsoid (1) ist nach (4):

(10> - AL >0,

und nach (7):

(11) sign A“A4}; = — sign A” = — sign (a*u® 4 b*v* + Fw® — %)
Aus der Tabelle § 114, (20) folgt daher!®3):

Das Ellipsoid (1) wird von der Ebene u, v, w, s in einer imagi-
ndren Ellipse, einem imagindren Linienpaar oder ewner reellen Ellipse
geschnitten, je nachdem:

12) alu® 4+ b20® + fu? — 2 <0, =0 oder > 0.
Die Ebenen mit imaginidrem Linienpaar sind Tangentialebenen (§ 70, (10)).

4. Das einschalige Hyperboloid. Beim einschaligen Hyperboloid:

2 2 2
s L
(— ¢ fiir ¢ in (1)—(9)) ist nach (9):
2
(14) A= — A+ s
Ist daher:
’ (15} - AZ‘; >0,

so ist stets auch 4“> 0. Mit (15) ist aber nach (4):
a®u? + b*? — Fw? <0,
lso auch:
@ " b2 — uw? <0 und a?u?®—cEuw?<O0
und damit nach (7):
b —c*w® | alu®— c*w? _ atu? -} b2

Pyl AL

b2¢? asc? a%b?

< 0.
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Neben (15) kann daher nicht 4“4; >0 sein. Da ferner nach (6)
fiir A“=0:

’ a*u® 4 b*v® 4 cfw® 4 s?
— A= atbe? <O7

so sind in der Tabelle § 114, (20) die erste und dritte Kolonne
unmoglich:

Das einschalige Hyperboloid hat nur reelle ebene Schnitte.
Ist die Ebene u, v, w, s keine Tangentialebene:

(16) a?u? + b%? — Fw? — s 0,

so ist die Schwitthurve eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je nachdem :
(17) a*u? 4 % — Fuw? <0, >0 oder =0;

ist die Ebene eine Tangentialebene:

(18) au? + b%® — Pw? — s =0,

so ist die Schwitthurve ein gekreustes oder paralleles Geradenpaar, je
nachdem :

(19) a*u® + 0% — tw? =2 >0 oder =0.

In parallelen Geraden schneiden somit die ZTangentialebenen des
Asymptotenkegels :
(20) a*u? + b*? — Fu? =0, s=0

(§ 74, 2), in Parabeln die zu einer solchen Tangentialebene parallelen
Ebenen:

(21) a*u? 4+ b*? — St =0, s=0.

5. Das zweischalige Hyperboloid. Beim zweischaligen Hyperboloid:
(22) @y 2y

a® b2 c?
(— b3 — ¢ fiir b2 ¢* in 1)—(9)) ist nach (6) fiir A“=0:

, a*u® 4 bio? + cw? + s?
— A" =" atbiet >0,

so daB die vierte Kolonne in § 114, (20) unmoglich wird.
Ist die Ebene u, v, w, s keine Tangentialebene:
(23) a*u? — b*? — Au? —s*+0,
so ist die Schwitthurve eine Ellipse (tmagindr oder reell), Hyperbel oder
Parabel, je nachdem:
(24) a*u? — b2 — Eu? >0, <0 oder =0;
ist die Ebene eine Tangentialebene:
(25) a*u? — b*v? — fu? — s* =0,
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so ist die Schnilthurve ein imaginires Geradenpaar mit endlichem oder
unendlich fernem Doppelpunkt, je nachdem:
(26) a*u? — b0 — Fut=5">0 oder =0.

In Parabeln schneiden die 2u einer Tangentialebene des Asymptoten-
kegels parallelen Ebenen.

6. Die Paraboloide. Fiir die Fliche:
¢ _ yi z2 _
27 g=14r+7+22=0,

wo die Umkehr des Vorzeichens von ¢* vorbehalten bleibt, gibt die
Berechnung der geriéinderten Determinanten:

b2v® 4 c*w? 4 2us

(28) A — + o ’

s? ’ c’w’-{- 2Qus bivz_'_?us
(29) A= =i A= TR, AL =T

'M/2

(30) AL -

b2p? + ctw? w? u?
(51) O == g s = i, O = s
Damit wird:

’ | u? 4 btv? 4 ctw? } s?
32) A= (B ) A = TR,
ru b2o? 4 c2w? w? w?

(33) Ay=— T

Ohne Riicksicht auf das Vorzeichen von ¢? folgt aus (32), daB
A* und A’ niemals beide gleichzeitig verschwinden konnen.

Die ebenen Schwitte der Paraboloide sind daher entweder eigentliche
Kegelschnitte oder getrenmte Linienpaare (§ 114, 3) nuwr I. und II
Kolonne).

7. Das elliptische Paraboloid. Beim elliptischen Paraboloid (27)
ist nach (30) fiir jede endliche Ebene:

— A4, >0 oder =0,

je nachdem u =40 oder =0, also die Ebene nicht parallel oder parallel
der z-Achse ist. Die zweite Zeile der Tabelle § 114, (20) ist daher
unmaoglich.

Nach (33) ist 4); <O und danach:

sign A“ A} = — sign A= — sign (b*v* + c2w? + 2us).

Ist die endliche Ebene u, v, w, s keine Tangentialebene (§ 70, (32)):
(34) b%0? + fw® 4 2us + 0,
so st die Schwitthurve eine Ellipse oder Parabel, jé nachdem die Ebene
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zur Hauptachse wicht parallel oder parallel ist; die Ellipse ist émagindr
oder reell, je nachdem
(35) b*? 4 ctu? + 2us <0 oder > 0.

Ist A“=0, so kann nach (28) nicht u =0 (4}, =0) sein, ohne
daB auch v =0, w =0, und ist nach (32) — 4™ > 0.

Ist dic endliche Ebene u, v, w, s eine Tangentialebene:
(36) b*o? 4 fw? 4+ 2us =0,
so ist sie der Hauptachse wicht parallel, und die Schnitthwrve ist ein
imagindres Linienpaar mit endlichem Doppelpunkt.

8. Das hyperbolische Paraboloid. Beim hyperbolischen Paraboloid:
(37) S 4250
(— ¢ fiir ¢® in 27)—33)) ist fiir jede Ebene nach (30):

— A3, <0 oder =0,

je nachdem u =0 oder = 0. Die erste Zeile der Tabelle § 114, (20)
ist daher unmdoglich.

Ist die endliche Ebene u, v, w, s keine Tangentialebene:
(38) b*0? — c*w® + 2us + 0,
so st die Schnitthurve eine Hyperbel oder Parabel, je nachdem die Ebene
zu der Hauptachse nicht parallel oder parallel ist.

Ist A*= 0, so ist nach (32) — 4'“< 0; ist neben A4“= 0 auch
A3, =0 (u=0), so ist nach (28) und (33) zugleich Aj; = 0. Daher
ist in der Tabelle § 114, (20) nur das zweite und vierte Feld der vierten
Kolonne mdoglich.

Ist die endliche Ebene u, v, w, s eine Tangentialebene:
(39) b2v? — tw?® + 2us =0,
so st die Schnitthurve ein Linienpaar mit endlichem Doppelpunkt oder
eine einzelne endliche gerade Linie (in Verbindung mit einer unendlich
fernen), je nachdem sie der Hauptachse wicht parallel oder parallel ist.

Die in einer einzelnen geraden Linie schneidenden Ebenen sind
also die beiden Scharen paralleler Ebenen (§ 62, (13); (13%):

(40) b2 —cw?=0, u=0.
9. Der elliptische Kegel. Fiir den elliptischen Kegel:
2 2 2
(41) 9='2?+%—%=0

gibt die Berechnung der geriinderten Determinanten:
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52
(42) - A" = g
% s’ u s% w s!
(43) : All = pEe2 A22 = c2a?? A33 = T 4t
“ a*u® 4+ b — ctw?
(44) A44 =TT a%piet ]
w b2v? — c2w? u —c?w? 4 a’u? w atu? 4 b2o?
[i= “pre o T aw o T g
(45) l s? s? 52
S U _ u
Cyy = = 2 U5 = " p2 0 Ogg= oz~
Damit wird:
(46) A= A (@ + VP — ) + A7,
‘u b2p? — c?w? a?u? —cu? a*u® 4 bv*
(47) Ay = b2c? a’c? et
’ ’ 1 1 1 9
(48). A= A (Gt 3 — )
ru 9 N atu® + b*o® 4 ctuw?
(49) Ay = (“2 +b—c) A, — - atbie®r

Nach (42) verschwindet A4“ gleichzeitig mit s. Sonst ist stets
A“>0. Ist nun — 43, >0, so folgt aus (47) gerade wie unter 4
aus (15), daB 4); <O und daher 4“4} < 0. Es folgt daher mit
Riicksicht auf die Tabelle § 114, (20):

Jede nicht durch die Spitee des Kegels (41) gehende Ebene u, v, w, s
schneidet in einem reellen eigentlichen Kegelschnitt: einer Ellipse, Hy-
perbel oder Parabel, je nachdem:

(50) afu? + % — Fw? <0, >0 oder =0
In letzterem Falle ist die Ebene einer Tangentialebene parallel (§ 71, (8)),

Ist 4“=0 oder s =0, so ist nach (46) und (48): — 4"“= — A}, und
A" = A} Ist daher A" 0, so ist auch A}, <+ 0. Ist aber 4™ =0,
also auch A4j, =0, so ist nach (49) A4,;<+ 0, also auch 4"*< 0.
Daher folgt aus der Tabelle § 114, (20):

Eine durch die Spitze gehende Ebene schneidet in einem imagindren
oder reellen Geradenpaar oder einer Doppelgeraden, je nachdem:

a?u® + 0¥y — <0, >0 oder =0.
Die lings einer Geraden beriihrenden Tamgentialebenen des Kegels
sind daher durch die Bedingungen:
a*u? +b*? — Fw?=0, s=0
gekennzeichnet (§ 71, (8); (9)).
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§ 116. Gleichseitig hyperbolische Schnitte.

1. Allgemeine Bedingung der gleichseitig hyperbolischen
Schnitte. Die Schnittkurve der Fliche zweiter Ordnung mit einer
Ebene u, v, w, s kann stets durch eine Gleichung von der Form
§ 110, (11) dargestellt werden, die sich auf ein in der Ebene liegendes
rechtwinkliges Koordinatensystem Q& bezieht und in der (§ 109, (25)):

AL 4%

1) W+l =—-"3 11'12=*';2; e = u? + 0¥+ w?

Ist nun:

(2) AY =0,

so werden 4, und 1, entgegengesetzt gleich, etwa 1, =1, 1, =— 1,
und nimmt die Gleichung der Schnittkurve die Form:

3) A(E—7) +2a,E + 2a,m +a, =0

an, worin nach (1):

@ #— i

Unter der Bedingung (2) ist daher der ebene Schwitt eine gleich-
seitige Hyperbel (§ 26, (26)).184)

2. Arten der gleichseitig hyperbolischen Schnitte. Wir verstehen
dabei unter gleichseitiger Hyperbel alle in der Form (3) enthaltenen
Kegelschnitte.

Wenn neben (2) A4j, < 0, also nach (4):

(5) 45, >0,
hat die Kurve (3) nach § 111, (11) einen bestimmten Mittelpunkt:
A'u4 A';4 Au4
©) P YT an FT
und ihre Gleichung kann nach § 112, (18) auf die Form:
Au
0 A1)+ A =0
44

gebracht werden. Es ergibt sich daher als Sonderfall der zweiten
Zeile der Tabelle § 114, (20):
Je nachdem neben (2) und (5):
(8) A“+0 oder A“=0,
ist die Schwitthurve eine eigentliche gleichseitige Hyperbel oder ein recht-
winkliges Geradenpaar.
Ist aber neben (2):
©) AZ; =0,
so besteht der gleichseitig hyperbolische Schnitt (3) aus einer endlichen
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und einer unendlich fernen Geraden oder ist eine umendlich ferne
Doppelgerade. Er kann dann in homogenen Koordinaten in der Form:

(10) it =0 oder =0
dargestellt werden (§ 114, (20), 4. Zeile).

3. Der Leitkegel der gleichseitig hyperbolischen Schnitte. Die

Bedingung (2) oder § 109, (10)):
11) Ay =+ ey + ay =0,
ist nach §109, () eine in %, v, w homogene Gleichung zweiten Grades.

Diejenigen Ebenen u, v, w, s, welche die Fldche zweiter Ordnung
in eimer gleichseitigen Hyperbel (3) schneiden, sind die oo® Tangential-
ebenen einer unendlich fernen Kurve zwester Klasse, die durch die Glei-
chung (11) dargestelli wird (§ 80, (199).

Die Ebenen gehen biischelweise durch eine Tangente dieser
Kurve. Diejenigen von ihnen, die neben (11) die Gleichung:
(12) s=0
erfiillen, also durch den Koordinatenanfangspunkt O gehen, umhiillen
einen Kegel zweiter Klasse (§ 80, (20").

Wir nennen diesen Kegel zweiter Klasse:
13) A ;=0,5=0
den Leitkegel der gleichseitig hyperbolischen Schnitte der Fldche zweiter
Ordnung.

Jede Tangentialebene dieses Kegels und jede zu ihr parallele Ebene
schneidet alsdann die Fldche in einer gleichseitigen Hyperbel (im all-
gemeinen Sinne (3)).

Die Tangenten der Kurve (11) sind nach § 21, (40); § 26, (26)
auch diejenigen Geraden der unendlich fernen Ebene, welche die un-
endlich ferne Kurve der Fliche und den imaginiren Kugelkreis
(891, 8) in vier harmonischen Punkten treffen.

4. Leitkegel der gleichseitig hyperbolischen Schnitte beim
Hyperboloid und Xegel. Von den Mittelpunktsflichen zweiter Ordnung
konnen nur diejenigen gleichseitig hyperbolische Schnitte haben, die
iiberhaupt lyperbolische besitzen, die beiden Hyperboloide und der
Kegel (§ 115, 4; 5;9).

Die Gleichungen der beiden Hyperboloide sind:

2 2 2

(14) %+%?—%£=1, a*> b,
2 2 2

(14) Z@“gé—i—z=1; b
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und die ihrer Asymptotenkegel:
2 2 2 2 2
(15) Ta¥_f—o0, @) L-L_Z_o.

14
Jeder der letzteren kann zugleich als beliebiger elliptischer Kegel gelten.
Der Leitkegel (13) der gleichseitig hyperbolischen Schnitte hat
fir die Flichen (14) und (15) nach § 115, (7) und (47) dieselben
Gleichungen:

(16) (cl - ) 2+( ;5)172_ (ai + bi,)w2=o, s=0,
und fiir die Flichen (14") und (15") ebenso:
00 (ot 2 (5 ) (- oo, oo

c?

Der Leitkegel der gleichseitig hyperbolischen Schnitte des Hyper-
boloids und seines Asymptotenkegels ist also ein mit diesem konzen-
trischer und koaxialer Kegel zweiter Klasse.

Er kann nach § 80, 10 ein imaginiirer oder ein elliptischer oder
ein in zwei Ebenenbiischel (ein Strahlenpaar) zerfallender Kegel sein.
Das letztere tritt bei (16) ein, wenn mit &%= ¢* der Kegel (15) von
der besonderen Art § 54, 8 ist (fiir a® = c? imagindres Strahlenpaar).

5. Arten der gleichseitig hyperbolischen Schnitte der Hyper-
boloide und Kegel. Jede (reelle) Tangentialebene des Kegels (16) oder
(16") und jede zu ihr parallele Ebene schneidet das Hyperboloid (14)
oder (14') und seinen Asymptotenkegel in einer gleichseitigen Hyperbel.
Diese ist, da nach § 115, (8) und (49) A;, nicht neben A4 ver-
schwinden kann, nach (7) stets entweder eine eigentliche gleichseitige
Hyperbel oder ein rechtwinkliges Geradenpaar, und zwar nach (8),
je nachdem 4“4 0 oder A“=0, je nachdem also die schneidende
Ebene u, v, w, s keine oder eine Tangentialebene des Hyperboloids ist.

Nun ist aber fiir die Hyperboloide (14) und (14') nach § 115, (9)
beziiglich:

a7 A= — AL, (1T) A'=— S — 4L,

2b2 CZ Sb‘cg

und fiir einen gleichseitig hyperbolischen Schnitt u, v, w, s nach ()
A;>0. Im Falle (17 ) kann daher fiir einen solchen A" nicht ver-
schwmden, wihrend es im Falle (17) fiir jedes reelle der Gleichung
(16) geniigende Wertsystem u, v, w zwei reelle Werte von s:
(18) §'= 4,,a°b*c*
gibt (§ 109, 8)) fir die 4“=0 wird.

I. Bei dem einschaligen Hyperboloid gibt es in Jedem (reellen) Diischel
paralleler gleichseitig hyperbolischer Schnittebenen zwet (reelle) Tangential-
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cbenen; sie schmeiden die Fliche in zwei zueinander senkrechien Er-
zeugenden.,

II. Beim zweischaligen Hyperboloid gibt es nur eigentliche gleich-
seitige Hyperbeln als Schwittkurven.

ITl. Beim Kegel (15) ist nach § 115, (42):

(19) A= "

a? b2 627
so daB gerade die Ebenen des Leitkegels (16) in zwei zueinander senk-
rechten Erzeuyenden schneiden, alle parallelen Ebenen in eigentlichen
gleichseitigen Hyperbeln.
IV. Bei dem am Schluf von 4 erwdhnten Kegel bilden also die
in rechtwinkligen Erzeugenden schneidenden Ebenen zwei Biischel, deren
Achsen in Ebenen- und Punktkoordinaten die Gleichungen haben:

(20) T (@ =) — (@ + W)u? =0, s = 0;

y? z* 2 2
(21) = a6 =0 >,

also mnach § 59, (21) und § 84, (8) die Polstrahlen der Kreisschnitt-
ebenen sind.
6. Ort der Punkte des einschaligen Hyperboloids mit recht-

winkligen Erzeugenden. Die Berechnung der geréinderten Deter-
minanten gibt fiir die Fliche (14) nach § 115, (4):

(22) .A.;‘4= us A2,;= vs Au ws

e ~ cta?? 347 gfp?

Fiir den Mittelpunkt (6) eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes,
der mit (18) in ein rechtwinkliges Geradenpaar zerfillt, ist daher:
(23) p=— 80 y= T

Danach ist, wieder mit Riicksicht auf (18):
xﬂ + y2 + z2 _ a4u3 + b4,l;2 + Eiyf _ -‘l4u2 + b4v3 + c4w3

s? - Alatbit
oder nach § 115, (8) mit 4,;= 0 und — ¢* fiir ¢*
(24) 22+ y*+ = a?+ b2 —

Die Punkte des einschaligen Hyperboloids, durch die zwei zueinander
rechtwinklige Erzeugende gehen, liegen auf der Kugel (24) (§ 64, (3)).

7. Beziechung des Leitkegels (16) zum Asymptotenkegel. Die
Gleichungen (16) oder (16") konnen mit der Abkiirzung:

(25) $;+51-,-—1,-= d oder (25 1_1_1_ 4

¢ a® bt ¢t
in der Form geschrieben werden:
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2 2 2
(26) (;i,—+z—,—%)—d(u2+v2+w2)=0, s=0,
oder: . . ,
(26') (—f—%) —d@+o'+w)=0, s=0.

Aus der Form dieser Gleichungen folgt (§ 71, (22); 8); § 118, 12)).
Der Leitkegel der gleichseitig hyperbolischen Schnitte des Hyper-
boloids ist mit dem Reziprokalkegel des Asymptotenkegels konfokal.

8. Nichtvorhandensein von drei rechtwinkligen Erzeugenden
bei Kegel und Hyperboloid. Der erste der beiden Reziprokalkegel
zweiter Klasse:

2 2 2 2 2 2

@) S+45-5%=0,5=0, (@) 5, —3—%5=0,5=0
der Kegel (15), (15") ist der Ort aller Ebenen, die auf einer Erzeugenden
des Kegels (15) senkrecht stehen. Der zu (27) konfokale Kegel (26)
hat mit (27) selbst keine reellen Tangentialebenen gemein (§ 118, 8).
Daher kann die Ebene eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes fiir
d <= 0 niemals auf einer Erzeugenden des Kegels (15) senkrecht stehen,
also auch zwei rechtwinklige Erzeugende, in denen eine solche Ebene
den Kegel (15) schneidet, niemals beide auf einer dritten.

Bei einem elliptischen Kegel gibt es im allgemeinen keine drei zu-
einander senkrechten Erzeugenden.

Da nun zu jeder Erzeugenden des Kegels (15) ein Paar paralleler
Erzeugenden des Hyperboloids (14) gehort und umgekehrt, so folgt:

In einer Regelschar eines einschaligen Hyperboloids gibt es im
allgemeinen keine drei zueinander senkrechten Erzeugenden.

9. Gleichseitiger Kegel und gleichseitige Hyperboloide. Ist
jedoch in (25), (256") d =0, so fillt der Leitkegel (26), (26") der
gleichseitig hyperbolischen Schnitte mit dem konfokalen Reziprokal-
kegel (27), (27') zusammen. In diesem Falle steht daher jede Ebene
eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes auf einer Erzeugenden des
Asymptotenkegels senkrecht und jede auf einer Erzeugenden senk-
rechte Ebene ist Ebene eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes.

Wir nennen das eimschalige Hyperboloid (14) und den Kegel (15)
_gleichseitig (§ 64, (8); (12)), wenn:

R 1 1 1

(25) a T — =0

und das zweischalige Hyperboloid (14") und den Kegel (15") gleichseitig, wenn:
y 1 11

(28) 2 a=0.

Dann lautet das gewonnene Resultat: -
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Bei dem gleichseitigen Kegel schneidet jede auf einer Erzeugenden
senkrechte Ebene in einer gleichseitigen Hyperbel, beziehungsweise, wenn
sie durch die Spitze geht, in zwei zueinander senkrechten Erseugenden.

Der gleichseitige Kegel besitet oo Systeme von drei zueimander
senkrechten Erzeugenden; jede Erzeugende bestimmt ein solches System.

Bei dem gleichseitigen einschaligen und dem gleichseitigen zwei-
schaligen Hyperboloid schneidet jede auf einer Erzeugenden des Asymptoten-
kegels senkrechte Ebene in einer gleichseitigen Hyperbel.

Jede Regelschar des gleichseitigen einschaligen Hyperboloids enthilt
ool Systeme von drei zueinander senkrechten Erzeugenden.

10. Leitkegel des gleichseitig hyperbolischen Paraboloids, hyper-
bolischen Zylinders und Ebenenpaares. Die Gleichung des hyper-
bolischen Paraboloids ist:

2 zl

(29) Y — =+ 22=0,
die des hyperbolischen Zylinders:
yﬁ 22 _
(30) bt c? 1 )
und die der Asymptotenebenen der beiden Fldchen (29) und (30):
: y? 2

Der Leitkegel (13) der gleichseitig hyperbolischen Schnitte hat
fiir diese drei Flichen nach § 115, (33) die Gleichung:
(32) (F—p)w+ % —1=0,s=0.

[

Der Leitkegel der gleichseitig hyperbolischen Schnitte des hyper-
bolischen Paraboloids, des hyperbolischen Zylinders und des Ebenen-
paares st ein mit diesen koaxialer Kegel zweiter Klasse.

11. Arten der gleichseitig hyperbolischen Schnitte beim hyper-
bolischen Paraboloid. Jede Tangentialebene des Kegels (32) und
jede zu ihr parallele Ebene u, », w, s schneidet das hyperbolische
Paraboloid in einer gleichseitigen Hyperbel.

Diese zerfillt nach (9) in eine einzelne Gerade (in Verbindung
mit einer unendlich fernen, wie in (10)), wenn die Ebene neben (32)
auch noch die Gleichung w = 0 (§ 115, (30)) erfiillt, so daf:

(33) bt — w? = 0, u=0;

sie ist dann einer der "Asymptotenebenen parallel.
Staude, Flichen zweiter Ordnung. IL 41
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1. Alle den Asymptotenebenen parallelen Ebenen wund nur diese
schneiden das hyperbolische Paraboloid in einer ewmzelnen endlichen
Geraden (§ 115, (40)).

Im iibrigen, fiir <= 0, schneidet eine Ebene u, v, w, s, fir die
%, v, w der Gleichung (32) geniigen, nach (8) in einer eigentlichen
gleichseitigen Hyperbel oder einem rechtwinkligen Geradenpaar, je
nachdem 4“4 0 oder 4*= 0 ist. Nach § 115, (28) gibt es aber zu
jedem wu, v, w mit u <=0 einen Wert:

(34) §=— —p —,
fir den 4“= 0 wird.

1. In jedem Biischel paralleler gleichseitig hyperbolischer Schnitte
gibt es also stets eine und nur eine Tangentialebene. Sie schneidet das
Parabolod in zwei zueinander senkrechten Erzeugenden.

12. Ort der Punkte des hyperbolischen Paraboloids mit recht-
winkligen Erzeugenden. Die Berechnung der gerinderten Deter-
minanten gibt fiir die Fliche (29), wie § 115, (30):

202 2,92 2
(80) A= — PETIEEE, L=, An= -, Al=gl

Fiir den Mittelpunkt (6) eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes,

der mit (34) in ein rechtwinkliges Geradenpaar zerfillt, ist daher:

Der zweite Wert (36) von z ist aber nach (32) auch:
(37) | z =22

Die Punkte des hyperbolischen Paraboloids (29), durch die zwei zuein-
ander rechtwinklige Erzeugende gehen, liegen auf der Ebene (37) (§ 65,(44))
mit umgekehrtem Vorzeichen von z in der Ausgangsgleichung (§ 65,(8)).

13. Beziehung des Leitkegels zu den Asymptotenebenen. Mit
der Abkiirzung: :

1 1
(38) = —
‘kann die Gleichung (32) in der Form:
v w?
(39) (b—,—?)—d(u2+v’+w9)=0, s=0

geschrieben werden. Daher gehort der Leitkegel (32) einem kon-
fokalen System (§ 118,(12)) mit den Fokallinien (§ 118, (17)):

v w?
an.
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In Punktkoordinaten lautet die Gleichung des Kegels (32) nach
§ 71, (11); (12):

w’ y’ z!
(41) FoatE o=
wihrend die Fokallinien (40) durch (§ 118, (3)):
(42) byt — A2 =0, z=0

und die in derselben Hauptebene liegenden Scheitellinien des Kegels

durch:

(43) v _
b!

dargestellt sind.

Die Scheitellinien (43) des Leitkegels der gleichsettig hyperbolischen
Schnitte des hyperbolischen Paraboloids sind daher die Scheitelerzeu-
genden des letzteren (§ 65, (6)). _

Die ihnen entsprechenden Tangentialebenen des Leitkegels sind
die Asymptotenebenen des Paraboloids, die nach 11,1 in der Tat
gleichseitig hyperbolische Schnitte im Sinne von (10) liefern.

Die Fokallinien f, " in (42) des Leitkegels der gleichseitig hyper-
bolischen Schmitte sind die Normalen der Asymplotenebenen oder die
Normalen der Scheitelerseugenden s',s in der
Scheiteltangentialebene x = 0 des Paraboloids
(Fig. 183).

14. Nichtvorhandensein von drei recht-
winkligen Erzeugenden beim hyperbolischen
Paraboloid. Die Brennlinien sind daher auch 7N
die Triager aller Ebenen u, v, w des Biindels
am Scheitel 0, die auf einer Asymptotenebene
senkrecht stehen. Da aber der Kegel (39)
mit seinen Brennlinien keine Tangentialebene gemein hat, kann die
Ebene eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes niemals auf einer
Asymptotenebene senkrecht stehen, also auch auf keiner Erzeugenden,
die einer solchen stets parallel ist.

Auf dem hyperbolischen Paraboloid gibt es im allgemeinen keine
drei sueinander senkrechten Erzeugenden (§ 65, 17).

15. Das gleichseitige hyperbolische Paraboloid. Ist jedoch in
(38) d =0, also b*=¢? so zerfillt der Kegel (39) in die beiden
Ebenenbiischel der Fokalstrahlen (40), die dann zugleich aufeinander
senkrecht werden:

(44) v —w?=10

G‘CI N!'

=0, z=0

Fig. 183.

41%
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und mit den Scheitelerzeugenden:

(45) y¥—=0, 2=0
zusammenfallen.
Das hyperbolische Paraboloid, welches alsdann die Gleichung:

(46) V= 1250

erhilt, ist in diesem Falle gleichseitig.

Das gleichseitige hyperbolische Paraboloid wird daher wvon jeder
durch eine der beiden Scheitelerzeugenden gehenden Ebeme in einem
rechtwinkligen Geradempaar, von jeder parallelen Ebene in einer gleich-
seitigen Hyperbel geschnitten.

Seien A und A’ die beiden Asymptotenebenen, ¢ und a ihre
Schnittlinien mit der Ebene x = 0, also die Scheitelerzeugenden des
Paraboloids, und g die mit a, ¢° die mit a’ gleichnamigen Erzeugen-
den. Dann ist irgendeine Erzeugende g parallel zur Ebene A und
daher senkrecht zu deren Normale a’. Man kann daher durch o’
eine Ebene " legen, die zu g senkrecht ist. Da I’ durch &' geht,
schneidet sie das Paraboloid in zwei rechtwinkligen Erzeugenden o’
und %, die wie [’ selbst beide zu g senkrecht sind.

Zu jeder Erzeugenden g gibt es daher eine gleichnamige senkrechte
Erzeugende h, so daf3 g und h zusammen wmit der ungleichnamigen
Scheitelerzeugenden a' ein System von drei senkrechten Strahlen bilden
(§ 65, 17).

§ 117. Die Kreisschnitte der Flichen zweiter Ordnung.

1. Aligemeiner Begriff eines Kreisschnittes. Die Schnittkurve
der Fliche zweiter Ordnung mit einer Ebene § 110, (9); (10) kann
nach § 110, (11) stets durch eine Gleichung von der Form:

1) 2,8+ 2+ 20,8 + 20+ a, =0

dargestellt werden, die sich auf ein in der Ebene liegendes recht-
rechtwinkliges Koordinatensystem Q£ bezieht und in der 1, und A,
die Wurzeln der quadratischen Gleichung H(4) =0 in § 109, (11)
bedeuten.

Sind diese beiden Wurzeln einander gleich:

2) Ay=1g, '
so ist die Kurve (1) ein Kreisschnitt, ihre Ebene eine Kreisschnittebene
der Fldche. 1)
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Der gemeinsame Wert 4 von i, und 1,, mit dem die Gleichung
(1) die Form:

@) AE+ 1) + 20,8+ 2a,m +a,=0
annimmt, entspricht alsdann nach § 109, (25) den Gleichungen:
4 2l=—~‘%f, }.2=—A¥e‘l‘;*; e = u? 4 v* 4 w?.
2. Arten der Kreisschnitte. Wenn neben (2):
® 45, +0,
hat der Kreisschnitt (3) nach § 111, (11) einen endlichen Mittelpunkt:
(6) x():j_%; ?/o=j’_:i:i: zo=j__§iy

und seine Gleichung kann nach § 112, (18) auf die Form gebracht
werden:

(T 1(§2+n2)+§%=0.

Das Quadrat des Radius des Kreises ist daher mit Riicksicht
auf (4): . s
(8) 92=—;4%1=Z2,;i78“7-

Da nun nach (4) 43, <0 und 4,;+ 0 sein mub (§ 114, 11)),
so folgt (fiir eine reelle Ebene u, v, w, s):

Ein unter der Bedingung (2) entstehender Kreisschwitt hat wunter
der Bedingung (5) den endlichen Mittelpunkt (6) und das Radius-
quadrat (8). Er ist fiir:

A“AL{ > 0: ein imagindrer Kreis;
(9) A* A5 < 0:ein reeller Kreis;
A* = 0: ein Nullkreis.
Wenn in (3):
(10) A=0(4;, =0, A}y=0 nach 4),
so besteht der Kreisschnitt (3) aus einer endlichen und einer unendlich

fernen Geraden oder ist eine unendlich ferne Doppelgerade (§ 114, (3))
und kann in der Form:
(11) nt=0 oder z2=0
dargestellt werden mit homogenen Koordinaten &, %, z.

Jeder Kreisschnitt (3) geht durch die beiden imagindren Kreis-
punkte der schneidenden Ebene (§ 100, 2).

3. Die iiberzéhligen Bedingungen der Kreisschnitte. Die Be-
dingung (2) ist nach § 109, 6, IV immer dann und nur dann erfiillt,
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wenn zwischen den Koeffizienten a,, der Fliche, den Koeffizienten
u, v, w der Ebene und der Doppelwurzel 1, = 1, = 1 die sechs Glei-
chungen bestehen:

Hii(A) = oy + 4% + w0') = — (a5 — 2) v* — (@ge — )" + 2a50w = 0,
Hza () = agy + A(w"+ u®) = — (ay, — D) w® — (a5 — 1) u* + 2a5,wu = 0,
Hyy(1) = ey + A(u* +0°) =— (agy — 4)0* — (a5, — 1) v* + 2a,,uv =0,
Hys(A) = o5y — Avw = (ay, — A)ow + ag9® — awu — aguv =0,
Hgi (3) = a3y — Awu = (ags — D)wu + ag,v® — agquv — a;30w = 0,
Hys(A) = &}y — Auv = (ag; — D)uv + a0 — a5, 0w — agwu= 0.

Durch Elimination von A ergeben sich hieraus die Bedingungen fiir
die Koeffizienten w, v, w einer Ebene, die einen Kreisschnitt der Fliche
ay, liefert.

4. Systeme paralleler Kreisschnittebenen. Da die Bedingungen
(12), sowie (5) und (10), nur die Koordinaten % :v:w der Stellung
der schneidenden Ebene § 114, (2), nicht s enthalten, so folgt:

Wenn die Fliche von einer Ebene in einem Kreise (1) geschnitten
wird, so wird sie auch von allen parallelen Ebenen in einem solchen
geschnitten.

Mittelpunkt (6) und Radiusquadrat (8) sind dagegen von s ab-
hingig (§ 107, (B)).

Wenn die Fliche von einer Ebene in einem Kreise (11) ge-
schnitten wird, so wird sie auch von allen parallelen Ebenen in einem
solchen geschnitten.

Die Kreisschnittebenen der Fliche treten also in Biischeln
paralleler Ebenen auf. -

5. Abhingigkeit der iiberszihligen Bedingungen voneinander.

Fiir die Determinante H(1) in § 109, (1) ist unbedingt (I Anm. 1, ITL, (17)):
Hu (M + His(A)v + Hys () w =0,

(13) Hyy (A)% + Hgs(2)v + Hgg()w = 0,
Hy; (A)u + Hge (1) v + Hgg(R)w = 0.

Wenn daher keine der drei GroBen u, v, w verschwindet, folgen
aus den drei letzten Gleichungen (12) sofort die drei ersten. Setzt
man aber die drei ersien Gleichungen (12) voraus, so daB aus (13)
wird:

wHg; (4) + vHyy(4) =0,
wHyy () + uHy(3) =0,
vHss(2) + uHg (4) =0,
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so folgen, wenn die Determinante:

0 w v
w 0 w6 =2uvw
v o 0’

nicht verschwindet, die drei letzten Gleichungen (12).

Die drei ersten Gleichungen (12) aber, wie auch die drei letzten,
sind bei allgemeinen Koeffizienten a,;, , v, w voneinander unab-
hingig, da jede einen Koeffizienten @, enthélt, der in den beiden
andern micht vorkommt.

Die diberziihligen Bedingungen (12) zihlen im allgemeinen fiir dres,
nach Elimination von A fiir zwei unabhingige Bedingungen.

Da sich indessen nicht allgemein angeben liBt, welche drei ge-
rade die unabhingigen sind, so ist es vorteilhafter, alle sechs beizu-
behalten.

6. Anwendung der iiberzihligen Bedingungen auf das drei-
achsige Ellipsoid. Fiir das Ellipsoid:

(14) Gt L=l @>r>e
lauten die Bedingungen (12):
R U BN [ S A
18) | (s—Yw+(s—2w=0,  (16) { (5 —A)wu=0,
R oL RN (SR D

Nach (16) muB, da a®< b*4 ¢’ wenigstens eine der Grofen

4, v, w verschwinden; nach (15) und (16) kdnnen aber auch nicht
zwei von ihnen verschwinden.

1

Ist zunichst u =0, v+ 0, w<0, so folgt aus (16): 4= 5
und damit aus (15):
11 11
(c~2 — ;2)’024- (E-,' — a—,)'w2= 0.
Den beiden hierdurch bestimmten Stellungen u : v :w entsprechen
die durch O (s =0) gehenden Ebenen (§ 71, 11):

1 2 2
(17 A= @=L+ @—c)5 =0,

und alle zu diesen parallelen Ebenen. Ebenso erhilt man mit » =0
und mit w = 0:
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>
I

g G—) L@ —a) T -0,
(17) . :
. Yy _
5 -t —M -0

Das dreiachsige Ellipsoid (14) besitzt daher sechs Systeme (§ 100, 2)
von Kreisschnittebenen, je zwei Systeme parallel jeder Hauptachse. Aber
nur das der mittleren Achse parallele System st reell (§ 58, (21)).

~
|

7. Mittelpunkt und Radius der Kreisschnitte des Ellipsoids.
Die den reellen Kreisschnittebenen wu, v, w, s entsprechenden Werte
von u, v, w sind nach (17):
(18) u=1/~;2a—b2, v=0, w=*—|b:_c—2

Mit diesen werden die geréinderten Determinanten § 115, 2:

4, =VEREs, -0, 45, =VESE

Tabier % a'bie S
” a®— c? v« a*—c*—s?
(19) A== e A= g
‘u a®— ¢
Ay=—2 Tate? ?
withrend:
b2(at— c?)
(20) e2=u2+02+ w2=~—a—.‘z§—'

Danach ergibt sich fiir Mittelpunkt (6) und Radiusquadrat (8)
des Kreisschnittes u, v, w, s in (18):

(21) x=_aT2a2:Tc~2£837 y=O; Z=_0Vb2—;2€38;
. - b (a®— c®— s?)
(22) o= ai_er

Mit s =0 wird der Radius der mittleren Halbachse b gleich.
Mit s=Va*—¢* wird o =0 und folgen aus (21) die Kreispunkte
(§ 58, 22):

_ V at— bz ]/b* 2 o2
(23) r=— aﬁ = y=0, z——cva’_c’-

Das Vorzeichen jeder der drei Wurzeln Vb6— ¢, Va®— 2,
Va*—b?® ist dabei beliebig, aber tiberall dasselbe.

Die Werte (21) und (22) stimmen mit § 58, (19) und (16) iiber-
ein, wenn dort (§ 58, (18); (3)):

1 1 . b]/aT—_—c_’
a___=ku’ _7_=kw, —-2§o=ks, k=1—/a__2—b:_*b2_"/b3—_?

gesetzt wird.
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8. Der Kreisschnittkoeffizient als Hauptachsenkoeffizient. Der
Koeffizient 1 in der Gleichung (3), der ,Kreisschnitthoeffizient”, hingt
nach (4) von den Koeffizienten a,, der Fliche und den Koeffizienten
#, v, w der schneidenden Ebene ab. Die letztere Abhingigkeit ist
jedoch nur eine scheinbare.

Fiir die Determinante H(1) in § 109, (1) gelten nimlich un-
bedingt die Gleichungen (I Anm. 1, III, (17))

(a3 — )Hy (3) + aygHy3(2) + a5 Hy3 (1) + wHy, (1) = H(2),
(24) @y Hyy (2) + (@5 — A)H3 () + agsHyg (4) + vH,, (4) =0,
gy Hyy () + aseHs (3) + (a3 — ) Hy3(2) + wH,, (1) =0.
Bestehen nun die sechs Gleichungen (12), mit denen nach § 109,
6, III auch H(1) =0 ist, so folgt aus (24), da u, v, w nicht alle

drei verschwinden:

(25) Hu(2) =
In gleicher Weise aber ergibt sich:
(25) Hy (2) = 0, Hy(2) =0.

Nun ist fiir die Determinante H(1) wieder unbedingt:

(@1y — HHu (1) + a;3He(4) + a;3H(2) +uHy(2) =0
(26) g Hyy (A) + (@ — A)Hye(2) + aysHs (1) + v Hy(2) = 0
as Hyy (A) + a5 Hyo(4) + (@55 — 4)Hy5(4) +wHy (2) = 0
also bei Voraussetzung von (25) mit Hinblick auf § 109, (4):
(27) Hy(2) = 4(2) =0.
Die sechs Gleichungen (12) haben daher stets zur Folge (§ 44, 10),
daf3 auch:
(28) H14('{) =0, H24(l) =0, H34(l) =0, '5](1) =0.
Die letzte dieser (leichungen gibt aber den Satz:
Sollen bei gegebenen Koeffizienten a,, der Fliche zwischen den
Stellungskoeffizienten u, v, w einer Ebene und einer Grifle A die sechs

Gleichungen (12) bestehen, so muf3 diese eine Wurzel der kubischen
Gleichung A(1) = 0 sein, oder:

Der Kreisschnitthoeffizient 2 in (3), der als Hauptachsenkoeffizient
der Schnitthurve (§ 108, (27)) eingefiikrt wurde, ist stets ein Haupt-
achsenkoeffizient der Fliche selbst (§ 88, (17)).

Die Gleichung (27) ist daher das Resultat der Elimination der
beiden Verhiltnisse u:v:w aus den Gleichungen (12), die fiir drei
unabhiingige Gleichungen zwischen 4 und w:v:w zihlen.
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9. Beziehung der Kreisschnittebenen zu den Hauptachsen-
richtungen der Fliche. Die kubische Gleichung (27) des Haupt-
achsenproblems der Fliche selbst hat nach § 89, 8 drei reelle
Wurzeln 12 =4,, 45, 4;. Setzt man eine solche Wurzel 2 in die
Gleichungen (12) ein, so zihlen sie nach 5 noch als zwei unabhingige
Gleichungen fiir die zwei Verhiltnisse #:v:% und bestimmen die
Stellung der zu der Wurzel A gehirigen Kreisschnittebenen.

Andererseits ist fiir die Richtungskosinus «, f, y der zu der
Wurzel A gehorigen Hauptachsenrichtung der Fldche nach § 90, (3):
(29) a:f:y=Ad,(2): d;3(1): 4;5(1), i=1,2 oder 3.

Die Unterdeterminanten § 109, (3) und (4) von H(1) stehen aber
unbedingt in der Beziehung (§ 45, (5)):

(30)  —Hy () = ud, (2) + v4,5(A) + wdy(2), i=1,2,3.

Fiir das den Gleichungen (12) und daher (25) geniigende Wert-
system w:v:w, A ist daher mit Riicksicht auf (29):

(31) O=wua+v8 4+ wy,

also:

Die einer Wursel A der kubischen Gleichung A(1) =0 entsprechenden
Kreisschnittebenen sind zu der derselben Wurzel entsprechenden Haupt-
achse der Fliche parallel.

DaB die Gleichung (31) auch besteht, wenn wegen des Ver-
schwindens aller A,,(4;) die Bestimmung (29) versagt, wird sich zu
(36) ergeben.

10. Anzahl der einer Wurzel A entsprechenden Kreisschnitt-
ebenen. Um die einer Wurzel 4 der kubischen Gleichung (27) ent-
sprechenden Kreisschnitte zu bestimmen, bietet sich in den drei ersten
Gleichungen (12) fiir jedes der drei Verhdltnisse v:w, w:u, u:v eine
quadratische Gleichung dar. Durch Auflésung dieser erhilt man:

VIW = dgy + 511/— 4’11(}) POy — A = ay — A :ay— &V — 4, (),

B2 w:u = ag, + &V — Apg(R) 1 @y — & = @gy— & : g, — & V — Apa(),
u:v = ay, + 531/:233(1) Qg —A=a,—A:a,— 531/—~ Ady5(R),
WO &, &, & je + 1 bedeuten. Daneben ist nach (30) und (25):

udyy (1) + vdy(4) + wdys(4) = 0,
(33) udyy(A) + vy (4) + wdyy (2) =0,
udy (4) + v g5 (1) + w gy (1) = 0.

Ist nun die benutzte Wurzel 1 eine einfache Wurzel der Glei-

chung 4(1) =0, so konnen nach § 89, 6, I 4,,(1), dg(1), d55(2)
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nicht simtlich verschwinden. Ist also etwa 4,,(1) <40, so gibt die
erste Zeile (32) zwei bestimmte, untereinander verschiedene Werte des
Verhiltnisses v :w. Zugleich liefert die erste Gleichung (33) zu
jedem der beiden Werte von v :w einen bestimmten Wert von u: w
oder u : v.

L. Einer einfachen Wurzel der Gleichung 4 (1) = O entsprechen also
stets zwei verschiedene Stellungen w : v : w von Kreisschnittebenen.

Ist dagegen 1 eine sweifache Wurzel, so verschwinden fiir diese
nach § 89, 5, II alle Unterdeterminanten ,,(1), aber nach § 89, 6, IV
nicht alle Diagonalelemente a,, — 1, @y, — 1, azz— 4 von A(1). Ist
also etwa a,, — 140, so geben die auf:

VW= Ggg : Agg— A = Qgy — A : Gy,
(34) WU =@y 0, —A=a,;—1:a,,
UID = Ay lge— A =0a,, —L:ay,
reduzierten Gleichungen (32) in:
(35) UIVIW =0 — L0, 0
ein einziges bestimmies Wertsystem von u: v : w. .

II. Einer zweifachen Wurzel der Gleichung A(1) = O entspricht
also stets eine einzige Stellung von Kreisschnittebenen.

Die der Doppelwurzel entsprechende unbestimmte Hauptachsen-
richtung «, 8, » hat im Falle a,, —1 <=0 nach § 90, 4 nur der Be-
dingung:

(36) (@, — e+ ayp + a5y =0
zu geniigen, so daB nach (35) wieder die Bedingung (31) erfiillt ist.

III. Ist 1 eine dreifache Wurzel, so werden nach § 89, 6, V
die Gleichungen (12) identisch in % :v:w erfiillt.

Hiernach ergibt sich zunichst ohne Riicksicht auf die Realitits-
frage (§ 90, 3; 5; 6):

IV. Je nachdem die Fliche zweiter Ordnung drei verschiedene oder
zwei gleiche oder drei gleiche Hauptachsenkoeffizienten, also dres, eine oder
keine bestimmite Hauptachse hat, besitzt sie sechs oder drei (s. unten 14)
oder 0o? Systeme paralleler Kreisschnittebenen.

11. Die reellen Kreisschnittebenen. Sind die drei Hauptachsen-
koeffizienten 1,, 15, 4;, die Wurzeln der Gleichung (1) =0, ver-
schieden und ihrer algebraischen GroBe nach geordnet:

(37) b <1y < 4y,
so ist nach § 89, (20):
(38} dii(ll) =0, 4’-’:‘(}'2) <0, Aﬁ(la) =0, i=1,2,3,
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wo bei jeder Wurzel (§ 89, 5, I) wenigstens fiir ein ¢ das Ungleich-
heitszeichen gilt. Hiernach sind die Werte (32) fiir 4 = 4,, 4; ima-
gindr, fiir 2 = 1, reell, und folgt mit Riicksicht auf 9:

1. Sind die drei Hauptachsenkoeffizienten der F'liche zweiter Ordnung
verschieden, so hat die Fliche zwei reelle Systeme paralleler Kreisschnitt-
ebenen, die dem algebraisch mittleren Hauptachsenkoeffizienten entsprechen
und der zu ihm gehirigen Hauptachse parallel sind.

Sind zwei Wurzeln einander gleich, 1, = 1, oder 1, = 1;, die
dritte, 1, oder 1,, verschieden, so ist nach § 89, (24) fiir die einfache
Wourzel:

(39) A;(ds) 20 oder  4,(4,) = 0.
Fiir diese sind daher die Werte (32) imagindr. Fiir die zweifache
Waurzel gelten die Werte (34), und folgt somit:

1I. Sind unter den drei Hauptachsenkoeffizienten zwei gleiche, so
hat die Fliche ein diesen entsprechendes reelles System paralleler Kreis-
schnittebenen, das zu der einen bestimmten Hauptachsenrichtung (§ 90,5)
senkrecht ist.

1L Sind alle drei Hauptachsenkoeffizienten gleich, hat die Fliiche
alle Ebenen zu Kreisschnittebenen.

12. Bestimmung der reellen Kreisschnittebenen bei gegebener
Hauptachsengleichung. Ist die Fliche zweiter Ordnung von vorn-
herein durch ihre Hauptachsengleichung § 90, (12) gegeben:

(40) @y, 2" + agy® + 332" + 20,7 + 205,y + 2052 + a4y =0

und sind die Hauptachsenkoeffizienten verschieden und so geordnet, daB:
(41) gy < lgp < G,

so entsprechen die reellen Kreisschnittebenen nach 11,1 dem Haupt-
achsenkoeffizienten A = a,. Statt die Auflésungen (32) der drei
ersten Gleichungen (12) zu benutzen, entnehmen wir diesen selbst
mit 1 = ayy:

(42) v =05 (@ — ag)w® — (ay — ag5)u* = 0.

Die Ebenen, deren Stellungskoordinaten u: v :w diesen Bedingungen
geniigen, sind dem Ebenenpaare:

(43) (g5 — Gg9) 5* — (@39 — ay)2* = 0

parallel. Das reelle Ebenenpaar (43) selbst, dessen Achse die dem
Hauptachsenkoeffizienten 1 = a,, entsprechende y-Achse ist, nennen
wir die Hauptkreisschnittebenen.

Ist dagegen:

(44) Ay < Ggg = gy oder @y, = @y < @,
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so bleibt nach 11, Il mit 1 = a,, nur die eine Hauptkreisschnittebene:
(45) z=0 oder 2=0,
der alle andern parallel sind.

13. Die Hauptkreisschnittebenen aller Flichen zweiter Ordnung.
Nach 12 erhalten wir nun sofort die Hauptkreisschnittebenen der
durch ihre kanonischen Gleichungen dargestellten reellen Flichen zweiter
Ordnung. In der folgenden Tabelle ist immer unter 1. die Gleichung
der Fliche angegeben; unter 2. die jedesmalige Anordnung der Haupt-
achsenkoeffizienten nach der algebraischen GroBe in der Weise (41)
oder (44); die Hauptkreisschnittebenen selbst sind jedesmal unter 3.
in der Form (43) oder (45) und unter 4. in vereinfachter Form an-
gegeben. Bei den mit * bezeichneten Flichen sind die Kreisschnitte
nach (11) gerade Linien.

Flichen mit drei verschiedenen Hauptachsenkoeffizienten.

I. Ellipsoid (§ 58, 21)):

2 2 2 1 1 1

1.%+?bi;+‘i—z=1, a2>b2>6‘2; 2.;§<b7<223
1 1 1 1 g 22 o 2

3. (z,. — b—,)zﬁ'— (4: — d,)x2= 0; 4 (@—b)7, - =)L =0.
IL.- Einschaliges Hyperboloid (oder elliptischer Kegel) (§ 59, 2D):
2 2 2

1.%+%—%=1(oder=0),a’>b2; 2. — 2< <b2’

3. (bt — 1,)y2_ (l + i,)zﬂ =0; 4 (@—1)Y, v _ (a2+02)— —0.

a a®
III. Zweischaliges Hyperboloid (oder elliptischer Kegel) (§ 60, (21))
2 2
1. 22—5{—2—__1 (oder = 0), b2<¢® 2. —b < - c,<
< 1 1
5. (&’2 + E;)z?'— (—" ? + 5’:‘)?/2 = O; 4 (a2+ 02)? — (02—b2)'b’2' = 0.

IV. Elliptisches Paraboloid (oder elliptischer Zylinder) (§ 61, (15);
§ 59, (26))'

LY+ 5 =20 (oder —=1), B2>ch  2.0< 5 < 5
(et 4+ ioso

V.* Hyperbolisches Paraboloid (oder hyp. Zylinder oder Fbenenpaar)
(§ 62,13):

1. g,—— Si = 2z (oder =1 oder = 0);

2
s LEU IS S
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Flichen mit swei gleichen Hauptachsenkoeffizienten.
L Rotationsellipsoid :
1

2 2 i
1. @_$l+%él, a?>c?; 2'al2=a’<ci’; 3. 2=0;
oder:
wi y? + zi 9 1
1.a§+"—cz—=1;a2>c; °a’< : = o) 3. z=0.
II. Rotationshyperboloid (oder -kegel):
2 2 1
AV B 1 (eder =0); 2. —E< k=L 3 50
oder .
22 y?4 22 1 1 1
III. Rotationsparaboloid (oder -zylinder):
LYAT 25 (oder =1);  20<pz=p; 3.2=0.

IV.* Parabolischer Zylinder (od. Parallelebenenpaar od. Doppelebene) :
1. =2z (oder =1 oder =0); 2.0=0<5; 3.2=0.

Flichen mit drei gleichen Hauptachsenkoeffizienten.

I Kugel:

1. —le:ifi =1; 9. L —1; = —1—, 3 3. jede endliche Ebene.
a ’ a® a a??

II. 1. Endliche und unendlich ferne Ebene (unendlich ferne Doppel-
ebene) ; 2.0=0=0; 3. jede endliche Ebene.

Damit sind die reellen Hauptkreisschnittebenen aller Flichen
zweiter Ordnung aus einem einheitlichen Gesetz hergeleitet.

14. Allgemeine Bedeutung der Bedingungen der Kreisschnitte.
Nach § 48, (16) stellt die Gleichung:
(46) (a5, —24)2°+ (agy—A)y* +(ags—4) 5"+ 2055y 2 + 205, 82+ 20,55y =0
in laufenden Punktkoordinaten z,y,2 der unendlich fernen Ebene
(I § 49,2) das Kegelschnittbiischel dar, welches die vier Schnitt-
punkte S, S;, S;, S, (§ 100,1) der unendlich fernen Kurve der Fliche
zweiter Ordnung (§ 66, (23)) und des Kugelkreises § 84, (10") als
Grundpunkte hat. Die Determinante § 109, (1) ist die mit den Koor-
dinaten u, v, w einer Geraden der unendlich fernen Ebene (I § 49, 4)
gerinderte Determinante des Kegelschnittes 1 in (46). Soll nun die
Gerade u, v, w Bestandteil eines solchen Kegelschnittes, also Verbin-
dungslinie zweier Grundpunkte sein, so miissen nach § 44, (19); 9
die sechs Bedingungen (12) bestehen.
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Die Bedingungen (12) driicken also gerade aus, daf3 die Ebene mit
der Stellung u, v, w durch zwei von den vier Schnittpunkien der unend-
lich fernen Kurve der Fliche und des imaginiren Kugelkreises geht.

Im allgemeinen gibt es sechs Gerade u, v, w, die den Bedingungen
(12) geniigen, nimlich die Seiten des vollstindigen Vierecks S, S,:S; S,.
Fallen aber (§ 100,1) dessen Ecken paarweise, in S, =38, und S,=2S,,
zusammen, 8o gibt es drei solche Gerade (10, IV), nimlich die Be-
rithrungssehne S; S, und die beiden gemeinsamen Tangenten des
Kugelkreises und der unendlich fernen Kurve der Fliche in den Be-
rithrungspunkten S, und S,. Die Beriihrungssehne gibt eigentliche
Kreisschnitte (§ 100, 2, IT), wihrend die Tangenten nur imaginire
»Kreisparabeln® liefern, insofern die beiden Kreispunkte derjenigen
(imaginéren) Ebenen, die durch eine Tangente des Kugelkreises gehen,
zusammenfallen (§ 2, 9).



