
GAPΓΓOLO II. 

C i i r v e p i a n e -

§ 1. Tangenti alle curve in generate. 

l . L'insieme dei punti che gođono ďuna proprietà è un luogo 
geometrico. Questo luogo geometrico dicesi lima se ogni punto del 
luogo si può individuare mediante un numero. Esso dicesi superfieie 
se ogni punto del luogo si può individuare mediante due numeri. 
II modo più semplice per determinare una linea è il dare la posizione 
ďun punto in funzione ďuna variabile t; e per determinare una 
superfieie basta dare la posizione ďun punto in funzione di due 
variabili. 

Gi occuperemo dapprima delle linee. Detto P un punto della 
linea, e t il numero che individua P, supporremo che ad ogni va-
lore di t in un certo intervallo corrisponda un sol numero t, in 
modo cioè che attribuendo a t valori distinti, anche le posizioni di 
P siano distinte. Supporremo inoltre che il punto P sia funzione 
continua di t, e viceversa, vale a dire, se P0 e P sono le posizioni 
del punto corrispondenti ai valori t0 e t della variabile, se t tende 
a t0J anche P tenda a P0, e viceversa, se P tende a P0, anche t 
tenda a t0. 

Una linea dicesi curva quando nessuna porzione di essa giace su 
ďuna linea retta. Una linea è piana se giace tutta in un piano. 
Una linea non piana dicesi g bba, o a doppía curvatura. 
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2. Dicesi tangente ad una l i n e a in un suo p u n t o P0 il 
l i m i t e de l la r e t t a che u n i s c e il p u n t o P0 ad un a l t r o 
pun to P d e l l a l i n e a , ove P t e n d a a P0. 

Si dice anche che la tangente ad una curva è la retta che unisce 
due punti consecutivi od infinitamente prossimi di essa, e con questa 
dicitura non si intende che la defìnizione precedente. 

Per direzione ďuna linea in un punto si intende la direzione 
della tangente in questo punto. 

Dicesi normale ad una linea in un suo punto P0 ogni retta pas-
sante per P0 e normale alia tangente alia linea in P0. Queste rette 
formano nello spazio il piano normale in P0 alia tangente; e questo 
vien detto piano normale alia linea in P0. 

Se la linea è contenuta in un piano, in questo stesso piano non 
giace che una sola normale. 

Se la linea data è una retta, la retta che unisce due suoi punti 
P0 e P è la retta stessa, e facendo tendere P a P0, il suo limite è 
sempre la retta data, onde la tangente in ogni punto d'una retta 
coincide colla retta stessa. 

Se la linea data è un cerchio di centro G, e se P0 e P sono 
due suoi punti, Γangolo che la retta P0P fa colla perpendicolare 
in P0 al raggio CP0 contenuta nel piano del cerchio, è la metà 
delΓ angolo dei raggi GP0 e GP ; ora col tendere di P a P0 

questi angoli hanno per limite zero, quindi la tangente al cerchio 
in un suo punto è la perpendicolare al raggio che va a questo 
punto contenuta nel piano del cerchio; vale a dire, pel cerchio, 
la tangente definita come limite ďuna secante coincide colla retta 
chiamata pure tangente nella geometria elementare, ma definita 
diversamente. 

3. La tangente ad una linea risulta determinata, ove si conosca 
la derivata del punto che descrive la linea, in virtu del seguente 

TEOREMA I.— Se il p u n t o P è funzione di t a v e n t e der i -
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v a t a u ≡ P U non nulla, la r e t t a indef ini ta PU è la t a n g e n t e 
a l i a c u r v a d e s c r i t t a da P. 

Infatti, dati a t i valori t e t-\-Ķ e detti P e P ' i punti corri-
spondenti della curva, si faccia PQ ≡ PP ' : ħ. II punto Q è un punto 
della retta PP'. Facciasi tendere ħ a zero. II segmento PQ ha per 
limite la derivata PU per defìnizione; quindi il punto Q ha per limite 
U, e la retta PP'Q, che unisce i punti P e Q aventi per limiti i 
punti P ed U non coincidenti, ha per limite la retta PU (Gap. I, 
5, teor. II), ossia PU è la tangente alia linea in P. 

TEOREMA II. — Se il p u n t o P è funz ione di t a v e n t e de­
r i v a t a pr ima c o n t i n u a e non n u l l a , la t a n g e n t e in P è 
anche il l imite d e l l a c o n g i u n g e n t e due punt i P4 P2 della 
l i n e a , quando q u e s t i t e n d a n o a l p u n t o P. 

Invero, sia 0 un'origine fìssa, e pongasi OP≡≡a(¿). Sara OP4 ≡ 
atø), ŌP2 ≡ a(¿2), ¾ ≡ a(¿2) — aft). 

. p p 
Pongasi P4Q ≡ ^J ≡ a‰ t2). Si facciano ora tendere ti e t2 a t; 

si ha limī\Q ≡ l i m a ¾ t2) ≡ a!{t) ≡PU derivata del punto P ; e 
poichè Pj ha per limite P, Q ha per limite U, e la retta PtP2Q ha 
per limite la retta PU, cioè la tangente alia curva. 

4. Se M è un punto della tangente alia curva in P, e questo 
punto ha derivata u non nulla, le direzioni di u, e di MP coinci-
dono, e quindi è nulla Γarea u.MP. Viceversa, se quest'area è nulla, 
MP ha la direzione di u, ed il punto M si trova sulla tangente. 
Dunque Γequazione della tangente, colla notazione dei segments è 

u.PM ≡ 0 . 

Se M è un punto della normale, o del piano normale alia curva 
in P, sarà MP normale ad u, e quindi Γequazione della normale, 
o del piano normale, è 

u X MP = 0, 
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sempre supposto che u non sia nullo. Si osservi che 2u X MP è la 
đerivata đi MP2, presa nelΓipotesi che M sia fìsso, e P u n punto 
đella curva. Quinđi si deduce: 

Se la d e r i v a t a di P non è n u l l a , il p i a n o n o r m a l e 
a î l a c u r v a è il luogo de i p u n t i M p e r cui è n u l l a la de­
r i v a t a di MP2. 

II piano normale ad una linea in un suo punto P si può pure 
considerare come il l imi t e del luogo dei p u n t i e q u i d i s t a n t i 
dai due p u n t i P e P ' d e l l a l i n e a , ove Př t e n d a a P . Invero 
il luogo dei punti equidistanti da P e Př è il piano π normale alia 
retta PP' nel suo punto medio C. Ora, se Pf tende a P, anche C 
tende a P, e se la linea ha tangente Ft nel punto P, la retta P P ha 
per limite la Ft; ed il piano π passante per G e normale a PPř 

ha per limite il piano ττ0 passante P e normale alia tangente Ft; 
vale a dire il limite del piano π è il piano normale alia linea in P. 
Viceversa se il piano π tende ad un limite TΓQJ che passa necessa-
riamente per P, la retta PP' normale a π ha per limite la retta 
Ft normale a π0; quindi Ft è la tangente alia curva, e π0 il piano 
normale. 

Questa proprietà del piano normale permette alcune volte di de-
terminarlo đirettamente, e dedurne in conseguenza la tangente alia 
curva. Gosì, se si sa che i punti A e B distano egualmente dai due 
punti P e P ' della curva, e se col tendere đi P' a P, A e B hanno 
per limiti i punti A0 e B0 non in linea retta con P, il piano luogo 
dei punti equidistanti da P e Fr ha per limite il piano PA0B0, e 
questo sarà il piano normale alia curva. 

Le cose dette pel piano normale sono applicabili alia retta nor­
male, se la linea sta in un piano fìsso; in questo caso basta rico-
noscere che un punto A equidistante da P e Př ha per limite A0, 
per deđurre che A0P è la normale alia curva. Gosì pel cerchio, il 
centro dista egualmente dai punti P e P ' della circonferenza; e 
poichè esso è fìsso, ed ha per limite -sè stesso, si deduce che il 
raggio che va ad un punto della circonferenza è normale ad essa. 
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6. Se, pel valore considerato đi t, è nulla la derivata prima del 

punto, per determinare la tangente alia curva può servire il seguente 

TEOREMA. — Se il punto P è funzione đi έ, e per ¿=¿0 sono 
nulle la der iva ta prima di P, e tu t t e le successive 
fino a lΓordinep, la tangente al ia linea luogo dei punti 
P è la r e t t a che passa per P e cont iene la der iva ta ďor-
dine p. 

Invero, se le derivate successive la, 2a, ... (p— l)ma sono nulle, 
e la derivata ι½ ďordine p non è nulla, sarà, per la formula di 
Taylor: 

PP'≡J(% + ē), 

ove ë è un segmento che ha con h per limite zero. Quindi, fatto 
PQ¡ ≡= Up -ļ- ē β PU ≡≡ %, si deduce che i punti PPr e Q sono in 
linea retta, e che il segmento PQ ha per limite PU; quindi il punto 
Q ha per limite U, il quale è distinto da P, perchè, per ipotesi, 
PU non è nullo. E la retta PP' che passa pei punti P e Q, che 
hanno per limiti i punti P e U non coincidenti, ha per limite la 
retta PU; dunque questa è la tangente. 

Si osservi però che, se la derivata prima è nulla pel valore consi­
derato di t, anche supposte continue le derivate successive, non è 
più vero in generale che la tangente in P sia il limite della con-
giungente due punti P± P, presi ad arbitrio sulla curva, ove questi 
si facciano tendere al punto P. 

§ 2. Tangenti alle curve piane. 

6. Può un piano essere diviso da una linea descritta su esso in 
due parti, o regioni. Gosì una retta AB lo divide in due parti sovrap-
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ponibili, e si riconosce se due punti P e Q appartengono alia stessa 
parte od a parti opposte, secondochè le aree ABP e ABQ, ovvero 
i loro doppi AB.AP e AB.AQ hanno lo stesso senso, o senso con-
trario. Così pure un cerchio divide il piano in due regioni, Γuna 
(interna) formata dei punti che distano dal centro meno del raggio, 
e Γaltra (esterna), i cui punti distano dal centro più del raggio; ecc. 

Sia un piano fìsso diviso da una linea I in 
due parti. Diremo che una linea AB conte-
nuta nello stesso piano tocca la I nel loro punto 
comune P, se un arco AB della linea, conte-
nente nel suo interno il punto P, giace tutto 

da una stessa parte della linea I. 

Diremo invece che la linea AB taglîa la I nel 
loro punto comune P, se due archi PA e PB di 
questa linea, terminanti in P, trovansi Γuno da 
una parte e Γaltro dalΓaltra della linea L 

Potrebbe anche una linea avere più punti comuni colla I, ed in 
alcuni di questi toccarla, ed in altri tagliarla. 

Noi supporremo dapprima che la linea I sia una retta, e discu-
teremo se la linea descritta da un punto variabile P, che in una 
posizione speciale P0 trovasi sulla retta, la tagli o la tocchi. 

7. TEOREMA I.— Se il p u n t o P d e s c r i v e una l i n e a p i a n a , 
e se n e l l a pos i z ione s p e c i a l e P0 ha u n a d e r i v a t a p r ima 
non nu l l a , la l i n e a t a g l i a ogni r e t t a del p i ano p a s s a n t e 
pe r P0, ma d i v e r s a d a l l a t a n g e n t e . 

Se, ino l t r e , la d e r i v a t a seconda di P non è n u l l a , nè 
c o i n c i d e in d i r ez ione co l l a d e r i v a t a p r i m a , la l i n e a 
t o c c a i n P 0 la t a n g e n t e , e n e l l e v i c i n a n z e d i P 0 g i ace da 
que l l a banda de l la t a n g e n t e ve r so cui è r i v o l t a la deri­
va ta s e c o n d a . 

Infatti, sia P0A una retta passante per P0; e si consideri Γarea 
P0 P.P0A. Suppongasi dapprima che la P0A non sia la tangente alia 
curva. Dalla formula P0P ≡ ŵ(u + ē)> con lime ≡≡ 0, si ricava Γarea 
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consMerata P0P.P0A = Λ(u.P0A + ē.P0A). Delle due aree racchiuse 
in parentesi la prima u.P0A è indipenđente da Ķ e non è nulla, 
perchè le direzioni di u e P0A sono distinte; la seconda invece 
ē.P0A è infinitesima con ħ. Perciò potremo supporre h sufflciente-
mente piccolo in valor assoluto, in modo che la seconda area sia 
minore della prima, e che Γarea u.P0A-}-e.P0A abbia il senso del-
Γarea u.P0A. Giò supposto, Γarea P0P.P0A avrà il senso di u.P0A se 
h è positivo, ed avrà senso contrario se h è negativo; quindi i 
punti P della curva corrispondenti a valori positivi di it stanno da 
una stessa parte della retta P0A (cioè da quella verso cui è rivolta 
u); invece i punti della curva che corrispondono a valori negativi 
di ħ stanno dalla parte opposta; perciò la linea descritta da P taglia 
in P0 la retta P0A. 

Sia invece P0A la tangente alia curva in P0. Dalla formula 

P O P ≡ Ä U + ^ ( V 4 - * - J \ A ) 

con lime ≡ 0, osservando che Γarea u.P0A = 0, perchè la tangente 
P0A ha la direzione della derivata prima, si ricava 

P 0 P P 0 A = ¾ - [ Y P 0 A + € ] . 

Ora, se la v, derivata seconda di P, non è nulla, nè coincide in 
direzione con u, delle due aree racchiuse in parentesi, la prima 
v.P0A sarà diversa da zero, mentre la seconda ha per limite zero; 
perciò si può supporre che v.P0A -ļ- e abbia il senso del primo ter-

mine; allora, poichè il fattore -ğ- è sempre positivo, anche Γarea 

P0P.P0A ha il senso di v.P0A, ossia, nelle vicinanze di P0 i punti 
della curva trovansi da quella parte della tangente P0A verso cui 
è rivolta la derivata seconda. 

TEOREMA II. — Se d e l l e d e r i v a t e de l p u n t o P, n e l l a po-
s i z i o n e c o n s i d e r a t a P0, la p r i m a non n u l l a è la pm&, e 
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delle successive la prima non nulla, nè co inc iden te 
in d i rez ione collai?ma è la qmΛ

9 a l lo ra : 
Ogni r e t t a passan te per P0 e distinta dalla t angen t e 

è tagliata dalla l inea se p è d i spar i ; è invece tocca ta 
se p è pari . 

La tangente in P0 è tagl ia ta dal la l inea se q è dis­
pa r i , è tocca ta se q è pari. 

Infatti, sia P0A una retta qualunque passante per P0. Si consideri 
Γarea ω(t) = P0P.P0A. La sua derivata na è u» .P0A, u indicando 
la derivata n* di P. Per le ipotesi fatte, Γarea ω(i) si annulla, per 
t = t0, insieme alle derivate la, 2a, ... (p — l)ma, e la derivata pmĸ 

è τ½.P0A, la quale non è nulla se P0A è distinta dalla tangente. 
Ricorrendo alia formula di Taylor si ha 

hP 

P0P.P0A = ^[%.P (A + €], 

ove e è un'area infìnitesima con h; e perciò potremo supporre cħe 
Γarea Up.P0A -ļ- € abbia il segno del primo termine ι½.P0A. Ora, se 

hP p è dispari, siccome il fattore —Γ cambia segno con h, si deduce 

che Γarea P0P.P0A ha, per ħ negativo, il senso opposto di Uip.P0A, 
e per h positivo lo stesso senso. Quindi il punto P passa dalla rėgione 
del piano verso cui non è diretta % a quella verso cui questo 
segmento è diretto, e la linea descritta dal punto P taglia la retta 

ΛP P0A. Se invece p è pari, —τ è sempre positivo, Γarea P0P.P0A ha il 
senso dellarea up.P0A, e quindi il punto P trovasi nelle vicinanze 
di P0 da quella stessa parte della P0A verso cui è diretta %. 

Suppongasi ora che la retta P0A coincida colla tangente, e quindi 
abbia la direzione di up. In virtù delle ipotesi fatte saranno pure 
nulle le derivate delΓarea ω(¿) fìno a quella d*ordine q, che è 
ug.P0A. Quindi per la formula di Taylor si ha 

P0P.P0A = -|-K.P0A + e], 

e ragionanđo in mođo analogo, si scorge che se q è dispari, la linea 
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descritta da P taglia la tangente, e, se q è pari, la tocca, e trovasi, 
nelle vi¢inanze di P0, da quella parte della tangente verso cui è 
rivolta U¢. 

8. Si suol dire che un punto P d'una curva è un punto ordinario 
se la curva taglia tutte le rette diverse dalla tangente e tocca la 
tangente. Si dice ancora in questo caso che nel punto considerato 
la curva rivolge la sua concavttà verso quella 
delle due parti in cui il piano è diviso dalla tan­
gente, nella quale essa è contenuta, e rivolge-
la sua convessità verso la parte opposta. Gosi il punto P è un punto 
ordinario della curva, se ha derivata prima non nulla, e derivata 
seconda nè nulla nè coincidente in direzione colla derivata prima, 
o più generalmente, se delle derivate di P la prima non nulla è 
d'ordine dispari, e delle susseguenti la prima non nulla nè coinci­
dente in direzione colla tangente è ďordine pari. 

Un punto non ordinario si suol dire singolare. Gosì se la linea 
taglia tutte le rette passanti pel punto consi­
derato, compresa la tangente, il che avviene 
quando, conservate le notazioni delΓultimo 
teorema, p e q sono dispari, si ha un punto 
singolare, che vien chiamato punto di flesso. 

Se la linea tocca tutte le rette diverse dalla tangente, e taglia 
la tangente, il che avviene se p è pari e g è dispari, si avrà un 

punto detto cuspżde, o punto di regresso di prima specie. E se la 
linea tocca tutte le rette passanti per il suo punto P, il che avviene 
quando p e q sono amen due pari, si avrà un punto di regresso di 
seconda specie. 

Finora si è supposto che la posizione del punto P fosse funzione 

PÏ¡ANO, Geom. infin. 5 
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đí t avente le successive derivate; si è suppost raoltrë che áttri-
bueńdo a t due valori èistinti qualunque, aìmeno in un ceřto inter* 
vallo, P assumesse pure posizioni distinte. Ma se il punto P, variando 
t, viene a prendere più volte una stessa posizione, questa posizione 
si dirà un punto multiple* della curva, e potrà essere un punto 
doppio, triplo, ecα, secondochè P passa due, tre, ecα, volte per 
quella stessa posizione. Altre singolarità può presentaΓe la linea, 
ove il punto variabile P non abbia derivate. 

9. Se Γarea u.v compresa fra le derivate prima è seconda del 
punto P non è nulla, le derivate u e v di P sono nè nulle nè coin-
cidenti in direzione; quinđi questo punto è un punto ordinario della 
curva che esso descrive. Pertanto il valore delΓarea u.v può ser-
vire come criterio analitico per riconoscere i punti ordinarii. 

Quest*area si può pure considerare come un limite, come risulta 
dal teorema seguente: 

TEOREMA. — Se il punto P è funzione di t avente le de­
r iva te u e v continue, e se, P t P2 P3 sono t re punt i della 
cu rva , corr ispondenti ai valori tt t% t3 della variabile t, 
Γarea del tr iangolo P¿ P2 P3 divisa pel numero (t2 —1¦) 
(ĥ—ĥ)(ĥ — ĥ) ħa per limite la quarta parte d^lΓarea u.v 

PļP2P3 _ J_ 

ove i punti PiP2P3 tendano ad una stessa posizione P. 
l 

Invero si ha P4PgPs ≡≡ -ψ PJVP*Ps- Sia 0 un punto fisso ad ar-

bitrio, e pongasi OP ≡ a(¿); sarà 

OP,≡a½), OP2≡a¢5), OP3 ≡≡ a½), 

řj — r2 r3 — r4 
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Da queste eguaglianze si ricava 

PiP2 ≡ ft - Q <ĥ g , p,P3 ≡ (t3 - y aft α 
<e a(½) ≡ aft¾ + ¾ - ¾) a ( / ^ . 

Sostituenđo si ha 

P,P*P3
≡ 4 - f t - ř i ) f t - 0 a½g.a(½) 

4" ft-0 ft-Ί) ½-¾).a(½)-aft½) > 

<e cpiinđì 

Passando al limite, e ricordando cħe 

liτna.(iit2)≡ a'(ż) ≡ u 

β #maft½) ≡ ^– a“(ř) = - § - • , 

si ha la formula a đimostrarsi. 
NelΓenunciato e nella dimostrazione del teorema non si suppone 

<ĩhe la curva descritta da P sia piana; e per¢iò il teorema è anche 
vero per curve gobbe. 

Dal teorema precedents si deduce cħe, se Γarea u.v non è nulla, 
P P P 

anche 7-—. * * ~ — - r sarà, per posizioni di PiP«P« sufcien-

temente prossime a P, diversa da zero; e quindi anche Γarea P!P2P3 

non sarà nulla; ossia, nelle ipotesi fatte, si può determinare un 
arco della curva descritta da P, nelle vicinanze del punto consi-
derato, il quale non abbia più đi due punti in linea retta. Si os-
servi ancora, che nelle ipotesi føtte, se i± < t% < t3, il triangolo PiP2P3 

ha lo stesso senso delΓarea u.v. 

TEOREMA. — Se Γarea u.v formata colle derivate prima 
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e seconda del punto P non è nu l la , il punto ďinterse-
zione delle t angent i alia cu rva in due suoi punti P e P ř 

ha per l imite il punto P, ove Pf t enda a P. 
Infatti, i punti P e P ' corrispondano ai valori t e t-\-ħ del pa-

rametro; e sia T il punto ďincontro delle due tangenti in questi 
punti. 

Siccome il segmento PT sta sulla tangente, esso ha la 
direzione della derivata u del punto P, e quindi esisterà 
un numero æ tale che PT ≡≡ α?u. Poichè PrT sta sulla 
tangente alia curva in Pf, esso ha la direzione della 
derivata del punto Pf, che diremo u', e quindi Γarea 
P'T.u' = 0. Ora si ha 

PřT ≡ PT — PP' ≡ UCM — PP'. 

e dalla formula di Taylor si ricava 

P P ' ≡ M + ¾ ( V + É) 

e u '≡u + /¾(v + η); 

sostituendo questi valori di PfT e u' nelΓequazione P'T.u' = 0, essa 
diventa 

[ α m - Λ π - ¾ ( v + e)].[u + ŵ(v + η)] = O; 

la si ordini rispetto alle potenze di h; osservando che il primo ter-
mine ¿ru.u=:O e dividendo per h, si ha 

^ . ( v + fj) —Λ[π.(v + η) + - | - ( v + 6).π]= 0; 

e passando al limite, il coefflciente di x ha per limite u.v, che non 
è nullo, mentre il secondo termine ha per limite zero; quindi 
limæ = 0; e poichè PT ≡ æu, sarà limPT ≡ 0, cioè T ha per limite P. 
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§ 3. Curve riferite a coordinate cartesiane. 

10. Un primo modo di determinare una curva nel piano è di dare 
le coordinate cartesiane œ y del punto variabile P, che descrive la 
curva, in funzione ďuna variabile t Detti i ed j i segmenti di ri-
ferimento, sarà 

¯ŌP≡æi + gi, 

e, per ciò che si è visto, le derivate prima e seconda u e v sono 

dx . , dυ . 

e VS^1+-^J-
Quindi, se u non è nullo, ossia se -^ e -^ non sono nulle ad 

un tempo, la direzione di u coincide colla direzione della tangente. 
Se M è un punto della tangente, sarà u.PM ≡ 0; e dette X Y le 

coordinate di M, Γequazione della tangente è 

( 1) (x_«,)g_(F_,)£ = o. 

L'equazione della normale è, se M è un punto della normale, 

u X PM = 0 , 

owero, supposti gli assi di riferimento ortogonali: 

(2) ( X _ Æ ) § + ( F - ÿ ) | = α 

E la curva, nel punto considerato, rivolge la sua concavità verso 
quella parte della tangente verso cui è rivolta v, a meno che v 
non sia nulla, o la sua direzione coincida con u, nel qual caso si 
applicheranno i criterii noti. L'area u.v si esprime nel nostro caso 
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sotto la forma 

I dec dy I 
U.V = "ŵ ¯dī I . ^ 

ļ dP df1 

Θ sβ quindi il determínante formato colle derivatθ prime e seconds 
delle coordinate x y non è nullo, il punto è un punto ordinario 
della curva. 

11. Gome caso particolare, la variabile indipendente t potrebbe 
essere la stessa ascissa, e allora la curva è data nel piano dan-
done Γordinata in funzione delΓascissa: 

V = f(oή. 

Le coordinate del punto variabile P della curva sono 

x e f(œ), 

e le loro derivate, ossia le coor­
dinate della derivata di P, sono 1 
e f(œ); quindi la derivata PU del 
punto P è la risultante ďun seg-
mento PQ parallelo alΓasse delle 
x e misurato dal numero + 1 , & 
ďun segmento PR parallelo alΓasse 

delle y, e misurato dal numero f'(x). 
La derivata prima di P non è mai nulla; quindi la sua direzione 

coincide colla direzione della tangente. Se gli assi sono ortogonali, 
Γangolo che la tangente PU alia curva fa colΓasse delle x ha per 
tangente trigonometrica f'(x), come si vede dal triangolo rettangolo 
PQU. L'equazione della tangente si riduce a 

ď) γ-¯y=%(χ-°°^ 
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e quella della normale a 

Le derivate seconde delle coordinate đi P sono 0 e f'(co). Quindi 
la derivata seconda di P è un segmento parallelo alΓasse delle y 
e misurato dal numero f'(æ). 

Se f'(æ) è positivo, la curva rivolge la sua concavità verso la 
direzione positiva delΓasse delle y\ se f“(oc) è negativo, la concavità 
della curva è rivolta verso la direzione negativa delΓasse delle y. 
Se poi f'{aή = 0 , ed f“\x) non è nullo, la curva taglia la tangeņte, 
e si ha un punto di flesso. 

II segmento PT compreso fra il punto P ed il punto ďintersezione 
della tangente coll'asse delle x vien detto lunghezza della tangenle. 
La sua proiezione TM sulΓasse delle œ si chiama sottotangente. II 
segmento PN di normale, compreso fra il punto P e Γasse delle æ 
vien detto lunghezza della normale; e la sua proiezione MN sul­
Γasse delle œ si dice sottonormale. 

Supposti gli assi di riferimento ortogonali, è facile esprimere le 
lunghezze di questi segmenti in funzione delΓorđinata y del punto 

P, e della sua derivata -p = yr. Invero dai triangoli simili PQU, 

TM MP TM y 
TMP, si ricava 05 = ōü' o s s ι a ΊΓ = ~^"' v a l e a ^ e l a s o t t o t a n -

gente TM = Ķ . 

Quindi dal triangolo rettangolo TMP si ottiene 

TP = |/TM2 + MP2 = \/ψ +y2=ţ ýr+ψ. 

Dai triangoli PQU e PMN simili si deduce 

MļNÍ:QU:=:PM:PQ, 

ossia 

MN:y ' = y : i , 
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onde si ricava la sottonormale 

MN = rø'. 

Ed inflne dal triangolo rettangolo PMN si ha PN — [/PM2+MNļΓ, 
e sostituendo 

PN = y | / i + y" . 

12. Poichè spesso una curva è defînita mediante Γequazione 
y = f[aή, Sara utile il trovare direttamente i risultati precedenti. 

Siano OM = æ, e OM' = x -f- a? due ascisse, cui corrispondano 
le ordinate MP = y — f{œ), e MfPf = y -ļ- Ay = f{x -ļ" ¿z?). 

L'equazione della retta PPf, ove XY siano le coordinate di un 
punto di essa, è 

(a) Y-y=½ļ(X-æ); 

(invero quest'e< uazione è di primo grado, e quindi rappresenta una 
retta; e poichè essa è soddisfatta quando invece di Xed Y sipon-
gano rispettivamente le coordinate (x, y) e (x-{-Δæ, y -\- Ay) dei 
punti P e P', questa retta passa pei punti P e P ' , e quindi coincide 
colla PPf). 

Si faccia ora tendere Ax a zero. II coefflciente -~ ha per li-

mite - £ = Γ(od), e la retta PPř di equazione (a) ha per limite la 

retta la cui equazione è 

(&) Y-y=d£(X-ΰc); 

(perchè, supposta Γascissa X fìssa, Γordinata corrispondente data 
dalla (a) ha per limite Γordinata data dalla equazione (ö), e quindi 
tutti i punti della seconda retta sono limiti di punti della prima, 
e la seconda retta è il limite della prima). 

Dunque la retta rappresentata dalΓequazione (ö) è la tangente 
alia curva. 
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Si calcoli la differenza delle ordinate M'Př della curva, e M'Q 

della tangente corrispondenti ad una stessa ascissa OMř = x + h. 
Si ha per Γordinata della curva 

MP' = f{x + ħ) = f{x) + hf\œ) + -¾ [f\x) + e] , 

ove #me = O, per ħ = O; Γordinata M'Q della tangente è data dalla 
(&), ove si faccia X = a ? + h, e si ha 

M'Q=y + ^ ħ = f[œ) + ħr(oc); 

e sottraendo 

M'P' — M'Q = ^– [f“{x) -f e] , (ŴÎW e = 0). 

Se ora f\x) è positivo, si può supporre ħ sufflcientemente pic-

colo in mođo che f\x) + e sia pure positivo, ed allora, poichè -5-

è sempre positivo, sarà M'P' — MfQ > 0, ossia Γordinata MTP' della 
curva è maggiore delΓordinata corrispondente M'Q della tangente, 
e la curva sta nelle vicinanze del punto P, da quella parte della 
tangente verso cui è rivolta la direzione positiva delΓasse della y\ 
in altre parole la curva rivolge la sua concavità verso la direzione 
positiva delΓasse delle y. La curva rivolgerehbe invece la sua con­
cavità dalla parte opposta, se f\x) è negativo. 

13 . PARABOLE. — Si suol dare questo nome ad ogni curva la cui 
equazione in coordinate cartesiane si può mettere sotto la forma 

y = ax™ , 

ove m è un esponente qualunque, intero o fratto o incommensu-
rabile, positivo 0 negativo, che dicesi anche ordine della parabola. 

1 
Se m = 2, ovvero = γ , la curva coincide colla parabola conica, 

il cui £sse è oy nel primo caso, ed ox nel secondo. Per ra=l, 
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la linea è una retta passante per Γorigine. Se m = ¾ la curva si 
3 

ehiama parabola cubica, e se m = - -, vien đetta parabola semicu-
bica. Se m = — 1, la curva è un iperbole riferita ai suoi assintoti. 

S e m e intero e positivo, la funzione axm è đefinita per tutti i 
valori di x\ lo stesso awiene se m è intero e negativo, tolto il 
yalore speciale α?=;O, per cui la ų diveiļtø infinita. 

Se m è un intero pari (positivo o negative*) Γasse delle y è un 
asse di simmetria della linea; invero dati ad œ due valori eguali 
e di segno contrario œ e —æ, i valori corrispondenti delΓordinata 
sono eguali, e quindi i due punti della curva, aventi la stessa or-
dinata ed ascisse eguali ma di segno contrario, sono simmetriei ri-
spetto alΓasse delle y. 

Se m è un intero dispari, Γorigine è un centro della curva. Invero 
i due punti della curva di ascisse œ e —œ, hanno per ordinate 
aœm e —aæm, e quindi sono simmetriei rispetto alΓorigine. 

Se m è fratto, o incommensurabile, per non fare una troppo 
lunga discussione, supporremo x positivo, e prenderemo per xm il 
solo valore aritmetico. 

Invece di dare il coefflciente numerico a possiamo dare un punto 
A per cui la curva passa. Se x0 = OB e y0 = BA sono le coordi­
nate di A, dovrà essere yQ = ax0

m; e quindi, eliminando a, Γequa-
zione della parabola diventa: 

Sia OM = ¿i? un'ascissa arbitraria. Si 
vogliono costrurre le ordinate corrispon­
denti delle varie parabole, per tutti i va­
lori interi, positivi o negativi delΓespo-
nente m. 

La retta OA incontri la parallela alΓasse 
delle y condotta jper M in Pλ, e sia MPL 
= yv Si ricava dai triangoli simili OMP£ 

e OBA 
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ž/o #o “ 

Per Pâ si conduca la parallela alΓasse delle x, che incontri ßA 
in λif e si segni OA^ che incontra MP¿ tø P2, e sia MP2 = y%. Dai 
triangoli simili OMP2 e OBAt si ricava 

e quindi 

y 0 \ «¾ “ 

Per P2 si conduca la parallela ad Oæ, che incontri la BA in A2, 
e si segni OA2 che incontra MPjP2 in P3. Si ricava in modo analogo, 
posto MP3 = #3, 

y$ _ (JULY-

e così via. 
Per A si conduca la parallela ad Ox, che incontri MP¿ in P0; 

sarà MP0=3/0. La OP0 incontri BA in A_i; per A-i si conduca 
la parallela ad Ox, che incontri MP0 in P_i. Posto M P - ļ = y - i , 
si avrà 

e così via. 
Pertanto yl9 y2, y3,... y0, y~v ... sono le ordinate corrispondenti 

alΓascissa x, delle parabole di esponenti 1, 2, 3, ... 0, — i, ..., e P¿, 
P2, P3, ... P0, P_^ ... i punti ďintersezione della parallela alΓasse 
delle y condotta per M con queste varie parabole. Variando M, i 
punti PA, P2, P3,... P0, P_^, ... descrivono le parabole corrispondenti 
a tutti gli esponenti interi, positivi o negativi. 

La derivata in un punto P della parabola ďordine m si ottiene se-
gnando: 1° il segmento PQ parallelo alΓasse delle x, ed eguale alΓunità 
di misura; 2° il segmento PR parallelo alΓasse delle y e misurato 



— 76 — 
đalla derivata di axm, ossia max™-1; la loro risultante PU è la de-
rivata del punto P, e la sua direzione è la direzione della tangente. 

Se T è il punto ďintersezione della tangente colΓasse delle x, e 
quindi TM è la sottotangente, si ha 

TM : P Q = MP : QU, ossia TM : 1 = axm : maxn ~ \ 

da cui 

TM = — x, 
m 

ossia n e l l a p a r a b o l a ď o r d i n e m la s o t t o t a n g e n t e è Γm a 

p a r t e de lPasc i ssa . Questa proprietà permette di costrurre faci-
lissimamente la tangente ad ogni parabola. 

Gosì, s e m = 2 (parabola conica), se P è un punto della curva, 
sia T il punto medio delΓascissa OM; sarà PT la tangente alia curva. 
Se m = — 1 (iperbole), si prenda TM = — OM, vale a dire MT 
= OM; la PT è la tangente cercata. Ecc. ecc. 

La derivata seconda di f(x) = ax™ è y“ = m(m— ì)aω™~*, e 
dal suo segno si può dedurre da che parte la curva rivolga la 
sua concavità. 

Supposto a > 0, se ad x si attribuiscono soli valori positivi, allora: 
Se m > 1, sarà yn > 0, e la curva rivolge la sua concavità verso 

la direzione positiva delΓasse delle y; 
Se 1 > m > 0, sarà y" < 0, e la curva rivolge la sua concavità 

verso la direzione negativa delΓasse delle y; 
S e m < ö , sarà /r > 0, e la curva rivolge la sua concavità verso 

la direzione positiva delle y\ 
Se m = 1, ovvero m = 0, la linea si riduce ad una retta, e non 

si ha più a parlare di concavità. 
Quando ad x si possano anche dare valori negativi (nel qual caso 

supporremo m intero, e diverso da zero e da uno, e quindi m{m — 1) 
sempre positivo) si dedurrà che la cυrva rivolge la sua concavità 
verso la direzione positiva delle y se m è pari, verso la negativa, 
se m è dispari. 

Nel caso speciale della parabola conica di equazione y* = 2px, 
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si ha una proprietà, da cui deriva una nuova costruzione della 

tangente. Invero, derivando quest'equazione si ha yy'=p. Ora il 

membro di sinistra rappresenta la sottonormale; dunque in questa 

curva la sottonormale è costante. 

14. GÜRVA LO&ARITMICA. — Con questo nome si chiama la curva 
di equazione y = ax, ove a è una costante positiva, che suppor-
remo maggiore di 1. 

Attribuendo ad x i valori interi 

.... — 2, — 1 , 0, 1, 2, 3, .... 

Γordinata y assume i valori 

a¯¯*, a~\ a° = í, a* = a, a?, α3, ... 

Questi segmenti si costruiscono con facilità segnando due rette 
OA0 e OAA partenti da un punto O, e su esse i segmenti OA0 = 
a0 = 1, e OAA = α1 = a. Si costruiscano i triangoli OA^<>, OA2A3, 
OA3A4, ... e OA_^AQ, OA_2A__1, ... simili ad OA0A1. Si vede imme-
diatamente che OA2:=α2, OA3=:<¾3,... OA-i=a-\ OA_2=zα~2, ecc. 

Gonoscendo le orđinate ax ed aχ, corrispondenti a due ascisse x 
ed x\ si può determinare Γordinata corrispondente alΓascissa media 
X\X ; quest'ordinata è a 2 =/ ax.ax', ossia è la media geome-

trica delle ordinate ax ed ax\ e quindi si può costrurre colla riga 
e col compasso. In tal modo si possono costrurre infiniti punti della 
curva, e tanto prossimi quanto si vuole. 

Per trovare la tangente alia curva nel punto P di ascissa x, basta 
segnare PQ = l, e poi Qī] = ax logα; la retta PU sarà la tangente 
cercata. Se essa incontra Γasse delle x in T, il triangolo TMP è 
simile al triangolo PQU; quindi si ha 

TM__MP 
PQ~QV> 

e sostituendo a PQ, MP, QU i loro valori 1, ax, <¾*logα, si deduce 
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logα' 

ossia nella curva logari tmica la sot to tangente TM è co-
s tan te , qualunque sia ilpunto đella curva. Questa proprietà pėr-
mette đi costrurre con facilità la tangente alia curva in ogni suo 
punto. 

Siccome poi la đerivata seconđa di P è un segmento parallelo 
alΓasse đelle y e misurato da ax log2α, che è positivo, si deduce 
che la curva rivolge sempre la concavità verso la direzione positiva 
delΓasse delle y. 

15. Sia f{æ, y) = 0 una equazione fra le coordinate cartesiane ω 
ed y ďun punto nel piano. Se questa equazione determina una delle 
coordinate, p. e. la y come funzione implicita di æ, il che avviene 

quāndo pei valori di æ ed y considerati non è -J- = 0, si avrå nel 
piano una curva. 

La derivata -j- è data dalΓequazione 

đ£_,df_ dy_ = 0 

dx ' dy dy ' 

da cui si ricava 

*Ĺ 
dy dx ì 

¯dx j} _ 
dy 

e sostituendola nelΓequazione della tangente 

fatti sparire i denominatori, e trasportando tutto nel primo membro, 
Γequazione della tangente diventa 
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In essà oltre, alle coordinate Xed Y ďun þüntö della tangente 

compaiono ancora le coordinate œ y del punto di contatto, le quali 
non sono indipendenti, ma legate dalla relazione f{x, y) = 0. Quindi, 
combinando in variø modo Fequazione precedente con quella della 
curva> aü'equazione della tangente si possono dare varie forme. 

ESEMPIO. — Sia Γequazione f{x, y) = 0 di secondo grado in x 
ed y 

f(æ,y) aař -\-2ħxy + ĩ)y* -\-2gæ + 2fg -\-c = O. 

Si avrà 

ΊΓŽ== ** + **+*> 4^¾-=^ + ̂  + f' 
e Γequazíone della tangente diventa 

(aæ + ħy+ç) (χ—æ) + (hæ + Ďy + f) (γ—y) = o, 

ovvero ordinando 

(aω + ħy + ff)X+(ħæ + l>y-\-f)r— 
— (ax2 + 2ħxy + by2 +gx + fy) = 0, 

ed aggiungendo a questa equazione quella della curva, si otterrà 
infine 

(ax + ħy-\-<?)X+(ħx + ĩ)y + f)r+gx + fy + c==O. 

§ 4. Curve rifθritθ a coordinate polari. 

tβ. ün punto P nel piano può essere dato in coordinate polari 
mediante Γangolo α che la retta che lo congiunge ad un punto fisso 
0, detto origine o polo, fa con una retta flssa OX, detta asse polare, 
e mediante il numero r che misura la distanza OP. I numeri r ed 
α diconsi coordinate polari del punto P. Ad Y si dà ancħe il nome 
di raggio vettore, e quello di argomento ad α. 
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Se α è una variabile inđipendente, ed r una funzione di α 

r = φ(α), 

la posizione del punto di coordi­
nate r ed α, dipende dalla sola va­
riabile α, e variando questa, il 
punto descrive una linea piana. 

Sia OA ≡≡ a il segmento eguale 
alΓunità di misura, e cħe fa Γan-
golo α colΓasse polare. Sara 

"ŌP ≡≡ ra. 

Si derivi questa equipollenza. 
Detti r3 e a' le derivate di r ed a 
ed osservando che la derivata di 
OP coincide colla derivata di P, 
che diremo u, si ha 

u ≡ r ra -ļ- r a f ; 

il che dice che la derivata PU del punto P è la risultante di due 
segmenti r 'a e ra f. II primo r 'a è un segmento avente la stessa 

direzione di OA, ossia di OP, e misurato dal numero ?"' = -=- = 
' da 

φ'(a), e sia PQ; Γaltro ra ' si ottiene ricordando che la derivata a' 
del segmento variabile a è un segmento eguale ad a, ossia alΓunità, 
e perpendicolare ad OA (Gap. I, N. 9, Y); quindi ra ' è un seg­
mento PR eguale al raggio vettore OP e perpendicolare ad esso. 

Detto θ Γangolo che la derivata PU, ossia la direzione della tan-
gente, fa col raggio vettore, si ricava dal triangolo rettangolo QPU: 

t a n g θ - p Q _ ^ - — . 

Sia PN la normale alia curva in P, ON la perpendicolare in O 
al raggio vettore OP ed N il loro punto ďintersezione. Sara il 
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triangolo OPN eguale al triaag<>lo ¡QļJP, e quindi ON=PQ, e PĵN=PŲ. 
Perciò la lung¾ezza del segmento ON, che ō¾esi sotionormale po­
lar>e, è ON = r' = ~ . 

do. 

La tang#nte alia cuxva in P incontri la perpendicolare ON al 
r¾ggio vettoreOP nel punto T. Al segmento OT si.suol dare il nome 
di sottotangente poίare. Dal tri¾ngolo rettangolo OPT si ricava in 
valor assoluto OΎ = OPtangQ, ossia, sostituendo 

OT = — = — . r' dr 

Le lunghezze PN e PT diconsi anche lunghezza della normale 
e della tangente. Si ha dalla fìgura 

™τ , Vr¾α1 + dr* 
PN = ^Fõ*_f õÑ2 = f/V + r'5 = - ¿~ , 

PT = f/ōF + ÕT*: Vrì+ ļ t = -prļ//Λ + r« = — f / ŵ 2 + r ¾ α 5 . 

La derivata seconda del punto P è 

v ≡≡ r“a -ļ- 2r'a' -\-ra>", 

cioè è la risultante : del segmento r“a, ossia di un segmento avente 
la direzione di OA, e misurato dal numero r!!; del segmento 2r'a', 
ossia ďun segmento la cui direzione fa un angolo retto con OA, e 
misurato dal numero 2r*; e del segmento ra", ossia ďun segmento 
la cui direzione è opposta a quella di OA, e misurato dal numero r. 

L'area u.v vale nel nostro caso (r'a -ļ- ra').(r“a -ļ- 2r'a' -ļ~ra")> 
ovvero sviluppando e ricordando che a" = — a, si trova 

u.v = (2rf2 — rr" -f- r2)a.a'. 
L'area a.ar compresa fra due segmenti eguali alΓunità di misura, 

ed ortogonali, è Γarea unità di misura; quindi Γarea u.v è misurata 
dal numero 2rfl — rrrr - j - ^2-

17. SPIRALE D'ARCHIMEDE. — Pongasi r=αα, ove α è una costante 

arbitraria. Si avrà una curva, detta spirale d'Archimede (eλi£). 
In essa r varia proporzionalmente ad α. Quindi, conoscendo un 

punto A della curva, se ne possono ottenere infiniti altri, segnando 

PiiA.NO, Geom. In fin. 6 
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đelle rette OB, OC, .... che facciano colΓasse polare OX angoli mul-
tipli, o summultipli di AOX, e poi portando su esse raggi vettori 
multipli o summultipli di OA secondo la stessa ragione. 

dr 
La sottonormale ON, che in generale vale τ-, nel nostro caso si 

riduce ad a ed è costante. Dunque nella sp i ra le d'Archimede 
la sottonormale ha una lunghezza costante. 

Questa proprietà permette di costrurre con grande facilità la 
normale, e quindi la tangente alia curva. 

Invece della sottonormale si può calco-
lare la sottotangente polare, che vale 

r* -r- , ossia, nel nostro caso, OT = αα*. 
dr 

Se si descrive con centro 0 e con raggio 
OP Γarco di cerchio PM compreso fra il 
punto P e Γasse OX, sarà appunto Γarco 
PM eguale ad αα2; quindi la sottotangente 
OT è eguale in lunghezza alΓarco di cerchio di raggio OP, e di ampiezza Γangolo POX. 

La tangente trigometrica delΓangolo θ = OPT vale - τ - = α, e 
quindi col crescere indefìnitamente di α anche θ cresce, ed ha per 
limite un retto. 
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18. SPIRALE LOGARITMICA. — Chiamasi con questo nome la curva 
la cui equazione è r = C¢«α, ove G ed a sono due costanti, ed e è 
la base dei logaritmi naturali. 

Se a = 0, si deduce r = G, ossia la spirale logaritmica è in questo 
caso un cerchio. 

Se a non è nullo, variando C si hanno infinite spirali, che però 
non sono che posizioni distinte ďuna stessa curva, Invero, se si 
prende per nuovo asse polare una retta passante per lo stesso polo, 
ma che faccia Γangolo ω colΓantico asse polare, di un punto qua-
lunque del piano non si altera il raggio vettore, mentrechè, chia-
mando αř il nuovo argomento, si avrà α' = α — ω. Quindi Γequazione 
della cuΓva diventa /• = Ceα(α/+ω) = Geaiυ e*<*', che ha la stessa 
forma della primitiva, salvochè invece della costante G trovasi Ce*w, 
e prendendo convenientemente CJ si può fare in modo che essa assuma 
il valore che più ci piace. 

Quindi, senza ledere la generalità della curva, si può supporre 
G = 1, e la sua equazione ridotta alia forma r = ea<*. 

Una proprietà notevole di questa 
curva è la seguente. Se OA, OB e OG, 
OD sono due coppie di raggi vettori 
che vanno ai punti ABCD della curva, 
ed esse sono egualmente inclinate fra 
loro, ossia se Γangolo AOB è eguale 
alΓangolo GOD, allora i triangoli OAB 
ed OGD sono simili. Invero, detti α, ß, γ, b gli argomenti di questi 
raggi vettori, sarà in valor assoluto 

OA ^ OG"~β 

e siccome ß — α = δ — γ, perchè le coppie di raggi vettori sono 

egualmente inclinate fra loro, si ha 7rΓ = 7rFr, e quindi i triangoli 
OAB e OGD, che hanno gli angoli in 0 eguali e i lati che li com-
prendono proporzionali, sono simili. 

Perciò, se della spirale si conoscono il polo O e due punti A e B, 
se si costruiscono i triangoli OBG, OGD,.... simili ad OAB, si hanno 
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tøfiniti punti C, D,.... della spirale, che vanno in un senso; e se si 
costruis€ono i triangoli OEA, OFE, .... pure simili ad OAJB, si 
hanno altri punti E, F,.... che procedono in sen$o opposto. Inoltre, 
se OA e OB sono due raggi vettori, se si segna la bissetrice del loro 
angolo, ed OH è il raggio vettore che corrisponde a questa bisse­
trice, dovranno i triangoli OAH ed OHB essere simili e quindi OH 
è media proporzionale fra OA ed OB, e si sa costrurre colla riga 
e col compasso. In t¾l modo si pαssono determinare sulla çurva 
inflniti altri punti, tanto prossimi quanto si*vuole. 

Gontinuando a chiamare θ Γangolo fatto dalla tangente alia c¾Lrva 

col raggio vettore, si ha, nel nostro caso, tang§ =—, ossia è costante, 

ed #nche θ risulta costante. Quindi la spira le logari tmica 
tagl ia sotto angolo cos tante t u t t i i raggi vettori . 

19. GONCOIDI. — Sia nel piano una linea l. Da un punto 0 del 
piano si conduca la retta OM ad un punto qualunque M della linea 
I, e si porti sulla direzione OM un segmento MP di lunghezza 
costante. Variando M sulla linea I, il punto P descriverà una linea, 
che dicesi concoide di I, rispetto al polo 0. 

Riferita la linea I a coordinate polari, di cui 0 è il polo, sia 
r = f(a) la sua equazione. Detto r± il raggio vettore corrispondente 
al punto P, e ħ la lunghezza costante MP, sarà r± = r + ŵ. Deri-

vando si ha -~ = -r . Ma — e — sono le sunnormali della linea 
da da da da 

I, e della sua concoide, quindi la concoide 
ďuna linea ha la stessa sottonor-
male polare della linea data. 

Questa proprietà permette di trovare im-
mediatamente la tangente alia concoide 
conoscendo la tangente alia curva primi-
tiva, e dà luogo alia seguente costruzione : 

Si segni la ON 1 OMP, fino ad incon-
trare la normale in M alia I nel punto N. 
La retta0 NP è la*normale*cercataΓ"^ “ 
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Se la linea I è una retta, la concoiđe assume il nome di concoíde 

di Nicomede. Se si prenđe per asse polare la perpendicolare OA 

abbassata da O sulla I, Γequazione della retta è r = -— , e quella 

della coiicoiđe 

r = - \-ħ. 
cosα 

Si vede che la curva è simmetrica rispetto alia retta OA. Se M è 
un punto di ¿, e P il corrispondente della concoide, segnato MNl¿, 
e ON i OM, la NP è la normale alia concoide in P. 

Altro caso importante di concoidi 
è quello in cui la linea I è un cerchio, 
ed il punto 0 sta sulla circonferenza. 
Essa dicesi lumaca di Pascal. Qiîėsta 
curva ha forme differenti, secondochè 
il segmento h è maggiore, o eguale 
o minore del diametro del cerchio. 
Se ħ è eguale al diametro del cer­
chio, la curva dicesi anche cardioiãe. 
Presa per asse polare la retta OG 

che va al centro C del cerchio, detto a il raggio del cerchio, sarà 
OM=:2¿zcosα, e quindi Γequazione della concoide è 

r =ż= 2αcosα + ħ. 

La normale alia curva in P si ottiene segnando il diametro MCN; 
sarà ON la sottonormale, ed NP la normale cercata. 

20. GISSOIDI, EGG. — Siano nel piano due linee ίL ed lv Da un 
punto O si conduca la retta O P ^ ad incontrare le due linee lL 

ed l2 in P± e P2; e si segni sulla retta O P ^ un punto P tale che 
OP = 0PA + 0P2. Variando la direzione della retta OP, il punto P 
descriverà una linea L Si vuol trovare la tangente alia I in P co-
noscendo íe tangenti in P¿ e P2 alle l± ed l2. 

Detti rv r2, r i i¾ggi vettori corrispondenti a P t P2 e P, sarà 
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r = rι±r2> e ¢™1<^ā¿ = ď~1 i^Γ*' oss*a l a s o t t o n o r m a l e della I 
in P è la somma o differenza delle sottonormali di l± e l% in P± e 
P2. Da ciò una costruzione semplicissima della normale alia curva. 

Sia p. e. la linea l± una retta AP^ 
la l2 un cerchio G tangente alia retta 
in A, e il punto 0 sia Γaltro estremo 
del diametro passante per A. Preso 
OP = OP1 — OP2 = P2P£, si avrà 
come luogo dei punti P una curva, 
detta cissoide di Diode. Essa è sim-
metrica rispetto alia retta OA. Posto 

OA = α, si deduce OP, = — , OP2 1 cosα z 

= αcosα, e quindi Γequazione della 
cissoide è 

a sen*α 
r = αcosα = a . cosα cosα 

La costruzione della normale alia curva in P si otterrà nel se-
guente modo: La retta P2C incontri in N2 il cerchio; segnata la retta 
indeflnita ON2, il segmento ON2 sarà la sottonormale del cerchio. 
Da Pi si innalzi la P¿N¿ AP¿ che incontri ON2 in N£; poi si segni 
QÑ ON¿ — ON2 ≡ŌÑ7+Ñ¡Ō ≡ Ñ¡Ñi- L a N P è l a normale cercata. 

Le linee I ed l2 possono anche essere archi di una stessa curva. 
Gosì se da un punto 0 contenuto nel piano ďun cerchio G si con­

duce una trasversale OP2 

P£ a questo cerchio, e si 
porta su questa trasver­
sale il segmento OP = OP4 

— OP2 = P tp4, si avrà 
come luogo dei punti P 
una curva. Per condurre 
la normale a questa curva, 

si segni la j_ in 0 al raggio OPP,P^ che incontri il raggio del 
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cerchio passante per PA in N1? e il raggio passante per P2 in N2. 
Si porti ON = ON4 — ON2 = NžNlβ Sara PN la normale cercata. 

Se si prende per asse polare la retta OC, e si chiamano r ed α 
le coordinate polari di P, a il raggio del cerchio G, e ö la distanza 
OG, l'e< uazione della curva ottenuta nel modo testè indicato è 

r = 2 ¦/a% — ð2sen2α. 

La curva ha forme diverse secondochè O è esterno od interno 
al cerchio. Nel caso in cui le tangenti condotte da O al cerchio 
siano ortogonali, đicesi lemniscata. 

Più generalmente, se da un punto 0 si conduce una retta ad 
incontrare in P ļ P2... PΛ n linee date, e si porta su essa un seg-
mento 

OP = m1OP1 + m2OP2 + - ļ - m n OΈ>n, 

ove m± m2.... mn sono numeri arbitrarii, dette N£ N2... Nn N le 
estremità dalle sottonormali corrispondenti, sarà: 

ON = må ONl + m2 ON2 + . . . +m n ON n . 

Sia ancora, come nella cissoide, G un cerchio, 0 un punto della 
circonferenza, OGA un diametro, e APļ la perpendicolare ad esso 
in A. Segnata la OP2P£ che incontra il cerchio in P2 e la retta in 
¯P±9 sia Př il loro punto medio. II luogo dei punti P' è una curva, 
detta visíera di Agnesi (fig. a pag. 86). 

OP 4- OP Si ha OP' = —±-¡ļ-—2; quindi Γequazione di questa curva è 

r = -7Γ\-^- + αcosα), 2 \cosα ' I 

e la sua normale in P' si ottiene segnando il diametro P2GN2; poi 
ON2; in seguito P ^ || OA, che incontri ON2 in N4; detto N' ü punto 
medio di Nt ed N2, sarà N'F la normale cercata. 
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§ 5. Proiezioni e inversione. 

2 1 . PROIEZIONI. — Se si proiettano i punti ćΓuna fìgura sopra 
UÏĨ piano π, o con raggi paralleli ad una data direzione, owero con 
raggi che p&rtono da un centro di proiezione O, si otterrà nel piano 
π una fìgura, che dicesi proiezione parallela o centrale della prima. 

Ogħi punto P dello spazio ha per proiezione un punto đetermi-
nato ed accessibile, eccettuati i casi in cui P coincide col centro 
0 di proiezione, owero in cui il raggio OP risulta parallelo al piano 
di proiezione. Ogni retta ha per proiezione una retta, salvochè o 
la retta sia essa stessa un raggio di proiezione, owero il piano che 
la proietta risulti parallelo al piano π. Noi escluderemo, in ciò che 
segue, questi casi eccezionali, ed allořa risulta dai teoreiħi del 
Gap. I, 6, che : 

Se il p u n t o P h a p e r l i m i t e P0, l a p r o i e z i o n e di P h a 
pe r l im i t e la p r o i e z i o n e di P0. 

Se la r e t t a r ha per l imite r0, la p r o i e z i o n e di r ha per 
l i m i t e la p r o i e z i o n e di r0. 

TEOREMA. — La p r o i e z i o n e del la t a n g e n t e ad una c u r v a 
in un suo p u n t o è là t a n g e n t e a l i a p r o i e z i o n e d e l l a 
c u r v a ne l p u n t o c o r r i s p o n d e n t e . 

Infatti, se P e P' sono due punti della curva C che si proietta, e 
M ed M' sono le loro proiezioni, la retta MMf è la proiezione di PP'. 
Si faċcia tendere P' verso P; la PPΓ ha per limite lá tangente alia 
curva descritta ãá P, e la sua proiezione MM' ha per limite la pro­
iezione di questa tangente; đunque la retta MM7 che unisce i punti 
M ed M' della proiezione della curva data tende verso un limite 
ossia questa curva proiezione ha tangente, e questa tangente è la 
proiezione della tangente alia curva considerata. 
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Siccome le coniche si possono considerare come proiezioπi ďun 

cėrċhio, đalla proposizione precedente si deduce la costruzione 
della tangente alle coniche. 

2 a. INVERSK>ÑÉ. — Sia 0 un punto fisso nel piano, e k un nu-
mero dato. Ad ogni punto P del piano si faccia corrispondere il 
punto Q della Γetta OP, tale chβ 

OP × ÖQ = ħ2. 

II punto Q, che è determinato, ove sia dato P, salvochè P coin-
cida in 0, dicesi Γìnverso di P ; se P descrive una linea, Q đeseri-
verà una linea che dicesi Vm/cersa di quella descritta da P. II 
punto 0 vien detto centro d'inversione. 

Se PQ e P'Qř sono due coppie di punti corrispondenti, sarà 
OP X OQ = OP' X 0Qr, e quindi i punti P, Q, P', Qř stanno su d'uno 
stesso cerchio. 

TEOREMA. — La n o r m a l e a l i a l i nea d e s c r i t t a da P, la 
n o r m a l e a l ia l i n e a d e s c r i t t a da l suo i n v e r s o Q, e la 
p e r p e n d i c o l a r e ne l p u n t o medio di PQ passano p e r u n o 
s tesso pun to . 

Infatti, siano P e P ' due posizioni di P, e Q e Qf i loro punti 
inversi. Poichè PP'QQ' stanno 
su ďuno stesso cerchio, la per­
pendicolare nel punto medio di 
PP', la perpendicolare nel punto 
medio di PQ, e la perpendico­
lare ħel punto medio di QQ' passano per uno stesso punto G, che è 
il centro del cerchio. 

Si passi al limite. La prima perpendicolare ha per limite la nor­
male alia linea descritta da P ; la seconda perpendicolare non varia; 
il loro punto dintersezione G ha per limite il punto d'intersezione 
della normale alia curva data colla perpendicolare nel punto medio 
di PQ, il quale punto chiameremo ancora G; quindi la terza perpen­
dicolare ha per limite la retta GQ; ma il limite di questa terza per-
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pendicolare, ossia della perpendicolare nel punto međio đi QQ', è la 
normale alia curva descritta da Q (N. 5): dunque anche questa 
cuΓva ħa normale e le normali alle linee descritte d a P e Q pas-
sano per un punto G della perpendicolare nel punto medio di PQ. 

Dal triangolo isoscele CPQ si ricava cħe le normali alle due curve 
inverse fanno angoli eguali e di senso opposto col raggio OPQ; 
quindi anche le tangenti alle due curve nei punti P e Q fanno 
con OPQ angoli eguali, e di senso opposto, e si incontrano in un 
punto della perpendicolare nel punto medio di PQ. 

Esercizii. 

2 3 . 1. CostniΓΓβ la tangente alia curva (sinusoidé) di equazione: 

y = Sena? 

owero, più generalmente 

y = δsen— . 

Tutti i punti d'intβΓsezione di questa curva colΓasse delle x sono centri, e 
punti di flesso; e le perpendicolari alΓasse delle x nei loro punti di mezzo sono 
assi di simmetria. 

2. Gostrurre la curva di equazione 

f JL JL \ 

» f ( . - +—• ) 
e deteπninare la tangente in un suo punto qualunque. Questa curva dicesi 
catenaria. 

3. Gostrurre la curva (spirale iperbolica) la cui equazione in coordinate 
polari è 

a 
a 

Dimostrare che la sua sottotangente polare è costante. Essa ha un assintoto 
parallelo alΓasse polare, alia distanza a da esso. 

4. Se si hanno due curve riferite a coordinate cartesiane 

y f{x) e y = φ(a?), 
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e si determina una terza curva, la cui ordinata sia media fra le ordinate delle 
due curve precedenti 

» _ ft*) + <≠≠) 
y — g ' 

le tangenti nei punti corrispondenti alle due curve date e la tangente alia terza 
curva concoΓΓono in un punto. 

Lo stesso awiene se Γordinata della terza curva è funzione lineare delle 
ordinate delle curve date, della forma 

„— m†(x) + wņ{as) 
y— m + n 

ove m e d » sono numeri costanti. 

5. Sia, nel piano, 0 un punto fisso, e OP il segmento risultante ďun seg-
mento costante in lunghezza, ma variabile in direzione, e d*un segmento di 
direzione costante, e la cui lunghezza sia proporzionale alΓangolo che il primo 
segmento fa con una retta fissa. Trovare la derivata del segmento OP, e quindi 
la tangente alia curva descritta da P (cicloidė). 

6. Nel piano sia ancora 0 un punto fisso, ed OP il segmento risultante di 
due segmenti a e b, di lunghezza costante, e che fanno con una retta fissa del 
piano angoli funzioni lineari ďuna stessa variabile t. Trovare la derivata di 
OP, e quindi la tangente alia curva descritta da P (epicicloide). 

7. Sia G una curva avente in ogni punto P una tangente t; supporremo 
inoltre che il punto ďintersezione della tangente t con una tangente consecu-
tiva f abbia per limite il punto di contatto P. 

II luogo dei punti M piedi delle perpendicolari OM abbassate da un punto 
fisso O sulle tangenti alia curva G dicesi podaria della G; 0 è il polo della 
podaria. 

TEOREMA. — L a n o r m a l e al ia podaria nel punto Mpassa pel punto 
di mezzo della r e t t a OP. 

Invero, se t e f sono due tangenti 
alia curva G, ed M ed M i piedi dalle per­
pendicolari abbassate da 0 su esse, detto 
T il punto ďintersezione delle tangenti 
t e t\ gli angoli OMT ed OM'T sono 
retti, e quindi i punti M ed M' tro-
vansi sulla circonferenza di diametro 
OT, e la perpendicolare nel punto 
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medio ăi MM paśsa pel centro del cėrcħio, cioèpel punto medio di OT. Si 
passi al limite, facendo tendere t1 a t. II punto T ďintersezîone dėlle tatígēttti 
ha per limite il punto P di contattø della t colla curva; il punto medio di OT 
ha per limite il punto medio di OP, e la perpendicolare nel punto di mezzo 
di MMr, la quale passa pel punto medio di OT, ha per limite la retta che va 
da M al punto medio di OP. Ma il limite della perpendicolare nel punto di mezzo 
di MM' è la normale alia curva descritta da M; dunque la normale alia podaria 
in M passa pel punto di mezzo di OP. 

8. La podaria ďun cerchio di centro G, di Γaggio r, e di polo 0 è una 
lumaca di Pascal, ossia la concoide del cerchio di diametro OG, di polo 0, e 
in cui il segmento costante è r (N. 19). 

9. Se un angolo BAG di grandezza costante si muove in guisa che i suoi 
lati AB ed AG tocchino due curve fisse in due punti (variabili) B e G, la nor­
male alia linea descritta da A passa pel centro del cerchio circoscritto al 
triangolo ABC. 

Si suppone naturalmente la possibilità, e la continuità di questo movimβnto. 
Si suppone inoltre che per le due curve date il punto ďinteΓsezione di due 
tangenti consecutive ahbia per limite il punto di contatto. 

Per dimostrare il teorema, sia B' Ar Gf una nuova posizione della terna di punti 
BAG, e siano Bļ e Gx i punti ďintersezione di AB con A'B', e di AG con AfĊf. 
Poichè gli angoli B¿AG¿ e B¿A'Gļ sono eguali, i punti AA'BļC¿ stanno su ďuna 
circonferenza, e quindi la normale nel punto medio di AA' passa pel centro di 
questa circonferenza. Si passi al limite. I punti B£ e C¿ hanno per limiti B e 
G, il centro del cerchio passante per AB¿GļA', ossia il punto ďinterseziσπe 
delle perpendicolari nei punti medii di AB¿ e AGļ ha per limite il punto d*in-
tersezione delle perpendicolari nei punti medii di AB e AG, ossia ha per limite 
il centro del cerchio circoscritto al triangolo ABC; e il limite della perpendi­
colare nel punto medio di AA', che passava pel centro del primo cerchio, ossia 
la normale alia curva descritta da A, passerà pel centro del cerchio ABC. 

Discutere il caso in cui Γangolo in A è retto. 

10. Se 0 è il centro d'inversione, e P, Q, e P', Qr sono due coppie di punti 
corrispondenti nelΓinversione, i triangoli OPQ e OQTf sono simili, ed in §enso 
opposto. 

Dimostrare che Γinversa ďuna retta passante per 0 è la retta stessa. 
La linea inversa ďuna retta non passante per 0 è un cerchio che passa per 

O; e Γinversa ďun cerchio che passa per Ö è una retta, che non passa per 
questo punto. 
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L'inversa ďun cerchio non passante per 0 è un cerchio che gode della stessa 

proprietà. 

11. La linea inversa della spirale d'Archimede, il centro d'inversione es-

sendo Γorigine della spirale, è la spirale iperbolica. 

L'inversa della spirale logaritmica, con centro ďinveΓsione nel polo, è una 
spirale logaritmica eguale alia prima. 

L'inversa della lumaca di Pascal, il centro d'inversione essendo il polo, è 
una conica, ed il centro di inversione ne è tin fuoco. Nel caso speciale della 
cardioide, l'inversa è una parabola. 

L'inversa d'una conica, il centro di inversione essendo un punto qualunque 
O del piano, è la podaria d'una seconda conica, il polo essendo lo stesso punto 
0. La podaria del perbole equilatera, come pure la sua inversa, il centro d'in-
versione essendo il centro della curva, è la lemniscata. 

12. La curva di equazione y = f(x)<> e la curva di equazione Y = ļ/A ^ ¿Λ 
qualunque sia la costante A, hanno, nei punti corrispondenti ad una stessa 
ascissa, le sottonormali eguali in valor assoluto; queste hanno lo stesso senso, 
se sotto il radicale c'è il segno +? e senso contrario, se il segno —. Se si fa 

y = — œ, e quindi la prima linea data è una retta passante per Γorigine, 

si ricava 

Y*ψ^ώ*=:A, a? 

come equazione della seconda linea. Quindi la curva ottenuta è una conica 

avente per centro Γorigine, ed è un'iperbole od una ellisse, secondochè si prende 
sotto il radicale il segno -ļ- o — . 

A 
13. Le curve y — f(x), e Y=—— hanno, nei punti di identica ascissa, 

i \ß) 
le sottotangenti eguali e di segno contrario. 


