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Algebre graduee associee a une valuation de K[x] 

Michel Vaquie 

Abstract. 

We extend some results on augmented valuations and key-poly­
nomials to limit augmented valuations and limit key-polynomials. 
As any valuation J-l of K[x] is obtained as a limit of an admissible 
family of valuations, we deduce a description of the graded algebra 
associated to J-L. 

§ Introduction 

Dans cet article nous donnons une description de l'algebre graduee 
grJl.K[x] associee a une valuation J.l de l'anneau des polynomes K[x] sur 
un corps K. La nature de cette algebre graduee depend essentiellement 
du fait que la valuation J.l est ou n'est pas bien specifiee, c'est-a-dire du 
fait que !'extension (K(x), J.L)/(K, v) de corps values verifie ou ne verifie 
pas l'egalite d'Abhyankar. 

Nous caracterisons cette propriete de la valuation J.l en utilisant la 
notion de famille admissible associee ala valuation J.l, telle qu'elle a ete 
introduite et etudiee dans [Va 1 J et [Va 2]. 

Dans la premiere partie, pour etudier certaines proprietes des fa­
milies admissibles, nous etendons aux valuations augmentees limites et 
aux polynomes-cle limites quelques resultats deja connus pour les valua­
tions augmentees et les polynomes-cles. Nous donnons ensuite plusieurs 
proprietes caracteristiques des valuations bien specifiees. 

Dans la deuxieme partie, nous etudions plus precisement l'algebre 
graduee grllK[x]. 
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§1. Valuation bien sptkifiee 

Nous considerons un corps K muni d'une valuation v, de corps 
residue! K-v et de groupe des valeurs r V· Nous choisissons un plonge­
ment de r v dans un groupe totalement ordonne r suffisamment grand 
et toutes les valeurs finies 1 que nous considererons seront dans f. 

Nous appelons £ = £(K[x], v) !'ensemble des valuations ou pseudo­
valuations de l'anneau des polynomes K[x] dont la restriction a K est 
egale a v. Dans la suite toutes les valuations de K[x] appartiendront a 
£. 

Une famille admissible de valuations de K[x] est une famille de la 
forme A= (J.Li)iEI' oil I est un ensemble totalement ordonne, obtenue 

comme reunion de families admissibles simples s(j)' pour j parcourant 
J, avec J = {1, ... , N} ou J = N*, chaque famille simple S(j)etant 
constituee d'une partie discrete V(i) et d'une partie continue CCi), la 
derniere famille continue C(N) pouvant etre eventuellement vide. 

Les valuations J.li de la famille A apparaissant dans les parties dis­
cretes VCi), sauf la premiere de chaque partie, ainsi que celles appa­
raissant dans les parties continues cCi) sont definies comme valuations 
augmentees, et les valuations apparaissant comme premiere valuations 
d'une partie discrete VCi) sont definies comme valuations augmentees 
limites. Dans le premier cas nous avons 

J.li = [J.li-1i J.li(cPi) = /i], 

et cPi est un polynome-cte definissant la valuation J.li a partir de lava­
luation J.li- 1, et dans le deuxieme cas no us avons 

J.li = [(J.La)<>EA; J.li(cPi) = /i], 

et cPi est un polynome-cle limite definissant la valuation J.li a partir de 
la famille continue C(j-1) = (J.La)<>EA" 

Nous disons que la famille A est close si I' ensemble I possede un plus 
grand element r, dans ce cas Ia valuation J.l est Ia valuation J.lr· Sinon, 
nous disons que Ia famille A est ouverte et dans ce cas la valuation 
J.l n'appartient pas a Ia famille A. Dans [Va 2] nous appelions famille 
admissible complete une famille close. 

A toute valuation ou pseudo-valuation J.l de £ nous pouvons associer 
une famille admissible A que nous notons A(J.L), cette famille n'est pas 
unique mais definie a equivalence pres, Ie fait que Ia famille A(J.L) soit 
close ou ouverte ne depend que de Ia valuation J.l donnee. 

Nous renvoyons le lecteur aux articles [Va 1] et [Va 2] de !'auteur 
pour des definitions precises et pour les proprietes de ces valuations, de 
ces polynomes et de ces families. 
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Definition. Si la famille A associee a la valuation J1 est close, nous 
disons que J1 est bien specifiee. Le polynome-cle ou polynome-cle limite 
¢ = ¢r definissant J1 comme valuation augmentee ou comme valuation 
augmentee limite est appele le polynome definissant J-l. 

Remarque 1.1. Les valuations bien specifiees sont les valuations 
J1 de K(x) dont le corps residue! "'~-L est une extension transcendante 
de l'£v ou dont le groupe des valeurs r 1-L est tel que le groupe quotient 
r 1-L/f v contient des elements sans torsion. Nous en deduisons que les 
valuations bien specifiees J1 sont les valuations telles que !'extension 
(K(x), J-l)/(K, v) de corps values verifie l'egalite d'Abhyankar: 

dim.alg.KK(x) = dim.alg."'v"'~-L + rang.rat.r 1-L/f v = 1. 

Soit J1 une valuation bien specifiee et soit ¢ le polynome qui la definit, 
nous pouvons alors ecrire soit J1 = [Ji,o; J-l(¢) = 1'] si J1 est une valuation 
augmentee pour la valuation J-lo, soit J1 = [(J1a)<>EA;J1(¢) = 1'] si J1 
est une valuation augmentee limite pour la famille continue (J-la) <>EA. 

Dans le dernier cas, pour tout polynome f tel que la famille de valeurs 
(J1a(f))<>EA devient stationnaire, nous notons Ji,o(f) = J-lA(f) la valeur 
limite de cette famille. Alors pour tout polynome f de K[x], si nous 
notons f = fm¢m + ... + fo le developpement de f selon les puissances 
de ¢, nous avons par definition: 

et de plus no us avons pour tout j, Ji,(fJ) = J-lo (!1). 

Nous avons alors la proposition suivante qui generalise les resultats 
de MacLane ([MeL 1] Lemma 9.2 et [MeL 2] Lemma 4.3). 

Proposition 1.1. Si J1 est une valuation bien specifiee, le po­
lynome ¢ definissant J1 est un polynome-cle pour la valuation J-l· 

Preuve. Soit f = fm¢m + ... + fo le developpement de f selon les 
puissances de ¢, alors nous avons: 

J-l(fo) 2': Ji,(f) et Ji,(fo) > J-l(f) ~ ¢ I f. 
1-L 

Nous en deduisons immediatement que tout polynome f ji,-divisible 
par¢ est de degre superieur ou egal au degre de¢, c'est-a-dire que ¢est 
Ji,-minimal. 

Soient f et g deux polynomes qui ne sont pas ji,-divisibles par ¢, 
alors nous avons d'apres ce qui precede J1(fo) = J1(f) et J-l(go) = J-l(g), ou 
nous notons fo et g0 les restes de la division euclidienne respectivement 
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de f et g par ¢. Nous avons alors fogo = h' ¢ + ho, avec h' et ho de 
degre strictement inferieur au degre de ¢ et ho est le reste de la division 
de h = fg par ¢. Nous avons done l'inegalite J.L(ho) ?: J.L(/ogo) et si 
nous montrons que nous avons J.L(/ogo) = J.L(ho), alors nous pourrons en 
deduire l'egalite J.L(h) = J.L(h0 ), done que h = fg n'est pas J.L-divisible par 
¢, cela nous donnera la J.L-irreductibilite de ¢. 

Dans le cas ou J.L est une valuation augmentee, comme ¢ est un 
polynome-cle pour la valuation J.Lo, le produit fogo n'est pas J.Lo-divisible 
par ¢ par consequent nous avons bien J.L(/ogo) = J.Lo(/ogo) = J.Lo(ho) = 
J.L(ho). 

Dans le cas ou J.L est une valuation augmentee limite, il existe a dans 
A tel que pour tout (3 dans A verifiant (3 ?: a nous avons les egalites 
J.L/3 = J.Lo = J.L pour f 0 , g0 et h0 . Si nous avions l'inegalite stricte J.L(ho) > 
J.L(/ogo), alors pour tout (3?: a nous aurions J.L{3(/ogo) = J.L/3(h'¢),ce qui 
est impossible car la famille (J.L/3 ( ¢)) est strictement croissante. 

La proposition 1.1 enonce une propriete commune aux valuations 
augmentees et aux valuations augmentees limites. Nous allons etendre 
ce resultat et montrer que les valuations augmentees limites et les poly­
names-des limites ont d'autres proprietes equivalentes a celles des valua­
tions augmentees et des polynomes-cles, telles qu'elles ont ete donnees 
par MacLane ([MeL 1] et [MeL 2]). 

Soit S une famille admissible simple de valuations de K[x], constituee 
de la partie discrete finie 1J = (J.Li)iEI' et de la partie continue C = 

(J.La)aEA' Les valuations J.La sont des valuations augmentees de la forme 
J.La = [J.Lo; J.La(¢a) = "YaJ, ou les polynomes-cles ¢a sont tous de meme 
degre, deg ¢a = dA, et ou la famille de valeurs ("Ya) aEA est strictement 
croissante, de plus ces valuations ont meme groupe des ordres r A· 

Nous supposons que !'ensemble ~(A) des polynomes f verifiant 
J.La(/) < J.L/3(/) pour tout a < (3 dans A est non vide. Rappelons que si 
un polynome f n'appartient pas a ~(A), c'est-8.-dire s'il existe uncouple 
a < (3 dans A tel que J.La(/) = J.L/3(/), alors pour tout a' ?: a nous avons 
l'egalite J.La' (!) = J.La(/), et nous notons J.LA(/) cette valeur. Nous ap­
pelons mAle degre minimal d'un polynome de ~(A) et nous definissons 
!'ensemble <P(A) par: 

<P(A) = {¢ E K[x] I J.La(¢) < J.L!3(¢) Va <.(3 .E A, } . 
¢ umta1re, deg ¢ = m A 

Alors tout polynome ¢ de <P(A) est un polynome-cle limite pour 
la famille C = (J.La) aEA ( cf. [Va 1] Proposition 1.21), et pour tout "'( 
verifiant "Y > J.La(¢) pour tout a dans A, nous pouvons definir la valua­
tion, ou la pseudo-valuation dans le cas "Y = +oo, augmentee limite J.L 
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assoch§e a¢ et a"(, que nous ilotons: 

Dans la suite nous supposons que nous avons choisi un polynome­
cle limite ¢ pour la famille C et que nous avons defini une valuation 
augmentee limite J.L associee a ¢ et a une valeur 'Y. 

Lemme 1.2. Pour tout polyn6me f n'appartenant pas a <i>(A), par 
exemple pour f verifiant degf < deg¢, il existe un polyn6me g, avec 
clegg< deg¢, tel que fg soit J.L-equivalent a 1. 

Preuve. Si le polynome f n'appartient pas a <i>(A), f est premier 
a ¢ et nous pouvons trouver des polynomes h et g, avec deg g < deg ¢, 
tels que fg + h¢ = 1, et nous supposons f ¢:. K, d'ou h =f 0. Pour a 
suffisamment grand nous avons alors 

J.L(h¢) > J.La(h¢) ~ lnf(J.La(/g), J.La(1)) = lnf(J.L(fg), J.L(1)) 

d'ou fg J.L-equivalent a 1. 

Proposition 1.3. Soit ¢' un polyn6me unitaire de K[x] verifiant 
deg ¢' ~ deg ¢ et non J.L-equivalent a¢, et soit ¢' = fm¢m + · · · + fo son 
developpement selon les puissances de ¢. Alors ¢' est un polyn6me-cle 
pour la valuation J.L si et seulement si 

- ¢' est J.L-irreductible, 
- fm = 1, c'est-a-dire ¢' = ¢m + · · · + fo, et J.L(¢') = m"( = J.LA(/o). 

Preuve. La demonstration est identique a celle dans le cas oil J.L 
est une valuation augmentee associee a un polynome-cle ¢ (cf. [MeL 1] 
Theorem 9.4, [Va 1] TMoreme 1.11). 

Remarque 1.2. Soit J.L une valuation bien specifiee definie par le 
polynome ¢, et nous reprenons la notation J.Lo definie plus haut, alors 
pour tout f dans K[x] nous avons les implications (i) ===} (ii) ===} (iii) 
avec: 

( i) J.LU) = J.Lo(/), 
( ii) il existe fo avec deg fo < deg ¢ J.L-equivalent a f, 
(iii) f est J.L-unitaire, c'est-a-dire il existe f' dans K[x] tel que f f' 

soit J.L-equivalent a 1, et nous pouvons choisir f' avec deg f' < deg ¢. 

Nous avons sur !'ensemble£ des valuations ou pseudo-valuations de 
K[x] prolongeant v la relation d'ordre partiel ~ definie de la maniere 
suivante: 

J.L ~ J.L1 si et seulement si J.L(/) ~ J.L'(f) pour tout f dans K[x]. 
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La Proposition 1.1 montre que toute valuation bien specifiee ad­
met un polynome-cle, nous avons en fait le resultat plus precis suivant 
qui repond en particulier a la question de savoir a queUe condition une 
valuation J.l de K[x] possede un polynome-cle. 

Proposition 1.4. Les propositions suivantes sont equivalentes: 
1) La valuation J.l est bien specifiee. 
2) La valuation J.L n'est pas maximale pour la relation d'ordre :::;. 
3) La valuation J.l admet un polyn6me-cle. 
4) La valuation J.l peut etre obtenue comme valuation augmentee 

ou comme valuation augmentee limite 

Nous allons d'abord rappeler le lemme suivant (cf. [Va 2] Lemme 
2.8). 

Lemme 1.5. Soient J.Lo, J.L et J.L 1 trois valuations de K[x] verifiant 
J.Lo < J.l :::; J.L 1 • N ous appelons <I>, respectivement <i>', l 'ensemble des po­
lyn6mes f de K[x] verifiant J.Lo(f) < J.L(f), respectivement J.Lo(f) < J.L'(f). 
Alors les ensembles <!> et <i>' sont egaux. 

Preuve de la proposition. Par definition nous avons 1) implique 4), 
et nous avons montre ala Proposition 1.1 que 4) implique 3). 

Les proprietes 2) et 3) sont equivalentes, en effet si la valuation J.l ad­
met un polynome-cle ¢> alors pour toute valeur "(1 strictement plus grande 
que J.L( ¢>) no us pouvons definir la valuation augmente J.L 1 = [J.L; J.L 1 ( ¢>) = 1'] 
qui verifie J.l :::; J.L 1 et J.l =/= J.L 1• Reciproquement si J.L 1 est une valuation avec 
J.L :::; J.L1 et J.L =/= J.L 1, nous pouvons en deduire !'existence d'un polynome­
cle ¢> pour J.L, il suffit de choisir un polynome unitaire de degre minimal 
verifiant J.L'(¢) > J.L(¢). 

Montrons que 2) implique 1). Soit J.L une valuation qui n'est pas bien 
specifiee et nous supposons qu'il existe une valuation J.L1 verifiant J.l:::; J.L 1• 

La famille admise A(J.L) associee a J.L est alors une famille de la forme 
A= (J.Li)iEI ou !'ensemble I n'a pas de plus grand element, et pour tout 
i dans I nous avons J.li :::; J.L:::; J.L 1• Pour tout polyn6me f de K[x] il existe 
io dans I tel que pour tout i 2': io no us ayons J.lio (f) = J.li (f) = J.L(f), par 
consequent si nous appelons comme precedemment <i>(J.Li), respectivment 
<i>'(J.Li), !'ensemble des polynomes f verifiant J.Li(f) < J.L(f), respective­
ment J.li(f) < J.L'(f), !'ensemble niEJ <i>(J.Li) est vide. Nous deduisons alors 

du lemme que !'ensemble niEJ <f>'(J.Li) est vide lui aussi, par consequent 
la valuation J.L 1 est forcement egale a la valuation J.l· 
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Definition. Soient J-l une valuation bien specifiee de K[x] et ¢ le 
polynome qui la definit. Un polynome-cle ¢' pour la valuation J-l est dit 
admissible s'il verifie deg ¢' :::: deg ¢ et s'il n'est pas J-L-equivalent a ¢. 

So it A une famille admissible de valuations de K[x], no us considerons 
deux valuations J-l et J-" 1 appartenant a la meme sous-famille admissible 
simple S de A telle que J-l1 est obtenue comme valuation augmentee 
J-l1 = [J-L; J-l1 ( ¢') = 1'']. Cela correspond au cas J-l = J-li et J-L1 = J-li+l 

deux valuations successives appartenant a la partie discrete V, au cas 
J-l = J-ln derniere valuation de la partie discrete V et J-L1 = f.-lex une valua­
tion quelconque de la partie continue C, ou au cas de deux valuations 
J-l = J-lex et J-"1 = 1-"!3 de la partie continue C avec a < (3. En particulier le 
polynome-cle ¢' est un polynome-cle admissible pour la valuation 1-"· 

Definition. Nous appelons uncouple de valuations (J-L, J-L') verifiant 
la propriete precedente un couple de valuations successives de la famille 
admissible A. 

Soit J-l une valuation bien specifiee definie par le polynome ¢ et la 
valeur 1', no us reprenons la notation J-Lo precedente et no us appelons r 0 

soit le groupe des valeurs r 11-o de la valuation J-Lo si J-l est une valuation 
augmentee, soit le groupe des valeurs r A commun aux valuations de la 
famille continue (J-Lex) exEA si J-l est une valuation augmentee limite. 

Proposition 1.6. Pour tout 5 dans f 0 il existe p appartenant a 
K[x] avec degp < deg¢ tel que J-L(P) = J-Lo(p) = 5. 

Preuve. Appelons (Po) la propriete 

\:15 E fo:lp E K[x] avec degp < deg¢ tel que J-L(p) = 5. 

La propriete (Po) est evidemment verifiee par toute valuation J-l 
definie par J-L(f) = Inf(v(a1) + ]1';0::::: j::::: d) pour f = adxd + · · · + a0 , 

c'est-a-dire pour la premiere valuation de toute famille admissible. Com­
me toute valuation est obtenue a partir d'une famille admissible, il suffit 
alors de montrer les deux resultats suivants. 

- Si une valuation bien specifiee J-l verifie (p0 ) alors toute valuation 
augmentee J-l1 = [J-L; J-L'(¢') = 1''] avec¢' polynome-cle admissible pour J-l, 
verifie encore la propriete (Po), c'est-a-dire: 

\:18' E f 11- = fo + ')'Z 3p' E K[x] avec degp' < deg ¢'tel que J-L(p') = 5'. 

En effet si la valuation J-l possede un polynome-cle admissible ¢', alors 
d'apres le theoreme de MacLane ([MeL 1] Theorem 9.4) et la Proposition 
1.3 la valeur 1' verifie ffi')' E ro avec m = deg ¢'I deg ¢. Par consequent 
pour tout 5' dans f 11- il existe 5 E f o et t avec 0 :S: t < m tel que 
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8' = 8 + tr, et le resultat est une consequence de Ia propriete (Po) pour 
Ia valuation p,. 

- Si (~-to) oEA est une famille continue de valuations qui verifient (Po) 
alors toute valuation augmentee limite p,' = [(~-to); p,' ( ¢/) = 1''] avec ¢' 
polynome-cle limite pour p,, verifie encore Ia propriete (po), c'est-a-dire: 

't/8' E fA 3p1 E K[x] avec degp' < deg ¢'tel que p,(p') = 8'. 

II suffit de considerer a < f3 dans A, alors Ia valuation 1-£!3 est une 
valuation augmentee 1-£!3 = [p,0 ; 1-£!3(¢(3) = 1'!3] qui verifie Ia propriete 
(Po). Le resultat est alors une consequence de l'egalite r 0 = r A et de 
deg ¢!3 < deg ¢'. 

Corollaire. Soit A une famille admissible de valuations de K[x], 
alors pour tout couple (p,, p,') de valuations successives de A, avec p,' = 

[p,; p,' ( ¢') = 1''], il existe q et q' dans K[x] verifiant qq' p,-equivalent a 1 
et p,(q) = -p,(q') = p,(¢'). 

De plus si p,' n'est pas la derniere valuation de la famille A, ')' 1 

appartient a f 1-' 18iz Q et si nous appelons T le plus petit entier t > 0 tel 
que t')'' E r ~-'' alors il existe p et p' = p'(r"Y') dans K[x] verifiant pp' 
1-£1 -equivalent a 1 et f.i-1 (p) = p,(p) = -1-£1 (p') = - p,(p1) = T')'1 • 

Preuve. Si ¢' est un polynome-cle admissible pour Ia valuation p, 
Ia valeur p,(¢') appartient au groupe fo, par consequent le resultat est 
une consequence de Ia proposition precedente et de Ia Remarque 1.2. 

De meme, si p,' n'est pas Ia derniere valuation de Ia famille, elle 
admet un polynome-cle admissible ¢" et nous pouvons appliquer le 
theoreme de MacLane ([MeL 1] Theorem 9.4) ou Ia Proposition 1.3, 
et comme Ia valeur T')' 1 est dans r ~-' nous avons encore }'existence des 
polynomes p et p'. 

§2. Algebre graduee 

Pour toute valuation p, de K[x] et pour tout 1' dans f', nous defi­
nissons les groupes P"' = {! E K[x] I p,(f) ~ 1'} et Pt = {! E K[x] I 
p,(f) > 1' }. Par definition l'algebre graduee gr~-'K[x] associee a Ia valua­
tion 1-£ est egale a: 

gri-'(K[x]) = EBP"'/P:;, 
"'Ef' 

Nous notons H~-' !'application de K[x] dans gr~-'K[x] qui a tout polynome 
f avec p,(f) = 1' assode l'image de f dans P"' /Pt, et no us notons D.. I-' 
la composante (gr~-'K[xl) 0 de degre 0. 
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Rappelons que sip,' est une valuation augmentee p,' = [p,; p,'(¢) = 1'] 
ou une valuation augmentee limite p,' = [ (!La,},,EA; p,' ( ¢) = 1'] , no us 
pouvons determiner l'algebre graduee gr~-',K[x] associee a la valuation 
p,' a partir de celle associee a la valuation p,, ou a celles associees aux 
valuations /La ([Va 1] Theoreme 1.7 et Theoreme 1.26). 

Plus precisement si p,' est une valuation augmentee pour p, definie 
par le polynome-cle ¢, p,' = [p,; p,'(¢) = 1'], !'application naturelle g de 
grJ.LK[x] dans grJ.L,K[x] induit un isomorphisme d'algebres graduees 

qui envoie T sur G(T) = HJ.L'(¢), ou grJ.LK[x]/(HJ.L(¢)) est muni de la 
structure d'algebre graduee induite par celle de grJ.LK[x] et ouT est muni 
du poids 1'-

D'apres le corollaire a la Proposition 1.6 il existe un polynome p,­
unitaire q' tel que p,( q' ¢) = 0 et le noyau de la composante de degre 0 
g0 : D.J.L---+ D.J.L' est l'ideal engendre par r.p = HJ.L(q'¢). Nous avons alors: 

si 1' n'appartient pas a r J.L 0z Ql 

si 1' appartient a r J.L0zQl, en utilisant la deuxieme partie du corollaire 
a la Proposition 1.6, 

avec S = HJ.L' (p'(q)¢T) (cf. [Va 1] Remarque 1.5). 
Nous avons un resultat similaire pour une valuation augmentee li­

mite p,' = [(!La) aEA; p,' ( ¢) = 1' ]. So it C = (/La) aEA une famille continue 
de valuations, et nous pouvons toujours supposer que A admet un plus 
petit element e, ce qui permet d'ecrire toute valuation /La dec comme 
valuation augmentee /La = [p,o; !La(¢a) = 1'aL ou tousles polynomes-cles 
<Pa sont de meme degre d. 

Nous remarquons que pour tout a dans A, l'image HJ.Lo (¢!3) du po­
lynome-cle ¢!3 dans l'algebre graduee gr J.La K[x] ne depend pas de (3 > a. 
De plus grace au corollaire a la Proposition 1.6, nous pouvons trouver 
p'('Ya) dans K[x] dont l'image dans grJ.LaK[x] est inversible et de poids 
-1'a = -p,a(¢(3)· Nous notons 'Pa+ l'image de p'('Ya)¢!3 dans grJ.LaK[x], 
c'est un element de degre 0 qui engendre le meme ideal que HJ.La (¢!3)· 

Si nous posons: 
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alors pour tout a > fJ, l'algebre grJ.taK[x] est isomorphe a l'anneau de 
polynomes grA[Ta] avec Ta = HJ.ta(¢a)· 

Alors pourtout a > fJ l'algebre quotient grJ.£aK[x]/(rp0 +) est aussi 
isomorphe a grA et pour tout (3 >a, le morphisme d'algebres graduees 
grJ.taK[x] ____. grJ.£13 K[x] se factorise par: 

ou Vf3 est le morphisme nature} mais ou Ua n'est pas un morphisme de 
grA-algebres, en particulier son noyau n'est pas (T0 ). Mais nous pouvons 
remarquer que le morphisme compose U f3 o Vf3 de gr J.ta K[x]/ ( 'Pa+) ~ gr A 
dans grJ.£13 K[x]/(rpf3+) ~ grA est un isomorphisme. 

Nous appelons ~A Ia partie homogene de degre 0 de grA, alors 
comme 'Pe+ est de degre nul, nous avons: 

ou nous notons comme precedemment ~e Ia partie homogene de degre 
0 de grJ.£9 K[x]. 

En prenant les parties homogenes de degre 0 des algebres du dia­
gramme precedent nous trouvons le nouveau diagramme: 

·~Jlo. 
(Ua) 0 

~J.'o. / ('Pa+ )C 
(V!3)o 

~J.'/3 ~ 

t~ 
(ua.)o 

t~ 
(v!3)o 

t~ 
~A[Sa] ~AC )o ~A[Sf3] 

ou Sa = Hila (p'('Ya)¢a), et nous avons encore le morphisme compose 
(U{3)o o (V{3)o qui induit un isomorphisme de ~A dans lui-meme. 

Si }'ensemble ~(A) est vide, c'est-a-dire si pour tout f dans K[x] il 
existe a dans A tel que f.la(f) = f.lf3(!) pour tout (3 ~a, nous definissons 
une valuation limite f.lA de K[x] par f.lA(f) = SupaEA(f.laU)). Dans ce 
cas Ia famille C n'admet pas de valuation augmentee limite et Ia valuation 
f.lA n'est pas une valuation bien specifiee. 

Proposition 2.1. Si ~(A) est vide et si f.lA est la valuation li­
mite de la famille continue C = (f.la) aEA, alors pour tout a dans A le 
morphisme naturel de grJ.to.K[x] dans grJ.'A K[x] induit un isomorphisme 
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d 'algebres graduees: 

Get isomorphisme induit un isomorphisme entre les parties homo­
genes de degre 0: 

Qo: ~A ~~1-'A" 

Preuve. Cf. [Va 1] Corollaire ala Proposition 1.25. 

Si !'ensemble <i>(A) n'est pas vide, pour ¢ appartenant a <I>(A) et 
pour 'Y verifiant 'Y > p,01 ( ¢) pour tout a dans A, no us definissons une 
valuation augmentee limite p,' = [ (1-la) aEA; p,' ( ¢) = 'Y] · 

Proposition 2.2. Soit p,' = [(1-la)aEA;p,'(¢) = 'Y] une valuation 

augmentee limite pour la fa mille continue C = (1-la) aEA, alors pour tout 
a dans A le morphisme nature[ de grl-'aK[x] dans gri-',K[x] induit un 
isomorphisme d 'algebres graduees: 

Q: grA[T] ~ gri-',K[x], 

qui envoie T sur Q(T) =HI-''(¢). 
De plus nous avons: 

- si "( n'appartient pas a fA 0z Q, ce morphisme induit un isomorphisme 
en degre 0: 

Qo: ~A~~~-''· 

- si "( appartient a fA 0z Q, ce morphisme induit un isomorphisme en 
degre 0: 

qui envoie S sur HI-'' (p' ¢7 ), ou nous appelons T le plus petit entier positif 
t tel que t"( appartienne a fA et OU p1 est un polynome P,01 -unitaire pour 
a suffisamment grand tel que p,01 (p') = -T"(. 

Preuve. L'existence de l'isomorphisme Q d'algebres graduees entre 
grA[T] et gri-'AK[x] est demontree dans [Va 1] Theoreme 1.26. 

Grace au corollaire a la Proposition 1.6, la demonstration des re­
sultats qui s'en deduisent pour les parties homogenes de degre 0 est 
identique au cas d'une valuation augmentee (cf. [Va I] Corollaire au 
Theoreme 1. 7). 
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Proposition 2.3. Soit J.L une valuation de l'anneau des polynomes 
K[x], alors l'algebre graduee associee grJLK[x] est de la forme suivante: 

i) si la valuation 1-L n'est pas bien specifiee 

ou G0 est une algebre graduee simple, c 'est-a-dire telle que tout element 
homogene non nul admette un inverse; 

ii) si la valuation 1-L est bien specifiee 

ou G0 est une algebre graduee simple et T est l 'image H JL ( ¢) du polynome 
¢ definissant la valuation 1-L· 

De plus un element homogene 'ljJ de grJLK[x] est irreductible si et 
seulement si il existe f polynome-cze pour la valuation J.L dans K[x] etc 
element homogene inversible de grJLK[x] tels que c'I/J soit egal d l'image 
HJL(f) de f dans grJLK[x]. 

Preuve. Considerons d'abord le cas d'une valuation augmentee 
J.L = [J.Lo; J.L(¢) = 1'], alors l'algebre graduee grJLK[x] est isomorphe a 
Go[T] avec Go = grJL0 K[x]/(HJLo(¢)). Nous pouvons identifier Go a 
la sous-algebre graduee engendree par les elements homogenes 'ljJ de la 
forme HJL(f) avec f tels qu'il existe g dans K[x] J.L-equivalent a f verifiant 
J.Lo(g) = J.L(g). Il existe alors g' dans K[x] verifiant J.Lo(g') = J.L(g') tel que 
gg' soit J.L-equivalent a 1 ([Va 1] Lemme 1.4), par consequent 1/J' = HJL(g') 
est un inverse de 'ljJ dans Go. 

Supposons maintenant que nous avons une famille continue de va­
luations (/-La) aEA, et no us no tons comme precedemment gr A l' algebre 
graduee grJL8 K[x]/('Po+ ). Nous deduisons de ce qui precede que grA est 
aussi une algebre graduee simple, et la premiere partie de la proposition 
est une consequence des Propositions 2.1 et 2.2. 

Si f est un polynome-cle pour une valuation J.L alors par definition 
il est J.L-irreductible, c'est-a-dire que son image HJL(f) est un element 
irreductible de l'algebre graduee grJLK[x]. 

Reciproquement soit 'ljJ un element homogene irreductible de l'alge­
bre graduee grJLK[x]. Nous deduisons de la premiere partie de la pro­
position que la valuation J.L est bien specifiee, c'est-a-dire J.L est soit une 
valuation augmentee J.L = [J.Lo; J.L(¢) = 1'], soit une valuation augmentee 
limite J.L = [(1-La)aEA;J.L(¢) = 1']· Nous choisissons f dans K[x] tel que 
HJL(f) = 1/J, et nous ecrivons le developpement de J selon les puissances 
de¢, f = fm¢m + ... + fo. Quitte a remplacer f par un polynome J.L­
equivalent nous pouvons supposer que nous avons J.L(f) = J.LoUm) + m/', 



Algebre gmduee associee a une valuation de K[x] 271 

et quitte a multiplier f par un polynome h avec deg h < deg ¢ nous 
pouvons supposer que f est J.t-equivalent a un polynome de la forme 
¢m + ... + fo avec J.tCf) = m"(. Comme '1/J est J,t-irreductible nous avons 
aussi J.t(fo) = m"(, par consequent nous deduisons de [MeL 1] Theorem 
9.4 ou de [Va 1] Theoreme 1.11 dans le cas d'une valuation augmentee, 
et de la Proposition 1.3 dans le cas d'une valuation augmentee limite, 
que f est un polynome-cle pour J.t. 

Nous disons qu'un polynome e de K[x] est J.t-unitaire s'il existe un 
polynome e' dans K[x] tel que ee' soit J.t-equivalent a 1, c'est-a-dire si 
son image HJ.!(e) dans grJ.!K[x] est inversible. Nous deduisons alors de la 
proposition precedente la generalisation suivante du n3sultat de MacLane 
([MeL 2] Theorem 4.2). 

Corollaire. Soit J.t une valuation de K[x], alors pour tout po­
lynome f il existe un polynome J.t-unitaire e et des polynomes-cles pour 
la valuation J.t ¢1, ... , <Pt, t 2: 0, tels que nous ayons: 

De plus cette decomposition est unique d J.t-equivalence pres. 
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