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Semidifferentiabilite et version lisse de la 
conjecture de fibration de Whitney 

C. Murolo et D. J. A. Trotman 

Abstract. 

For controlled stratified maps f : X --> X 1 between two strati
fied spaces, we define what it means for f to be semi-differentiable, 
horizontally-C1 and .F-semi-differentiable (where F is a foliation). 

When X 1 is a smooth manifold, f is always semi-differentiable. 
In general, semi-differentiability is equivalent to f being horizon

tally-C1 with bounded differential. 
Horizontally-C1 regularity depends on the existence of (a)

regular horizontal stratified foliations of X and X 1 , which gives a 
smooth version of the stratified fibration whose existence was con
jectured by Whitney for analytic varieties in 1965, and implies a 
horizontally-C1 version of Thorn's first isotopy theorem. 

We obtain finally the corresponding theorems for the finer prop
erty of .}'-semi-differentiability. 

§1. Introduction 

Dans [MT] 1,2, nous avons considere le probleme de !'extension con
tinue contr6lee d'un champ de vecteurs, donne sur une (ou plusieurs) 
strate(s) d'une stratification reguliere, a toutes les strates superieures. 

Le cas d'un relevement (extension) contr6le est classique, et il est 
bien connu [Ma], [GWPL] que les flots releves sur une stratification au 
moins (b)-reguliere, definissent a tout instant t E JR. des homeomorphismes 
stratifies qui sont lisses sur chaque strate, mais qui ne donnent pas en 
general une application C 1 ( exemple de la famille des quatre droites: 
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[Wh], [GWPL]). C'est la raison pour laquelle les principaux theoremes 
de la theorie des stratifications n~gulieres sont des resultats de nature 
topologique et non differentiable. Le premier theoreme d 'isotopie de 
Thom, donnant la stabilite topologique de la fibre d'une submersion 
stratifiee controlee f : X -+ M a valeurs dans une variete, en est 
l'exemple le plus celebre; il est obtenu par la technique "standard" de 
relevement controle de champs de vecteurs Vi qui donne des flots globaux 
<Pi qui ne sont pas toujours C1. 

Nous avons considere dans [MT] 1,2 des extensions de champs qui de 
plus sont continues; notre question devient alors: "quel type de regularite 
(en plus de la continuite [Ma]) obtient-on pour les flats releves ?". 

Cet article est consacre a ce probleme. 
Quand on releve un champ (x defini sur une strate X de dimen

sion 1, les trajectoires du flot du champ releve definissent un feuilletage 
"horizontal" de dimension 1, :F = {F,a} de type C0 •00 : i.e. des courbes 
lisses dont les espaces tangents, en coi:ncidant avec ceux de la distribu
tion canonique Vx(Y) = {Vxy(y)}y2X [MT]2, tendent vers TxX quand 
y -+ x. En considerant alors un relevement continu ( = {(y }Y>X du 
champ (x, comme nous le montrons au §4 (theoreme 4 et corollaires), 
une regularite de type C 1-affaibli : 

VY>X" 

reste valable au moins pour les suites de vecteurs Vn E Vx(Yn)· 
Cette observation est la motivation cruciale de cet article ou nous 

donnons des reponses aux questions suivantes : 

- Quand dim X > 1 quel est l 'analogue du feuilletage horizontal 
:F = {F,e},e ? 

- Peut-on obtenir que ses feuilles tendent vers TxX de maniere C 1 

quand y-+x ? 
- Que peut-on dire de la dijjerentiabilite du flat releve (a l'instant 

t) </Jy : Y -+ Y (Y > X) le long de la "direction horizontale" ? 

Ce probleme rappelle une conjecture de H. Whitney [Wh] pour des 
stratifications (b )-regulieres d'une variete analytique. Whitney conjec
ture pour toute strate X et pour tout x0 EX !'existence d'un feuilletage 
{ F,a} ,a de meme dimension que X verifiant la condition limz_,x TzF,e = 
TxX. Au §2.3, nous definissons cette propriete pour des stratifications 
reelles (definition 6), comme la (a)-regularite (autour de x 0 ) du feuil
letage horizontal { F ,a}. 

Pour des stratifications reelles (b )-regulieres, !'existence d'un tel 
"bon" feuilletage a ete conjecturee par le deuxieme auteur en 1993 ; 
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nous montrons au §5 qu'elle est une condition necessaire et suffisante 
pour que les flots des champs releves soient horizontalement-C1, et plus 
generalement qu'elle est necessaire pour que d'autres morphismes hori
zontalement-C1 puissent exister. Nous reinterpretons alors Ia conjecture 
de Trotman comme Ia version lisse de la conjecture de fibration de Whit
ney ([Wh], §9, remarque 3). On peut voir [MTh,3 pour plus de details 
concernant les autres travaux sur les conjectures de Whitney et Trot
man, et une indication de leurs multiples consequences. Nous preparons 
actuellement ( decembre 2006) avec A. du Plessis une etude approfondie 
de ces conjectures (Iesquelles semblent bien etre vraies). 

Dans le §2, nous introduisons les notions de semidifferentiabilite, 
de regularite horizontalement-C1 et de F-semidifferentiabilite pour un 
morphisme stratifie f : X --+ X ' ; on precise les relations entre elles 
(theoreme 1) et on montre que Ia reciproque d'un homeomorphisme 
horizontalement-C1 est encore horizontalement-C1 (theoreme 2). 

Une question importante reste ouverte: 
- Quand est-ce qu 'un morphisme stratifie est horizontalement-C1 ? 
Toute Ia theorie developpee dans Ia suite est dediee a ce probleme. 

Dans le §3 nous analysons le cas particulier ou le morphisme considere 

est le flot stratifie ¢ = { </Jy : Y --+ Y}y~x d'un champ de vecteurs 
( = { (y }y~x obtenu par relevement continu controle d'un champ (x 
defini sur une strate X. 

Dans le §4.1 nous supposons l"involutivite d'une distribution cano
nique 'Dx = {'Dxy }Y~X relative a la Strate X [MTh,2 1 et montrons 
que les flots (a l'instant t) ¢ = {¢y : Y--+ Y}y~x du champ ( releve 
continu controle du champ (x sont horizontalement-C1 en tout point x0 

autour duquel 'Dx est involutive (theoremes 3 et 4). 
On remarque que si dim X E { 1, dim A - 1}, le flot ¢ est toujours 

horizontalement-C1 en tout point de X (corollaires 4 et 5). 
Dans le §4.2 on donne les resultats correspondants concernant la 

F-semidifferentiabilite de¢= {¢y: Y--+ Y}y~x (tMoremes 5 et 6). 
Dans le §4.3 nous donnons quelques caracterisations de l'involutivite 

de la distribution canonique 'Dx en termes du feuilletage 1i induit par 
la trivialisation topologique locale H: ~~ x 7r_K1 (xo) --+ 1r_K1 (Ux 0 ) d'une 
projection 1rx : Tx --+X (theoreme 7). 

Dans le §5 nous considerons le cas general ou la distribution canon
ique n'est pas necessairement integrable. Dans le §5.1, apres avoir enonce 

1D. Trotman etA. duPlessis ont verifie en 1994 qu'en general une distri
bution canonique Vx n'est pas involutive. M. Field (Fi] avait remarque cette 
difficulte a D. Trotman, sous une forme equivalente, dans une lettre de 1976. 
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la version lisse de la conjecture de fibration de Whitney (i.e. la con
jecture du feuilletage (a)-regulier), nous remplac;ons l'integrabilite de 
Vx par !'hypothese plus faible de (a)-regularite d'un feuilletage hori
zontal H (transverse aux fibres de la projection 7rX) et qui equivaut a 
l'involutivite d'une nouvelle distribution canonique. On retrouve ainsi 
les memes theoremes qu'au §4, et en particulier que les flots des champs 
releves sont horizontalement-C1 ( theoreme 8). 

On donne ensuite des conditions suffisantes en termes de ces feuil
letages pour qu'un morphisme stratifie arbitraire f : X -> X' soit 
horizontalement-C1 (theoreme 9) et on conclut la section en enonc;ant 
une version horizontalement-C1 du premier theoreme d'isotopie de Thorn 
(theoreme 10). Dans le §5.2 on etablit enfin les versions F-semidifferen
tiable des theoremes 8, 9 et 10 du §5.1 (theoremes 11, 12, 13). 

Les demonstrations des theoremes 10 et 13 du §5 omises, seront 
publiees separement. 

§2. Regularites de morphismes stratifies. 

Dans ce paragraphe, nous introduisons et etudions differentes con
ditions de regularite pour un morphisme stratifie f : X -> X'. 

On introduit d'abord la notion de semidifferentiabilite, qui dans le 
cas de deux strates X < Y signifie que la differentielle f x * U Jy * : T X U 
TY -> T X' U TY' d'un morphisme stratifie fx U fy : XU Y -> X' U Y' 
soit continue. 

Le controle par rapport aux deux systemes de donnees de controle 
(S.D.C.) de X et X' est suppose par definition2, et implique qu'un mor
phisme stratifie f : X -> M a valeurs dans une variete lisse M est 
toujours semidifferentiable. 

La semidifferentiabilite se preserve par composition, mais ne se 
preserve pas par application reciproque. Nous introduisons alors la 
notion de morphisme horizontalement-C1 et demontrons que la semid
ifferentiabilite de f equivaut a ce que f soit horizontalement-C1 et 
ait des derivees bornees (theoreme 1) et que la reciproque f- 1 d'un 
homeomorphisme stratifie f : A -> A' horizontalement-C1 est horizon
talement-C1 (theoreme 2). 

On conclut la section en introduisant la notion plus fine de F
semidifferentiabilite (le long un feuilletage F) de f. 

20n ne sait pas en general s'il est possible de construire deux S.D.C. par 
rapport auxquels f : X --> X' soit contr6lee ; mais ceci est bien connu quand 
f est une submersion et X' = M est une variete [Ma]. 
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2.1. Morphismes semidifferentiables. 
Dans tout le paragraphe X = (A, :E) et X' = (A', :E') seront deux 

stratifications (a)-n~gulieres de A~ JR.n etA' ~ JR.m au sens de Whitney 
[Wh]. 

Une variete etjou une application entre deux varietes sera dite "lisse" 
quand elle est de classe C 1 . 

Definition 1. Un morphisme stratifiA est une application continue 
f : A --. A', stratifiee, i.e. qui envoie chaque strate X de A dans une 
unique strate X' de A' et telle que la restriction fx : X --. X' de f est 
lisse (non necessairement une submersion). 

Grace a la condition de fronW~re X ~ Y et la continuite de f, pour 
toutes strates X < Y de A, f(X) ~ f(Y) ~ f(Y). Done les strates X' 
et Y' verifient aussi X' ~ Y' , i.e. X' :::; Y'. 

Les stratifications X et X 1 de cette section seront munies de 
deux systemes de donnees de controle T = {( T x, 7f x, p x)} x E ~ et 
T' = {(Tx,, 'lfX', PX' )}x'E~' [Ma] et tout morphisme stratifie f sera 
controle par rapport aux systemes T et T', i.e. 

'V X < Y , :l E > 0 tel que : 

{
'lfX' fy(y) = fx7rx(Y) 

'Vy E Txy = Tx(E) n Yon ait: 
PX' Jy(y)) = Px(y). 

Si la stratification est seulement (a)- reguliere et le systeme T se 
reduit a la famille des projections, alors la condition de controle devient 
'lfX' Jy(y) = fx7rx(y) ([MT]2, §3 remarque 1). Remarquons que 'V X< 
Y, la condition de frontiere et la (a )-regularite de X et X' impliquent 
que TX ~ TY et TX' ~ TY1 dans JR2n et JR2m. 

Definition 2. Un morphisme stratifie f : X --. X' sera dit semid
ifferentiable en x E X ( resp. en ( x, v) E T X), si pour toute strate 
Y > X ( et done Y' ;:::: X') l 'application dijjerentielle f x * U fy * : T X U 
TY--. TX' U TY' est continue en tout point (x, v) E {x} x TxX ~ T X 
(resp. en (x, v)), i.e. la condition de limite est verifiee : 

'V {(yn, Vn)}n ~ TY, 

lim (yn,vn) = (x,v) E TX =;. lim fy*Y (vn) = fxu(v). 
n---+oo n---+oo n 

On dira que f est semidifjerentiable sur X si f est semidifferentiable 
en tout x E X et que f est semidifferentiable (sur X) si f est semid
ifferentiable sur toute strate X E :E. 
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Des exemples elementaires montrent que la semidifferentiabilite en 
un point x (sur une strate X ou sur A tout entier) d'un morphisme 
stratifie f : X ---+ X' est en general plus faible que la 0 1-regularite de 
f en X (sur X ou sur A). Si la stratification X I se reduit a une variete 
lisse, la semidifferentiabilite decoule de la condition de controle : 

Proposition 1. Toute application f : X ---+ M d valeurs dans une 
variete M et 1r-controlee par mpport d la famille des projections d'un 
S.D. C. est semidifferentiable. 

Preuve. Pour tout couple de strates adjacentes X < Y de X, soit 
{(yn,Vn)}n une suite dans TY telle que lirnn(Yn,Vn) = (x,v) E TX. 

La stratification but de f : X ---+ M, se reduisant a une variete 
X'= (M,{M}), la condition de 1r-controle se reduit a fy = fx o1rxy. 
Done fy * = f x * o 1r xy * et la relation limn fy *Yn ( Vn) = f x *X ( v) decoule 
immediatement de la propriete que 

valable pour les applications lisses fx :X ---+ M et 1rxy : Txy -+ X. 
Q.E.D. 

Les stratifications (b) et (c)-regulieres admettent toujours des S.D.C. 
dont les projections et les fonctions distance sont lisses [Ma], [Be]. Cepen
dant quand une projection 1rx : Tx ---+X n'est pas 0 1 , comme elle est 
1r-controlee par definition de S.D.C., on a : 

Remarque 1. Toute projection 1rx: Tx-+ X du S.D. C. est semid
ifferentiable sur X. 

Les remarques 2 et 3 qui suivent sont elementaires : 

Remarque 2. Si f : X -+ X' est une application semidifferentiable 
il existe une application "differentielle" f* de J, continue sur le "fibre 
tangent genemlise" TX = UxEETX d la stmtification X: 

f* = Uxfx* : TX = UxEETX ----+ TX' = Ux'EE'TX'. 

Remarque 3. Si f : X -+ X' et g : X' -+ X 11 sont semidifferen
tiables alors go f: X ---+ X 11 l'est aussi. 

La proposition 3 anticipe des observations sur la convergence de 
f* le long des directions des fibres des projections du S.D.C. qu'on 
developpera a la section 2.2. 
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Proposition 2. Pour qu 'un morphisme stratijiA f : X -+ X' soit 
semidifjerentiable en un point x E X il faut que pour toute strate Y > X 
la restriction jy*Yiker1rxy.Y: ker1rxy*Y-+ ker7rx'Y'*Y' soit de norme 

gxy(y) ·- 11/Y II bornee autour de x dans XU Y . . - *YI ker1rXY•y 

Preuve. S 'il existe une suite {Yn} <:_:; Y convergente vers x E X, telle 
que la suite IIJY*y,lker7rxy.""ll soit divergente, il existe alors une suite 

de vecteurs Vn E ker7rxY*Yn = Ty,7rx~(xn) <:_:; Ty"Y (xn = 1l"XY(Yn)) 
telle que : 

i) IIJY*Ynl ker7rXY•y (vn) II = IIJY*Ynl ker1rxy*Yn II · llvnll; 

ii) llvnll = IIJY*Ynlker7rxy."ll-! · 

Comme {llfY*Ynl ker1rxy."" ll}n est une suite divergente, de ii) on a 
limn Vn = 0 E TxX et limn(Yn,Vn) = (x,O) E TX. 

Or limn llvnll = 0, mais grace a i) et ii) on trouve: 

1 

= IIJY*Ynlker7rXY.yll 2 -+ 00 

ce qui implique que f n'est pas semidifferentiable en x. Q.E.D. 

De la proposition 2, par des exemples elementaires on a facilement : 

Remarque 4. £'application reciproque f- 1 : X'-+ X d'un homeo
morphisme semidifjerentiable f : X -+ X' n'est pas en general semidif
jerentiable. 

2.2. Morphismes horizontalement-C1• 

La proposition 2 suggere de separer !'analyse de la convergence le 
long de "la direction verticale" ( celle du sous-fibre ker 1rx *) et celle le 
long d'une "direction horizontale". 

Pour une stratification (c)-reguliere [Be], les auteurs du present ar
ticle ont montre le theoreme suivant ([MTh theoreme 4, §5) et donne la 
definition qui suit (voir aussi [MT]I, theoremes 1 et 2) : 

Theoreme. Soient X un espace stratifie (c)-regulier dans une 
variete C 1 Met :F = {(7rx,px): Tx-+ X x [0, oo[}xEI: un systeme de 
donnees de controle de X. 

Pour toute strate X de X, il existe une distribution stratifiee con
tinue Vx : Tx -+ <G~ ou l = dim X, Vx = {Vxy h::::x et \iY 2: X, 
Vxy = VxiTxy avec Txy = Tx n Y, telle que: 
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i) 'v'Y 2: X la restriction Vxy est un sous-fibre de ker pxy*; 
ii) Vxx(x) = TxX , 'v'x EX; 
iii) TyY = Vxy(y) EB kerrrxy*Y est une somme directe 'v'y E Txyi 
iv) la restriction nxy*YI : Vxy(y) -> TxX ou x = nxy(y) est un 

isomorphisme; 
v) pour tout champ de vecteurs C 1 ex sur X,la formule : 

x = nx(y) 

definit un relevement stratifie continu controle e = { ey }y~x de ex sur 
Tx = Uy~xTxy. 

Definition. Toute distribution Vx = {Vxy }y~x verifiant les con
ditions i), ... , v) dans le theoreme precedent est dite une distribution 
canonique (relative a la strate X). 

Definition 3. Un morphisme stratifie f : X -> X 1 sera dit horizon
talement-C1 en un point x d 'une strate X E :E s 'il existe une distribution 
canonique locale Vx = {Vxy }y~x autour de x dans A ([MTh,2, [Mu]) 
telle que : 

'v' (x,v) E TX 

soit verifiee pour chaque suite {(yn, vn)} ~ Y convergente vers (x, v) 
avec Vn E Vxy(yn)· On appellera horizontaux les vecteurs Vn E Vx(Yn) 
et verticaux les Vn E ker 7r XY *Yn . 

Un morphisme stratifie fest done horizontalement-C1 en x EX ssi 
'v'Y>X 

fx* U fY*IDxy: TX UVxy-> TX 1 UTY1 

est continue en x. 
On dira que f est horizontalement-C1 sur une strate X (resp. sur 

(A, :E)) si fest horizontalement-C1 en tout point x EX (resp. 'v'x EX 
et 'v' X E :E). 

Remarque 5. Tout morphisme stratifie semidifferentiable f est 
horizontalement-C1 . 

Theoreme 1. Un morphisme stratifie controle f : X -. X 1 est 
semidifjerentiable en un point x E X si et seulement s 'il est horizontale
ment-C1 en x et s 'il existe un voisinage Ux de x dans A tel que pour 
toute strate Y > X, la fonction gxy(y) = llh*YI k II est bornee 

er1rxy*Y 

dans Ux n Y. 
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Preuve. La remarque 5 et la proposition 2 montrent !'implication 
"seulement si". 

Pour toute strate Y > X et pour toute suite {(yn, vn)} ~ TY telle 
que limn(Yn, vn) = (x, v) E T X, decomposons [MTh,z tout vecteur Vn E 

Ty,Y = 'Dxy(yn) EB kenrxY•y, en une somme directe Vn = v~ + v~ de 
ses composantes horizontale et verticale de sorte que: 

lim v~ = v E TxX et lim v~ = 0 E TxX . 
n--+oo n-+oo 

Comme fest horizontalement-C1 en x, on a limn fy*Yn (v~) = fx*x (v). 
D'autre part, comme les differentielles le long des fibres des projec

tions sont bornees autour de x, on peut ecrire 

et en deduire que limn fy*Yn ( v~) = 0. En decomposant via f. les images 
fY•y, (vn) nous concluons que fest semidifferentiable en x : 

lim fy*Yn ( Vn) = lim fy.y, (v~) + lim fy.y, (v~) 
n--+oo n--+oo n--+oo 

= Jx., (v) + 0 = fx.x (v). 

Q.E.D. 

Remarque 6. Une projection nx d 'un S.D. C., etant toujours semid
ifferentiable sur X, est egalement horizontalement-C1 sur X. 

Quand X est (c)-reguliere sur X au sens de K. Bekka [Be] on a aussi 
facilement : 

Proposition 3. Soit X une stratification (c)-reguliere munie d'un 
S.D. C. T = {(nx, px) : Tx --.X x [0, oo[ }xE~::, tel que chaque voisinage 
tubulaire Tx est muni de la stratification induite de I: et [0, oo[ est strat
ifie par {O}U]O, oo[. Alors toute fonction distance px : Tx --> {O}U]O, oo[ 
·est horizontalement-C1 sur X. 

Preuve. Soit 'Dx = {'Dxy }Y2:X une distribution canonique obtenue 
a partir du S.D.C. T auquel px appartient. 

Rappelons que \1 Y > X, 'Dxy est par definition un sous-fibre vee
to riel de ker PXY•· 

Etant donnee une suite {(yn, vn)} ~ TY telle que limn(Yn, vn) = 
(x,v) E TX et dont les vecteurs Vn sont horizontaux Vn E 'Dxy(yn), 
a partir de !'inclusion 'Dxy(yn) ~ ker PXY•yn on trouve que Vn E 

kerpxy*Yn' done limnPXY•y,(vn) = 0 = PXX•x(v). Q.E.D. 
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Remarque 7. Une fonction px : Tx ----+ {O}U]O, oo[ est semid
ifjerentiable sur X ssi \iY >X la fonction gxy(y) = IIPY*YI ker1rXY.)I 
est bornee. 

Definition 4. Un homeomorphisme stmtifiA est un morphisme 
stmtijie contn5le f : X = (A, :E) ----+ X' = (A, :E) tel que f : A ----+ A' 
soit un homeomorphisme et \i X E :E la restriction fx :X ----+X' soit un 
diffeomorphisme. 

Dans ce cas f induit sur X' un S.D.C. T' = f* (T) (§3, [MTP]) pour 
lequel f- 1 : X' ----+ X est un morphisme stratifie controle. 

Theoreme 2. Si f : X ----+ X' est un homeomorphisme stmtijie 
horizontalement-C1 sur un voisinage U de x dans X, alors \i z' E f(U) 
tel que g(z') = II!;;} II soit bornee dans un voisinage Vz' de z' dans A', 
l 'homeomorphisme f- 1 est horizontalement-C1 en z'. 

La preuve du theoreme 2 reside dans la proposition ci-dessous : 

Proposition 4. Si Dx = {Dxy }Y>X est une distribution canon
ique definie dans un voisinage W de x dans A et f : X ----+ X' est 
un homeomorphisme stmtijie horizontalement-C1 par rapport a Dx sur 
un voisinage U ~ W n X de x dans X, alors la distribution Dx, = 
{Dx'Y' }Y'2X' definie dans le voisinage W' = f(W) de x' = f(x) EX' 
dans A', par Dx'Y'(y') = fY*y(Dxy(y)), \iy' = f(y), est une distribu
tion canonique locale dans le voisinage W' de x'. 

Preuve. Comme f est un homeomorphisme stratifie controle, il est 
immediat que : 

i) \iY' 2: X' , Dx'Y' est un sous-fibre de ker PX'Y'* de meme 
dimension que T X; 

ii} Dx'X'(z') = Tz'X' pour tout z' E U' ~X'; 
iii} Ty'Y' = Dx'Y'(Y) EBkerpx'Y'*Y' est une somme directe \iy' E Y' 

dans V' = f(V); 
iv) 7rx'Y'*Y'i : Dx'Y'(y')----+ Tz'X' oil z' = 1fX'Y'(y') est un isomor

phisme; 
v) pour tout champ de vecteurs ~X' sur X', la formule 

~Y'(Y') := Dx'Y'(y') n 1fx~Y'*Y'(~x,(z')), oil z = 1fx,(y'), 

definit un relevement ~/ = {~Y' }Y'2X' de ~X' controle par rapport aT'. 
Afin de montrer que Dx' est une distribution canonique autour de 

x', soit {y~} ~ W' = f(W') telle que limn y~ = z' et montrons que 
limn Dx'(Y~) = Tz'X'. 
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L'application f etant bijective on peut ecrire y~ = f(Yn) avec 
limn Yn = z, Tz'X' = fx*z(TzX), et v' = fx*z(v) avec v E TzX. 

Comme Dx est une distribution canonique et limn Yn = z, il existe 
une suite Vn E Dxy(yn) telle que limn Vn =vet d'autre part, f etant ho
rizontalement-C1 en z', on trouve limyn-+z' fy*Yn(vn) = fx*z'(v) = v'. 

Alors la suite de vecteurs v~ = fy*Yn(vn) E fy*Yn(Dxy(yn)) = 
Dx'Y'(Y~) verifie limn v~ = v', done Tz'X' =limn 1Jx,Y'(Y~). Q.E.D. 

Preuve (du theoreme 2). Soit Dx = {Dxy h2:x la distribution 
canonique locale par rapport a laquelle f est horizontalement-C1 en 
x. Considerons autour de x' = f(x) la distribution canonique locale 
Dx' = {TJx,Y'(Y) = !Y*y(Dxy(y))}y'2:X' et montrons que f- 1 est 
horizontalement-C1 autour de x' par rapport a Dx'· 

Fixons z' E U', v' E Tz' X', une strate Y' > X' et une suite 
{(y~,v~)} dans Y' telle que limn(Y~,v~) = (z',v') avec v~ E Dx'Y'(Y~). 

Comme f est un homeomorphisme stratifie, nous pouvons ecrire : 

z' = f(z), X'= f(X), Y' = f(Y) 

z E X, X, Y E E, Y > X 

V E TzX, Yn E Y, Vn E Dxy(yn) 

de sorte que la condition "f-1 est horizontalement-C1 en z'" devient 

lim f;;,1*Y' ( v~) = f)(}*z' ( v') ~ lim Vn = v. 
n~oo n n---+-oo 

Comme r;;,~ est bornee dans Vz'' la suite { Vn} est egalement bornee 

Montrons alors que {vn} s'accumule sur un point unique v 
fx,\z,(v'). En fait, VuE TzX limite d'une sous-suite convergente {vnhh 
de { vn}, comme f est horizontalement-C1 en z, on deduit de l'egalite 
u = limh Vnh que : 

fx*z(u) = lim fy*Yh(vnh) = lim v~h = v' h-+oo h-+oo · 

et done que u = fx}*Z'(v') = v. 
On conclut alors que { vn} a un unique point d'accumulation v, done 

limn Vn =vet f- 1 est horizontalement-C1 en z' E U' = f(U). Q.E.D. 
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2.3. Morphismes F-semidifferentiables. 
Nous introduisons maintenant pour des morphismes stratifies une 

notion de regularite, associee a un feuilletage, plus fine que la semi
differentiabilite et que la regularite horizontalement-C1, et qui generalise 
ces notions et la condition (a f) de Thorn. 

Nous noterons F = {F,a},a un feuilletage en sous-varietes F,a lisses 
de dimension h (~ dim X) d'un sous-ensemble ouvert U du support A 
de X = (A, E) et on supposera U stratifie par la stratification naturelle 
Eu = {Y n U}YEE induite parE sur U. Entin, Vy E U, Fy notera la 
feuille de F qui passe par y ; on a alors F = { Fy }yEu. 

Definition 5. On dit que F est un feuilletage stratifie compatible 
avec E ( ou avec Eu) si toute feuille Fy de F est contenue dans la strate 
Y de E qui contient y. 

Les feuilletages que nous considerons seront toujours compatibles 
avec la stratification E fixee au depart et on parlera done simplement 
de "feuilletage stratifie". 

Un feuilletage stratifie F de U determine alors une famille de feuil
letages {Fv }YEE ou VY E E, Fy = {Fy}yEunY est !'ensemble des 
feuilles contenues dans la strate Y. F est dit de classe C 0,1 si pour 
toute Y le feuilletage Fv est declasse C 0,1 (les varietes C 1 Fy, "varient 
de maniere C 0" ). On considerera toujours des feuilletages declasse C 0,1 . 

Soient maintenant x un point de U et X E E la strate contenant x. 

Definition 6. Le feuilletage stratifie F sera dit (a)-regulier en x 
si pour toute suite {Yn} ~ U telle que limn Yn = x et telle que la limite 
limn Tyn Fyn existe on a : 

{ 

T C TxX si h < dim X 

limTynFYn = T E Gh ===> T = TxX si h =dim X 
n 

T J TxX si h > dim X. 

Le feuilletage F sera dit (a) -regulier sur X s 'il est (a) -regulier en 
tout point x E X. Enfin F sera dit (a) -regulier quand il est (a) -regulier 
sur toute strate X. 

Remarque 8. Si dimF =dim X= h, Fest (a)-regulier en x EX 
(resp. sur X) si et seulement si (resp. Vx EX) lim TyFy = TxX. 

y--+x 

Dans le cas d'un feuilletage induit par une submersion stratifiee, la 
notion de feuilletage (a )-regulier generalise la condition (a f) de Thorn : 
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Remarque 9. Une submersion stratifiee surjective, f : X ----> X 1, 

de corang constant h, verifie la condition (a!) de Thorn en un point x 
d'une strate X si et seulement si VY >X le feuilletage stratifie :F(f) = 
{f- 1(a 1 )}a'EA' est (a)-regulier en X. 

Preuve. Comme f est une submersion stratifiee de corang constant 
h, alors :F(/) = {f- 1(a 1)}a'EA' est un feuilletage stratifie de varietes 
lisses de dimension h. 

Done la condition (a f) de Thorn en x E X est valable si et seulement 
si la limite lim Tyf- 1(y 1) = TxX, i.e. si :F(f) est (a)-regulier en x. 

y-->x 
Q.E.D. 

D~Hinition 7. Le fibre tangent T :F a un feuilletage stratifie :F est 
le h-sous-fibre de TU des vecteurs tangents aux feuilles de :F, i.e. 

T:F = UyEU{Y} x TyFy . 

Soit :F un feuilletage stratifie (a)-regulier d'un voisinage ouvert U 
d'un point x d'une strate X et soit f : X ---->X 1 un morphisme stratifie. 

Definition 8. On dira que f est :F -semidifjerentiable en x si, pour 
chaque (x,v) E {x} x TxX ~ T(X n U) et V {(Yn,vn)}n ~ T:F telle que 
limn(Yn,Vn) = (x,v), on a aussilimnfY,.*y,(vn) = fx*x(v) ou, \in EN, 
Yn designe la strate de Eu qui contient Yn. De far; on evidente on definit 
la :F -semidifjerentiabilite sur X ( ou sur X n U) et sur X. 

La :F-semidifferentiabilite generalise la semidifferentiabilite et la 
regularite horizontalement-C1 . Si on note VY E E, {Y} le feuilletage 
trivial de la strate y on a evidemment: 

Remarque 10. La stratification E est (a)-reguliere (en x E UnX) 
si et seulement si chaque feuilletage trivial { U n Y} est (a) -regulier (en 
x E UnX). 

Proposition 5. Un morphisme stratifie f : X----> X 1 est semidifje
rentiable {en x E X) si et seulement si pour toute strate Y > X il est 
{¥}-differentiable {en x). 

Preuve. Si :F = {Y} alors T:F = UyEY{Y} x TyY = TY. Q.E.D. 

Soient U un voisinage ouvert de x E X dans A, :F = {Fy}yEu 
un feuilletage (a)-regulier de dimension dimFy =dim X transverse aux 
fibres de la projection 1rx du S.D. C. de X et V(:F) = {Vxy h:?:x la 
distribution d'espaces tangents aux feuilles de :F. 
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Proposition 6. Un morphisme stratifie f : X ~ X' est horizontale
ment-C1 en x par rapport a V(:F) = {Vxy }Y2:X, si et seulement s 'il 
est :F -semidifferentiable en x. 

Preuve. Si dim:F =dim X et si :Fest (a)-regulier alors la distribu
tion V(:F) := {Vxy h2:x definie W >X par Vxy(y) := TyFy est une 
distribution canonique sur U et le sous-fibre UyEU{Y} x Vx(y) coincide 
avec l'espace tangent T:F au feuilletage :F. Q.E.D. 

§3. Le cas du flot d'un champ releve. 

A partir de ce paragraphe, nous etudierons la regularite d'un flot 
continu contr6le obtenu par relevement aux strates superieures d'un 
champ de vecteurs defini sur un squelette de la stratification A. 

Soient X une stratification (c)-reguliere d'un sous-ensemble A <;;; !Rn, 
(x un champ de vecteurs sur une strate X de X ayant un flot global 
~x, ( = {(y }Y2:X le relevement continu contr6le de (x [MTh,2 sur un 
voisinage stratifie Tx et ~ = { ~Y }Y2:X son flot. 

Il est bien connu [Ma] que la seule hypothese de controle de ( = { (y} 
suffit pour que ~ : lR x Tx ~ Tx soit un prolongement continu de 
~x:!Rxx~x. 

Remarque 11. ~: lR X Tx ~ Tx est C 1 par rapport atE R 

Preuve. ( etant continu sur X, %t ~ = ( o ~ l'est aussi. Q.E.D. 

Considerons le relevement contr6le ( qui soit de plus continu [MT]2. 
Quelle amelioration de la regularite de~* =Uy2:X~Y* a-t-on par rapport 
aux variables autres que t E lR ? 

Fixons une strate X de X et le voisinage tubulaire Tx stratifie par la 
stratification Erx = {Txy }Y2:X induite de E. Notons, pour simplifier 
les notations, Tx =A, Erx = E et done tout Txy = Y. Fixons t E R 

L'homeomorphisme stratifie: ~t = Uy2:x~Yt : Tx ~ Tx a pour 
restriction a Y ;::: X une application lisse cpy = ~Yt : Y ~ Y (Y = 
Txy) qui a priori, se prolonge de maniere seulement continue sur le lieu 
singulier X <;;; Y. 

Soit {Yn}n <;;; Y une suite telle que limn Yn = X EX et limn Tyn Y = 
T. On va etudier la convergence de la suite des differentielles cpy*Yn : 
TynY ~ Ty;,Y oily~= cpy(Yn)· 

Soit 1rx : Tx ~X la projection du systeme de donnees de contr6le 
et soit Vx = {Vxy h2:x la distribution canonique relative a X [MTh,2· 
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Rappelons alors que le champ ( = { (y }y~x releve contr6le continu est 
defini sur toute strate Y > X par la formule: 

Fixons Xo E X. La stratification X etant ( c)-regum~re, la submersion 
stratifiee 1rx : Tx--> X admet pour un voisinage Ux0 de x0 dans X une 
trivialisation topologique locale, i.e. un homeomorphisme stratifie 

H: Ux0 X 7rx-1(xo)--> 7rx-1(Ux0 ) 

lisse sur les strates et qui est "l'identite" sur Uxo (H(p, x0 ) = p, V (p, x0 ) E 

JR.1 x xo =X. Ainsi, 7rx-1(Ux0 ) est structure par un feuilletage vertical 
V dont les feuilles sont les fibres de la projection 1rx et par un feuilletage 
horizontal1-l = 1-lxo supplementaire a V. Notons : 

V = {Ny = 7rx-1(7rx(y))}yE11"x-l(Uxol' 

1-l = {My0 = H(lR.1 X Yo)} E -1( ) · Yo 11"X xo 

Remarque 12. Le feuilletage 1-lxo est compatible avec la stratifica
tion de Tx. 

Remarque 13. L 'application ¢ = { qyy} est compatible avec le feuil
letage vertical V : 

qyy(Ny) = Ny' V y, y' E Yavec y' = qyy(y). 

Preuve. Grace a la condition de 1rx-contr6le, pour toute strate 
Y >X et \fy E Y, on a 7rXY*y((y(y)) = (x(7rxy(y)) ce qui equivaut 
a 7rxy(qyy(y)) = ¢x(7rxy(y)). Alors qyy preserve les fibres de 7rXY : 
Txy --> X (feuilles verticales dans Y) et on a : qyy(Ny) ~ Ny'. Par 
symetrie, on a aussi ¢"}}(Ny') ~ Ny et done qyy(Ny) = Ny'· Q.E.D. 

L'etude de la convergence des applications ¢Y*y: TyY--> Ty'Y peut 
alors etre separee selon les "composantes verticales" 

i.e. 
¢Y*yiker11"xY.y: ker1rxy*Y--> ker7rxY*y' 

qui sont !'application differentielle de 

¢YI11"xy- 1 (x) : 7rXY-1(x)--> 7rXY-1(x') 
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oil x = 7rxy(y) et x' = 7rxy(y') et les "composantes horizontales": 

Cependant ici deux precisions s'imposent : 

i) On ne peut pas considerer la convergence des restrictions aux 
feuilles horizontales de 7-l, ¢Y*yiTyMy : TyMy---> Ty'My'' car 1-l = {My}y 
n'etant pas necessairement (a)-regulier sur Ux 0 , la 7-l-semidifferentiabi
lite de ¢ = { 1/Jy }y pourrait ne pas avoir de sens. 

ii) On ne peut pas ecrire ¢Y*yi'Dxy(y): Vxy(y)---+ Vxy(y'), cat on 
n'a pas necessairement ¢Y*y(Vxy(y)) ~ Vxy(y'), 

On verra au §4 que la propriete ¢Y*y(Vxy(y)) ~ Vxy(y') est equi
valente a l'involutivite de la distribution canonique Vx = {Vxy }y::::x et 
au §5 que la (a)-regularite du feuilletage 1-l est la condition necessaire et 
suffisante pour que les flots des champs releves soient horizontalement
C1 et 7-l-semidifferentiables. De plus, sous !'hypothese d'involutivite de 
Vx on trouvera Vxy(y) = TyMy ce qui unifie les deux choix ci-dessus 
et permet d'obtenir la bonne regularite des flots stratifies. 

Depuis la proposition 2 §2 on a : 

Corollaire 1. S'il existe une strate Y et une suite {Yn}n con
vergente en un point x E Uxo telles que les restrictions verticales 
¢YI 7rxy-l(x) : 7rxy- 1 (x) ---+ 7rxy-1 (x') aient des differentielles non
bornees, alors le flot 1/Jy : Y ---+ Y releve de ¢x : X ---+ X n'est pas 
semidifferentiable en X (mais il peut etre horizontalement-C1 ). 

Une situation recurrente est par exemple celle de !'Escargot de Kuo 
(ci-dessous) oil le diffeomorphisme ¢YI 7rxy-l(x) transforme une fibre 
7rxy- 1 (x), a courbure inferieurement bornee en une fibre 7rxy- 1 (x1) 

a courbure arbitrairement grande. Ceci entraine une divergence de la 
norme des differentielles pour y ---> x [Wi] : pour toute suite {Yn}n ~ 
7rxy- 1 (x), la suite des normes {II¢Y*YniNYn ll}n n'est pas bornee. 

Example. (Escargot de Kuo). Soit A= XU Y ~ IR3 stratijie par 
X= "l'axe des x" et une strate 2-dimensionelle Y contenant une surface 
Y' obtenue d partir d'une spirale avec un enroulement infini autour de 
l'axe des x d'equation en coordonnees polaires du type p = h(8) (avec 
limo-+oo h( 8) = 0) dans un plan {X = 1} orthogonale d X en la reduisant 
le long de Ox jusqu 'a la contracter en un point x 0 = (0, 0, 0) (figure 1). 

En coordonnees cylindriques (x, p, 8), on peut representer le morceau 
enroule de Y par Y' = {(x, p, 8) E IR3 I p = g(x) · h(8), x E [0, 1[, 8 E 
[0, oo[ }. Selon les fonctions d'enroulement h(8) et de contraction g(x) 
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Fig. 1 

on peut obtenir des escargots (c) ou (b)-n§guliers (voir [Mu] pour plus 
de details) mais jamais (w)-n'iguliers [0Th,2. 

La "geometrie de la strate" Y a done des consequences im
portantes sur la nature (des normes) d'une suite de restrictions 
{ll¢hYnlker:rrxv.yJI}n· Precisons aussi que la differentielle d'un flot 
releve <fJy peut etre non bornee, meme quand y n'a pas de patholo
gies de courbure (voir [Kuo] pour un exemple de calcul explicite). 

Pour des stratifications Lipschitziennes, les relevements des champs 
peuvent etre obtenus avec des flots a derivees bornees [Pa] et grace aux 
propositions 4 et 6 : 

Proposition 7. Si X est une stratification Lipschitzienne admet
tant un S.D. C. alors ¢ = { <fJy }y est semidifferentiable en x E Ux0 si et 
seulement si ¢ = { <fJy }y est horizontalement-C1 en x E Uxo. 

Dans les prochaines sections nous considererons la convergence du 
flot ¢ = { <fJy }Y;:::x releve de ¢x le long des directions horizontales. 

§4. Le cas ou la distribution canonique est involutive. 

Des maintenant, toute extension controlee de champ de vecteurs 
sera considere obtenue par la methode du relevement continu dans la 
distribution canonique Vx [MTh,2,3, ceci aussi pour les champs vi et 
leurs flots <Pi qui definissent la trivialisation topologique H. 

L'involutivite d'une distribution canonique locale Vx = {Vxy}Y;:::x 
est suffisante pour que le feuilletage horizontal 

1t = 'Hxo = {My0 = H(Ux0 X Yo) 

soit (a)-regulier autour de xo (proposition 8 et corollaire 2). 
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Dans ce cas nous demontrons alors que tout flot releve 1>t = { c/Jy : 
Y---+ Y}Y>X est horizontalement-C1 (theoremes 3 et 4) sur Ux0 et meme 
7t-semidi~rentiable sur 7rx1(Ux0 ) (theoremes 5 et 6). 

Si dim X E {1, dim A- 1 }, l'involutivite de Vx est toujours verifiee 
et done les flots des champs releves dans Vx sont horizontalement-C1 sur 
Ux 0 (corollaires 3 et 4) et H-semidifferentiables sur 7rx1 (Ux0 ) (corollaires 
5 et 6). 

4.1. cjJ = { c/Jy : Y ---+ Y} est horizontalement-C1 sur X. 

Supposons qu'une distribution canonique Vx soit involutive dans un 
voisinage 7rx1 (Ux0 ) dans A. A. duPlessis et D. Trotman ont construit 
en 1994 un exemple montrant que ce n'est pas vrai en general. 

Notre probleme etant local, nous ne considererons que la stratifica
tion induite de Tx sur le voisinage 7rx1(Ux0 ) de x 0 dans A et identifierons 
alors Ux 0 avec X et 7rx~(Ux0 ) = 7rx1 (Ux0 ) n Y avec Y >X. 

D'autre part Uxo = X etant le domaine d'une carte on peut aussi 
supposer Uxo = R.1 X on-l et Xo = on. 

Rappelons que pour une stratification qui verifie une des conditions 
de regularite (c), (b), ou Lipschitz et dont les strates sont de classe Ck 
(k ::::: 2), l'homeomorphisme H de trivialisation topologique locale de la 
projection 1rx est obtenu de la maniere suivante. 

Soient E 1 , ... , E1 les champs de vecteurs constants sur R.1 x 0 = X 
et v1, ... , v1 les champs releves continus dans la distribution V x. 

Les champs Vi = Vi (y) etant controles, leurs flots cPl' ... 'cPl existent 
V t E JR., et 1' application 

H((t1, ... , t1), Yo)= cPl(tl, ... , cP1(t1, Yo) .. )= Y 

est un homeomorphisme stratifie lisse sur les strates. 
Vx etant involutive par hypothese, il existe un feuilletage horizon

tal 1t' = { M~ }y tel que les espaces tangents aux varietes integrales 
maximales sont precisement les espaces tangents a la distribution : 

Lemme 1. Si la distribution canonique Vx = {Vxy }Y>X est invo
lutive, Vi, j ::; l, [vi, v1] = 0 et en particulier les flats cPi com;;,utent entre 
eux. Reciproquement il est evident que [vi, Vj] = 0 Vi, j ::; l entraine 
l 'in volutivite de V x. 
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Preuve. Fixons Y > X et soit y E Y. 
Par definition les releves VI (y)' ... 'Vt (y) sont tangents a v XY (y)' et 

comme Vx est involutive pour tout i,j::; l alors [vi,v1](y) est tangent 
a Vxy(y). Done [vi, v1](y) coincide avec sa composante horizontale. 

Les champs {vh}h etant des reliwements 1rx-contr6les, 7rxy*(vh) = 
Eh 1::1 h ::; l, d'ou: 

done [vi,v1](y) E ker7rxy*Y' i.e. sa composante horizontale est nulle. 
Q.E.D. 

Proposition 8. Si Vx est involutive, alors les champs releves vi 
sont les images des champs canoniques par la trivialisation H : 

1::/i = 1, ... 'l. 

De plus le feuilletage integral}{ I tangent a Vx coincide avec le feuilleta
ge horizontal}{= {My0 = H(IR1 x yo)}yoE7rxv-l(xo) determine par H. 

Preuve. Fixons une strate Y >X et un pointy E Y (= 7rx~(Ux0 )). 
Il suffira de montrer que les espaces tangents aux feuilles TyM y et 

TyM~ coincident. 
Pour tout y = H(t1 , ... , it, y0 ) E Y la variete integrale horizontale 

My = My0 definie par H et passant par y passe aussi par y0 et done 
TyMy est engendre par les vecteurs {H*(t 1 , ... ,t1 ,y0 )(Ei) }i. 

En notant wi(Y) = H*(t 1 , ... ,t1 ,y0 )(Ei), 1::/i = 1, ... ,l on a: 

TyMy = TyMy0 = TyH(IRt x Yo) 

= H*(t 1 , ... ,t1,y0 )(1R1 X xo) = [w1(y), ... , Wt(Y)]. 

Par le lemme 1, les flots c/Ji commutent, et on peut ecrire (ou ($ 
signifie "omission de ¢") 

Alors pour tout i = 1, ... , l on a : 

Wi(Y) = :TIT=tic/Ji(T,c/Jt(tt, ... ,~, ... ,¢1(tl,YO) ... ) = 

vi(c/Ji(ti, c/Jt(tt, ... , ~' ... , c/J1(t1, Yo) ... )= vi(H(t1, ... , it, Yo))= vi(Y) 
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d'ou 

TyMy = [w1(y), ... ,wl(Y)] = [v1(y), ... ,vl(Y)]=Dxy(y) =TyM~. 

Q.E.D. 

Corollaire 2. Si Dx est involutive, H est (a)-regulier sur X. 

Preuve. De H = 'H 1 on deduit : 

Q.E.D. 

Theoreme 3. Si la distribution canonique Dx = {Dxy }y;::x est 
involutive, alors V Y > X le dijjeomorphisme c/Jy preserve les varietes 
integrales du feuilletage horizontal H, et V y E Y, y' = c/Jy (y), l 'isomorphi
sme c/Jy*Y: TyY--+ Ty'Y verifie cPY*y('Dxy(y) = 'Dxy(y') (i.e. preserve 
la distribution Dxy ), et se decompose en une somme directe : 

La matrice A(y) de l'isomorphisme ¢Z : Dxy(y) ---+ Dxy(y') par 
rapport aux bases a= {vi(Y) }~= 1 eta'= {vi(y') }~= 1 coincide avec la 
matrice A= A(x) de l'isomorphisme ¢x*x : TxX--+ Tx'X (x = 1Txy(y)) 
par rapport a la base { Ei}~= 1 . 

Preuve. Soient Y > X une strate, y E Y et (y le champ continu 
releve de (x sur Y. Comme (y est tangent a Dxy, il est (proposition 
1) tangent aux varietes du feuilletage 'H et chaque trajectoire de (y est 
contenue dans une unique variete integrale maximale. 

En particulier, My= My', cary'= c/Jy(y) = (<I>Y)t(y). 

La meme propriete etant verifiee pour tout couple de points z, z' = 
c/Jy(z) correspondant par c/Jy, pour tout z E My on a Mz' = Mz =My. 

Alors, 

et le diffeomorphisme c/Jy preserve les varietes integrales du feuilletage 
'H='H'. 

De meme en raisonnant sur ¢-y1 = (<I>y )-t on a c/Jy(My) =My. 
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Comme 

¢Y•y(Dxy(y)) = ¢Y•y(TyMy) = Ty' c/Jy(My) 

= Ty'My = Ty'My' = Dxy(y') 

les sous-espaces supplementaires Dxy(y') et ker?TxY•y' de TyY se 
preservent par ¢Y*y : TyY----> TyY, et on ala decomposition en somme 
directe : 

</>hffi</>" 
¢Y•y: Dxy(y) EB ker7TxY.y-------+ Dxy(y') EB ker7TxY.y'· 

Soit A(x) = A = (Aj) 'Sl (i = indice de colonne, j = indice de 
j'S,l 

ligne), la matrice de l'isomorphisme <I>x.x: TxX----> Tx'X dans la base 
canonique {Ei}~=l de JR1 x 0. 

Pour demontrer la formule de transformation 

l 

¢Y*y(vi(Y)) = 2::::: Ajvj(y') 
j=l 

'v'i = 1, ... 'l 

comme les deux membres sont (maintenant!) des vecteurs de Dxy(y') 
et comme 7TXY *Y' : Dxy (y') ----> JR1 x 0 = Tx' X est un isomorphisme 
[MTh,2, il suffit de verifier que 

En fait, on a 

l 

?Txy *Y (2::::: A)vj (y')). 
j=l 

l l l 

7TXY *Y' (2::::: Ajvj (y')) = 2::::: Aj1rxy *Y' ( Vj (y')) = 2::::: AjEj , 
j=l j=l j=l 

et grace a la condition de contr6le ce vecteur coincide avec 

l 

7TXY*y'(¢Y*y(vi(Y)) = ¢x.x(7TxY.y(vi(Y))) = ¢x.x(Ei) = 2:::::AjEj. 
j=l 

Q.E.D. 

Theorerne 4. Si la distribution canonique Dx = {Dxy }y;:::x est 
involutive, alors le flat ¢ = { c/Jy : Y ----> Y}y;:::x (a l 'instant t E JR) est 
horizontalement-C1 sur X = Ux 0 • 
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Preuve. Soit Y > X une strate et { (Yn, vn) }n ~ TY une suite de 
vecteurs Vn sans composante verticale, i.e. 

v~ = 0 et Vn = v~ E VxdYn). 

Par continuite de !'application ¢ = Uy2':x¢Y : UY2>:X Y ~ Uy2':x Y 
on a ¢Y(Yn) ~ ¢x(x), et il suffit de montrer que : 

Notons A(yn) = [¢Y *YJ la matrice du theoreme 3 et utilisons les 
notations analogues pour A(xn), Xn = 7rxy(Yn) E X. Notons aussi 
A(yn)i et A(xn)i leurs i-emes colonnes. 

Les releves canoniques vl(Yn), ... , Vt(Yn) etant une base de Vxy(yn) 
on peut ecrire Vn = L::~=l A.ivi(Yn) pour des A.i E lR convenables. 

Pour v E IR1 x 0, notons v = L::~=l >.iEi avec >..1, ... , >.t E R Les 

champs de vecteurs vi etant des releves continus de champs canoniques 
Ei on a: 

En notant M · W = L::~=l Jl.iWi par le produit d'un k-uplet de 
scalaires M = (JJ.t, ... , Jl.k) et un k-uplet de vecteurs W = (w1 , ... , Wk) 
on peut ecrire : 

l l 

¢Y*yjvn) = 'L:>i¢Y*yjvi(Yn)) = L:>i[¢Y*Ynf.(vl(Yn), ... ,vt(Yn)) 
i=l i=l 

qui grace au theoreme 3 coincide avec 

l 

L:>r [¢x *xJ i · (v1 (Yn), ... , vt(Yn)) 
i=l 

et done on deduit que : 

l 

lim if;y*Y (vn)= lim "'>.i[¢x*x ]i·(vl(Yn), ... ,vt(Yn)). 
n-+oo ·n n-+oo ~ n 

i=l 
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Alors on peut conclure que : 

l 

nl~~ c/Jy *Yn (vn) = 2::: Ai [¢x *xr · (E1, ... , Et) 
i=l 

l 

= 2::: .Ai¢x *x(Ei) = ¢x *x(v), 
i=l 

car limn ¢x *x = ¢x *x, lim (.Af, ... , .Af) = (.A1, ... , .At), et les champs 
n n---+oo 

releves canoniques Vl' ... , Vt de El, ... , Et verifient 

Q.E.D. 

Corollaire 3. Si dim X = 1, toute distribution canonique locale 
au globale Dx est involutive. Done tout relevement continu controle 
( = { (y }Y> x d 'un champ de vecteurs (x defini sur une strate X de 
dimension l a un flat ¢ = { c/Jy : Y ----+ Y}y;::x horizontalement-C1 sur X. 

Corollaire 4. Si dim X = dim A - 1, la distribution canonique 
globale Dx est involutive. Done tout relevement continu controle ~ = 
{ ~Y h::::x d 'un champ de vecteurs ~x a un flat ¢ = { c/Jy : Y ----+ Y}y;::x 
horizontalement-C1 sur X. 

Preuve. Si dim X = dim A - 1, alors, par (c)-regularite de la strat
ification, chaque systeme de donnee de controle T = { (Tx, nx, px)} ad
met une seule distribution canonique Dx = {Dxy }Y>x, qui s'obtient 
en prenant Dxy(y) = ker pxy*Y pour toute Y >X. 

Une telle distribution canonique globale Dx est necessairement 
integrable sur Tx tout entier, admettant comme varietes integrales max
imales les hypersurfaces de niveaux {p:X~(pxy(y)}y de PxY : Txy ----+ 

[0, oo[. Le resultat decoule alors du theoreme 4. Q.E.D. 

4.2. 'H-semidifferentiabilite de ¢ = {¢y h>x· 
Dans cette section, nous ameliorons les resultats du 4.1 en demon

trant que le flot ¢ = { c/Jy : Y ----+ Y}y;::x d'un champ ~ = { ~Y h::::x 
releve continu controle dans une distribution canonique Dx involutive 
est F-semidifferentiable par rapport au feuilletage horizontal'}{ = {My = 

H(y0 x lR1)}yE7rxl(xo) de n:X1 (Ux 0 ), i.e. il est 'H-semidifferentiable. 

Ceci signifie qu'etant donnee une strate Z > X et une suite { (zn, vn) }n 
<;;; TZ convergeant en un point (y, v) E TY, ou Y est une strate telle que 



294 C. Murolo et D. J. A. Trotman 

Z > Y >X on a limn c/Jz*Zn (vn) = cpy*y(v), au moins pour les suites Vn 
"horizontaux par rapport a X" (X -horizontaux), i.e. : Vn E Dxz(zn)· 

Avec les memes hypotheses et notations qu'aux theoremes 3 et 4 : 

Theoreme 5. Pour toutes Z > Y >X et V z E Z = Txz nTyz en 
natant z' = c/Jz(z), y = 7ryz(z) et y' = 1ry(z') = cpy(y'), la matrice A(z) 
de l'isomorphisme restriction cpz*zl : 'Dxz(z) ~ 'Dxz(z') par rapport 
aux bases az = {vi(z) }i eta~, = {vi(z') }i coi"ncide avec la matrice 
A= A(y) de l'isomorphisme restriction cpy*YI : 'Dxy(y) ~ 'Dxy(y') par 
rapport aux bases canoniques ay = {vi(Y) }i eta~,= {vi(y') }i. 

Preuve. Grace au theoreme 4, 'Dx = {'Dxy }Y>X etant involutive, 
on a bien deux isomorphismes de restriction 

c/Jz*zl : 'Dxz(z) ~ 'Dxz(z') et c/Jy*YI : 'Dxy(y) ~ 'Dxy(y'). 

En natant A= (Aj) i~l, la these s'obtient en demontrant la formule: 
j$;l 

l 

(*)z : c/Jz*z(vi(z)) = L:A;vj(z') 
j=l 

i = 1, ... 'l. 

La distribution canonique Dx est (par construction) multicompati
ble avec une distribution canonique 'Dy = {'Dyz}z>Y ([MT]2, Proposi
tion dans §5) , c.a.d. 'Dxz(z') ~ 'Dyz(z'). 

L'application 7ryz*z' : 'Dyz(z') ~ Ty'Y etant un isomorphisme, 
'Dxz(z') se projette isomorphiquement sur un sous-espace vectoriel de 
Ty' Y. Ce sous-espace est, grace aux conditions de controle, precisement 
'Dxy(y'), et done on a l'isomorphisme de restriction 

7ryz*z'l : 'Dxz(z') ~ 'Dxy(y'). 

et la preUVe de ( *) Z deCOUlera l' egalite deS deUX images Via 7ry Z *Z' : 

l 

7rYZ*Z'(cpz*z'(vi(z'))) = 1rYZ*Z' (L A;vj(z')). 
j=l 

En fait, comme c/Jz est 7ry-contr6le et vi(z) est le 7ryz-releve contr6le 
de vi(Y) on a: 
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et de fa<;on analogue on trouve : 

l l l 

7ryz*z' (L Ajvj(z')) = L Aj7ryz*z' (vj(z'))= L Ajvj(y') . 
j=l j=l j=l 

On conclut alors car l'involutivite de Vx (theoreme 1) entraine 

l 

cPY*y(vi(Y)) = L Ajvj(y') 
j=l 

i = 1, ... 'l. 

Q.E.D. 

Proposition 9. Si Vx = {Vxy h>x est involutive, le feuilletage 
1i ={My= H(yo x IR1)} est (a)-regulie;: sur 7rx1 (Ux0 ). 

Preuve. Soit Y >X une strate et fixons une strate Z > Y. 
Pour tout z E Z = Tyz, par l'involutivite de Vx et la proposition 

1 on a: TzH = TzMz = Vxz(z). 
La distribution canonique etant continue sur Y = Txy, V y' E Txy 

on a 

lim Tz1i = lim Vxz(z) = Vxy(y') 
z----+y' z----+y' 

et comme Vxy(y') <;;;; Ty'Y, on deuit la (a)-regularite de 1i sur Y. 
Q.E.D. 

Theoreme 6. Si Vx = {Vxy h>x est involutive et si 1i = 1ix0 = 
{My = H (Yo x IR1) }y designe le feuillet~ge defini sur le voisinage 1r x 1 ( U xo) 
par la trivialisation topologique de la projection 1r x : T x ----+ X, alors le 
fiat releve ¢ = {c/Jy: Y----+ Y} est H-semidifferentiable sur 7rx1(Ux0 ). 

Preuve. Pour que la notion de H-semidifferentiabilite ait du sens 
il faut que le feuilletage 1i so it (a )-regulier et ceci est assure par la 
proposition 9 ci-dessus. 

En consider ant alors une suite { ( Zn, Vn)} E TH (y, v) E {y} x Ty 1i <;;;; 

TyY, la preuve est analogue a celle du theoreme 4. En fait, comme 
Vn E Tzn 1i = TznMzn = Vxz(zn) et ce dernier est engendre par les 
releves canoniques v1 (zn), ... , vz(zn), nous pouvons ecrire 

l 

Vn = L >.fvi(zn) pour des>.]_', ... , >.j E IR convenables, Vn EN. 
i=l 
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De meme, comme v E Ty'H = TyMy = Vxy(y) et que ce dernier 
est engendre par les vecteurs canoniques releves v1 (y), ... , vz (y) on peut 
egalement ecrire : 

l 

v = L AiVi(Y) pour des )..1, ..• , )..z E ~ convenables. 
i=l 

Les reltwements vi(z) etant continus sur y de lim vi(Zn) = Vi(z) 
Zn-+Y 

on a: 
(1) : lim ()..f, ... ,)..r) = ()..I.···,)..z). n--+CX> 

En notant alors V n E N, Yn = 7ry z ( Zn), et en utilisant des notations 
analogues a celles du theoreme 2 pour les matrices (et leurs i-colonnes) 

A(zn)i ~ [c/>z*zJi 

A(yn) = [cf>y *YJ 

A(yn)i = [cf>Y*yJi 

A(y) = [cf>y*YI] 

A(y)i = [cf>y *Yr 

on peut ecrire : 

l l 

c/>z*zjvn) = L )..icf>z*zJvi(zn)) = L )..i [c/>z*znr·(vl(zn), ... , vz(zn)) . 
i=l i=l 

Par le theoreme 3, les deux matrices suivantes coincident : 

et on a: 

l 

c/>z *Zn (vn) = L Ai [cf>y*Ynlt · (vl (zn), · · ·, vz(zn)) 
i=l 

et 
l 

lim c/>z*z (vn) = lim "")..i [cf>y*Ynlf · (vl(zn), ... , vz(zn)). 
n-+oo n n-+oo L,_; 

i=l 

Finalement, par la continuite des releves vi(zn) qui convergent vers 
les champs vi(Y) quand Zn ---+ y, la relation de limite (1) et la relation 
limyn--+y[c/>y*Ynl] = [cf>y*YI] (car cj>y: Y---+ Y est lisse), on conclut que: 

l 

nl!_.~ c/>z*zjvn) = L )..i[cj>y *Y]i · (v1(y), ... , vz(y)) 
i=l 

l 

= L Aic/>Y *Yvi(Y) = cf>y *Y(v). 
i=l 
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Q.E.D. 

Comme pour le cas horizontalement-C1, en ameliorant les corollaires 
3 et 4 on trouve: 

Corollaire 5. Si dim X = 1, toute distribution canonique locale 
ou globale Vx est involutive. En particulier tout flat ¢ = { cpy : Y -> 

Y}Y>X obtenu a partir d'un relevement continu controle d'un champ de 
vecteurs (x defini sur une strate X de dimension 1 est 7-l-semidifferenti
able sur X. 

Corollaire 6. Si dim X = dim A - 1, la distribution canonique 
globale Vx est involutive. Done tout relevement continu controle ~ = 

{ ~Y h2':X d 'un champ de vecteurs ~x a un flat ¢ = { cpy : Y -> Y}y2':x 
7-l-semidifferentiable. 

Preuve. Si dim X = dim A - 1 la distribution canonique Vx est 
unique (comme on l'a vu au corollaire 3), globalement definie sur Tx 
et integrable, car VZ > X elle coincide avec Vxz(y) = ker pxz*Y" 
De plus, le feuilletage 7-l a pour feuilles les hypersurfaces de niveaux 
{P.Xb(Pxz(y)}y de la fonction distance PxY : Txz-> [0, oo[. 

Comme dimX = dimA- 1 et Z >X, on a dimZ = dimA, et 
done il n'existe aucune strate Y verifiant Z > Y > X. Le flot ¢ = 

{ cpy : Y -> Y} est alors 7-l-semidifferentiable si et seulement s'il est 
horizontalement-C1. Q.E.D. 

4.3. Quelques caracterisations de l'involutivite de Vx. 

Le domaine de la trivialisation H de la projection 1rx : Tx ->X est 
le produit JR1 x 7rx 1 (x0 ) dont la projection ( verticale) sur JR1 corresponde 
via H a 1rx. De meme, l'homeomorphisme H induit une projection 
horizontale 1r1 correspondant a la projection pr2 sur 7r X 1 ( Xo) : 

JRz x 7rxl(xo) H 
1rx1 (Uxa) ----> 

pr21 1 n' 

7rx1(xo) 
HI -1( )=id rrx xo 

7rxl(xo). 

Les deux feuilletages (horizontal et vertical) triviaux transverses 
de JR1 x 7rx1 (x0 ) induisent via H deux feuilletages transverses dans 
1rx1 (Ux 0 ): le feuilletage horizontal que nous avons note 7-l et le feuil
letage vertical, ayant pour varietes integrates les fibres de la projection 
1rxy (H etant contr6lee), que nous avons precedemment note V au §3. 
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Sur toute strate Y > X, les traces de 7-l et V induisent deux 
feuilletages transverses, 7-{y et Vy, dont les feuilles (My, rrxy- 1(x)) se 
coupent en un unique point {Yx} = Mynrrxy- 1(x). Ce point Yx a pour 
variete integrale verticale Ia fibre de rrxy passant par Yx, et pour variete 
integrale horizontale Ia fibre My de rr'. 

Lemme 2. Pour tout Y > X, et y E rrxy(Ux0 ), la projection 
horizontale rr' envoie la variete integrate horizontale My sur le point ou 
elle rencontre la fibre rrxy- 1 (xo) 

rr': rrx1 (Ux0 ) ~ rrx1 (xo), 

rr'(My) =My n rrxy- 1 (xo) =Yo ou y = H(t1, ... , t1, Yo). 

Done, les feuilles de 7-l coincident avec les fibres de la projection 
horizontale rr'. 

Definition 9. Un champ de vecteurs ( sur Y sera dit controle par 
rapport a la projection 11"1 si pour tout y, y' E Y dans la meme fibre de 
rr', on a : rr:y ( ((y)) = rr:y' ( ((y')). 

Ceci est valable si et seulement si il existe un champ de vecteurs "' 
tangent a rrx1(xo) tel que rr:y(((y)) = ry(rr'(y)), Vy E rrx1(Ux0 ). 

Un tel champ sera alors note par ry(y0 ) = rr:y(((y)), y etant un point 
arbitraire de Ia fibre rr'- 1 (yo). 

Theoreme 7. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

1) Dx = {Dxy }y~x est une distribution involutive dans rrx1 (Ux0 ). 

2) Pour tout relevement continu controle ( = {(y }y~x d'un champ 
de vecteurs (x sur X, et V Y > X, 

Vy,y' = c/Jy(y) E Y 

et en particulier on ala decomposition en somme directe ¢Y*y = ¢htfJ¢v. 

3) Pour tout champ (x sur X, le relevement continu controle ( = 
{ (y }y~x du champ (x dans Dx est controle par rapport a la projection 
horizon tale rr' et on a rr: ( ( y) = 0. 

4) [vi, vi] = 0 pour tout i,j = 1, ... , l. 

Preuve. (1 {=} 2). Voir les preuves des theoremes 3 et 4 au §4.1. 

(1 = 2 => 3). Soit Y > X. 
Par hypothese d'involutivite, V y = H(t1, ... , t1, Yo) E Y on a 

Dxy(y) = TyMy0 , par definition du relevement canonique (y(y) E 

Dxy(y), et alors (y(y) E TyMy0 = kerrr:y· Done rr:y((y(y)) = 0. 
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(3 ==? 4). Par hypothese, chaque relevement Vi (du champ canonique 
Ei), est 1r'-contr6le: 11"~y(vi(Y)) = 11"~Yo(vi(Yo)) = 0. 

Done 11"~y([vi,vj]) = [11"~y(vi),11"~y(vj)] = 0, i.e. les crochets de Lie 
[vi,vj](y) E ker1r~y sont tangents au feuilletage horizontal ker1r~y· 

D'autre part, par la condition de 7rx-contr6le on a : 

et done [vi,vj](y) E ker1rxy*Y est un champ vertical. 
Par transversalite et complementarite de dimension on conclut alors: 

(4 {::} 1). C'est le lemme 1 au §4.1. Q.E.D. 

§5. Cas general : Vx non necessairement involutive. 

Notons 7rx1(Ux0 ) = W par simplicite. 
Dans ce paragraphe, on montre que si la distribution canonique 

Vx = {Vxy }y~x n'est pas integrable, la (a)-n3gularite du feuilletage 
horizontal 'H.= {My }yEw (condition necessaire mais pas suffisante pour 
l'involutivite de Vx) peut alors rem placer }'hypothese d'involutivite de 
Vx en vue d'obtenir des flots releves et de fa<_;on plus generale des mor
phismes stratifies horizontalement-C1 et 'H.-semidifferentiables. 

La distribution canonique Vx introduite dans [MTh,2 est "cano
nique" dans le sens ou elle verifie des proprietes importantes obtenues 
dans [MT]t,2, mais elle n'est pas univoquement determinee et depend 
du S.D.C. considere et d'une partition de l'unite. 

La distribution V'x = V('H.) tangent au feuilletage 1t = {My}yEw, 
i.e. : 

ne coincide pas en general avec Vx (sauf quand Vx est integrable) et 
verifie toutes ces conditions de [MT]t,2, sauf eventuellement la condition 
de continuite. D'autre part, la (a)-regularite du feuilletage local 1t = 
{My}yEw equivaut ala continuite de V'x sur Wet done, si 1t est (a)
regulier, V'x peut etre reinterpretee comme une distribution canonique 
locale definie dans le voisinage W de x0 dans X. 

La difference par rapport aux resultats du §4, ou Vx est supposee 
involutive, est que maintenant nous trouvons des flots de champs releves 
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qui sont horizontalement-C1, non plus par rapport a Dx, mais par rap
port a D'x. Cela signifie en particulier que no us devons rem placer les 
champs ( = {(y h2x et les flots ¢ = {¢y h2x precedents (releves 
dans D x) respectivement par les champs ~ = { ~Y }Y> x et les flots 
'ljJ = { 'l/Jy }Y2X correspondants releves sur le feuilletage 1i (i.e. sur 
D'x). Grace ala (a)-regularite de 1i, le releve ~sera (de meme que 
() un relevement continu et controle de (x (mais, ne disposant pas de 
l'involutivite de Dx 3 , ~ ne co1ncidera pas avec(, ni 'ljJ avec¢). 

5.1. Regularite horizontalement-C1 • 

Avant d'enoncer les theoremes de regularite des morphismes strat
ifies soumis a !'existence d'un feuilletage (a)-regulier, precisons que A. 
du Plessis et D. Trotman ont verifie en 1994 que, meme dans le cas 
d'une stratification (b)-reguliere, une distribution canonique n'est pas 
necessairement involutive. 

Conjecture (D. Trotman, 1993). Toute stratification (b)-reguliere 
admet localement une distribution canonique involutive (et done un feuil
letage horizontal (a) -regulier). 

Une telle propriete pourrait aussi avoir lieu pour des stratifications 
(c)-regulieres. 

Theoreme 8. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

1) Le relevement controle ~ = { ~Y : Y ----+ Y}y> x tangent a 'H = 
{My }yEw de tout champ de vecteurs ~x sur X est c;ntinu sur Uxo eta 
un flat 'ljJ = { 'l/J~ h2x, horizontalement-C1 sur Ux0 • 

2) Les relevements controles Wi tangents a 1{ = {My}yEW des 
champs canoniques Ei sont continus sur Ux 0 pour tout i = 1, ... , l, et 
ont des flats 'l/Ji = { 'l/J~y : Y ----+ Y}Y2X horizontalement-C1 sur Ux0 • 

3) L 'homeomorphisme de trivialisation topologique de la projection 
1rx : Tx----+ X, 

H: JR.1 X 7r_X1 (xo)----+ 7r_X1 (Ux0 ) 

est horizontalement-C1 sur JR.1 x {x0 }. 

4) lim H*(t 1 , ... ,t1 ,y0 ) (Ei) = Ei, 'V X E X 
(tl, ... ,tt,Yo)->x 

1' ... ' l ; 

5) Le feuilletage horizontal1i = {My}yEW induit par H est (a)
regulier sur Uxo (i.e. il verifie la conjecture de Trotman sur Uxo) . 

3Ce qui assurerait que Vx = V'x comme on l'a vu au §4. 
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Le Iemme suivant est necessaire : 

Lemme 3. Chaque champ wi(Y) = H*(t 1 , •.. ,tz,yo)(Ei) est l'unique 
relevement controle du champ canonique Ei tangent aux feuilles du feuil
letage horizontal H. 

Preuve. Les champs Vj(Y) etant les rel€wements controles dans 
Vxy(y) leurs flots ¢j = {if;jy: Y ~ Y}y~x sont aussi controles et 
verifient v j :::; l : 

et ¢jx*x = idr,x = id!R.z car chaque ¢3x est le flot "identique" du 
champ E3 sur X. 

La trivialisation H definie par compositions des ¢3 est alors 
controlee et on a 

1l'XY*y(wi(Y)) = 1l'XY*YH*(t1, ... ,tz,y0 )(Ei) 

= H*x1l'XY *Y(Ei) = id!R.z (Ei) = Ei . 

Chaque wi(Y) est done 7l'x-contr6le et de maniere similaire il est 
p x-controle. 

Pour tout y = H(tt, ... , tt, Yo), en considerant le diffeomorphisme 
restriction de H, Hl'R.l xyo : IR1 x {Yo} --=-. H(IR1 x Yo), a Ia variete integrale 
My =My0 = H(IR1 x Yo) on a: 

Wi(Y) = H*(t 1 , ... ,t1 ,y0 )(Ei) = [HJJR.lxyoL(h, ... ,t1,yo)(Ei) 

et done chaque wi(Y) est tangent a Ia feuille horizontale My de 1-l. 
En conclusion, pour tout Y > X, si y E Y on a 

ou par transversalite et complementarite de dimension dans TyY, !'inter
section 1l'XY;;y1y(Ei) n Ty H(IR1 X Yo) se reduit alors a un unique vecteur. 

Q.E.D. 

Preuve {du theoreme 8}. (3 <=} 4). Considerons le domaine de H 
muni de Ia stratification produit de IR1 et de 7l'_K1 (x0 ): 

et considerons sur IR1 x 7l'_K1(x0 ) le S.D.C. induit par l'homeomorphisme 
stratifie H. 
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Si A= JR1 x {x0 }, alors toute strate B >A de 1R1 x 7rx1 (xo) est du 
type B = JR1 x 7rx~(x0 ) avec Y >X, et on a une distribution canonique 
evidente VA= {VAB}B~A: 

sur JR1 X 7rx1 (xo) relative ala Strate A. 
Alors V AB(t1 , ... , tz, y0 ) = [E1, ... , Ez] et tout vecteur horizontal 

tangent a B est une combinaison lineaires de E1, ... , Ez et done H est 
horizontalement-C1 par rapport a v A si et seulement si : 

Par !'identification Uxo = JR1 X on-l' la restriction HA de H a A 
coincide avec l'identite de la strate A= 1R1 x {xo}. Done HA*x(Ei) = Ei 
et on conclut grace a (*). 

(4 {'} 5). Grace au lemme 3, les champs de vecteurs images 

HB*(t,, ... ,t1 ,y0 )(Ei) ou y=H(h, ... ,tz,y0 ), Vi=l, ... ,Z 

coincident avec les champs wi (y) releves controles sur le feuilletage H = 
{My }yEW· 

Or, les feuilles My = H(JR1 x y0 ) ont pour espaces tangents 

TyHy = TyMy = H*(t 1 , ... ,t 1 ,y0 )(JR1 X 0) 

= [ { H*(t,, ... ,tl,Yo)(Ei) L:s:zl = [{wi(y)}i::;z] 

et done 4) est valable si et seulement si V x E A et Vi :::; l : 

lim H*(ft, ... ,t1,y0 )(Ei) = Ei {'} lim wi(Y) = Ei 
(t,, ... ,tl,yo)->x y->x 

{:} lim TyHy = JR1 x 0, 
y->x 

i.e. si et seulement si H est (a)-regulier sur X= Uxo = JR1 x 0. 

( 4 = 5 =? 1). Comme H est (a)-regulier sur U xo, V 'x est alors 
continue sur X = Uxo et une distribution canonique relative a la strate 
X. 

En admettant comme feuilletage H, V'x est integrable et done par le 
lemme 3 les releves des champs canoniques Ei dans V'x sont les champs 
Wi continus sur X. 

De meme, pour tout champ de vecteurs ~x sur X, son releve ~ = 
{ ~Y }y;:o:x tangent a H, coincide avec le releve canonique de ~x dans V'x 
qui est continu sur X. 
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On conclut alors, grace au theoreme 4 du §4.1, que son flot (a tout 
instant t E IR) '¢ = {'1/Jir: Y ~ Y}y~x est horizontalement-C1 sur X. 

(1 ==? 2). C'est evident en considerant wi(Y) comme relevement de 
~X = Ei, pour tout i = 1, ... , l. 

(2 ==? 4). Les champs de vecteurs WI, .•. , w1 coincident (Iemme 3) 
avec les relevements contr6les tangents a 1i. et 

Par hypothese, w1, ... , w1 etant continus sur X on a lim wi (y) = Ei. 
y-+x 

Done: limTy'H.y = lim[wl(y), ... ,wl(Y)] = [E1, ... ,Ei] =TxX. 
y-+x y-+x 

Q.E.D. 

La remarque ci-dessous est elementaire. 

Remarque 14. Le feuilletage 1i. est (a)-regulier sur X = Uxo si et 
seulement si le morphisme stratifie de projection horizontale 1r1 

verifie la condition (a f) de Thom sur X = u Xo. 

Nous introduisons maintenant la notion d'application 7r1-contr6lee 
resumant les proprietes essentielles qui nous ont permis de demontrer les 
theoremes de regularite horizontalement-C1 et 17.-semidifferentiabilite 
des flots des champs releves du §4.1 et §4.2. Ceci permettra d'obtenir 
des theoremes analogues pour des morphismes stratifies plus generaux. 

Le feuilletage horizontal 'H.= 'Hxo n'est pas intrinseque car il depend 
de xo E X "centre" de la trivialisation H et de l'ordre de composi
tion des flots ¢1, ... , ¢1 qui definissent H (mais si Vx est involutive, 
1i. devient intrinseque !). Par consequent, la projection horizontale 
1r': W = 1fx1(Ux0 ) ~ 1fx1(xo) n'est pas intrinseque non plus. 

Definition 10. Soient f = {Jy }y : X ~ X' un morphisme 
stratifie, X E E, x 0 E X, X' E E' la strate telle que f(X) <;;;; X', 
x~ = fx(xo), W = 1fx1 (Ux 0 ) et W' = 1r_x~(U~, ). 

0 

On dira que f est 1r1-controle (par rapport aux feuilletages horizon-
taux 1i. = {My}yEw de A et 11.' = {M~}y'EW' de A') si pour toute 
feuille My E 17., on a JY(My) <;;;; My' ou y' = Jy(y) (i.e. si f envoie 
chaque feuille horizontale de 1i. dans une feuille de 11.' ). 
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D'apres le Iemme 2 du §4.3, My= 1r1x~Crrxy(y)) et done fest 7r'
controh~ si et seulement s'il verifie Ia condition de contr6le horizontale 

VyEY et VY2:X. 

Le theoreme 9 etend a des morphismes stratifies plus generaux les 
resultats du §4.1. 

Theoreme 9. Soit f = {Jy }YE:E : X ---+ X' un morphisme stratifie 
contr6te entre deux espaces stratifies (c) -reguliers X et X'. 

Soient 1i = {My}yEw et 1{' = {My'}y'EW' deux feuilletages strat
ifies respectivement du voisinage W = 7rx1(Ux0 ) de xo E X dans A et 
du voisinage W' = 7rx~(U~,) de x~ = f(xo) EX' dans A'. 

0 

Si 1i et 1{' sont (a)-reguliers sur Uxo et U~& et si f est 1r1 -contr6le 

par rapport a 1{ et 1{ I' alors f est horizontalement-C1 sur Uxo. 

Preuve. Supposons A ~ Rn, A' ~ Rm et considerons les distribu
tions tangentes aux feuilletages 1i = {My}yEw et 1{' = {My'}y'EW', 
definies localement sur W et W' par : 

Dx = D(1i) Dx = {Dxy }y~x Dxy(y) = TyMy 

Comme 1i et 1i' sont deux feuilletages stratifies de dimensions 
dim 1{ = dim X et dim 1{' = dim X', les feuilles My E 1i et My' E 1i' 
sont transverses aux projections 1rx et 7rX', contenues dans les fibres 
des fonctions distances px et PX', et 1i et 1i 1 sont (a)-reguliers sur Ux0 

et sur U~,, alors Dx et Dx' definissent deux distributions canoniques 
0 

locales relatives respectivement aux strates Uxo et U~, deW et W'. 
0 

Fixons une strate Y 2: X de E. Soit Y' 2: X' la strate de E' 
contenant Jy(Y), et pour tout y E Y notons y' = f(y) E Y'. 

Comme f = UzEEfz est 7r1-controlee par rapport aux feuilletages 1i 
et 1-l' nous avons fy(My) ~My' et done pour tout y E Y !'application 
fy*Y : TyY---+ Ty' Y' verifie 

Or, fest 1r-controlee d'ou fy(ker7rxY*y) ~ ker7rx'Y'*Y' et fy*Y se 
decompose en somme directe 
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Soit p E Ux0 et p' = f(p). 
Afin de montrer que f est horizontalement-C1 en p, Uxa et U', etant 

Xo 

des domaines des systemes de coordonnees locales de X et X', on prend 
Uxo = IR1 X on-l et U', = JR1' X om-!'. 

Xo 

Notons alors a = (E1, ... , El) le champ de reperes constants coor-
donnees de Uxo et ay = (vi(y), ... ,vl(Y)) les champs de reperes releves 
continus controles dans Vx. 

De meme considerons les champs de reperes a' = (E~, . .. , Ef,) et 
ay' = (v~(y'), ... ,vf,(y')) et pour tout yEW notons x = 1l'xy(y). 

Comme fest 11'-controlee, on a l'egalite: 

1l'X'Y'*Y' fy *Y = fx *x1l'XY *Y \fyEY et VY>X 

grace a laquelle il est facile de verifier que la matrice A(y) qui represente 
!!;' : Vxy(y) ~ Vx,Y'(Y') par rapport aux bases ay = {vi(Y) }i=l et 

ay' = {vj(y') };=l coincide avec la matrice A = A(x) = (A;)i,j qui 
represente !'application lineaire fx*x : TxX ~ Tx,X' par rapport aux 
bases canoniques a= (E1, ... , E1) eta'= (EL ... , Ef, ). 

Cela s'obtient, comme pour le theoreme 3 dans le §4.1, en observant 
l' . 

que Vi= 1, ... , lles deux vecteurs !Y*y(vi(Y)) et Lj=O Ajvj(y') appar-
tiennent a Vx'Y' (y'), qu'ils ont la meme image via la restriction de la 
projection 1l'X'Y'*Y'I : Vx'Y'(y') ~ Tx'X' et que cette derniere est un 
isomorphisme car Vx, est une distribution canonique. 

La preuve suit alors d'une repetition formelle de celle du theoreme 
4 du §4.1 grace ala continuite en p' = f(p) des relevements canoniques 
(v~, ... ,vf,) dans Vx'· Q.E.D. 

On a vu au §2 que si les projections d'un S.D.C. d'une stratification 
(A,~) sont des applications C 1, alors toute application controlee f : 
(A,~) ~ M a valeurs dans une variete M est semidifferentiable. Side 
plus !'application est une submersion propre, le 1 er Theoreme d'isotopie 
de Thom dit alors que !'application fest une fibration topologiquement 
localement triviale (voir par exemple [Ma]). 

Notons VE > 0, u~o = {x E Uxo I d(x,X- Uxo) > E}. 
Si 8 note le diametre de Ux0 , alors pour E suffisamment petit et < 

1/28, U~0 est un ouvert verifiant UJ:0 <;;;; Ux0 , qui est encore un voisinage 
de x0 dans la strate X E ~ et un domaine d'un systeme de coordonnees 
locales au tour de xo. 

Les theoremes 8 et 9 permettent de montrer que toute stratification 
(c)-reguliere verifiant autour d'un point Xo }a conjecture du feuilletage 
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(a)- regulier admet un isomorphisme de trivialisation topologique locale
ment horizontalement-C1 (pour la preuve ici omise voir [Mu]). 

Theoreme 10. (1 er theoreme d'Isotopie horizontalement-C1 ). 

Soit X = (A, I:) une stratification (c)-reguliere, X E I: et xo EX 

un point admettant un feuilletage 1i={My}yEW, (a)-regulier sur Ux 0 du 
voisinage W=7rx 1 (Ux 0 ) de xo dans A. 

Soit f : (A, I:) ___, M une submersion stratifiee propre a valeurs dans 
une variete lisse. Pour tout m 0 E M, pour tout domaine d'un systeme 
de coordonnees locales Umo de mo dans M et pour tout u~() <;::: UX()) il 
existe alvrs un homeomorphisme stratifie 

horizontalement-C1 sur Umo X [f- 1(mo) n u~oJ' et l'homeomorphisme 
stratifie reciproque 

est horizontalement-C1 sur f- 1(Um 0 ) n U~0 • 

5.2. 1t-semidifferentiabilite. 

Dans les theoremes 8, 9 et 10 de la section precedente, nous avons vu 
que l'existence d'un feuilletage local'H = {Mz}zEW deW= 1fx1 (Ux 0 ), 

(a)-regulier sur Uxo implique la regularite horizontalement-C1 pour les 
flots des champs releves et pour d'autres morphismes stratifies plus 
generaux. 

Dans cette section, nous precisons que si la (a)-regularite de 1i est 
valable sur le voisinage W, les theoremes analogues ala section §5.1 devi
ennent valables en deduisant de plus la propriete de 1i-semidifferentiabilite. 

Rappelons que la 1i-semidifferentiabilite donne, en plus de la 
regularite horizontalement-C1, un controle des limites des restrictions 
limz--+y' fz•ziTzMz = fY•y'IT",M", quand z tend vers un point y' appar
tenant a une strate Y superieure a X (voir le §2.3 pour la definition et 
le §4.2 pour quelques theoremes). Nous avons alors : 

Theoreme 11. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

1) Le relevement control£~= {~y h::::x tangent a 1i = {Mz}zEW de 
tout champ de vecteurs ~x est continu sur W et a un flat 1/J = { 1/J~ }Y;:::x 
qui est 1i-semidifferentiable. 

2) Pour tout i = 1, ... , l, les relevements controles wi des champs 
Ei tangents a H = { Mz }zEW sont continus sur W et ant des flats 
1/Ji = { 1/J~y : Y ___, Y}y;:::x qui sont 1i-semidifferentiables. 
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3) L 'homeomorphisme strati fie de trivialisation de 1r x autour de x 0 , 

est F -semidifferentiable 

par rapport au feuilletage trivial F = {~1 x Yo} YoErrxl(xo) de~~ x 7rx1 (xo ). 

4) lim H*(t 1 , ... ,t1 , 20 )(Ei) = Wi(y'), 1::/i, 1::/y' E Y, 1::/Y;:::: X. 
(t1 , ... ,tz ,zo)-+y' 

5) Le feuilletage horizontal 'H = {Mz}zEW induit par H est (a)
regulier SUr W. 

Preuve. La demonstration s'obtient de maniere completement ana
logue a celle du theoreme 8 au §5.1 en utilisant que la (a)-regularite du 
feuilletage 'H SUr W equivaut a ce que les champs W1 ( Z), ... , Wz ( Z) tan
gents a 'H soient continus sur les strates de W. Nous soulignons que 
la conclusion de la preuve de (4 = 5 =} 1) s'obtient en rappelant le 
theoreme 6 du §4. 2 au lieu du theoreme 4 du §4.1. Q.E.D. 

Pour un morphisme stratifie plus general on obtient : 

Theoreme 12. Soit f = {Jy }YEE : X --> X' un morphisme strat
ifie controle entre deux espaces stratifies (c) -reguliers X et X'. 

Soient 'H = {My }yEW et 'H' = {My' }y'EW' deux feuilletages strat
ifies respectivement du voisinage W = 1r x 1 ( U xo) de x 0 E X dans A et 
du voisinage W' = 7rx~(U~,) de x~ = f(xo) EX' dans A'. 

() 

Si 'H et 'H' sont (a) -reguliers et si f est 1r1 -controle par rapport a 
'H et 'H ', alors f est 'H-semidifferentiable. 

Preuve. On remarque (par rapport ala preuve du theoreme 9, §5.1) 
que, les feuilletages 'H et 'HI etant maintenant (a)-reguliers sur wet W', 
les distributions canoniques Vx et Vx' induites sont continues sur les 
strates de W et W'. 

Si on fixe des strates Z > Y;:::: X, comme au theoreme 9 du §5.1 on 
trouve que pour tout z E Z il existe une restriction de la differentielle 
fz*zi'Dxz(z) : Vxz(z)--> Vx'Z'(z') avec laquelle, en utilisant la condi
tion de controle 7rY'Z'*z' fz*z = !Y*y1rYZ*z , 1::/ z E Z et 1::/Z > Y ainsi 
que le fait que la projection 7rY' Z' : Ty z --> Y' induise un isomorphisme 
de restriction 7rY'Z'*z'l : Vx'Z'(z') --> Vx'Y'(y'), on peut conclure de 
la meme maniere que dans le theoreme 9 du §5.1 et le theoreme 6 du 
§4.2. Q.E.D. 

De meme que pour les theoremes 9 et 10, le theoreme 12 permet de 
d'obtenir le suivant: 
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Theoreme 13. (1 er theoreme d'Isotopie F-semidifferentiable [Mu]). 
Soient X un espace stratifie (c)-regulier, X une strate de I; et xo E 

X tels qu'il existe un feuilletage (a)-regulier H. = {My}yEw, du voisi
nage W = 7rx1 (Ux0 ) de xo dans A. 

Soit f : (A, I;) ---> M une submersion stratijiee propre a valeurs dans 
une variete lisse. 

Pour tout point m 0 dans M et pour tout domaine Umo d'un systeme 
de coordonnees locales de m 0 dans M et pour tout U~o <:;;; Uxa, il existe 
un homeomorphisme stratifie 

H: Umo x f- 1 (mo) ---> f- 1 (Um0 ) qui est F-semidifferentiable 

par rapport a F = Umo X H.IJ-'(mo)n7rx'(U~o) et dont l'homeomorphisme 
reciproque 

est H 11 _,(U )n -'(U' )-semidifferentiable. 
mo -rrx xo 
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