348 Verallgemeinerungen.

Capitel IIL
Verallgemeinerungen. -

§. 83.

Der Satz iiber die linearen Identitdten zwischen den gleich
hohen Potenzen binérer Formen.

203. Dieses Capitel moge als ein Anhang betrachtet
werden, der sich zur Aufgabe setzt, einige Ausdehnungen
von im zweiten Capitel gegebenen Entwicklungen darzulegen
und damit zugleich die Ziele zu bezeichnen, wie sie in einer
pallgemeinen Apolarititstheorie der Normcurven¥,
die ich spiter herauszugeben gedenke, verwirklicht werden
sollen. s stellt sich dabei immer mehr als leitendes Princip
heraus, eine oder mehrere algebraische Formen in vorge-
schriebene canonische Formen (Potenzensummen etc.) zu
bringen.

Die geometrischen Ausdriicke aus der Theorie der Réume
von d Dimensionen (spec. Apolarititsausdriicke) sind nach den
fritheren Definitionen so einfach zu verstehen, dass sie kaum
erliutert zu werden brauchen. So z. B. triigt (stiitzt) in einem

solchen Raume eine Fliche n*" Ordnung F (a? = 0) eine

(Norm-)Curve d** Ordnung (und Classe) (pz, = m, X',i=0,1,...d)
wenn sie alle der Curve umschriebenen Flichen zweiter
Classe (uZ = 0) stiitat, und dies ist wieder der Fall, wenn die

letzteren auf allen Polarflichen zweiter Ordnung der Fliche
F_(d. h. den Flichen a? _ == 0) ruhen (d. h. ihre

1X2...Xn_2

bilinearen Invarianten verschwinden). etc. etc.
Die erste Erweiterung erfahre der Potenzen -Satz der
pg. 330. Sie lautet zunichst:

@) ,Durch ,d41¢ bindire Formen d* Ordnung
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sindstets (im Allgemeinen) 2° — (d-}-1) = & weitere
soleche Formen in eindeutiger Weise bestimmt
von der Art, dass nicht nur zwischenden simmt-
lichen 2* Formen (wie bekannt), sondern auch
zwischen ihren Quadraten 8 lineare Identitéiten
stattfinden.“

Oder in geometrischer Redeweise :

a,) ,Durch,d+1“Punkte im Raume von d Dimen-

sionen sind stets (im Allgemeinen)2' — (d4-1) =28
weitere (in eindeutiger Weise) bestimmt, die mit
den ersteren die Grundpunkte einer oo’ ' linearen
Schaar von Flichen zweiter Ordnung F, bilden,

die alle eine gegebene Curve d* Ordnung (von
nichtspecieller Natur) stiitzen.”
, ysBezieht man die Punkte auf diese Curve als
" Normcurve (des beziiglichen Raumes), so ist
jeder durcheine binire Form d* Ordnung darge-
stellt. Dann sind die Darstellungsformen der
»@ 4 14 resp.der & weiteren Punkte gerade die
Formendes Satzes ).

Der Beweis fiihrt sich genau wie dort.

Dass nicht etwa schon zwischen den Quadraten der be-
liebig gegebenen ,,d’+ 14 Formen lineare Identititen statt-
finden, sieht man am besten aus der geometrischen Auffassung,

da sonst durch die gegebenen d-+1 Punkte eine hohere als
" Schaar von F, der verlangten.Art gehen miisste, was un-
moglich ist. L

204. Frigt man in analoger Weise nach dem ent-
sprechenden noch allgemeineren Satze fiir die Identititen
ten

zwischen den p
Antwort #):

Potenzen binirer Formen, so ergiebt sich als

%) Dies sind dann auch offenbar alle linearen Identititen zwischen
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B) ,Durch beliebig gegebene ,pd — (d — 1)
binire Formen d* Ordnung sind stets (im All-
gemeinen) p? — {pd — (d—1)} = ,
(p—1* (1 p" 7 +2p" 7 +8p . (d—1)p") =
weitere solche Formen ineindeutiger Weise und
der Artbestimmt, dass zwischen den p* Potenzen
der simmtlichen p Formen & lineare Identititen
herrschen. '

Oder geometrisch:

B,) »Durch beliebig gegebene ,pd — (d —1)%
Punkte im Raume von d Dimensionen sind stets
(im Allgemeinen) 3 weitere (in eindeutiger Weise)
bestimmt, die mitdenersteren die Grundpunkte
einer o' 'linearen Schaar von Flichen P Ord-
nunngbilden, die alle eine gegebene Curve d*
Ordnung (die nur nicht von spezieller Natursein
darf) stiittzen. Die Darstellungsformen der
»pd — (d — 1)* resp.der & weiteren Punkte sind
gerade diedes Satzes f§).“

Auch hier ist die Beweismethode eine der damals ent-
wickelten ganz analoge: sie mége jedoch an einem einfachen
Beispiel vecapitulirt werden. Es sei d =2, p =3, also
pd —(@—1)=53=p"'—H=9—DH =4
Demnach seien gegeben irgend fiinf quadratische binire
Formen: )

1 Py Py Py Py Py -
dann bilden ihre Cuben eine fiinfgliedrige Gruppe sechsten
Grades. Statt dieser substituiren wir vorerst eine ganz all-

n'®® Potenzen bindrer Formen, die es im .Allgemeinen fiberhaupt

giebt, d. h. solange den Formen keine speciellen Bedingungen auferlegt
werden,
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gemeine solche Gruppe (einer R:) , die aus den Formen
sechsten Grades
@) Ao KXo X X X
linear constituirt sei. Eine Form sechsten Grades gehort dann
. der Gruppe (2) an, wenn ihre Wurzeln (A X,. ..A) dem
Schnittpunkttheorem der R: @):
B a =0 5=0
geniigen. Nun erhilt man die in der Gruppe (2) enthaltenen
vollstindigen Cuben *), wenn man in (3) je drei und drei der
A gleichsetzt:
4) N=A=A=p; A, =A=r =,
Dadurch gehen die Formen (3) itber in:

(5) % =0, b =0, oder ap? p3 =0, b3 p3 =0, wo

cl 02
6) S=m s =k
0 0

und die Gleichungen (5) ein Biischel von Curven dritter Ord-
nung (in irgend einer Ebene) darstellen, die alle einen Norm-
" kegelschnitt der Ebene stiitzen.

Die Grundpunkte des Biischels (5), auf den Normkegel-
schnitt bezogen, stellen die neun quadratischen Formen dar,
deren Cuben der Gruppe (2) angehoren. Diese ist aus irgend
fiinf der neun Cuben zusammensetzbar, dann besteht zwischen
ihnen und jedem der vier weiteren Cuben eine lineare Identitiit,
mithin zwischen den neun Cuben vier solche Identititen.

Umgekehrt nehme man als die ersteren fiinf Cuben
diejenigen der fiinf beliebigen Formen (1): dann sind durch
sie die vier weiteren eindeutig bestimmt.

Wiirde aber schon zwischen den Cuben der Formen (1)
eine (resp. mehrere) lineare Identititen herrschen, so erhielte

#) D. h. also diejenigen Lineargebilde a, = 0, die die Ré an zwei
Stellen osculiren,
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man in diesem Falle statt der zwei Schnittpunktgleichungen
(3) drei resp. mehrere, sodass die bez. Curven dritter Ordnung
(5) mindestens ein Netz bilden wiirden. Da es aber nur ein
Biischel von solchen geben kann, die durch fiinf beliebige
Punkte der Ebene gehen und einen Kegelschnitt stiitzen, so
ist die gemachte Annahme unméglich, und der Beweis voll-
stindig erbracht *¥). ‘

Irgend ein gemeinsames Poldreieck des Curvenbiischels
dritter Ordnung (5) stellt (auf den Normkegelschnitt bezogen)

*) Die linearen Identititen zwischen den neun quadratischen Dar-
stellungsformen der Grundpunkte des Curvenbiischels dritter Ordnung (5)
sagen unmittelbar noch eine andere Higenschaft dieser Punkte aus.

Greift man nemlich irgend sechs derselben heraus (deren Gleichungen
U, = 0 seien), so ist die o? Schaar von Curven dritter” Klasse K, fir
die die Punkte ein Polsechseck bilden, dargestellt durch :
2k U =0
und die ihr mit dem Normkegelschnitt N, gemeinsame Tangentenschaar
durch:
Sk oof=0

i Vi

wo die ¢ die beziiglichen Darstellungsformen der sechs Punkte sind.
Da aber zwischen je sechs unserer neun Darstellungsformen eine be-
stimmte lineare Identitiit stattfindet, so gilt:

2Wenn ein Kegelschnitt auf einem Curvenbiischel
dritter Ordnung rubt, so gehért zu je sechs der neun
Biischelgrundpunkte immer ein bestimmter Punkt der
Ebene, der mit dem Kegelschnitt eine solche Curve dritter
Klasse bildet, dass die sechs Punkte ein Polsechseck der-
selben bilden.* _

Umgekehrt ist leicht zu sehen, dass fiir ein beliebig gegebenes
Curvenbiischel dritter Ordnung kein auf ihm ruhender Kegelschnitt
existirt, sondern dass eine bestimmte Combinante (dritten Grades) des
Biischels verschwinden muss, wenn dies eintreten soll.

. Der eben angegebene Satz ist ohne Weiteres auch fiir den allge-

meinsten Fall des Satzes § () auszusprechen, was dem Leser iiber-

lassen bleibe.
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eine Form sechsten Grades dar, die der Gruppe der fiinf
Cuben von (1) und damit der neun Cuben der Darstellungs-
formen der Grundpunkte des Biischels angehort. Vier Wurzeln
einer solchen Form (A A, A, A) kann man beliebig an-
nehmen: dann sind die beiden andern eindeutig bestimmt.
Man hat nur die linearen Polaren des Punktepaares (,1,) (A,A,)
in Bezug auf irgend zwei Curven des Biischels zu construiren:
ibr Schnittpunkt (A, 1) liefert die beiden Restwurzeln. -

Zum Beweise des allgemeinen Satzes geniigt es, noch an-
zugeben, erstens, dass die Zahl der Constanten einer F, die
(in einem Raume von d Dimensionen) eine Curve dte* Ordnung
(N,) stiitzt, gleich pd ist, denn durch irgend welche pd Punkte
auf solcher Curve

(M f=a8=0
geht nur eine einzige die Curve stiitzende F: (cf. Nr. 112)
B F=a

li) )\g . .,lg Y

zweitens, dass sich im Raume von d Dimensionen d Flichen
p'* Ordnung F, in p® Punkten treffen, die dann die Grund-
punkte einer co ** linearen Schaar bilden.

Daher kann man gerade ,pd — (d—1)% Formen d** Ord-
nung ganz beliebig withlen: dann ist alles Ubrige dadurch be-
stimmt.

Das Produkt der Darstellungsformen von p Punkten bildet

dann und nur dann eine Form der durch die p® Formen des
Satzes 3) gebildeten Gruppe, wenn sie ein Pol-p-eck der
o ¥ Flichenschaar p** Ordnung bilden.

Weitere Eigenschaften dieser Configuration erhilt man,
wenn man den allgemeinen ,Stiitzsatz¢, der bald zur Sprache
kommen wird, auf sie anwendet.

Bezeichnet man die Zahl der gegebenen bindren Formen
des Satzes ) mit g, so ist:

W. Fr. Meyer, Apolaritit. 23
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Opr="7"+1,a=0"1

Demnach kann man ausser der Zahl g noch die Zahl p

resp. d ganz beliebig annehmen, vorausgesetzt, dass g—1 den

Faktor p—1 resp. d enthilt. Ist das eine der Fall, so auch das

andere und umg. Die Zahlen p und d kann man selbstver-
stindlich vertauschen.

§. 34.

Der Satz iiber die canonische Form der ,Untergruppen“ von
Gruppen bindrer Formen. ‘

205. Vorangeschickt werden zwei Definitionen:

a) Ist irgend eine g-gliedrige Gruppe n'* Ordnung (von
bindren Formen ntr Ordnung) gegeben, und seien irgend welche
k (k< g) linear unabhiingige Formen derselben:

(1) Xp X v+« X2
so heisse die aus diesen zusammengesetzte Gruppe ,eine k-glie-
drige Untergruppe“ der gegebenen.

b) Die bekannte Bezeichnung ,,00™ Schaar® fiir eine
Schaar (von Elementen), deren Mannigfaltigkeit eine m-fach
ausgedehnte ist (so dass oo ® eine endliche ganze positive Zahl
bedeutet), soll auch auf den Fall eines negativen ganzen m
(m = — m’) ausgedehnt werden. Dann bedeutet eine
(00 ™" Schaar) Schaar von Grossen (Formen, Bedingungen,
Eigenschaften etc.), dass m’ Bedingungen erforderlich sind,
damit solche Grossen (und dann in endlicher Anzahl) existiren.
So z. B. hat das Gleichungssystem :

@)Za 2, =0@r=1..4 =012

im Allgemeinen ein Losungssystem (d. h. eine oo ° Schaar) der
(homogenen) Unbekannten #: dagegen das dazu reciproke:
3) Za_y =0
i

eine (o0 ~* Schaar) Schaar von Werthsystemen y, da das Ver-
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schwinden der vollstindigen Determinanten des Systems (3)
(was zwei Bedingungen aequivalent ist) erforderlich ist, wenn
eine Losung der Gleichungen (3) vorhanden sein soll.

Dann lautet unser allgemeinster (umkehrbarer) Satz
iiber solche k-gliedrige Untergruppen einer (d 4 1)-gliedrigen
Gruppe von biniren Formen n' Ordnung, die simmtlich
lineare Faktoren (A—38,) A—3,) ... A—3,) (r=1,2,.. n—1),
wo die & als verschieden von einander vorausgesetzt
werden, gemein haben, der also als Ausdehnung der Sitze
Nr.177, 198 zu betrachten ist (cf.auch pg. 21), folgendermassen
(wobei die vier Zahlen n, d, %, 1, abgesehen von den evidenten
Ungleichheiten unter ihnen, ganz willkiirlich sind):

T,) »Die Mannigfaltigkeit einer solchen Unter-
gruppe ist
4) m=k@d+1—k) —p(E—1)=kd— &k + p) (k—1).

1,) Dann gehdrt zu jeder solchen k-gliedrigen
Untergruppe der gegebenen in ein- eindeutiger
umkehrbarer Weise eine Gruppe von

®) p=p—d—1+4F%
Formen, die eine p-gliedrige Untergruppe der
(n—d)-gliedrigen zur gegebenen (d+ 1)-gliedrigen
~conjugirten Gruppe darstelltund folgende Eigen-
thiimlichkeit besitzt.

Jede Form dieser p-gliedrigen Untergruppe
lisst sich in der canonischen Gestalt schreiben

®
(6) Zi z, A—3)"
1
wo die & die obigen, die # wechselnde Coeffi-

cienten sind.“

Damit ist das Problem der Auffindung solcher gemein-
samen Faktoren auf ein Problem der Canonizirung binirer
Formen spec. ihrer Darstellung als Summen von #'*" Potenzen
zuriickgefiihrt.

23%
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Ist m negativ, so involvirt die Darstellung (6) die noth-
wendigen und hinreichenden Bedingungen, dass
die k-gliedrige Untergruppe der gegebenen einen festen Faktor
" Ordnung besitat.

Ist die zur gegebenen conjugirte Gruppe dargestellt durch

(D) a3 by, - - (”_d))\
so wissen wir, dass eine Form f dann der gegebenen Gruppe
angehort, wenn ihre Wurzeln den Gleichungen
8)a, =0, b,=0,...n—d), =0
geniigen. ;

Y,) »Dannzieht jede p-gliedrige Untergruppe
(der zur gegebenen conjugirten) der Gestalt (6) eine
p-gliedrige Untergruppe der Gruppe (8) nach

sich (undumg.), deren simmtliche Individuen die
Gestalt besitzen:

9) §i 2z (3,) = 0, wo

(10) dA) = Ar—2) A=) ... (A—A)
und die z und die & die obigen sind.*

Um den Inhalt der Siitze auch geometrisch auszudriicken,
sagen wir: ,Die Punkte # unseres Raumes von d Dimensionen,
die eine Gleichung a_= 0 befriedigen, erfiillen ein Linear-

gebilde (d—1)*"Dimension(Stufe)*: solche, die ¥ Gleichungen
a,=0,b, =0...% =0 befriedigen, erfiillen ein ,Linear-
gebilde (d—F%)"" Dimension“. Dann haben wir:

Y) »Es giebt immer eine o™ Schaar von
Lineargebilden (d—k)™ Dimension, die mit der
rationalen Curve R:

(11) pz, =9R) (¢=0,1,...4d)
(wo die ¢ die gegebene Gruppe bilden) p Punkte
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gemein haben. Deren Argumente (aufder Curve).
bestimmen sich durch die Gleichungen (9).¢

206. Zum Beweise haben wir vorerst die Formeln (4) (5)
nachzuweisen: dazu dient der schon von Grassmann erkannte
Hiilfssatz: ,,Ein Lineargebilde (¢—%)*" Dimension (im Raume
von d Dimensionen) hiingt von % (d + 1—%) Constanten ab.¢

In der That hiéingen % Gleichungen der Form

(12) a, =0, b_=0,...k =0
von kd Constanten ab: da das Lineargebilde aber nar von der
»Gruppe dieser Gleichungen abhiingt, so kann man statt jeder
eine beliebige lineare Combination aller einfithren, was & (k—1)
willkiirliche (nicht homogene) Constanten involvirt, durch die
ebenso viele der urspriinglichen zum Verschwinden gebracht
werden kénnen. q.e. d.

Diese Constantenanzahl des Lineargebildes (12) ist offenbar
zugleich die Mannigfaltigkeit einer -gliedrigen Untergruppe
der gegebenen (d - 1)-gliedrigen (11) itberhaupt d. h. also
wenn p = O ist. ‘

Soll diese Untergruppe einen gemeinsamen Faktor p
Ordnung haben d. h. soll das Lineargebilde mit der Curve
R! (11) p Punkte gemein haben, so zihlt dies fiir jeden
solchen Punkt (A—1) Bedingungen, mithin fiir alle . ,p (A—1)%.
Damit ist aber Formel (4) erhirtet.

Die Formel (5) beweisen wir zuniichst fiir den Fall s =1.

Da ein Gebilde v = 0 die Curve Ri immer inn = p -}
(n—p) Punkten trifft, so kann man aus den n—d Schnittpunkt-
gleichungen (8) immer #—d— (n—p)=p — d linear unab-
hiingige so auswihlen, dass sie durch Einsetzen der . Argumente
8, fiir irgend p der n Elemente X id entisch erfiillt werden:
dann verbleiben noch n—y. Restgleichungen, die gerade aus-
reichen, um die fehlenden n—p Restargumente zu berechnen,

q. e. d,
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Gehen wir zum niichsten Fall & = 2 iiber, so geht jetat
durch die p Punkte 3, (der Rg) noch eine oo 1 (lineare) Schaar
von Gebilden u, = 0: daher kann man von den n—p Rest-

punkten (Restai"gumenten) noch einen willkiirlich annehmen :
erst dann sind die iibrigen eindeutig bestimmt. Diese Will-
kiirlichkeit des einen Argumentes hat zur Folge, dass ausser
den p— d ausgewihlten Gleichungen noch eine weitere (linear
von jenen unabhingige) identisch verschwindet.

Endlich, wenn % allgemein, giebt es noch eine oo =1 (lineare)
Schaar von Gebilden = 0, die die p Punkte &, aus der

Curve ausschneiden: von den n—r Restargumenten sind noch
k—1 ganz willkiirlich und es lassen sich somit aus den n—d
Schnittpunktgleichungen (@—d) + (b—1) identisch verschwin-
dende (uund linear unabhéngige) auswéhlen. Damit ist die Formel
(5) abgeleitet. ,

Es ist besonders verwahnenswerth, dass ,,beide Formeln
4) ®)vonn d.i. der Ordnung der bindren Formen
¢ (11) ganz unabhingig sind®

Dass aber in der That die so ausgezeichnete p-gliedrige
Untergruppe der zur gegebenen conjugirten (7) sich in der
Gestalt (6) schreiben lisst, beweist man genau wie damals beim
»zweiten Beweise (pg. 33D). ‘

207. Da (cf. pg. 334) aber der ,erste’ Beweis instruktiver
erscheint, so mogen hier die beiden Hauptmomente desselben
in allgemeiner Form betont werden. Mit Hiilfe ihrer erledigt
sich der Beweis selbst sehr rasch. ,

Erstes Hauptmoment. Wir gingen damals von den Lsungs-
systemen % linearer Gleichungen mit » homogenen Unbekannten
(v >> h) iiber zu denjenigen v linearer Gleichungen mit 4 homo-
genen Unbekannten, deren Coefficientenmatrix sich von der
der % Gleichungen nur durch Vertauschung der Horizontal-
und Verticalreihen unterschied. Und zwar sind dabei der Reihe
nach die Fille zu unterscheiden, wo nicht alle vollstindigen
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Determinanten (Kerne) der Matrix, zweitens, wo zwar diese,
aber nicht alle ersten Unterdeterminanten (Unterkerne) ver-
schwinden ete. ‘

Dies ist jetzt genauer zu untersuchen.

Im ersten Falle haben bekanntlich die 4 Gleichungen noch
eine oo V"B~'=™ (lineare) Schaar von Losungssystemen und

umgekehrt die » Gleichungen eine oo "~V—'=—™' Schaar solcher
d. h. es miissen alle Kerne der Matrix verschwinden (was '’
Bedingungen aequivalentist), damit eine (= oo %) Lisung existirt.
Es gilt also die Relation:

(132) m—m' = — 2 oder m' = m + 2.

Verschwinden alle Kerne der Matrix (aber nicht alle
Unterkerne erster Ordnung), so reduciren #) sich die 4 Gleich-
ungen auf A—1, und somit steigt m auf m 4 1.

Umgekehrt, wie eben gezeigt, wird jetzt m’ = 0, also in
Zeichen:

(13%) my=m 4 1: m' =0.

Verschwinden weiter alle ersten Unterkerne (aber nicht
alle zweiten), so reduciren sich die A—1 Gleichungen wieder
um eine: andrerseits steigt m 4 1 um Eins, also

(13)ym, =m 42, m' =1

Denn die v Gleichungen haben jetzt eine oo’ (lineare)
Schaar von Losungen, da auch sie sich um eine d. h. auf v—1
reduciren. Geht man so weiter, so folgt:

Erster Hiilfssatz. ,Verschwinden alle v** Unter-
kerne einer Matrix mith Zeilen und v (> &) Co-
lonnen {aber nicht alle (v 4 1)}, so haben die
h linearen Gleichungen mit ¥ homogenen Unbe-
kannten (und den Elementen der Matrix als Coef-

*) Oder was dasselbe ist, es herrscht- zwischen den % Gleichungen
eine lineare Identitit,
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ficienten) eine lineare Schaar von Lb‘éungssys—
temen, deren Mannigfaltigkeit ist:

- (14) m, _m—l—v—l—l_v—h—[—v,
andrerseits die reciproken v Gleichungen mith
homogenen Unbekannten (und derselben Coeffi-
cientenmatrix) eine solche lineare Schaar von
Losungssystemen, deren Mannigfaltigkeit ist:

15) m'y,=v (v=0,1,2,..)) v
Nur fiir den Fall, wo nicht alle Kerne der
Matrix verschwinden, wird m', negativ= —m

und zugleich von m abhanglg dann ist (15) zu
ersetzen durch:
(3% m' =m + 2 =v—h 4+ 1.
Zweites Hauptmoment. Dieses beruht auf dem oft ge-
brauchten Satze:
Zweiter Hiulfssatz. ,Soll eine bindire Form

ten

n'” Ordnung f als Summe von (n—%) #'" Potenzen

(A—3 )" darstellbarsein, so sinddie 5die Lésungs-
systeme der = 0 gesetzten, nach (n—%) Elementen

polarisirten %*" Differentialquotienten von f
‘und umg.*
Jetzt kann der Beweis unserer Sitze y) kurz so gefiihrt
werden:
Die Formel (4), die die Mannigfaltigkeit der k-gliedrigen

ter

Untergruppe der gegebenen mit festem Faktor p*** Ordnung

darstellt, wird wie oben abgeleitet. Dann fihrt man so fort:

ter

Nach Voraussetzung existirt ein Lineargebilde (d—F)
Dimension, welches die Curve R: in p Punkten (3, .. 8,) trifft;
mithin geht durch diese noch eine co *~* (lineare) Schaar von
Gebilden = 0, deren jedes (n—p) variable Restpunkte
A A, .. A, aus der Curve ausschneidet. V

Man entwickle die (n—d) Schnittpunktgleichungen (8)
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nach den aus den A ... 2,_, gebildeten s, 4 =0, 1, . . n—):

dann sind, wie wir wissen, die Coefficienten der s, in jeder

ten

Gleichung die nach den p Argﬁmenten & polarisirten (n—i)
Differentialquotienten der bez. Schnittpunktform (7) a resp.
by, ete. 4

Diese n—d in n— + 1 homogenen Unbekannten (s)
linearen Gleichungen sollen nach Voraussetzung eine o0 K1
Schaar von sie erfiillenden Werthsystemen besitzen, mithin ist
nach (14):
(16) my, =k—1= (n—p + 1) — (n—d) + v  demnach:

(1) v =p—d + k—2 = m,” (nach 15).

Die Formel (17) liefert nach dem ersten Hiilfssatz *) die
Losungsschaar der n—p -+ 1 reciproken Gleichungen (mit
n—d homogenen Unbekannten). Diese sind aber nichts

ten

anderes, als die= 0 gesetzten (n—p)*", nach den

p Argumenten & polarisirten Differentialquo-
tienten einer Form der Schnittpunktformen-

gruppe:
(18) &k, ay + ki by ... by (n—d)y

wo die % ein Losungssystem der oo ¥ (17) Schaar darstellen.

Demnach existirt nach dem zweiten Hiilfs-
satz eine o' = P 9+k2 Jineare Schaar d. h. eine
p=v+1=p—d+4k—1-gliedrige Untergruppe
der Gruppe der Schnittpunktformen (7), deren
simmtliche Individuen als Summen der p n'* Po-
tenzen (A—3,)" darstellbar sind.“

Dieser Beweis ist, wie evident, sofort Glied fiir Glied um-

kehrbar. Polarisirt man wieder riickwiirts die oo ¥ Schaar der

#) In dem Ausnahmefalle, wo die Formel (15) durch (18a) ersetzt
. werden miisste, wird v = — 1 also p == 0, was inhaltslos ist,
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Potenzsummen (18) nach den p Argumenten 3, so resultirt
die Formel des Satzes ,).

208. Wir richten nunmehr unser Augenmerk auf den
besondern Fall, wo die Mannigfaltigkeit unserer k-gliedrigen
Untergruppe (1) (und damit auch der entsprechenden p-glie-
drigen) = Oist d. h. wir suchen alle endlichen Unter-

ter

gruppen (einer gegebenen #° Ordnung), deren

Individuen sich simmtlich aus denselben p »™

Potenzen (7&—-—89)“ linear zusammensetzen.

Setzt man den Werth von d 4 1—F% aus Formel (5) in
'(4) ein, 80 ergiebt sich

C(19) m = p—hp
d. i. die Beziehung zwischen % und p. Unsere Bedingung,
m = 0, liefert somit zunéchst:
20) b= bp
und setzt man dies in (D) ein:
21) d=(+ 1) (k—1).

Wir behandeln vorerst einzelne Fille, indem wir p und %
spezielle Werthe ertheilen.

Firp=1,%k=2,hatman p =2, d = 2.

Dies ist der Fall der Doppelpunkte der R:‘:, deren Zahl

bekanntlich %2—) ist, wihrend die Zahl der Schnitt-

punktgleichungen sich auf n—2 beliuft. Daher hat man:
,In einer allgemeinen Gruppe von v biniren Formen der

Yo+ 1)

Ordnung n = v -} 2 giebt es 6 = 5

~Formen f der
Gestalt: -
(22) f = ay —3s)" + ag A—35)"“
Zweitens sei p = 2, k = 2; dann wird p = 4, d = 3.
Dies tritt fiir die vierfachen Sekanten einer Ri ein. Wendet

man die bekannte$® Formel fiir die vierfachen Sekanten irgend
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einer algebraischén Raumcurve auf die rationalen an, so be-
rechnet sich ihre Anzahl als
(n 2) (m—3) (n—3) (n—4)
@3) s L2 2. 8.
"Dies liefert ;

»In einer allgemeinen Gruppe von v bindiren Formen der

Ordnung n = v -} 3 giebt es
_ 4Dy ve—D
@)s="F35" 33

Involutionen f + ko, wo

f=2Za A3,
(24) (1=1, 2, 3, 4).¢
p=2b A—3)"
Die Zablen o, s habe ich durch Induktion auf den all-

gemeinen I'all ausgedehnt, wo eine R: eine endliche Zahl von

Lineargebilden (d—%)"" Dimension besitzt, die sie in j Punkten
treffen und dann an einer Reihe einzelner Fille, wo die direkte
Berechnung mdoglich war, verificirt. Es wurden der Reihe
nach bei variirendem % die Fille p = 1, 2, etc. durchgefiihrt.
Dann ergab sich als allgemeines Resultat:

) L. Nimmtmandie ganzen positiven Zahlen
v,p, kganzbeliebigan (nurso dassvy >p—1), woraus
sich die Zahlen d,n =v 4 d, p gemiiss (20), (21)in
bestimmter Weise ergeben, so besitzt eine Rﬁ

eine endliche Anzahlvon Lineargebilden (d—F)*
Dimension, die mit der Curve p Punkte gemein
haben, von folgendem Werthe:

(25) OFEDOF D)y (A T—2)041—8)...0—1)

1. 2k 2. 3. .... (k1Y
....... e e JRSEE (e o TR
P &+ p—1)

II. ,In einer allgemeinen Gruppe vonv biniren
Formender Ordnung n = v+ dgiebteseine end-



364 Verallgemeinerungen.

liche Anzahl sg‘:l){ von p-gliedrigen Untergruppen,

deren Individuen sich simmtlich aus den pont
Potenzen (X—BH)“ linear zusammensetzen, wo fiir
jede dieser Untergruppen die J, je dieselben
sind.%

Damit ist das angegebene Problem in allgemeinster Weise
gelost (indem alle nur moglichen endlichen Untergruppen der
verlangten Art sich im Satze & II vorfinden).

Der angegebene Werth fiir sg’k) steht natiirlich unter der
Verantwortlichkeit des Autors.

209. Von der weiteren unabsehbaren Reihe von Fillen
(m § 0) mégen etwa noch zwei herausgehoben werden, wo
namentlich der zweite auf eine wichtige Eigenschaft einer .
speciellen Klasse von Gruppen binirer Formen fiihrt.

Der erste handelt von den 3-fachen Punkten einer R,

Bekanntlich existiren solche (abgerechnet den selbstverstind-
lichen Fall 5 = 1) nur fiir d = 2, § = 2; diese sind schon

oben in Betracht gezogen. Im Allgemeinen dagegen ist (nach

4) 9)
(26) —m =dd — {d 4 8}, p =&—1 und demnach:

,Damit eine R’ einen 3-fachen Punkt besitze d. h. ihre
Gruppe eine d-gliedrige Untergruppe mit einem festen Faktor
3" Ordnung, sind die m Bedingungen nothwendig und aus-
reichend, dass die zur Gruppe der R: conjugirte eine p=08—1-
gliedrige Untergruppe enthilt, deren Formen simmitlich sich

aus denselben & #*" Potenzen linear zusammensetzen. %

210. Zweitens untersuchen wir solche Gruppen, die das
System der d** Polaren einer Form p*" Ordnung bilden. Zu-
nichst fragen wir, welche Gruppen dieser Art
giebt es, die allgemeiner Natur sind d. h. keinen
besondern Bedingungen unterliegen?



Verallgemeinerungen. 365

Nehmen wir an, die Gruppe einer R: sei als d'* Polar-

system einer Form fp darstellbar. Dann ist einmal
27) p=n 4 d.

Andrerseits ist die Constantenzahl der R (gleich der eines
Lineargebildes (n—d)*" Stufe im Raume von n Dimensionen
nach Hiilfssatz pg. 367) = (d+1) (n—d). Da diese beiden Con-
stantenanzahlen (der R: und der fo) jedenfalls iibereinstimmen
miissen, so folgt

28) (@ + 1) (n—d) =n -+ d oder n—d = 2.

Mithin bilden die Schnittpunktformen der R: in diesem
Fall eine Involution. Es lisst sich aber jetzt umgekehrt
nachweisen, dass die zu irgend einer Involution ' Ordnung
conjugirte Gruppe aus den (n—2)*" Polaren einer bestimmten
Form der Ordnung 2 (n—1) zusammengesetzt ist.

In der That, sollen irgend d 4 1 (linear unabhiingige)
Formen einer d - 1-gliedrigen Gruppe {¢,(1)} der Ordnung
d -4 2 identisch sein mit den d'" Differentialquotienten einer
Form f,, ., so ergeben sich fiir die (d + 1)* homogenen Un-
bekannten (Coefficienten der ¢) durch Vergleichung
(29) 2{1+4+24-3+4...d—1}+8d=d(d—1)+3d =(d+ 1)’—1
lineare Gleichungen, die also im Allgemeinen eine bestimmte
Losung haben werden.

Dass diese in der That immer bestimmt ist, folgt aus un-
serem Hauptsatze y).

Denn lehnen wir uns im Augenblick an das schon frither
behandelte Beispiel n =14 an, dann wird fiir die biquadratische
Involution & =1, p = 4, d = 1 und somit nach Formel (4)
®)p=3,m=1.

Demnach sind (auf noch oo’ Arten) alle zur Involution
conjugirten Formen (einer Ri) aus vier vierten Potenzen linear

zusammensetzbar:
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(30) 90 =1, 0—8)* 48,03 + ¢, 0 + 62
(t=0,1,2).

Dann aber giebt es, wie Nr. 132 gezeigt, eine bestimmte
Form f,

31) f,=2k, ()t—olr)6 (r=ua,b,e¢ d
deren zweite Polaren die Gruppe (30) bilden und zwar sind die

dreireihigen Determinanten der letzteren den % umgekehrt pro-
portional.

Also giebt es jedenfalls eine solche Form f;: andrerseits

nach Obigem auch nicht mehr wie eine. Die o' Werthsysteme
der 8, mittelst deren f, dann als Summe von vier sechsten

Potenzen auftritt, sind dann genau die bekannten, die nach
Fritherem die zur Gruppe ihrer zweiten Polaren con_]ugxrte
Involution bilden.

Und genau analog fiir irgend ein #: p wird dann = n—1,
m = 1. .

Dies liefert also den Satz: (cf. Nr. 214)

e) yDieeinzigen allgemeinen Gruppen binirer
Formen # Ordnung, die das volle System der
d*" Polaren einer Form (n4d™ Ordnung f bilden,

sind diezueinerallgemeinen Involution (' Ord-
nung) conjugirten. Dabeiistd =#n—2undesgiebt
~fiir jede Involution nur eine solche Form f#).%

*) Dann ist, wie wir wissen, die Funktionaldeterminante der Invo-
lution zugleich die der conjugirten Gruppe, was das Corollar des Satzes )
liefert:

\s‘l) Die Frage nach der Anzahl und Natur der Involutionen
(m41)** Ordnung mit denselben (2 m) Doppelelementen ist iden-
tisch mit der Frage nach der Anzahl und Natur der Grund-
formen 2 m® Ordnung, die zu einer bestimmten Covariante,

der Determinante der 2(m—1)*" Differentialquotienten
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211. Fassen wir jetzt noch einige andere vollstindige
Polarensysteme einer Form in’s Auge, deren Gruppen dem-
nach nur specielle sein konnen.

Gehen wir von den Gruppen des Satzes €) zu den niichst
hoheren iiber, den zu den dreigliedrigen Gruppen con-
jugirten. ‘ : :

Nehmen wir an, die (n—2)-gliedrige Gruppe einer R:‘;"
sei in der That die der (n—3)*" Polaren einer Form f (der
Ordnung 2 n—3), so lisst sich, wie man weiss, die Form f
(auf eine einzige Weise) als Summe von n—1 (2n—38)""
Potenzen {(1—8“)2“_3} darstellen, mithin auch ihre (r—3)""
Polaren als Summe der (n—1) 2" Potenzen (A—23,)". (Und

tn Polaren

zwar sind die & die Wurzeln der einen zu den (n—2)
von f conjugirten Form.)

Dann aber besitzt die R: nach Satz ) einen (n—1)fachen
Punkt (mit den Argumenten 8), d. h. die Gruppe der R: ent-
hilt eine Involution mit festem Faktor ((n—1)*" Ordnung).

Aber auch die Umkehrung ist leicht zu zeigen. Besitat
 die R: einen (n—1)fachen Punkt (8,) (wozu n—3 Bedingungen
erforderlich sind, so dass sie nur noch von 3 (n—2) — (n—3)

=2 n—3 Constanten abhiingt), so sind nach Satz y), da in
diesem Falle p = n—2 wird, alle Formen der Schnittpunkt-

gruppe als Summen der (n—1) Potenzen (A—3,)" darstellbar.
Dann erkennt man ohne Weiteres, wie in Nr. 200, durch

Vergleichung der Coefficientenkerne K, dieser Gruppe und

denen der Gruppe der (n—3)£°“ Polaren einer Form

(82) f="3 b, O—3)""

(wenn man von der letzteren als gegebener Form ausgeht)
gehdren.
Wir kommen auf diese Frage gleich nachher (Nr. 218) wieder zuriick.
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D,

dass (33) ok, = fpt

wo D, das leferenzenprodukt der & (excl. 89) ist. Dadurch
ist also die Form [ eindeutig bestimmt:

y,Enthilt eine dreigliedrige Gruppe »n'™ Ord- 7

nung eine Involution mit festem Faktor (n—1)""

Ordnung (d.h. besitzt die bez R’ einen (n—1)fachen

Punkt), so lassen sich (und nur dann) die Formen
der conjugirten Gruppe linear componiren aus

den (n—3)* Differentialquotienten einer Form
f der Ordnung 2n—3: d. h. diese Gruppe ist dar-
gestellt durch:

32) a_, “
Ay Byeee g

Und ebenso leitet man fiir die niichst hohere Gruppen-
stufe das Resultat ab: :
,Enthilt eine viergliedrige Gruppe »* Ord-

nung o' Involutionen (mit festem Faktor (i—1)*

Ordnung) (d. h. besitzt die bez R’ o' (n—1)fache

Sekanten),solassen sich (und nur dann) die Formen
der conjugirten Gruppe linear componiren aus

den n—4)*" Differentialquotienten einer Form f
der Ordnung 2#n—4, und ihr Ausdruck ist also
(39 «a «
Ay g by g
Sind fir eine R’ die dazu erforderlichen 2 (n—4) Be-
dingungen erfiillt *), so kann man analog wie oben, die Coeffi-
cienten der gesuchten Form f in eindeutiger Weise berechnen.

#) Es giebt z. B., wie man weiss67), zwei Arten von Rg, eine allgemeine
mit einer einzigen Quadrisekante (der Schnitt von zwei cubischen Regel-"

flichen mit gemeinsamer Doppelgeraden) und eine besondere mit w ! solchen,
die dann stets auf einer Fliche zweiter Ordnung liegt.
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Und so lassen sich auch im Allgemeinen die Eigenschaften
einer Gruppe, deren conjugirte das volle 7*° Polarensystem einer
Form f bildet, zufolge der verschiedenen Darstellungen von [

~als Potenzsumme und mit Hiilfe unseres Hauptsatzes y) ohne
Weiteres angeben. Welche Eigenschaften aber umgekehrt
fiir eine Gruppe nothwendig und hinreichend sind,
damit ihre conjugirte ein solches Polarensystem bildet, und
wie man die zugehorige Form f dann am einfachsten aufstellt
— diese Frage bleibe noch unerledigt.

Die weiteren Anwendungen unseresAHauptsatzes Y) (der
somit eine besonders wichtige Illustration des allgemeinen
Combinantenprincips der Nr. 26 darbietet) auf das ternire,
quaternire etc. Gebiet treten erst nach der jetzt folgenden
Darlegung einiger fundamentalen Eigenschaften der eine Norm-
curve stiitzenden Flichen in das erforderliche Licht.

§. 35.
Ein neues Ubertragungsprincip *) der invarianten Eigenschaften

binérer Formen vom Grade mp auf Gebiete m' resp. p** Aus-
dehnung. ~

212. Hilfsdefinition. Im Raume von d Dimensionen treffe
eine Fliche F_(+* Ordnung) die Normcurve (4" Ordnung)

N {px, = dili, i =0, 1,..d, wo die d, die zur Zahl d ge-

horigen Binomialcoefficienten sind} in dem Punkt-(rd)-tupel:

Die Schnittpunktformen der Bg (d. h. die Formen einer Involution

fiinfter Ordnung) sind also im Allgemeinen stets als Summen von vier
bestimmten, festen Potenzen darstellbar cf. pg. 193: dagegen in dem be-

sondern Falle noch auf oo ! Weisen (cf. auch Wiederhold in Clebsch Ann. 8).
Man erkennt iibrigens leicht, dass alle zur Darstellung (33) gehorigen

.R;‘i auf einer Fliche zweiter Ordnung liegen miissen (aber nicht umg.).

#) Besondere Fille desselben sind schon pg. 94, 200, 225 betrachtet.
Das Gleiche gilt von dem Hiilfssatz 7): pg. 90, 198, 224.

W. Fr. Meyer, Apolaritit. - 24
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- @5 = 0 und desgleichen habe eine Fliche @, (™" Klasse) mit
derselben Normeurve N, {ou, = (—1)' X*""} das (pd)-tupel von
Liﬁeargebilden @f{d = 0 gemein. Dann heisse es kiirzer: ,Die
F_hat mitder (Normcurve) N, das (rd)-tupel o}’ und
die ®, mit der (Normcuri’e) N, das (pd)-tupel Bg’\d ge-
mein“.

Dann lautet das gemeinte Princip so:

Q) ,Istn keine Primzahl, also = mp, so ist die
bilineare Invariante (u® Uberschiebung) zweier
binirer Formen der Ordnung n (a}, b}) zugleich die
bilineare Invariante zweier (p 4+ 1)nérer Formen
der Ordnung, resp. Klasse m, die = 0 gesetzt, im

Raume von p Dimensionen zwei Flichen F , @

ter

(m™® Ordnung, resp. Klasse) darstellen, die mit

einer (sonst beliebigen) Normcurve (»* Ordnung

und Klasse, die auf F ruht und @ stiitzt) resp.
die n-tupela), b} gemein haben.

Sind alsodiebindiren Formen apolar, soauch
die (p + 1)-ndiren und umg.“

Dabei sind natiirlich die Zahlen m, p vertauschbar, so-
dass man ebenso mit zwei (m - 1)-niren Formen operiren

kann. Desgleichen die beiden biniiren Formen.
Dem Beweise gehe der Hiilfssatz voran:

7) ,Ist auf einer Normcurve d Ordnung ein
(rd)y-tupelal = 0 gegeben, sogiebtes nur eine ein-
zige F (resp. @), die mitihr dasselbe gemeinhat
und die Curve stiitzt (auf ihr ruht).4

Diesen Satz beweisen wir zuniichst fiir den Fall »r = 2.

Dann stiitzt eine F, die Curve N, wenn sie alle, N, um-



Verallgemeinerungeii, 371
beschriebenen @, stiitzt. Die letzteren sind aber dargestellt
durch die verschwindende Matrix:

0 iuo Wy Uy o Uy —o.

Uy Uy Uy Uy |
Demnach miissen fiir die F';:
(2) a2=0
die Bedingungen '
‘ (3 a,=ua

erfiillt sein, so oft
4 t+k=14+ m.
sDemnach sind die nothwendigen und hin-
reichenden Bedingungen dafiir, dass eine F,die
N, stiitzt, dadurch ausgedriickt, dass man die
Coefficienten von F, a, (4, k=0, 1,...d) ersetzt
durch die 2d 4+ 1 (homogenen) Grossen aq,
@G-+k=0,1...24d).¢
Soll des Weiteren die F, mit N die Punktgruppe
B) f=d =0

gemein haben, so werden die Coefficienten @,  der Fliche

+k

den entsprechenden Coefficienten von f (zunichst abgesehen
von Zahlenfaktoren) proportional. q. e. d. o

Die Gleichung unserer Normcurve N, ist aber gerade so
gewiihlt, dass die Gleichung der F, wird:

6) ai =al=0
wo diese Form aus der andern ‘
() a,=0

(die ihrerseits wieder durch Polarisation von f nach 2d Ele-
menten A A, ... A, entsteht), durch Gleichsetzen je zweier
Elemente A, = 4, A, = A, etc. hervorgeht.

"Die g sind dann die homogenen symmetrischen Funktionen
24%
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der so restirenden d Elemente A und mit den Coordinaten z
eines Punktes identisch.

In der That sind ja evidenter Weise fiir die Form (6) a?

die Bedingungen a, = a,__ erfillt und durch Gleichsetzen
aller d Elemente A geht sie (vermdge ihrer Entstehung) wieder
in die Form (5) iiber d. h. die F, (6), die die N, stiitzt, hat
mit ihr die Punktgruppe (5) gemein.

Wir gehen jetzt tiber zum nichsten Fall, » = 3. Soll
eine F,

® at¥) =0
die N, stiitzen, d. h. soll die letztere auf allen ersten Polar-
flichen der F, ruhen, so muss
Pa,=a, (=01,23)
sein, so oft
(10) i +k=1+4m
ist. Dann aber werden alle a_, fiir die s 454k
denselben Werth (= N) hat, einander gleich.

Zu dem Zwecke hat man nur nachzuweisen, dass man
alle moglichen Zerlegungen der Zahl N in drei Theil-
zahlen (deren jede von den Grenzen O und d eingeschlossen
ist) erhilt, wenn man von irgend einer Zerlegung (s, 4, k)
ausgeht: sodann andere dadurch ableitet, dass man die eine
Zahl, etwa s constant lisst, wihrend die beiden andern sich
bewegen, doch so, dass ihre Summe sich nicht #ndert; mit
diesen neuen Zerlegungen gleichfalls so verfihrt ete.

Wir wollen weiterhin drei Klassen von Zahlen N unter-
scheiden; die erste umfasse die Zahlen O bis d, die zweite
d 4 1 bis 2 d, die dritte 2 d 4 1 bis 3 d. (Grosser kann N
nicht werden.)

*) Wir denken uns, wie iiblich, eine solche Form af immer mit den

bez. Polynomialcoefficienten geschrieben,
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Dann ist in den drei Klassen jedenfalls immer eine Zer-

legung folgender Art vorhanden:
(10) I. o, N,0. IL. O,d, N—d. III. d, N—2d, d.

Lassen wir hier immer die dritte Zahl fest, wihrend die
beiden andern alle Werthe annehmen, deren Summe resp.
N, d, N—d ist, so erhalten wir aus (10) ebensoviel weitere
resp. Zerlegungen, die mit (10) ein derartiges System bilden,
dass jede iiberhaupt mogliche Theilzahl in min-
destens einer dieser Zerlegungen vorkommt. Lisst man sie
dann jedesmal constant, wihrend die beiden andern Theilzahlen
gemiiss (4) variiren, so kommt man offenbar zu allen Zerleg-
ungen. q.e.d.. o

Den ganz allgemeinen Beweis endlich fiir » = n fiihrt
man mittelst des Princips ,» auf » 4+ 1% Angenommen, der
Satz gelte fiir eine F', dann gilt er auch fiir eine F', . Denn

es miissen dann je zwei Coefficienten der letzteren:

(11) a, s=0,1,..n4+1)

fdgeeedy — Y kg kg ool kg
gleich sein sobald
(12) (2 = ).

n) Dann aber werden alle a , fir die
Eosl..sn

s,+ s, 4+ ..s, denselben Werth (N) hat, einander
gleich. In der That ist wieder nur zu zeigen, dass man
immer ein solches System von Zerlegungen der Zahl N in
n + 1 Theilzahlen (innerhalb der Grenzen O und d) aufstellen
kann, so dass jede nur mogliche Theilzahl jedenfalls ein-
mal vorkommt. Denn lisst man diese wieder jedesmal fest,
wiihrend die andern so variiren, dass ihre Summe sich nicht
- ndert, so kommt man jedenfalls zu allen iiberhaupt méglichen
Zerlegungen.
Wir unterscheiden jetzt n 4 1 Klassen in der Weise wie
oben: (0...d)(d+41,...2d)etc. bis{nd41,... (n+4-1)d}.
n-1

Von diesen brauchen aber nur -

S resp. g -+ 1 (je nachdem
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n gerade oder ungerade ist) beriicksichtigt zu werden, da fiir
die restirenden Klassen nur iitberall O mit d zu vertauschen ist, -
um das gleiche Ergebniss zu erhalten.

In der ersten Klasse existirt sicher die Zerlegung O N 000...:

in der p'" Klasse desgleichen die folgende: ,,0, d nebst noch
(p—2) andern d, dann der Zahl N—(p—1) d und endlich
noch n—p Nullen “(so dass selbst in der letzten der betrachteten

Klassen noch n—1 resp. L

2 2

hier iiberall die beiden ersten Ziffern bei constanter Summe

1 Nullen auftreten). Lisst man

variiren, wihrend alle iibrigen etwa constant bleiben, so ge-
langt man immer zu dem gewiinschten System. Damit ist
die aufgestellte Behauptung bei der gemachten Annahme er-
wiesen: und da sie fiir n 4 1 = 2, 3 oben erhiirtet ist, so gilt
sie allgemein.

m,) Somit sind die nothwendigen und hin-

reichenden Bedingungen®), dasseine I eine N,
#) Die Zahl dieser Bedingungen ist leicht anzugeben. (Wir schreiben
wieder = statt n4-1.) Denn da bekanntlich eine 17'n von Dn= ("'}'d) —1
Constanten abhéingt, andrerseits eine Form a?d von nd, so ist die ge-
wiinschte Zahl @ = D — nd. Es lisst sich nun zeigen, dass:

7]3) sdie Bedingungen 'ql) des Satzes 712) auch aussagen,
dass eine F die ganze (*! Schaar von Ny umschriebenen
® stiitzt und umg¥

Zundchst lehrt eine einfache Abzéihlung, dass eine ®, sofern sie -
einer Ny umbeschrieben sein soll, nd4-1 Bedingungen gentigen muss, da
die Gleichung fiir das beiden gemeinsame (nd)-tupel Bid == 0 identisch

verschwinden muss. (Deren Coefficienten sind im allgemeinen unabhingig
von einander, da man ja umgekehrt von einem ganz beliebigen
(nd)-tupel auf N, ausgehen kann, somit auch jeme nd--1 Bedingungen.)
Demnach ist die Mannigfaltigkeit dieser Schaar (,P¢) gleich D — (nd-}-1)

= & — 1. Um jetzt den Batz n4) zu erhiirten, wihlen wir als Typus
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stiitzt, dadurch ausgedriiékt, dassmanihre Coef
ficienten in der Form schreibt:

die Schaar der einer N, umschriebenen ®;. In diesem Falle sagen die
Bedingungen v,) aus, dass eine Fy die folgenden zwdolf, N, umschriebenen
®, (und somit auch die aus ihnen linear componirte Schaar) stiitzt:
g (g Uy —ug) =0, us (uy ug—u, u)=0, u; (¥ u;—ud)=0 (i==0,...3).
Offenbar ist aber die Anzahl der linear unabhingigen Be-
dingungen, dass F, diese Schaar stiitst genau dieselbe wie die Zahl der
linear unabhingigen ®; aus denen die Schaar linear zusammen-
setzbar ist und umgekehrt, also in unserem Falle = 19— 9=10,
In der That gelten zwischen jenen Bedingungen, deren man zuni#chst
zwolf erhilt, ‘die zwei Identititen (und nur diese): )

@5 — Gpgg) T (3 = 819 F (3 — Gy = 0
@~ ) T Oy ™ %)) + oy, — %) =0
und dem entsprechend zwischen den zwolf @4 die andern beiden:
2 — 2 =
u (u1 U, uz) -+ u (u1 u, ) u3) -+ u, ('u.0 u, ul) =0

2 . 2 —
u (v v — w U — U u u —_ = 0.
1 ( 1 3 u2) + u2 ( 1 2 0 3) + 3 (uo u2 ul)

Somit bildet unsere auf F3 ruhende, Nd umschriebene Schaar ,®d¢
gerade eine oo ’lineare Schaar, ist also identisch mit der ganzen Nd
umschriebenen Schaar von '133.

Und ganz so im Allgemeinen. Die linearen Identititen zwischen den
Bedingungen nl) lassen sich immer sofort hinschreiben, und demnach auch

die correspondirenden zwischen den @ , und die Anzahlen beider Beding-
) n :
ungen miissen sich auf  reduciren.
Man hat daher als unmittelbare Folge von Satz ng):

n4) »Die vollstiindige «* ™! Schaar der einer Nd umschriebenen (I)n wird

d—1
jedenfalls dargestellt, wenn man die d (—2), Nd umschriebenen (I>2 mit

(den linken Seiten von) ebensoviel ganz beliebigen Flichen ®

n—!

multi-
plicirt und addirt.“
1]5) »Eine F stiitzt eine N‘1 dann (und nur dann), wenn sie die ganze,
n

der Nd umschriebene Schaar von ® stiitzt,“
n

Die dualistischen Sitze verstehen sich dadurch von selbst,



376 . Verallgemeinerungen.
‘ (13) aso s; " " sy = aéo N TR R
Denn wo die Zerlegung einer Zahl N in (n 4 1)
Theilzahlen (0. .. d) nur auf eine Art moglich ist, ist die
Schreibweise (13) selbstverstindlich gestattet.
Schneidet man jetat die F, ,  mitder Curve N, so gelangt
man zu einer Gleichung der Ordnung d (n-1):
‘ (14) f=a""" =0

deren Coefficienten einzeln den Coefficienten « der
so~+ sy .5y

F_ ., proportional sind (abgesehen etwa von Zahlenfaktoren).

Geht man somit umgekehrt von einer beliebigen Gleichung

(14) d. h. von einem beliebigen d(n—+-1)-tupel der N, aus, so

kann es nur eine F _ geben, die die N, stiitzt und mit ihr
diese Schnittpunktgruppe gemein hat.
q. e d.

Dann aber ist wieder die gesuchte I keine andere als

Bya=d" =0
wo diese Form aus a_ (die ihrerseits aus (14) durch Polari-
sation nach d (n+1) Elementen entsteht) hervorgeht, wenn
man immer 141 dieser Elemente gleichsetat.

Denn diese Form (15) erfiillt nach Nr. 21 die Beding-
ungen (13).

Demnach ist sowohl (15) durch (14), als umgekehrt, ein-
deutig bestimmt. Dasselbe gilt dann dualistisch fiir eine @ __,
die auf der N, ruht. Dann aber muss (cf. den Schluss des
Werkes) die bilineare Invariante zweier solcher Flichen
F @, zugleich eine solche der beiden bindren Formen
(14) sein und umgekehrt und da es beiderseitig nur eine solche

giebt, so ist unser Prinzip *) {) vollstindig abgeleitet.

Man siéht, dass die friihere Definition des Stiitzens auch durch die
letstere Erklirung ersetzt werden kann.
#) Da bekanntlich nach Cayley68) jede In- und Covariante binirer
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Die Anwendung dieses Prinzips auf conjugirte Gruppen
bindrer Formen fliesst daraus von selbst, man vgl. pg. 95, 205.
Sie bleibe noch verschoben, bis wir die beiden weiteren Hiilfs-
siitze- (den F- und H-Satz) erledigt haben, die nunmehr folgen.
So wird man dann im Verein mit dem allgemeinen Satze des
§. 34 zu sehr allgemeinen Apolarititssitzen fiir die Norm-
curven gefiihrt. '

s. 36.

Der allgemeine Stiitz- (F') und Vielflach- (H) Satz der .
Normeurven.

213. Der erstere dieser Sitze fliesst ohne Weiteres aus
dem Prinzip €), der Form (15) einer die Normcurve N stiitz-

enden F und endlich aus der uns geliufigen Darstellung einer

biniren Form v***

Ordnung als Summe vonv,v — 1... etc.
Potenzen, — g anz wie die besondern Fille pg. 94, 102 202
206, 213, 215, 226, 229, 234, 328.

Hilfsbezeichnung. Wir sagen:
»1 Punkte {(xgk)) 1=12...m k=20,1,...d)}, deren
Coordinaten der Gleichung geniigen
(1) a =0

XIXQ...XD

bilden ein Pol-n-tupel® der Fliche a] = 0.4 TFerner:
»nd Lineargebilde ,u,“ (v, = 0,7 =1, 2, . . . nd) bilden
ein Pol-nd-flach® der Fliche a} = 0, wenn jede der

Gruppen von % Punkten, durch deren jeden je d der Gebilde u
gehen, ein Pol-n-tupel der Fliche bilden.“

Formen als bilineare Invariante zweier solcher Formen gleicher Ordnung
aufgefasst werden kann, so lisst sich daraus die Fruchtbarkeit unseres
Principes ermessen. Die Formen von einer primen Ordnungszahl lassen
sich vor der Hand erst soweit hereinziehen, dass man sich auf die In-
varianten derjenigen ihrer Covarianten beschriinkt, deren Ordnungszahl
nicht prim ist. Diese In- und Covarianten (von Covarianten der Grund-
form(en)) sind ja bekanntlich wieder solche der Grundform(en).
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Dann geht aus der Form a7 = O einer eine N stiitzenden

F sofort der Hilfssatz hervor: ,Stiitst eine F_eine N,

(d. h. eine beliebige Curve d*" Ordnung und Classe in einem
Raume von d Dimensionen), so bilden die von den 5 Punkten
eines Pol-n-tupels der Fliche an die N, gehenden nd Linear-

gebilde (u) ein Pol-nd-flach der Fliche und umgekehrt.*
Dies fiihrt zum Hauptsatze:
Stiitz- (F)Satz )

I. ,Ist veineganze, positive Nichtprimzahl,
=nd und

Erstens gerade = 2I. Seien ferner m,, m m

21 21-1° " ° 1
ganze positive Zahlen (incl. 0), dienur der einen

Bedingung zu geniigen haben:
@) Lmy4+2.m,  +...1 = nd = 21,
so sind irgend welche .
Mgy g+ -+ My, einer N,umschriebeneresp.
-2, (21—1),...(+1)-flache

im allgemeinen immer die bez. Pol-flache einer

m,

bestimmten die Nd stiitzenden Fn.“

yIstnd zweitensungerade =2/— 1, und besteht

zwischen ebensolchen Zahlenm, ,m, ,...m die

212
eine Relation

@) Lemy  +2.my 4 ..,lm=nd=20—1
sosindirgend welche

m wm

211
(21—1)-, (21—2)-, ... Il-flache

die bez. Pol-flache einer bestimmten die N, stiitz-
enden F ¢

II. ;Diese F' erhdlt man beidemal so. (Man

setzestatt 2l resp. 2l — 1 wieder nd).

g ¢ - m, einer N, umschriebene resp.
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Es giebt eing o, o', ... "' lineare Schaar
von @, diejedemder bez.

Mgy Mgy, - mn-d_(resp. m ;) Nyumschriebenen
. 2 2
(nd)-, (nd—T1)-, ... %d (resp. 2 j‘ D yflache

einbeschricbensind und auf N, ruhben.
Dann istdie gesuchte I/ diejenige, die diese
simmtlichenSchaarenvon @ (nebst N,) stiitzt.“
III. ,Dann giebt es (fiir jede die N stiitzende
F)eine

-1 _pd—8 = 1 0 .
0", ",... 00 (resp. ') von, N, umschriebenenPol-

(nd)-, (nd—1)-,... ';2—26?—(resp.nd;'_w1 -) flachen der F .

Diese (d. h. ihre Lineargebilde («)) sind dar-
gestelltdurchdiezuden

ten ten
.. %l (resp. "d;-l ) Polaren der Form

f=a}(die F mit der N, gemein hat) conjugirten

Oten) ]_ten, .

Gruppen.

Mittelst irgend eines dieser Pol-flache stellt
sich F_alsresp. Summe von

(nd), (nd—1),... 7—;@ (resp. ”d—;:l) ntm Potenzen dar.“

Da ein solches Pol- (nd—1)-flach der F' aus einem Pol-
nd-flach derselben dadurch entsteht, dass ¢ Lineargebilde (u)
(d. h. ein Faktor 4" Ordnung einer Form A3") unbestimmt

werden, so driickt sich die dem Satze II zur Seite gehende
algebraische Construktion der F_einfach so aus:

IV. ,,Sind die m

nd’ m

na—1? * + Mg (m,4,,) gegebenen

2 2
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(Nyumschriebenen) Vielflache dargestellt durch

ebensoviele bindire Formen (vonder Ordnung des
beziiglichen Index), so multiplicire manimmerdie
m, . k=0,1,... %d resp. ﬂgj—l)
Formen succ. mib
TR VN S THD U
Diezu diesen soentstehendennd Formen (der
Ordnung nd) conjugirte ist die Formf = d}’, aus
derindergewohnten Weise die Gleichung
(3) ag =0
unserer gesuchten ¥ hervorgeht.*
- 214. Besonders bemerkenswerth ist der specielle Fall,
wo die Gleichung (2) die einfache Form annimmt:
4) g (1) ,
Er 16st nemlich eine (an Nr. 210 sich anschliessende)

= nd.

fundamentale Frage:

Wann besitzt eine Gruppe bindrer Formen
cine solche Untergruppe, die mit dem vollstin-
digen Polarsystem (einer gewissen Ordnung)
einerbestimmten bindren Formidentischist?

Zunichst sagt nemlich Satz t) fiir die Gleichung (4) aus:

ylrgend d einer N, umschriebene (nd —n--1)-flache sind
Pol-flache einer bestimmten F_af = 0.4

Diese hat mit N, die Punktgruppe f = a}" gemein, die
man erhdlt, wenn man die entsprechenden d gegebenen
Formen (der Ordnung nd—n-1) suce. mit X* ™, X" 2, ..., "
multiplicirt und die zu diesen nd Formen conjugirte bestimmt.

Andrerseits ist die ganze Gruppe der N, umschriebenen
Pol-(nd—n—-1)-flache der F_ dargestellt (nach t, IIT) durch die

ten

zur Gruppe der (n—1)*" Polaren der Form f conjugirte
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Gruppe (mit der Gliederzahl nd—2n-}-2). Diese ist also jeden-
falls zusammensetzbar aus den d gegebenen Formen nebst
noch nd—2n—d-}2 weiteren (linear unabhingigen).

Und da endlich die zu den d gegebenen Formen con-
jugirte Gruppe eine (nd—n—d--2)-gliedrige ist und diese die
n-gliedrige Gruppe der (n—1)*" Polaren von f unbedingt ent-
halten muss (und nach Satz t) nur diese eine), so gilt zuniichst:

,Eine ¢ = nd—n—d-2-gliedrige Gruppe von biniren
Formen der Ordnung p=nd—n-}1 enthilt’ (im Allgemeinen)

)" Polaren

eine (einzige) n-gliedrige Untergruppe der (n—1
einer bestimmten Form f (der Ordnung nd).¢

U gekehrt ergiebt sich aber sofort, wenn man jetzt
¢ und p als beliebig gegeben annimmt: '
(®) (d—1) (d4t—2—p—+1) = 0 also, da der Fall d = 1 be-
deutungslos ist: (6) d=p—=¢+1 und weiter

@ =Pt bl il

a—1 = p—t p—t

So oft also p—1 (oder auch ¢—1) durch p—i theilbar ist
(und nur dann), giebt es ein Werthsystem d, n, das der Auf-
gabe geniigt. Dies liefert also das Resultat:

%) ,Sindp, tzwei, sonstbeliebige, ganze posi-
tive Zahlen, die nur der einen Ungleichheit zu
geniigen haben, dass p—1 (und damit auch ¢—1)
darch p—t theilbar ist, so besitzt (aber auch nur
dann) eine ¢-gliedrige bindre Gruppe der Ord-

nung pimAllgemeinenstets eine einzigen="——-

gliedrige Untergruppe, diesich ausallen (n—1)""
Polaren einer hestimmten Form f der Ordnung

®) nd = i—_—jl (—t + 1) =n 4 p—1

zusammensetzt.%
Aus der Construktion von f, wie sie oben angegeben wurde,
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folgt sofort, dass f eine Combinante der d gegebenen Formen,
also auch ihrer conjugirten Gruppe; mithin in Satz x) eine
Combinante der gegebenen ¢-gliedrigen Gruppe ist, wie ja
auch direkt evident ist. _

Der Satz «) fasst den Satz €) (pg. 366) als speciellen Fall
in sich; in der That, wenn wir ¢ gleich n setzen, so folgt

) t:%:—_—:oderp,zt—l-l

und umg.

Ein anderer wichtiger Specialfall wird durch die Annahme

n = 2 erhalten. Dann wird

(10) p =2¢t—1oderp—t +1=1¢
und umg.: dann aber ist die zur gegebenen Gruppe conjugirte
von der gleichen Gliederzahl wie diese. In diesem Falle geht
also der Form f immer eine zweite solche gleicher Ordnung
zur Seite, die die bez. Combinantenbildung der conjugirten
Gruppe ist.

215. Um den Hauptsatz des §. 34 fiir unsern Stiitzsatz
verwerthen zu konnen, wird es, wenigstens behufs der grossten
Einfachheit im Ausdrucke des Resultates, nothig sein, die dort
anfgestellten Formeln nach einer Richtung hin zu erginzen.
Will man nemlich jenen Satz nur als Potenzsummensatz fiir
eine gegebene Gruppe (ohne Riicksicht auf die bez. Eigen-
schaften ihrer conjugirten) formuliren, so wird man aus den
beiden Gleichungen ((4) (9) pg. 355) % eliminiren. Dies liefert
zuniichst nach leichter Rechnung:

(1) m = (p—p) (p + 1) —dp
oder da bei gegebener ¢-gliedriger Gruppe 7' Ordnung
(12) n—d =t also d = n—* ist, .
(11) m = (p—p) (p + 1) — » (v—1).

Dabei bedeutet m die Mannigfaltigkeit derjenigen p-glie-

drigen Untergruppe (der gegebenen), deren Formen sich als

ten

Summen von (denselben) p (#°") Potenzen schreiben lassen.
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~ Im Besondern giebt es demnach eine endliche Zahl
solcher Untergruppen, wenn m = 0. Dann aber kommt:
_ op+ 14 n—t__ n—it,

A) ,Dies ist somit dann und nur dann mog-
lich, wenn (n»—¢) durch (p 4 1) theilbar ist. Dann
aber giebt es auch immer solche Untergruppen.®

Specialisirt man andrerseits den Hauptsatz in der Weise,
dass man nach der Darstellbarkeit der gegebenen Gruppe
selbst fragt, so wird ¢ = p und (11) zu: "

14 m =1t (p—n—1) +p
und sucht man hier wieder die endlichen Anzahlen von
Potenzsummendarstellungen, so kommt

(15) p=t. 7;—1__% d. h.

) ,Die Formeneiner gegebenen t-gliedrigen
biniren Gruppe n™ Ordnung sind immer (und nur
dann) auf eine endliche Art als Summen (je der-

ten:

selben) p. ") Potenzen darstellbar (u. umg.), so
oft (n 4+ 1) durch (¢ 4 1) theilbar ist.“ '

In der That geht dieser Satz auch aus dem vorigen (X)
fiir ¢ = p hervor.

Desgleichen ist zu unserem Zwecke die Erweiterung un-
seres Stiitzsatzes mittelst des vorher gewonnenen Uber-
tragungsprincipes auf conjugirte Gruppen von mehreren Formen
unentbehrlich.

Was die Bezeichnung angeht, so werden die Begriffe
»Gruppe, Untergruppe auch bei terndren etc. Formen bei-
behalten.

ten)

Ist die Form einer F irgendwie als Summe von p (n

Potenzen dargestellt, so bilden bekanntlich® die beziiglichen
p Lineargebilde () ein Pol-p-flach der Fliche und umg.: das
Analoge gilt von einem gemeinsamen Pol-p-flach mehrerer F' .
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Dann spricht sich der allgemeine Stiitzsatz fiir Gruppen
von Formen ohne Weiteres so aus: '
v) ,Gegeben sei eine N, (N)) und eine o™
{m=0,1,2, ... md—1)} lineare Schaar (Gruppe)'
von F , die alle die Curve N stiitzen.

Dann existirt eine oo (p = nd—1—m) lineare
Schaar (Gruppe) von @ , die alle auf dieser ,F¢-
Gruppe und a,uf\Nd ruhen.

Die dieser ,®“ Gruppe mit N, gemeinsamen
nd-tupel (von Gebilden #) bilden dabei die voll-
stindige zur Gruppe der der ,F“-Gruppe und N,
gemeinsamen (Schnittpunkt-) nd-tupelconjugirte

"Gruppe. '

Dem entspricht dann, dass die vollstindige
zur ,F“-Gruppe conjugirte ® ~-Gruppe sichlinear
aus den Flichen der ,®“-Gruppe und den der
Curve N,umschriebenen Flichenzusammensetzt

undumgekehrt die vollstindige zur ,,®“-Gruppe
conjugirte aus den Fléchen der ,F“-Gruppe und
den der Curve N, einbeschriebenen Flichen.

Geht man umgekehrt von zwei auf der Curve
N, (N, dargestelltenconjugirten bindren Gruppen

(der Ordnung nd) aus, so gelangt man wieder ein-
deutig zu den beiden Gruppen der ,F* und ,®¢
zuriick, die mit N, (N)) jene gegebenen bindren
Gruppen resp. gemein haben.”

Dann spicht sich der Hauptsatz des §. 34 nunmehr so aus
(wenn die Begriffe Pol-p-flach und Pol-p-Eck sich dualistisch
gegeniiberstehen): '

m) L ,,Gegeben sei eine (d + 1)-gliedrige Gruppe

. . . t
von F , die alle eine N, (d. h. eine Raumecurve &
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Ordnung (Klasse) in einem Raume von d Dimen-
‘'sionen) stiitzen. :

Indieser Gruppebefindesicheine k-gliedrige
Untergruppe von. F , die alle aus der N, (abge-
sehen von je *)/p. festen Punktennoch) eine k-glie-
drige Gruppeder Ordnung (nd—p) ausschneiden.
Dann ist die Mannigtaltigkeit dieser Unter-
gruppe .

(16) m =k (d 4+ 1—k) — p (b—1) = p—kp wo

(17) p=p — (@ + 1—h).

Dann besitzt die zur N, *¥) und zur F-Gruppe
vollstindige conjugirte ®@-Gruppe eine p-glie-
drige Untergruppe von gleicher Mannigfaltig-
keit, deren Flichen simmtlich dasp-Eck der bez.
n festen Punkte der Curve zum Pol-p-Eck be-
sitzen.*

m) 1L Gegeben sei eine t-gliedrige Gruppe
von F_, die alle eine N, stiitzen. .

Dann giebt es solcher p-gliedrigen Unter-
gruppen(p =1,2,...¢), derenIndividuen ein der
N,umschriebenes p-flach zum gemeinsamen Pol-

p-flach haben, eine 0™ Schaar, wo
(18) m = (p—p) @ + 1) — » (r—1).
Speciell ist diese Schaar eine endliche (»°),
wenn (und dann immer)

(19) p—l—l = einer ganzen Zahl ist.

#) Denn zu jeder solchen Untergruppe gehort wieder ein anderes
solches p-tupel.
#%) Zur Abbiirzung anstatt: zu allen der N, einbeschriebenen Flichen

2t Ordnung cf. pg. 374. Anm.

W. Fr. Meyer, Apolaritit. 25
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Dann Wird M

@) p=p(l+ )

Fir p = ¢t ergeben sich die bezs Pol- Elgen-
schaften der gegebenen Gruppe selbst.

»In diesen Sdtzen « (I, IT) ist die vollstindige
Identitdtder Darstellbarkeit der bindiren Formen
als Summen von gleich hohen Potenzen und der
analogen der (4 4 1)-niren Formen, die eine N,
stiitzen und mit ihr (als N,) diegegebenen biniiren
Formen gemein haben, ausgesprochen.®

216. Diesen Stiitzsiitzen steht eine Reihe anderer gegen-
iber, von denen besondere Fille schon pg. 97, 210, 221
behandelt sind. Es moge hier nur der Hauptsatz mitgetheilt
werden, an den sich alle weiteren, namentlich durch
Verschmelzung mit den Stiitzsitzen (nach Analogie
der Entwicklungen pg. 98, 105, 138, 201 f,, 230, 234, 237)
entstehenden als Corollare anschliessen. Die Ableitungsmethode
ist identisch mit der auf pg. 133 gegebenen, so dass auf ihre
allgemeine Formulirung hier verzichtet werden mag.

Wir bezeichnen jetst genauer mit Fa ein solches (alge-
n

braisches) Gebilde im Raume von d Dimensionen, das selbst
r-fach ausgedehnt ist und von jedem Lineargebilde (cf.
pg. 366) anf der Stufe (d—r) in » Punkten getroffen wird.

Demnach wiirden die bis jetzt mit F ' bezeichneten Flichen jetzt

d—1 . |
als ,,Fa ¢ anzugeben sein, unsere Normcurve mit F' a ete.
n

Dann lautet unser allgemeinster Vielflach (H-) Satz
folgendermassen *):

#) Wir substituiren im Satze selbst statt des Buchstabens F den an-
peren H, in Analogie mit den friilheren Bezeichnungen,



Veraligemeinerungen. 387

p) H-Satz. ,Durch die Ecken von ¢ (d>¢q > 2)
einer N, (d. h. irgend einer Curve d* Klasse (und

Ordnung, im Raume von d Dimensionen) umschrie-

benen k-flachen gehteine Hi ', wo

, k— D (bk—gq)....(k—d +1

1) n=" q:? 2 2.@....2(1*,9,113'
Sieistdannzugleichder Ort derEcken einer
w9 linearen Schaar von N, umschriebenen
k-flachen. Dieseletzterensind, wenn die g gege-
benen k-flache durch ¢ binire Formen A Ord-
nung dargestellt sind, reprisentirt durch die

ganze Gruppe derselben.

Von jedem Punkte der Hi = geht ein undnur

ein solches, N umschriebenes k-flach aus.

Besondere Tille dieses Satzes sind schon vielfach?™ be-
handelt: ich nenne hier z. B. Hurwitz, Weyr, Pasch, Cremona.
(Des Letzteren Arbeit war mir nicht zugiinglich.)

Die analytische Darstellung dieser H-Gebilde ergiebt sich
nach Fritherem ohne Miihe aus der zu der gegebenen bindren

Formengruppe conjugirten ,,Schnittpunktgruppe‘‘. Mittelst der
fundamentalen Zerlegung der Nr. 21 ist es leicht, jedesmal die

a— .
Flichen Fa 1anzugeben, deren vollstindiger Durchschnitt unser

H-Gebilde ist.

Endlich erhiilt man in Analogie mit Nr. 52, 138, 146 die
canonische Darstellung dieser H-Gebilde (mittelst Produkten-
summen) ohne Weiteres aus der canonischen Potenzsummen-
darstellung der biniren Formen.

Die simmtlichen Entwicklungen und Sitze dieses § mogen
in einer spiteren Darstellung ausfithrlicher begriindet werden.

25 *
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8. 37.

Der Satz iiber die Covarianten der H - Reihe. Der Invo-
~ lutionensatz.

217. Beide Sitze erdffnen ein weites und schwieriges
Gebiet unserer Apolarititsforschungen: der erstere erledigt
einen besonders wichtigen Fall der allgemeinen Frage nach
der Bedeutung der Covarianten einer biniren Form von zu-.
sammengesetzter Ordnung; der zweite lehnt sich wieder an
einen Specialfall dieses Satzes an und fiibrt in ein Gebiet ein,
in dem iiberhaupt die gegenseitigen Verhiltnisse der Linear-
gebilde-in den hoheren linearen Réumen, insbesondere insofern
sie auf anzahlgeometrische Probleme fiihren, erforscht werden.

Wir nennen ,H Covarianten® einer biniren Form f
gerader Ordnung (2d) die zwei-, drei- . . . d reihigen Deter-
minanten der .

2.1, 2.2, . . .2 (d—1)*" Differentialquotienten von
f (nach den homogenen Variabeln) aus dem Grunde, weil die
erste Form dieser Reihe, die Hesse’sche Form von f, gew6hn-
lich mit H bezeichnet wird. Wir schreiben unsere Formen suce.

/ (1)H, H, ... H, ,. Die Elemente der Determinante
H,_sind (in der Variabeln) von der Ordnung 2d—2F, mithin
H_von der Ordnung 2 (k1) (d—Fk).

Dann lautet unser Satz (unter H sei f selbst verstanden):

o) H-Satz. ,Die Formen H (= 0 gesetzf,
k=0,1,...d—1)stellen, wenn F, diejenige Fliche
(zweiter Ordnung) ist, die eine N stiitzt und sie

in den Punkten f (= 0) trifft, diejenigen Linear-
gebilde #ter Stufe der Curve dar, die die Fliche

berdihren® oder kiirzer: ,die, Fliche und Curve
gemeinsamen, Lineargebilde 4 Stufe.“

Wir beniitzen zum Beweise folgende Hiilfssiitze, deren
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Beweis fiir ein beliebiges d gerade so gefiihrt wird, wie fiir die
Fille d = 2, 3, wo er bekannt ist.

1) Die einer allgemeinen F, = F§~1”angeh6rigel1“ (d. h.

sie beriihrenden) Lineargebilde irgend einer Stufe bilden einen
»Complex“ zweiten Grades d. h. sie sind durch eine Gleichung
2ten (Gradesin den Coordinaten*) einessolchen Gebildes bestimmt.

2) Ist eine N, in allgemeinster Weise dargestellt durch:

(@ ‘

2) pr,=9,Q) (t=0,1,...d)=a, A4 ...aq,
so sind die (homogenen) Coordinaten eines der NV, angehsrigen
Lineargebildes %™ Stufe die Kerne der aus den &'* Differential-
quotienten der ¢ gebildeten Matrix, somit ganze Funktionen
von A der Ordnung (k1) (d—%&).

Aus (1) und (2) folgt

3) Es giebt 2 (b+1) (d—Fk) einer N, und einer F, = Fg_l

gemeinsame Lineargebilde 4™

die Ordnung von H_betrigt.
4) Wenn ein Lineargebilde irgend einer Stufe eine F',

Stufe, also gerade so viel, als

bertihrt, so ist es in Bezug auf die F', zum Beriihrungspunkte
conjugirtd h.das zuirgend einem Punkte des gegebenen
Geebildes conjugirte**) Lineargebilde (d—1)*" Stufe (Gebllde )
geht immer durch den Berithrungspunkt.

Dann geht unser Beweis fiir den H- Satz so vor:

Die der N, umschriebenen Pol-(2d—F)-flache der (die

N, stiitzenden) F', sind, wie wir wissen, dargestellt durch die

zur Gruppe der %* Polaren von f conjugirte Gruppe d. h.
die ,,Elemente® *¥*) des (2d—F)flachs geniigen den nach ebenso

#) cf. z. B. § 1.

*#¥) Kiirzer: die Polare (u) des Punktes (in Bezug auf die F).

#¥¥) d. h, die Argumente der (2d—%) Gebilde (u) (der Curve), die es
bilden,
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viel Werthen polarisirten und = O gesetzten %" Differential-
quotienten von f.
Demnach stellt H, = 0 diejenigen (und nur diese) der

N, umschriebenen Pol- (2d—Fk)-flache der F, dar, fir die
2 (d—F) ihrer Elemente (u-Gebilde) coincidirt sind (etwa in €).
Aus dem Begriffe des Polvielflachs folgt dann sofort, dass

in diesem Falle das Lineargebilde ¢ der Curve von der
kten Stufe in Bezug auf die F, zu einem Punkte conjugirt

ist, von dessen d an die Curve N, gehenden Lineargebilden (u)

gerade (d—F) als Schnitt das Lineargebilde ¢ bestimmen..
Daraus folgt aber mit Heranziehung des dritten und vierten

Hiilfssatzes sofort unser Satz *) (cf. die spec. Fille pg. 92, 201).
Der diesem entsprechende Satz fiir die ebenen Curven

d*® Ordnung, die einen Kegelschnitt stiitzen, ist daraus sofort
angebbar, was aber unierbleibe, da seine Formulirung der geo-
metrischen Prignanz des H-Satzes entbehren wiirde (cf. pg.235).

218. Man iiberzeugt sich sofort, dass (excl. d = 1, wo
der Satz bedeutungslos ist) die Ordnung von H, immer grisser
ist als die von f-und gleich (abges. von & = 0) nur fiir k=d—1.

Man kann daher die Frage aufwerfen: Ist umgekehrt
eine Form der Ordnung 2 (k41) (d—F) gegeben, die zugleich
den Bedingungen geniigt, eine Form H,_zu sein, wieviel
Formen f giebt es dann, deren Covariante H, mit der gege-
benen Form identisch ist?

Es soll hier nur der einfachste Fall k=d—1 in Betracht

gezogen werden.
Dann lautet die Frage auch so:

Gegebenseieine N, und auf ihr ein 2d-tupel gy :

¥) Eine andere charakteristische Eigenschaft der biniiren Formen
gerader Ordnung (2d) und der zugehdrigen F2 ist pg. 382 mitgetheilt,
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wieviele @, giebt es, die dieses 2d-tupel g, (=0)
(vonu-Gebilden)mit der N, gemein haben und die N
stiitzen? 7
Diese Frage ist aber (nach Satz e) pg. 366) identisch
mit der andern: ;
Wieviel Involutionen (d41)" Ordnung giebt
es mit gemeinsamen 2d = & Doppelelementen?
die selbst wieder in der allgemeineren-enthalten ist:

1) Wieviel Involutionen (d 4 1)* Ordnung
giebtes mit gemeinsamen 2d—=3 Elementenpaaren

d

(spec. Doppelelementen)?
Die Losung lautet:
pDie Anzahl z5dieser Involutionen bestimm¢

sich durch die Relation

@ 5—1)!
. E=n!

S
G+ é—

die alle Fille umfasst (nur dass man fiir 3=2

fiir 0! die Eins zu setzen hat)“.
Demnach ergeben sich z. B. fiir die Involutionen
gter, 4% bl 6 1, 8" Ordnung
2, b, 14, 42, 132, 425
Involutionen mit bez. A
4 6, 8 10, 12, 14
gemeinsamen Elementenpaaren.
Fiir den Beweis dieses ,,Involutionensatzes® habe ich bis
zur Zeit keine so einfache Form finden kénnen, dass er hier
vollstindig abgeleitet werden konnte, es mogen einige An-

deutungen iiber den Gang desselben hinreichen.
Das Verfabren ist dem frither (Nr. 155) bei Involutionen

vierter Ordnung angewandten ganz analog. Man bemiiht
sich, die gewiinschten Involutionen in der That durch ge-
eignete (u)-Biischel auszuschneiden.

~ Gehen wir etwa zu den nichst hoheren (finfter Ordnung)
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iiber, so denken wir uns zunichst eine R mit 8 eigentlichen
Doppelpunkten, . deren Argumente, wie man sich (ihnlich
wie auf pg. 321) unschwer iiberzeugt, ganz willkiirlich gewihlt
werden kénnen. (cf. die Anmerkung.)

Dann geht durch jede (eigentliche) vierfache Sekante
der Curve ein Ebenenbiischel, das eine Involution fiinfter Ord-
nung mit vorgegebenen acht Elementenpaaren aus der Curve
ausschneidet.

Man bestimme daher zuniichst die (bekannte) (cf. pg. 363)
Anzahl der vierfachen Sekanten, die eine Rz iiberhaupt be-
sitzt: ziehe in unserem Falle davon ab erstens die Verbin-
dungsgeraden je zweier der (8) Doppelpunkte, zweitens die
Sekanten, die von je einem Doppelpunkt ausgehen und die
Curve noch zweimal treffen. (Da durch Projektion von

solchem Doppelpunkt aus auf eine Ebene eine R: entsteht,

so giebt es solcher Sekanten s0 viele, als eine R; ausser 7
bestimmten Doppelpunkten noch weitere besitzt. Und analog
in den hoheren Fillen.) Demnach erhilt man als Anzahl
der eigentlichen vierfachen Sekanten unserer Rz’:'
7.6.6.5 8. 1 6. 5
Wises 12" %02
Also existiren jedenfalls (mindestens) 13 Involutionen
fiinfter Ordnung mit 8 *) gemeinsamen Elementenpaaren.

— 1) = 13.

Sehen wir zu, ob wir nicht einen noch genaueren
Werth ermitteln, wenn wir unsere Involutionen aus einer

R}, (also im nichst hoheren Raume) mit 8 (eigentlichen)

*) Diese sind auch als Argumente der 8 Doppelpunkte der Rg

willkiirlich annehmbar. Denn ‘acht eigentliche Doppelpunkte zu be-
sitzen mit beliebigen Argumentenpaaren zihlt 24 Bedingungen, die eine

Rg gerade erfiillen kann,
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Doppelpunkten*) durch Biischel von (u)-Gebilden ausschneiden,
die durch je ein die Curve sechsmal treffendes Linearge-
bilde zweiter Stufe (Ebene) gehen.

Wir bilden erst wieder die Anzahl dieser Ebenen fiir

eine Ry itberhaupt (nach Formel (25) pg. 363): ziehen fiir

unsern Fall davon ab 1) die Verbindungsebenen je dreier

*) Dje Existenz dieser Curve ist leicht direkt nachweisbar. Denkt
man sich eine R: mit 21 getrennten Doppelpunkten (eine Curve, die
man durch einen continuirlichen Process analog dem pg. 346 anmerkung
‘mitgetheilten aus einer R? mit 15, diese wieder aus einer R?; mit 10
Doppelpunkten, die nach Nr, 192 existirt, ableiten kann) ,und legt
durch 13 derselben und irgend drei einfache Punkte der Curve eine
®3-8chaar von Curven fiinfter Ordnung, so schneidet diese gerade die

viergliedrige Gruppe unserer betrachteten Rfl aus¥.

Die Argumente der acht Restdoppelpunkte der RS sind ganz will-
kiirlich (wie die der drei einfachen Punkte) und in der That hiingt eine
le mit acht Doppelpunkten (von beliebigen Argumenten) noch ausser-
dem von drei Willkiirlichkeiten ab. '

nDaher giebt es also auf unserer Rg immer 14 Sextupel von Punkten,
deren jedes mnebst den 13 ausgewi#hlten Doppelpunkten und drei willkiir-
lich gewiihlten einfachen Punkten die Grundpunkte eines Biischels von
Curven fiinfter Ordnung bilden (und diese 14 Biischel schneiden dann
14 Involutionen fiinfter Ordnung mit 8 gemeinsamen Elementenpaaren
aus der Curve aus).“

Das einfachste Bild unserer 14 Involutionen erhdlt man in dem

Fall der R?I (mit 15 Doppelpunkten). Betrachtet man hier die Argumen-

tenpaare von 8 derselben als die gegebenen. Elementenpaare (die dann
allerdings durch eine bestimmte Relation verbunden sind), so werden -die
gewiinschten 14 Involutionen aus der Curve ausgeschnitten

1) durch die 7 Strahlbiischel der 7 weiteren Doppelpunkte,

2) durch 7 Biischel von Curven dritter Ordnung, deren Grundpunkte
aus den 7 weiteren Doppelpunkten und je einem Paar von einfachen
Punkten der Curve bestehen.

(Denn das Netz von Curven dritter Ordnung durch diese 7 Doppel-

punkte schneidet aus der Curve die dreigliedrige Gruppe einer Rg aus,)
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der (8) Doppelpunkte, 2) die Verbindungsebenen- je zweier
von ihnen, die die Curve ausserdem noch zweimal treffen, 3)
die durch je einen Doppelpunkt gehenden, die die Curve
noch viermal treffen. Dies liefert fiir die gewiinschte Zahl
von eigentlichen sechsfachen Sekanten-Ebenen:

87 7.6 6.5
OB v A
8.7.6 8. 1T 7.66.5 7.6
{m'l—l- 2(15_6)"'8{1. 2231 2 7(15—6)}}=14-

Durch jede derselben geht ein (u) Biischel, das eine
der verlangten Involutionen aus der Curve ausschneidet, so-
dass mindestens 14 solcher existiren miissen.

Geht man jetzt aber wieder weiter, zu RS, R etc. mit je
acht eigentlichen Doppelpunkten und verfihrt analog, so
iiberzeugt man sich, dass diese Zahl 14 immer wieder-
kehrt, also eine obere Grenze fiir die gewiinschte Anzahl

darstellt.

Dies bestitigt sich vollkommen durch die allgemeine
Untersuchung. Schneidet man, ganz wie oben, auch die
Involutionen #'" Ordnung, durch (u)-Biischel aus Curven
aus, die immer (2n—1) eigentliche Doppelpunkte besitzen,
so ergiebt sich fiir die jedesmal so nachweisbare Zahl von:
gesuchten Involutionen (mit denselben 2(n—1) Elementen-
paaren) eine Recursionsformel. Diese lidsst sich in eine
einzige Reihe zusammenziehen, deren Summe von einem
bestimmten Gliede an einen festen Grenzwerth
nie mehr tiberschreitet (weder nach oben noch nach
unten). Darin liegt der (wenn auch nicht vollkommen
" strenge) Beweis, dass dieser Grenzwerth die gewiinschte
Anzahl genau darstellt. Dieser Grenzwerth nun ist kein
anderer als der oben unter (3) angegebene, nachdem man
fir den urspriinglich gefundenen noch Zihler und Nenner
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mit gewissen ganzen Zahlen multiplicirt hat, um ihm diese
elegante Gestalt zu verleihen.

219. TUnser Involutionensatz lisst sich aber auch leicht
in die Sprache der htheren Riume iibersetzen und bildet da
wieder den Ausgangspunkt einer vollstindigen anzahlgeome-
trischen Theorie der Lineargebilde dieser Ridume.

Wiihlen wir als Beispiel die Involution vierter Ordnung.
Eine solche ist auf einer N, durch zwei ihr umschriebene

Vierflache (Quadrupel) gegeben und bestimmt dann vermoge
aller ihr angehorigen Quadrupel die Punkte einer Geraden g.
Jedem Doppelelemente der Involution entspricht dann eine
»Ebene der Curve, die die Gerade g trifft und umgekehrt.
Daher giebt es so viele Involutionen vierter Ordnung mit den-
selben (6) Doppelelementen, als Gerade, die sechs Ebenen
einer Curve N, (und somit nach einem bekannten™) Lagenprincip
itberhaupt sechs Ebenen) treffen.

Und so spricht sich der Involutionensatz t) auch so aus:

Satzt). ,Es giebt x3_,; Lineargebilde erster
Stufe (Geraden), die in einem Raume von d-41
Dimensionen & Lineargebilde d* Stufe treffen
(u. dual).“

‘ Und analog beweist sich folgender Ausspruch:

Prinzip v) ,Es giebt in einem Raume von n
Dimensionen gerade so viel Lineargebilde »*
Stufe, die (r+1)(n—r) Lineargebilde (n—1—r)" (d. i.
derconjugirten) Stufe treffen (u. dual), als (r41)-
gliedrige binire Gruppen »n® Ordnung mit ge-
meinsamer Funktionaldeterminante.®

Man erkennt daraus, dass die vollstindige algebraische
Erweiterung unseres Involutionensatzes t) (auf hohere Gruppen)
zugleich alle anzahlgeometrischen Probleme losen wiirde, die
man in den héheren (linearen) Riumen, sofern es sich um
Lineargebilde allein handelt, tiberhaupt stellen kann.
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Es ist hier aber zugleich der Ort, allgemein darauf hinzu-
weisen, wie wir durch unsere Apolarititsbetrachtungen, die uns
mit Nothwendigkeit auf die H-(cf. Satz p) und die ihnen je eindeutig
zugeordneten (eine N stiitzenden) F-Gebilde und ihre invari-
anten Eigenschaften fiihrten, thatsichlich implicite die
Theorie der entsprechenden Lineargebilde hoherer Riume
mitbehandelt haben. Denn die Coefficienten in den Glei-
chungen der H-Gebilde sind ja nur lineare Combinationen der
Coordinaten der bez. Lineargebilde (und umgekehrt) und es
gelten zwischen ihnen die analogen Relationen, wie zwischen
den letzteren (Coordinaten).

So waren die H-Kegelschnitte thatsiichlich die Bilder der
‘Raumgeraden und in diesem Sinne behandelte ja der §. 21 die

- Abbildung der linearen Complexe auf die Ebene.

So rechtfertigt sich die dem Titel dieses Werkes belge-

gebene Erklirung. Das schon zu Anfang dieses Kapitels in

~ Aussicht gestellte Werk wird gerade diese Beziehung zwischen
Linear- und H-Gebilden, nebst den bez. Coefficientenrelationen
mit zu Grunde legen. So wird es moglich sein, eine schon
“von Manchen™ (z. B. Grassmann, Veronese, Jordan, Halphén,
Spottiswoode) angebahnte projektivische Theorie der hoheren
linearen Riume, wenigstens in den Elementen, systematisch
durchzufiihren.

8. 38.

Die lineare Transformation auf den rationalen Curven und die
allgemeine Collineation.

220. Zum Schlusse soll noch die wichtige, am Ende
von Kap. I aufgeworfene Frage nach der Beziehung zwischen
den linearen Transformationen auf Curven R: und den Col-
lineationen des bez. Raumes erledigt werden. Dies geschehe
in gedringter Weise mittelst einiger Sitze, deren (einfache)
Beweise hier unterdriickt sind, .
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Es geniigt, statt der Curven R die- (Norm)curven R
zu Grunde zu legen. Dazu dient der
Hiilfssatz I. ,Gegeben sei eine R’ :
1) ez, =) (t=0,1,...n).
Streicht man (n — d) dieser Gleichungen (etwa fiir
~i=d+1, d42,...n), so resultirt eine R, die aus der R
durch ,Projection“ entsteht, und zwar mittelst aller (oo )
u-Gebilde*), die durch das Lineargebilde (n—d—1)"" Stufe:
2) =0, 2, =0,...2,=0
gehen, auf dasjenige d'* Stufe:
3) xd+1:0, xd+2=0,...xn’ = 0.
Ist daher umgekehrt eine Rg (pxi = cpi(l), 1=20,1,..d)
" gegeben, so lisst sie sich durch Hinzufiigung von beliebigen
n—d weiteren Gleichungen (pz, = ¢,(A), k=d 4 1,...mn)
in der angegebenen Art als Projektion einer R auffassen.

Eine lineare Transformation auf der R: ist dann genau dieselbe,’
wie die auf der bez. R.¢

Fragen wir, in was fiir eine lineare Transformation des
Raumes von n Dimensionen durch diesen Process irgend eine
solche des ‘gegebenen Raumes (von d Dlmensmnen) iibergeht,
so lost dies der

Hiulfsatz II. ,Ist die Transformation im héheren Raume
(von % Dimensionen) gegeben durch:

) ey, =a,_ = G By 0y B A0, 8 (1=0,1,...m)
und verschwinden alle v*® Unterdeterminanten der Trans-
formationsdeterminante (aber nicht alle (v 4 1)*%), so stellt
diese specielle Transformation eine sProjection
dar vondem Lineargebilde v Stufe

(1) a, =0 (i =0,1,... n) (mit den Horizontalcoefficienten a)

¥) d. i, immer ein Gebilde u, = 0.
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auf das (dualistisch conjugirte) Lineargebilde -
(n—y—1)*" Stufe:

8) a,=0%k=0,1,...n)(mit den Vertikalcoefficienten a),
verbunden mit einer (allgemeinen) Collineation
indemletzteren Gebilde. _

Umg. gehe man -von einer beliebigen Collineation im
letzteren Grebilde aus, so gelangt man riickwiirts zur (uneigent-
lichen) Collineation (4) im hoheren Raume.“

221. Fragen wir nunmehr, welche (specielle) Collineation
im bez. Raume (von n Dimensionen) eine lineare Transfor-
mation auf einer R nach sich zieht, so lautet die Antwort:

Satz ¢) ,Durch eine (allgemeine) lineare
Transformationaufeiner R ist die (allgemeinste)
Collineation des bez. Raumes von der Art be
stimmt, dass sie die Curve in sich iiberfithrtund
umgekehrt. Eine solchebesondere Collineation
hingt (bei ganz willkiirlicher Annahmeder R
und der projectivischen Beziehung auf ihr) von
(n—1) Constanten weniger ab, als die allgemeine
Collineation (des bez. Raumes). Diesriithrt daher,

dass, wenn eseine R’ giebt, die beieiner Colline-

. . . . . —1
ation in sich iibergeht, so auch noch eine "

Schaar®
' In der That, seien 0, oo die Doppelelemente der pro-
jectivischen Beziehung auf der R}, und das Coordinatenpoly-
eder das Normpolyeder (cf. Nr. 30) der Curve, so ist diese dar-
gestellt durch: .
9) pr, =k XN (=0,1,...n)
und die projektivische Beziehung nebst der durch sie be-
stimmten Collineation durch .
(10) X' =a), oy, =& =,
Dann aber geht auch jede Curve der oo" ' (pg. 44, 300)
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Schaar, die durch (9) bei varlabeln k dargestellt ist, in
sich iiber.
222. Nun ist aber der strengere (al]gememere) Begriff
einer bingiren linearen Transformation
ak + b
a1 p=~ j__ d
bekanntlich der, dass A und-p nicht auf derselben, sondern
zwei verschiedenen (ganz beliebigen) R} interpretirt werden,

die dann vermoge (L1) projektivisch auf einander bezogen
werden.

Von diesem Gesichtspunkt aus gelangen wir zu dem

Collineations-Fundamentalsatz ¢). ,Durch
cine allgemeine Collineation (im Raume von n
Dimensionen) geht offenbar irgend eine R. (mit
ithren simmtlichen Lineargebilden) iiber in eine
S" (mitallenihren Lineargebilden) und zwarsind
dann vermdge der Collineation die Elemente
beider Curven projectivisch auf einander bezogen.

Aberauchumgekehrtistdurcheine projektiv-
ische Beziehung zwischen irgend zwei Curven

R, 81%) (in allgemeiner Lage) eine Collineation

#) Nehmen wir die eine Curve zur Normcurve
o, = n, n (n =1, » = n, ete.)

so ist die zweite in allgemeinster Weise dargestellt durch
— n n—1 0
ow =09 (W=mn e ¢ +na p  +...na p.

i1 n in

Vermoge der projectivischen Beziehung (11) gehen die ? () tiber

in {abges. von dem in o eingehenden Faktor (cA - d) }
® () =n A+ n 4 N Yol n 4 2
Dann ist die durch (11) bestimmte Collineatxon unsexes Raumes
keine andere als
W, = Aio @ ~+ Ai1 ® + ... Ain .

Waren die @y allgemeiner Natur, so auch die Aik'
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(desbez Raumes)und zwar dieallgemeinste ihrer
“Artbestimmt. ' _

In diesem Sinne stellt demnach die binidre
Collineation (11) zugleich die (n41)-ndre dar und
umgekehrtund die Invarianten des einen Gebiets
zugleich die desandern.®

Daher ist die oft von uns beniitzte Operation: ,Man
wihle irgend eine vorliegende R zur Normcurve (statt der

urspriinglich vorhanden gedachten, auf die der bez. Raum
bezogen gewesen war) und nehine auf ihr eine beliebige Para-
metervertheilung an“ identisch mit der kiirzeren:

pMan iibe auf den Raum eine allgemeine Colhneatlon
aus (durch die die urspriingliche Normcurve in die R tiber-

geht).«



