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Introduction

Cette étude est une suite de [11], ol1 ’on a écrit d’une fagon explicite
la formule de Plancherel abstraite due a Penney [17] pour des représenta-
tions monomiales de multiplicités finies d’un groupe de Lie nilpotent.
Ici on s’occupe de ce probléme dans le cas exponentiel pour des représen-
tations monomiales construites d’une polarisation réelle et s’intéresse en
méme temps a une propriété de réciprocité pour telles représentations.

Précisons nos objets a étudier. Soient G un groupe de Lie résoluble
exponentiel d’algébre de Lie g. En notant exp ’application exponentielle,
on écrira G=exp g. On désigne par e I'élément neutre de G, par 4, la
fonction module de G et par G le dual unitaire de G. Bien que chaque
élément de G soit une classe d’équivalence des représentations unitaires
irréductibles, on I'identifie avec sa représentante.

Pour une représentation unitaire p de G, on note J#, son espace de
Hilbert, 5+ I’espace des vecteurs C* muni de la topologie habituelle, et
;= son antidual (cf. [8], [18]). Etant donnés un sous-groupe fermé K
de G et son caractére ¢, nous posons

;) ={ae #;; p(ya=c(k)a, k e K}.

Soient H un sous-groupe fermé et X son caractére unitaire. On con-
struit une représentation induite r=ind$% X dont la désintégration centrale
canonique s’écrit

D
T= _[@ m(m)wdu(r)

avec une mesure de Borel y sur G et la fonction m(r) de multiplicités. Tl
vient que la forme antilinéaire §,: 5#7= 3 g—>¢(e) e C définit un élément de
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(H#7=)E14He, on 4 wo=4gz/4;. Alors, conformément & la désintégration,
d. s’écrit

s f (o

avec at e (A7 =) e (cf. [5], [17]).

Dans cette situation nous nous posons deux problémes suivants.
Premiérement vérifie-t-on une réciprocité, c’est-a-dire qu’on peut prendre
dim (s#;)# 14%¢ pour la multiplicité m(r)? Deuxiémement nous aimerions
expliciter les a* ci-dessus. Comme premier abord & ces questions nous
allons examiner dans la suite des représentations monomiales bien particu-
ligres. ,

Le dual de g se notant g*, G y opére par ’action coadjointe et G se
parameétre de I’espace des orbites g*/G (cf. [4], [16]). 1l s’ensuit qu'd z e G
(resp. 2 e g*/G) s’associe (z) e g*/G (resp. n(2) € G). Etant donnée fe -
g*, on désigne par B, la forme bilinéaire sur g définic par B(X, ¥)=
SUX, Y et par g(f) le radical de B,. Alors g(f) n’est autre que I'algébre
de Lie du stabilisateur G(f) de f dans G. Une sous-algébre § de g sera
dite subordonnée & f'e g* si B(X, Y)=0 pour tous X, ¥ dans §j. Soient
S(f, g) I'ensemble des sous-algébres subordonnées et M(f, g) celui des
polarisations reélles au point fe g*. On dit que § ¢ S(f, g) vérifie la con-
dition de PukanszKy si H-f =f--5+ ou H=exp | le sous-groupe analytique
correspondant & § et ou ht signifie 'annihilateur de §) dans g*. On
introduit Pensemble I(f, g) des §e S(f, g) Vvérifiant la condition de
Pukanszky. On sait qu’en général @ ==I(f, ) SM(f, 9)SS(f, g)-

Pour §) e S(f, g) il se produit un caractére unitaire X, de H=exp § par
X, (exp X)=e'® (X e b, i=+/—1) et ensuite une représentation mono-
miale r=ind% X, de G. Pour que ¢ soit irréductible, il faut et il suffit que
§ appartienne a I(f, g) (pour tout ce qui précede, cf. [4]):

Dans ce qui suit nous allons étudier ces représentations monomiales
z=ind§ X, pour établir la réciprocité lorsque § e I(f, g) (Théoréme 1) et
pour écrire une formule de Plancherel concréte lorsque §)e M(f, q)
(Théoréme 2).

§ 1. Préliminaires

Conservons les notations et notons, pour a € S#£*> et b e #7~, {a, b)
Iimage de b par a. Soit r=ind% X avec un certain caractére unitaire X
d’un sous-groupe fermé H de G. Soit 2(G) 'espace des fonctions C* sur
G a valeurs complexes et & support compact. Pour ¢ € 2(G), on fabrique,
en faisant le choix d’une mesure de Haar & gauche dh sur H, un élément
o4 de S}~ par
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su@=[ sentnazpna (g6

et un opérateur T(¢):j #(g)z(g) dg sous le choix d’une mesure de Haar a
G

gauche sur G. On normalise la forme v, 5 positive G-invariante sur I’espace
des fonctions numériques F sur G vérifiant F(gh)=4, (W F(g) (h e H,
g & G) de telle sorte qu'on ait v, 5 =dg/45 .dh. Ecrivons

vo.ulF)={_ Fe)dveu(s)

et définissons par cette v, , la norme dans ..
Alors, pour - € S£7°,

@3 =(| $@)c(0.g. )=(3.. | Fe)ele wde)
=[ serv@de={ dvo.ule)] ez eRan
=f T @don(®)| SEn DB =g 0.

On a ainsi =(¢)d, = ¢} € A7 et par suite {z(4)d., 5,>=f (WX A5 (h)dh

=¢%4(e) quelle que soit ¢ € 2(G).
De ce qui précéde la désintégration de §, nous donne

G3(e) =L :i;’ (R(@)a, adu(z).

C’est cette formule qu’on appelle la formule de Plancherel abstraite pour
T.

Bornons-nous au cas ou r=ind% X, avec feg*, H=exp} et he
M(f, g). D’aprés Vergne [21], z se décompose comme suit. On désigne
par U(f, ) I’ensemble des orbites coadjointes qui rencontrent le sous-
espace affine 45t suivant un ouvert non vide de celui-ci. Il se trouve
que U(f, §) est un ensemble fini. Pour 2 ¢ U(Y, §)) les composantes con-
nexes de 2N (f+5+), dont chacune est une H-orbite, sont en nombre fini.
Ce nombre sera noté c(2, f, §) ou plus tard m(£2) pour simplicité. Le
résultat de Vergne dit que ¢ se décompose en some directe

= 3 @A [, Hr(D).

2eU(f,h)

Dans cette situation particuliére, notre formule de Plancherel abstraite
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pour ¢ §’écrit, en notant ¢ au lieu de ¢}/,

e(2,1,9)
o= >, >, (=Q)p)az, at)
QeUf,n k=1

pour toute ¢ ¢ 2(G). 1l s’agira plus loin d’expliciter ces af pour obtenir
une formule de Plancherel concréte pour telles <.

Avant de cheminer dans une étude assez minutieuse, soient en général
G un groupe de Lie dénombrable & P'infini, H un sous-groupe fermé de G
et X un caractére unitaire de H. On suppose que la représentation induite
r=1ind$ X se décompose en somme directe

=) ®m.x (m,: multiplicité de r),

et, pour un opérateur d’entrelacement R: #,—# ., se donne a, e #,~
par az(¢)={0., R(¢)>=R(p)(e), ¢ € #}~. Un simple calcul montre que
ap e (#7°) e et que 'application R—a, est antilinéaire injective.
D’ou

dim (7<) 140 > m,

(en tout cas, cf. [17]).

§ 2. Vecteurs semi-invariants généralisés

Commengons par établir une réciprocité due 2 Howe [15] dans le cas
nilpotent.

Théoréme 1. Soient G =eXp § un groupe résoluble exponentiel, fe g*
etheI(f, g). SoitencorereG. Ona

1 si Qx)=G-f,

dim (7)1 =
0 si An)+~G-f.

Preuve. En s’appuyant sur la méthode classique de récurrence, on
se raméne au cas- ou il n’existe aucun idéal abélien non nul sur lequel f
s’annule. Le centre de g sera noté 3 et a désigne un idéal non central
minimal, ce qui veut dire que a est minimal parmi les idéaux non centraux.

On va examiner différents cas. Lorsqu’il s’agit d’un vecteur généralisé
ae #7= pour reG, on réalisera, en prenant /e 2(z) et be I(, g), ©
comme ind§ X, avec B==exp b, et regardera a comme distribution ou bien
sur G donnée par 2(G) > ¢—{¢p%, ay e C ou bien sur R™, m=dimg—
dim b, en se servant d’une base coexponentielle & b dans g
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I. 3Na={0}. Dans ce cas aest un idéal minimal et par suite contenu
dans § (cf. [4]). 1l se divise en deux sous-cas.

(i) dima=1. Soit Yeatel quef(Y)=1. Prenons/e 2(z) et po-
sons 2=I(Y). On réalise z en utilisant b € I(/, g), qui contient toujours
a. Soit maintenant a e (#7)%*4¥,e. Puisqu’il existe X e g tel que [X, Y]
=Y, on convient d’introduire la premiére coordonnée dans I’espace de
au moyen du sous-groupe a un paramétre exp RX. Notons G, le centra-
lisateur de Y dans G.

La semi-invariance de a relative & h,=exp ¢tY € H(¢ e R) entraine

a, (e7"' —e™"*")g (exp sX g,) ) =0

pour toute ¢ € #;"(s € R, g, € G,). 1l en résulte que la premiére coor-

1/2

donnée s du support de a doit vérifier ef =2, d’ott 2>>0 si (A=) 1t e =
{0}. Quitte a remplacer /e 2(z) au besoin, supposons que 2=1. Par
conséquent, il est imposé que s=0. Puisque

%(e-u__e—ite—s”s:oz —ite" =0

pour =0, 'ordre transversal de a par rapport a G, est nul (cf. [6]), ce qui
nous permet d’appliquer I’hypothése de récurrence a G, car
{a, ¢y ={ay, 45,/5($|G,)) avec a, € (%;ow)H'zﬂ}"l?G“a 7, =Ind3° X, € éo-

(ii) dim a=2. On choisit des éléments Y,, Y, € a et X ¢ g de maniére
que a=RY,@®RY,, [X, Y=Y, +aY,, [X, Y, |=Y,—aY, (0« ¢ R) et que
B+ =1 pour p;=f(Y;) (j=1,2). Chaque élément g e G s’exprime
d’une fagon unique sous la forme g=exp sXg, avec s € R et g, appartenant
au centralisateur G, de a dans G. On réalise = par 'intermédiaire de b e
I(l,g) & I e Q(xn), et pose B=exp b, 1,=I(Y,) (j=1,2). Comme a est un
idéal minimal, aCb N Y, ce qu'on utilise pour calculer la semi-invariance
de a e (#:=) 146,

Ceci donne, d’abord quant a exp tY, € BN H (t € R),

<a’ (e—itm__e—‘ite—s(hcosszx—lz sinsa))¢ (CXp SXg[))>=0,
ensuite quant a expt’Y, e BNH (t' e R),
<a, (e—“’yz_e—“'e—‘(ll sin sa + 22 cos 8a))¢ (CXp SXg0)> =0

pour n’importe quel ¢ € 7. 1l en résulte que, si (7)™ 11446 £{0}, la
premiére coordonnée s du support de a=0 satisfait aux égalités
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e (4, cos aus— A, sin aes) = p,,
e~ *(4, sin ees+ 2, COS aS) = ;.

Cela signifie que /|a, f|a appartiennent au méme G-orbite dans a*. I
vient, choisissant a nouveua / ¢ Q(x) verifiant /| a= f]a, que s=0.
Pour que a admette des termes différentiels, il est nécessaire qu’on ait

i(e-upl_e-ue—sulcos as-igsinany)

ds

— _d__ (e—'lt’m_e—itle—s(zlsinas+lzcos as))|3=0=0

ds

pour tous £, ¢’ e R. Ceci méne 2 A,+al,=2,—ai,=0, d’oll vient une
contradiction. On se raméne ainsi au sous-groupe G, comme avant.

II. dimg=1etzCa. Soit 3==RZ avec f(Z)=1. Quitte a supposer
que /(Z)=1 quelle que soit /e 2(x), sinon notre assertion serait triviale,
on prend / ¢ 2(z) de sorte que /|a=f|a. On sépare deux cas.

(i) dim a==2. Soient Y e ker fNa=ker/Na, X e g tels que [X, Y]
=Z. On met a 'aide d’un sous-groupe & un paramétre exp sX (s e R) la
premiére coordonnée dans ’espace de = et écrit g € G sous la forme g=
exp sXg, avec s € R, g, ¢ G,=—exp a’ =exp a* ol, par exemple, a’ désigne
I'orthogonal de a par rapport & B,. Soit a e (#;=)%:*/#¥,e et 'on réalise
= au moyen de b e J(/, g) qui contient a. Posons B=expb et 7, =ind$x,
G,

1) En premier lieu, soit aC§. La semi-invariance de « relative a
h,=exptY e BN H nous fournit

{a, (1—e"*")¢p (exp sXgy)»=0

quel que soit ¢ R. De fagon analogue aux cas précédents, on en déduit
que tout se raméne au sous-groupe G,.

2) En deuxiéme lieu, soit aZ}. Il est possible de choisir X ci-dessus
dans § (cf. [4]). Ceci fait, la semi-invariance de a relative 4 h,=exptX e H
(t € R) entraine qu’au moins pour ¢ e ;= a support compact modulo B,

(1) Cagy=[_Ca ¢ exp X)), @XP LIS (exp 1X i

avec certaine distribution q, telle que 4y qa, € A",

Voyons que 442 a, e (A#7=)2" 46 ol i’ =fNa’ +a e I(f, g) et H'
=expl’. En effet, si [§, aJC3, on pose, pour te R et he HNG,
exp tAd(h) X =exp tXh(t) avec h(t) e G,Nexp[h, hl. Alors de (1) découle



Représentations Monomiales 159

{n(ha, > = I {ay, ¢ (exp tXh(t)h-)X, (exp tX)A5'F (exp tX)dt.

En considérant ¢ ayant la forme ¢ (exp tXg,)=O(t)y(g,)4¥> s(g,) avec D e
D(R) et yr € o7, on en déduit
[ 00 @0 474 @30 O M 20K s A0
—<ay, (4d7,60r)(H(2)hg,) )}t =0.
@ e 2(R) étant arbitraire, on a
(A (B o Ayrelry= > (455, 0)(1)RE0))

pour tout £ ¢ R. Car les deux membres dépendent continiment de ¢ ¢ R.
En particulier cette égalité s’etablit pour 1=0. D’ou

() (445, 000) =X ;(B) A3t 'e(1) A5 5 (h) (487 0%)

pour he HNG, Comme 4y =44, sur HNG, et qu’il se voit facile-
ment que m(h)a=2%,(h)a pour he A=expa, on constate A2 qa, e
(#:)E" RN

Si [b, a]gZa, il existe T e § tel que [T, Y]=7Y. Remplagant X par [X, T]
au besoin, X se trouve dans [}, §]. Alors, la formula (1) devient

{a, ¢>=IR<00, ¢ (exp tX-)>dt.

Pour montrer que 44?2 ;a, € (#°)" 1% 6, un pareil argument A celui
fait plus haut s’applique comme suit. En posant, pour A,=exp sT e H
G, (s € R), h, exp tX=exp te *Xh(s, t)h, avec h(s, t) e G,Nexp[h, h], on a

(ah)a, ¢ =IR<ao, & (exp te=* Xh(s, t)h,-)Ydt.

Par suite, pour ¢ de la forme ¢ (exp tX g,) = @)y (8,) 442 c(8y)> D € D(R) et
Ve,

[ B0 (1,00 8250, 22— (BB, €0V}t =0.

Il en découle my(h NAY2sa,)=X (h)e A e(h)Az13(h)(4¥?: ¢d,) et puis
w(h)(dd; ca) =% (h) A3 g (h)a, car Ay o(h)= Ai7() Ay, »(H') pour tout
e HNG,



160 H. Fujiwara et S, Yamagami

(i) dim a=3. On choisit ¥, V,ekerfNa=ker/N a de sorte
qu’on ait, pour tout X e g,

[X, Y]=2X) Y +aY)+uX)Z, [X, V]=2X)T;—aY)+EX)Z

(O£« e R), ou 4, p, & sont des éléments linéairement indépendants dans g*
(cf. [20]). A Taide de X;, X; e g tels que [X;, Y,]=§,,Z, g e G s’écrit d’une
maniére unique sous la forme g=exp s,X; exp 5,X,g, avec s, s, e Ret g, e
G,=exp a’ =exp a’. Soit a e (#; =) */¥,s et, comme d’habitude, on ré-
alise = au moyen de b e I(/, g) contenant a. Soient B=exp b, r,=indgeX,
eG,. Y=bNna'+ael(f,g)et H=exph.

1) Supposons aCCh. Un calcul simple méne, pour tous ¢, f, ¢ R et
e, a (a(exp(tYi+5Y))a, ) =a, €@ g(g))(g=exp s, X,
-exp 5,X,g,). La semi-invariance de « entraine donc

(a, (1 —enatag(g)y =0

quels que soient #,,#, € Ret ¢ e £+, Le raisonnement deja fait a plusieurs
reprises nous permet de descendre au sous-groupe G,.

2) Supposons dim )N a=2. Il est immédiat que [§, a] =3 et possible
de prendre les Y,, Y, ¢ a, X, X, e g ci-dessus de sorte que Y,, X, appartien-
nent a . Ceci posé, une combinaison de deux type d’arguments précédents
entraine au moins pour ¢ € ;> & support compact modulo B,

{a, ¢ =JR<GO9 ¢ (eXp 5, X5+ ) DX (€xp 5, X) A58 (exp 5,X;)ds,
avec une certaine a, vérifiant 442 ca, e (A;°)H 148 6,

3) Supposons enfin HNa=3. Il suffit de répéter, utilisant X, X, ci-
dessus choisis cette fois dans §), I’observation précédente pour obtenir

{a, ¢ :.[m@o’ & (exp 5,.X, exXp 5, X, )X ,(exp 5,.X; exp 5, X;) 454
- (exp 5, X, exp s, X,)ds,ds,

sur certain sous-espace dense de s>, LA g, est une certaine distribution
oo\ H", 7 p4Y
telle que AY? ca, € (AH77)H 7144 6, c.q.fd.

Corollaire 1. On reprend les notations du théoréme 1, et forme rv=
indgx,. Alors (#;=)"*4,6=C3, oit 6.: #7> 3 g—>g(e) e C.

. Corollaire 2. Soit G=exp g un groupe résoluble exponentiel et soit
S eg* Ilexiste b e I(f, g) possédant les propriétés suivantes. Pour § e



Représentations Monomiales 161

I(f, g) quelconque, I'image de produit HB, H=exp ) et B=expb, est un
Jermé de G. Un opérateur d’entrelacement R entre r=ind§ X, et r=ind%¥,
se révéle sous la forme

RO@=F,  Het, A7 dvmnal) (g€ G)

au moins pour ¢ € £ a support compact modulo B. En d’autres termes,
o I \ . . -
(=) 2145 e = Ca oil a s’exprime, au moins pour telles ¢ e A+,

(@ $y=f  FOLBAT W05

Si l'on considére a come distribution sur G donnée par D(G) 3 yr—
¥k, a) e C, son support est égale a la double classe fermée HB ou encore

a{geG; g-(f+IH)NU+hY) =g} (cf. [12]).

Preuyve (cf. [4], [10]). On rapelle le raisonnement dans la preuve du
théoréme 1. Si par exemple, §) ne contient pas a, I'idéal non-central
minimal, on pose comme d’habitude g,=a’, §,;=HNg, H=5h,+a, G
€xp gy, Hy=exp f), et H’=exp §j’. i désignant le noyau de la representatlon
adjointe de §) dans a/§ N a, on sait que =144, Soit J un supplémen-
taire de §, dans § contenu dans j.

L’existence de b e I(f, g,) ayant les propriétés de I’énoncé au niveau
du sous-group G,, ce qui est assuré par hypothése de récurrence, implique
d’abord que HB est fermé dans G, car une base de 7 fait partie d’une base

coexponentielle 4 g, dans g.
Par ailleurs, d’aprés ce qu’on a vu dans la démonstration du théoréme,

(@, ¢>= f {ay, ¢ (exp X )T, (exp X) A5 (exp X)dX,

ou AY:z ay e (H77)% 2140, 7 =ind$X, et ol dX désigne une mesure de
Lebesque sur 4. L’hypothése de récurrence nous méne a

G XD X W= AZA0 o5 TRV ) A5 K, asl)
= Ho/HN ¢ (exp Xh,)xf(h/)AH1/2 (h/)dVHo ans(l).

Compte tenu de la tansitivité des formes ., ., on en prouve
@, g = T;(oxp D)5 (exp X)X
7

X§ FCED XV v rosll)
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=§ ) GV A 00 ) )
H/Ho Ho/HNB
S I [ Z QY Y ()
H/HNB
puisque A5V 5(W)= A5 2(W) Ay, z(1") pout tout /' e H,,. c.q.f.d.

Dans toute la suite G désignera, sauf mention contraire, un groupe de
Lie résoluble exponentiel d’algébre de Lie g. On se donne fe g*etfe
S(f,8). Soient H=exp } et X, (exp X)=¢'/®(X ¢ ) comme avant. La
désintégration central canonique de r=ind§ X, se notant

®
T= Ié m(m)zdy(r),

on examine maintenant notre question de réciprocité dans des cas bien
particuliers. Evidemment on peut suppose que §j contienne le centre de g.

Soit a e (#>=)% ¥4 e. Comme précédemment, on réalise 7 moyen-
nant b e I(/, g) & I e Q(x) et regarde a comme distribution sur G définie
par 2(G) 3 (¢}, ay € C ou B=exp b. :

Lorsque § est un idéal de g, le raisonnement fait dans la preuve du
théoréme 1 montre, I’idéal non central minimal utilisé 1a étant pris dans J,
que le support de a est inclu dans P’adhérence de I’ensemble {g e G:
g -+ N(f+5L)#~4¢} et que m(z)=dim (#°; =)™ *, qui est en fait égale
uniformément ou bien a 1 ou bien & I'infini (cf. [13], [19]).

Dralleurs, quand m(z)=1 y-presque partout, pour construire = € G
intervenant a la désintégration de r on peut utiliser / € 2(z) N (f+H*) (cf.
ibid. ou [7]) et b € I(], g) contenant §. D’od b=§h+g(/)=h'=h’ (cf. ibid.
et [11]), qui ne dépend pas de /, et que (#;°)?/=C5,. On obtient donc,
pour ¢ € 2(G),

{n($)ds» 0:) =J.B/H $H(b)1(B) A5 (b)db

avec une mesure invariante db sur I’espace homogéne B/H. La mesure v
étant équivalente a la mesure de Lebesgue o sur I’espace quotient f+451/B
={L/bLt=(6/5)* (cf. [13]), notre formule de Plancherel s’interpréte comme
celle pour R”. En effet, elle redevient

ph(e)= fa d u(n)IB/Hqi{,(b)Xl(b)A 542(b)db

= [ ghexp e wemomnry, (x)ax,
(6/9)* b/% )
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ol jpp(X)= dét_l—ae;ww’}( et ot X désigne une mesure de Lebesgue.
8/%

Gardons les notations et supposons maintenant que b soit un idéal,
mais § ne Pest plus. Quand il existe une telle b, on dira que r admet une
polarisation distinguée. Dans ce cas il est immédiat que le support de a,
noté supp a, est contenu dans ’ensemble des éléments g e G vérifiant, quel
que soit 2 € HN B, X (W Az'3(h)=1X,.,(h). Affaiblissant cette derniére con-
dition, f—g-le (N b))+ =h+ b+ et par suvite g- ((+5L) N (f+5§4) == @ pui-
sque b est un idéal de g. Le support de a se trouve ainsi contenu dans
ladhérence de {g € G; g-({+ YN (f+HD)+#D}

Si I'on présume de plus que G soit nilpotent, on en prouve que m(x)
=dim (o7 =)*. Pour cela il suffit de traiter le cas ol m(r) <-4 oo v-
presque partout. Ceci posé, ’ensemble {g ¢ G; g-([4+ ) N(f+HY) £ o}
est la réunion disjointe des double classes fermées Hg, B (1 <k <mf(r)) (cf.
[9], [11]). Prend !/ de sorte que / € 2(x) N (f+H*), ce qui nous permet de
poser, par exemple, g,=e. Choisissons dans g une base supplémentaire
{X,, - - -, X,,} au sous-algebre §-+b de manicre que g,=> *_ DRX,D(H+b)
(1< k< n) soient des sous-algébres de g, et formons des coordonnées dans
I’espace de = par la correspondance

G> g=(ﬁ exp ijj>h’.-—>(x,, -ee,X,, h) e R"X HB.
j=1
Supposons supp a égale au sous-groupe fermé HB, et écrivons a au
voisinage de P'origine de R™ sous la forme
akl teeotkp

a= ————— Dy,
krireakn OXFLe o . OxEn

ou D, ..., sont des distributions sur HB. Mettant un ordre lexicographique
parmi les dérivées

ak1+---+k,,
m Kpeeokn?
a savoir
ak1+---+lcn aj1+--~+j7.
T g e PTG
lorsque k,=j,, - - -, k,=J,, k;+1>>J;+1 POUr un certain indice i, soit

gmtetma

ax’inl. .. ax;’l’bn

misc+Mn
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le terme dominant de a.
Puisque b soit un idéal de g, la semi-invariance de a pour e HN B

donne {a, (X () —X,..(N))$(g)>=0 (¢ € #}=). Cest-a-dire
(2) (a, (e et D)g(g)y =0

pour X € N b quelconque.

Supposant m,>1. En récrivant (2) pour ¢ de la forme ¢(g)=
(TT7-y Y (x Dr(H’), ot 4 est une fonction C= sur HB et ol , € Z(R)
vérifiant

&
X5

dk
d;!;n 0) =0t mp-1 O<k<L<m,),

on en déduit que /([X,,, XD{D,...mn» ¥>=0.

D’autre part la finitude de multiplicités dans z implique que §'=H+
g(l) (cf. [11]) et par suite que la forme bilinéaire B, met en dualité HN b et
Pesapce vectoriel engendré par {X,, ---, X,,}. Il existe donc X e hNb tel
que /([X,, X])=£0, d’ou D =0, ce qui est absurde. En conséquence
m, =0,

Ensuite soit

MmicteMmp

aml...+mn_1

X oxTat

m am1+---+mn-1—1+lc

myse+mn—10

M1 My —2Mp—1-1Kk

k19X - Gxpnstax g T X,

+(des terms plus petits).

Supposons m,,_,>1 et m>1. En récrivant (2) pour ¢ ayant la méme
forme qu’ avant, mais cette fois y;,, 1< j<n, vérifient

d*y .
= 0)=6;,,, (1<j<n—2,0<k<my),

dx”
k
%(Ohm,m,._;-x O<k<m, -,
n-1
k
(3) O N N
dxk

on obtient



Représentations Monomiales 165

l([Xn—v X])<Dm1,‘-~mn—10’ 1I">5'mI-I_l({zYn’ X])<Dm1“'7nn—1m:"1’>:0

pour tout X e hNb. On en tire une contradiction comme précédemment.
Donc m=0sim,_,>1. Ceci étant, remplagant (3) par +,(0)=1, on déduit
de (2) que /([X,, X){D,....m,_0s ¥»=0 pour tout X e N6, ce qui méne
aussi 3 une contradiction. On arrive ainsi & m,,_;=0.

En se servant totalement de la dualité on répéte ce procédé pour finir
par se convaincre que a est une distributrion sur HB.

11 est facile de voir que les 7 € G admettant une polarisation distinguée
constituent un ensemble borélien, sur lequel m(rx)=dim (#;=)%* d’aprés
ce qu’on vient de constater. En résumé:

Proposition 1. Si §) est un idéal de g, m(z)=dim (5 =) * y-presque
partout.

Proposition 2. Supposons G nilpotent. On a m(z)=dim (7 >)7*s
y-presque partout sur la partie borélienne composée par wm admettant une
polarisation distinguée.

Conservons les notations: G=-exp g un groupe de Lie résoluble ex-
ponentiel d’algébre de Lie g, fe g*,§ € S(f, g), H=exp }, X,: H->T défini
par X, (exp X) =™ (X e ) et c=ind% X,. Soit c: H—R, un caractére
réel de H et soit 7 ¢ G. Lorsque h n’est plus un idéal de g et que =
n’admet plus de polarisation distinguée, en bref dans le cas général, nous
ne savons pas comment manipuler 1’espace (o, <)% *7¢,

Supposons ici & contre-coeur que ce dernier soit de dimension finie et
proposons-nous de montrer que non annulation de (s#;>)¥:*/° entraine
Ay N(f+5)+~ @. La démonstration se fait par récurrence sur dim G en
faisant usage des raisonnements dans la preuve du théoréme 1. Dans ce
qui suit 3 désignera le centre de g et a un idéal non central minimal. Soit
2 un élément non nul dans (o, =)#*¢, Expliquons un argument dont on
aura besoin.

Par exemple si G est nilpotent, tout se raméne facilement au cas ou
dim z=1 et ol f et / e 2(x) ont la méme restriction non nulle sur 3. Pre-
nons un triplet de Heisenberg (X, Y, Z) tel que 3=RZ, [X, Y]=Z, f(Z)=
I(Z)=1, I(Y)=0 et que g=RX—g, avec g,={U e g; [U, Y]=0}. Posons
G,=exp g, Dans le cas crucial §j est contenue dans g, et ne contient pas
Y. Ceci posé, on fabrique = en choisissant b € I(/, g) dans g,; z=1ind§%,,
B=exp b, et met la premiére coordonnée dans I’espace de = par un sous-
groupe a un paramétre exp X (¢ ¢ R).

Vu que §Cg,, nw(exp sY)a=e *%a (s € R) appartient a (=)D re,
d’ou le sont aussi t*a (k=0, 1,2, - -.). Compte tenu de I’hypothése que
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Pespace en question est de dimension finie, il existe un .polynéme P(z) tel
que P(t)a=0. Par conséquent les premieres coordonnées de supp « satis-
font 4 I'égalité P(¢)=0 et sont donc discrétes. S’il s’agit d’un voisinage
de t=a, on développe a:

Mgz

a—=

=

=0

ak
‘—lec ‘t =a2
ot
D, (0<k<<m) étant distribution sur la sous-variété fermée exp wXG,.

D’aprés ce qu’'on a vu plus haut, quelle que soit @ € Z(R),

alc—l
atr-t

m k
0a=33 51 (— 1 ¥)90@ (27 D, )low & (277,

E=01=0
ol ’on a convenu de noter @ la l-iéme dérivée de @. Pour @ prenons
0, (0< j<m) vérifiant @ (a)=4,,;, ce qui nous donne

m—j Ak
(4) Loy Deslee € GETYRI (O <),

En faisant j=m dans (4) et en regardant D,, comme distribution sur G,
on conclut que D, e (#7°)%" "¢, ot § =exp—aX-§, H' =expl/, f'=
exp—aX-f, ¢/: H—R, donné par c¢'(#)=c(expaXh’exp—aX) et ou
r,=ind% 1, € G,

Pour qu’il existe une telle D, =0, 'hypothése de récurrence assure
que la G-orbite associée & «, rencontre le sous-espace affine f7 4§+ dans
gk, 1a évidemment fj=1"|g, € g, )L %8={l, € gF: []§’=0}. Cela veut dire
quil existe g, e G, tel que (g,- DY =1y, c’est-a-dire (exp aX-g,- D|h=11H
ou encore 2x) N (f+HH) =+ .

Passons maintenant au cas exponentiel. Nous abstiendrons de ré-
péter nettement une longue discussion fastidieuse de récurrence suivant
un schéma bien classique et nous contenterons de manipuler des cas plus
ou moins essentiels. Soit f|3£0.

I. Casoudimz=1,dima=3et3Ca. Soient/e O(r)et A'=expa’.
I1 faut commenter le cas ou a‘=£g et [, a]Z3. On prend des éléments Z
dans 3, Y,, ¥, dans a, X dans § et T), T, dans g de sorte que 3=RZ,
a=RY,@RY,®, f(2)=1(Z) =1, [X, Y=Y, +a¥, [X, Y]=Y,—a¥,
(O£a e R)etque [T, Y;]=6,,Z (i,j=1, 2). Onnote g, le centralisateur
de a dans g. SiaCh ou s’il est possible de choisir b ¢ I(/, g) dans g,, on
est en mesure ce procéder comme avant, en écrivant la semi-invariance de
a relative & A=exp aC H ou en mettant la premiére coordonnée dans
Pespace de » moyennant un sous-groupe & un paramétre exp RX apparte-
nant 3 H.
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S’il n’en est pas ainsi, on voit g(/) Zg, et il ne suffira pas d’appliquer
les raisonnements déja cités seulement si dim §/hNg,=1. Tout supposé,
prenons / e () de fagons que /(Y)+0 et /(Y,)=O0, plus précisément,
lla=Y¥+Z* e a* par exemple, et réalisons = au moyen de b e I(/, g)
contenant a; r=ind$ X;,, B=exp b.

Soit I un intervalle ouvert de R, on considére un ouvert Q, H-
invariant & gauche, de la forme exp RX exp IT,4’ tel que tout g € Q s’ex-
prime d’une maniére unique sous la forme g=exp tX exp s7T, g’ avec t € R,
seletg’ e A. Soit § e 9(R) telle que supp §C I, et posons

o(g)= a(s) sig=exptXexpsT,g’eQ(teR,secl g’ ecAd),
0 sige¢Q.

On voit alors que p ¢ C=(G) est H-invariante a guache et B-invariante a
droite. En outre supp pC Q et pa e (7<) "7,

On pose /;=I|a e a* et note {Y}¥, Y}, Z*} la base duale de a*. Pui-
sque dans a* P’orbite passant /, sous I’action de exp RX et la droite /,-+
RY ¥ se croisent transversalement au point /,, on peut recouvrir G par des
ouverts Q de la forme indiquée ci-dessus et en nombre fini, il suffit en effet
d’en prendre deux, et par P=exp RX exp T,4'. Remarquons P={g e G;
g-1,=Z*}=G(Z*) exp T,, ici G(Z*) désigne le stabilisateur de Z* dans G.

Soit Teg(/)tel que T ¢ g,. Onab=RT+(ONg,) et A'=G,exp RT
avec G,=exp g,. L’action adjointe de g sur a/3 produit deux racines de
la forme A(1 +ia), 1€ g*. Soeint g¢’=ker 2 et G'=exp ¢’. Afin de traiter
a sur Q, considérons le sous-groupe G,=exp g,=exp RT,G,, g,=RT,+g,
et r,=ind§ 4, X, € G, de sorte que z|G'=ind§ =, € G’. Alors sur Q, pour
la plupart de ¢ € #£°F =,

(a, ¢>=L<a, 6 (exp 1X )M, (exp 1X)c (exp 1X)-'dt

avec un certain g, € (;°)7>%¢, o Hy=exp§,, j,=HNg,=HNg,

Dong, si a ne s’y annule pas, ’hypothése de récurrence assure qu’il
existe g, € G, vérifiant (g,-7)|§,=f9,. De la, pour établir notre assertion
Q@) N(f+H4)+#¢, il suffit de montrer I'existence de &, 7 € R tels que

(5) exp (§Y,+7Y3)- & [(X)=f(X).
Sil’on écrit g, =exp {T,g, (€ € R, g, € G,), le premier membre de (5) devient
8- l(X)+E—an+Z*([—LT,, EaYy+Y ) =g,- I(X)+E&—ap—C(Ea+7).

Tout se raméne ainsi & trouver &, e R de sorte qu’on ait (1 —{a)é — (e +
On=f(X)—g,-I(X), ce qui est bien possible.
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Soit maintenant supp aC P. ~Pour alléger les notations, on note G,
au lieu de G(Z*). Tout g e G s’écrit d’'une fagon unique sous la forme
g=exp (xT,+yT,)g,exp T, avec x, y € R et g, € G,. Grice a cette expres-
sion, on considére a comme distibution de la variable g’=exp (x7;+yT,)-
2. € G(x,y e R, g, € G,) ayant le support sur la sous-variété fermée G,. On
développe

D, , (0<k<m, 0</<n) étant des distributions sur G,.

Posons /,=exp T;-1eg*, b,=exp T,-b € I(],, g), B,=exp b, et enfin
m=ind$ X, € G,. Si Pon récrit la relation (x(h)a, Y= (h)c(h){a, ®>
par rapport & h=h,=exp sX € H (s e R) et pour &(g)=g(x, Y)(g) A% o(82)
avec ¢ € Z(R®) et + e #},°, on obtient

i i( )"“<D,c o W{¢(e *(x cos as — y sin @s),

k=01=0
e=*(y cos as+x sin as)) (A2 (s, X, )80 o y=o)

(o A

(e *(x cos as—ysin as), e™*(y oS @s—+ X 5in &S)) |y =g

( %,?/:G‘p')(h(s’ X, y)g2)]z Y= 0>

ak+L—(p+q)

ox*-Ppyt-1

=1,k )e(h) 3 3 (= D300, 0K Dy A2 0,

X X

ou ¢™b désigne 9¥*'¢/ox*ay" et ou A(s, x, y) € G, vérifiant k(s, 0, 0)=h,
pour tout s € R. Par conséquent,

TR 393 (4 D30HCAIEY

X (e7° cos as)*(—e™* sin as)®(e™* cos as)?~"®

X (e—ssin as)p—ua(u+v,p+q—u—v)(oa 0)

><< a Aok—pAl-q pa i-q (Aguz(ﬂ!’)(h(sa X, y)g2)|x=y=o>

=1, (h)e(h) 37 37 (— 1)F+135D(0, 0 Dy AY2 .

kE=01=0
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Lorsqu’on choisit ¢ de sorte que
$"7(0,0)=0, 0>
il en résulte que, si n>1,
e ™™ (cos as)™ (sin as)"{xy(h) D,y A2 > =0.

pour s € R quelconque. D’ol D, ,=0, ce qui est contradictoire. On
conclut ainsi que #=0. De méme, m=0, ce qui réduit 4y’;a & un
élément non nul de I'espace (A#;*)F "¢ avec ¢’=cd;}. D’aprés I'hy-
pothése de récurrence, on trouve g; e G, tel que (g,-/)|h=,|H, d’ou
évidemment Q(z) N (f+H1)+@.

II. Casoudimg=1, dim a=2et 3Ca. Soient/ e Q(x). Al=expa’
et g, le centralisateur de a dans g. Il se peut que aZl) en méme temps
que HA'=+G, ce qui nous oblige de I’analyse supplémentaire et ce qui se
produit seulement si dim §/§Ng,=1. S’il en est ainsi, on prend des
éléments Z dans 3, Y dans q, e, dans §) et e, dans g de sorte que 3=RZ,
f@)=I1(Z2)=1, a=RY®3, I(Y)=0, [e,, Y]=—7Y et [e,, Y]=Z. Tout
comme dans le cas précédent, on construit z par un choix de b e I(/, g)
intermédiaire de maniére que aCb; x=ind%X,, B=exp b. Enfin on con-
tinue & noter z,=ind#' X, e A*.

En premier lieu, supposons que supp aC 4°. Tout g € G se met d’une
maniére unique sous la forme g=exp xe,-g, avec x e R et g, € A', ce qui
entraine que « se développe

D, (0<k<m) étant des distributions sur 4°. La relation {(ax(h)a, @)=
X (hc(h){a, D) relative cette fois & h=h,=exp se, € H(s € R) et pour 9(g)
=g (g)4%26(80), ¢ € D(R) et 4 & A7, s'crit

53(De (= 1" L8O s, XY cs)

— el 35 (— 1) FHOK D,y L,

ol A(s, x) e A* vérifiant h(s, 0)="h, quel que soit s ¢ R.
Si 'on choisit ¢ de sorte que ¢”(0)=4,,,,, il s’ensuit que

€™ (D, (AL )P 80) > =7 ;(h)c(h ) D,y ALE .

D’oui 'on trouve que 447 D, est un élément non nul de (A7) */¢" avec
1,G
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¢’=cd;7"z"* 1l ne reste plus qu’a appliquer ’hypothése de récurrence
pour affirmer qu’il existe g, € A* tel que (g,-))|h=S19, & savoir 2(z) N
(f+hH)+#¢.

En second lieu, afin de débarrasser a de la restriction sur son support,
on emploie des observations semblables a celles faites dans le cas précédent.
On note {Y*, Z*} la base duale de a* et pose [/, =exp—¢&e,-/ et I_=
exp fe,-/ avec un certain nombre positif ¢ fixé arbitrairement. Cela
signifie que /. Ja= +&Y*4 Z* respectivement. Soit G,=exp g,, €t posons

G, =exp Re, exp Rle,-+&e,)G, exp—E&e,—exp Re, A+ exp—Ee,,
G_=¢exp Re, exp R(e,—&e,)G, exp &e,=exp Re, A'- exp &e,,

qui sont clairement H-invariants a gauche. G/G, n’étant autre que le
groupe ax-+b, un calcul direct montre que G, sont des ouverts de G et
que G se décompose en réunion disjointe G,| 14 IG_.

On aimerait examiner a sur, par exemple, G,. Une vérification simple
prouve que chaque élément g € G, s’écrit uniquement sous la forme g=—
exp te,g, exp—&e, avect € Ret g, e A'+ et que la frontiére de G, s’obtient
en faisant 7— -— oo dans cette expression. Si ’on fabrique 6 ¢ C~(G) par

et sig=expteg, exp—§e, e G,,

0(e) =
® {0 sig¢ G,

@ est B-invariante & droite et H-semi-invariante & gauche avec le poids
Ay g; Ohg)=4,,m0(g)(he H, ge G). De plus, on constate que sur
G, n(Y)$=it0¢ pour ¢ e #F~. Ces observations nous permettent de
conclure que fa e (7 =)"*7¢" avec ¢/=cdgl ;.

Nous pouvons ainsi restreindre nos attentions sur G,. Posons /=
Nal+=HNg, H'=expl/, b, =exp—E&e,-b, B, =exp b, et x, =indi+ X,
e A*+. Au fait, a est donnée sur G, par formule, valable pour au moins
¢ € A~ convenables,

{a, p>= Le<a0, H(exp te, - exXp — &e,) DX ,(exp te )c(exp tX)~'dt,

avec une certaine g, vérifiant AY7 qa, € (3#77)%>%¢.  L’hypothése de
récurrence nous donne ainsi g, € A+ tel que (g,-/,)|'=f|%. De 1a, on
atteindrait son but s’il existe b € A=exp a de sorte que b-g,-/,(e,)=f(e,).

Pour b,=exp tY (¢ € R), on calcule
b, gy-l.(e)=g,1.(e,—tY)=g,-1.(e)—tI(Y)=g, . (e)—¢L,

ce qui affirme notre assertion car £>>0.
Finalement on procéde de fagon analogue sur G_.
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III. Touchons enfin au cas ol [§, a]=0. Notre méthode sara celle
expliquée auparavant pour le cas nilpotent. Pour derniére fois g, désigne
le centralisateur de a dans g et x se réalise a P'aide de b e I(1, ) (I € 2(x))
contenant a. Soit Gy=¢xp g,. Supposons /|3==0, si 37{0}, et /|az0,
sinon rien a faire, et distinguons plusieurs cas.

(i) dima=1. Soient X, Yeg tels que a=RY, I[(Y)=1 et [X, Y]
=Y. Chaque g € G ayant I’expression unique g=exp xXg, avec x ¢ R et
g() € Goa

{m(exp tY)a, gp={a, e"*"¢(g))

pour tous 1 € R et ¢ € 2. 1l en résulte que e**°"“q puis e~ “a appartien-
nent & (57 =) *s.  Celui-ci étant de dimension finie, les x-coordonnées
de supp a satisfont a I'égalité P(e~*)=0 pour un certain polynéme non
nul et sont donc discrétes. On en prend x=e, au voisinage de lequel
s’écrit a: ~

ka [:v=a’

m
a=7,
k=0

ak
ox

toutes D, (0<k<m) étant des distributions sur G,.
Deci posé,

m—1

e-fa=e-ate -l D, |;-.+d,

xm-1

ou I'ordre transversal de a’ est inférieur ou égal a m—2. Cela signifie que

m-1
Dt € ()

ox™!

Ces opérations itératives arrivent & ce que D,, & (o, <)% "¢, d’ou 'on
descend au sous-groupe G,.

(i) dima=2et aN3={0}. Soient X, Y}, ¥, e g tels que a=RY,®
RY,et[X, Y|]=Y,+aY,[X, ¥, ]=Y,—aY,(0£a € R). On choisit / € Q(x)
de sorte que /ja=puY ¥ (u0) par rapport a la base duale {Y¥, Y¥} de a*.
Chaque g e G ayant ici aussi 'expression unique sous la forme g=exp xXg,
avecxeRetg e G,ona,pourteRet e,

(m(exptYya, gy={a, e"'**e77*=2g(g)},
m(exp tYo)a, ¢)={a, et e nesg(g)).
Il s’ensuit de 14 que e~“ cos ax @, e~ sin ax @ et puis e 2“q appartiennent a

(7<), On en raisonne comme avant pour trouver que les x-coor-
donées de supp a sont discrétes et le méme chemin qu’on a suivi ci-dessus
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nous aménerait au sous-groupe G,.

(iii) dimg=1,dima=2 et 3Ca. Soient 3=RZ, a=RYP3 et X,
Teg tells que [X, Y]=Y, [T, Y]=Z. On choisit / € 2(x) de sorte que
lla=Z* par notations conventionelles. Sous I’expression unique de g € G,
g=exptTexpxXg,avect, x e Ret g, &€ G, on trouve x (exp sY) a=e"**
a e (H;=)%"¢ pour tout se R. D’ou tae (s;=)7*°, dont la finitude
de dimension entraine que les z-coordonnées de supp a sont discrétes.
Ensuite, on développe a au voisinage de, par exemple, =« et se sert de
deux faits, ta e (s#;°)%*° et (didt)(t)|,-..=150, pour baisser I’ordre
transversal de a jusqu’a arriver au sous-groupe A'=exp a’, auguel s’ap-
plique I’hypothése de récurrence.

(iv) dimg=1 et dima=3. Soient 3=RZ et a=RY PRY,D;-
Prenons X, T,eg(j=1,2) et /e () de facon que [X, ¥,]=Y,+al,,
[X, Yl=Y,—aY, O#a e R), [T,, Y,]=0,,Z et que [ |a=Z*. En utilisant
ceux-ci, on est capable de raisonner tout a fait pareillement au cas (iii).

Dans ces arguments, il reste obscur que notre hypothése survive la
récurrence et I’on est obligé de remplacer I’espace des vecteurs généralisés
par Pespace des distributions qui se note par 'indice zéro.

Au bout de compte: avec une réalisation convenable;

Proposition 3. Soient ¢: H—R un caractére réel et ne G tel que
QN +h)=¢. Sidim (#;=)f" <4 oo, alors (# ;)47 ={0}.

Revenons maintenant 2 la situation décrite a la fin des préliminaires
dont les notations seront gardées jusqu’au bout. En particulier §) appar-
tient non seulement a S(f, g), mais aussi 3 M(f, g).

Proposition 4. Soit 2 € U(f,h). Sidim (o5 186 < o0, alors
dim ()84 o=c(2, 1, 5).

Preuve. Soient 3 le centre de g et a un idéal central minimal. Con-
cernant le changement j—§’'=hHNa’+a € M(f, g), seuls les cas suivants
échappent des traitements de la preuve du théoréme 1. En tous les cas
az }, posons donc H’=exp §y. Soit/e 2 et1’on réalise z=n(f2) en faisant
intervenir b e I(/, g) telle que aCb; x=ind%X,, B=exp b.

I. dima=1. On prend Xe}, Yea et f,,f eg* de sorte que
[X, Y1=Y, I(Y)=1, f.])=f|h et f.(Y)=+1 respectivement. Soit a €
(o#;=)#%e. Pour ¢ € %G, choisi au besoin dans un certain sous-
espace dense, chaque g s’écrivant d’une maniére unique sous la forme g=
exp tXg,avec te Retg, e Gy=exp o,

{a, ¢>=JR {ay, ¢ (exp tX-))X f(exp. tX)45'¢ (exp tX)dt
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avec un certain a, e (#; ) +4;}3,%’ ol 7,=ind%° X, ¢ G,.

On établit dim (o755 "4 .e=dim (A ;)& */+4#e, qui est, par
hypothése de récurrence. égale & la multiplicité de «, dans ind$ %,,. Par
ailleurs, d’apreés la théorie de Mackey, cette derniére quantité est egalé a
la multiplicité de n(22)=ind¥, z, dans ind§, (ind$ % ,,)=ind. %, ouencore
a celle de #({?) dans ¢, vu que r=ind%. X,, ®ind4, %, _. (cf. [4]) et que #(L2)
n’apparait pas dans la seconde.

II. dim 3=1, dima=2et 3Ca. Ce cas se traite justement comme
le cas Il en chemin a la proposition 3. On en rappelle les arguments et
lon y emprunte les notations. On va se servir de la décomposition dis-
jointe G=G, ! 14! |G_. Remarquons d’abord qu’il n’y a pas de 0*a e

1/2

5 e e dont le support est contenu dans A’ Sinon, comme
montré la-bas, il existerait un élément non nul de (#°;>)¥*/¢ pour un
certain caractére réel c: H—R,. Par suite la proposition 3 nous fournit
ge A tel que g-/1h=f|h, d’olt e M(g-/, g). D’autre part g-/(¥)=
I(Y)=0 et, il s’agissant seulement du cas o h=Re,4-(HNg,), on en tire
que §+RY e S(g-/, g), ce qui est absurde.

Tout se réduit sur G, olt notre mécanisme marche. On prolonge |}
en deux fonctionnelles £, sur g tels que f.(Y)=/_(¥)= 4§ (£>>0) selon
les signes, et forme b_=exp £e,-b, B_=exp b_ et z_=ind2'~ %, e 4'- tout
comme r, € A'+. D’apprés ce qu’on a déja envisagé (cf. ibid.),

(6) dim (765§ #1480 = dim (A2 Y731+ 40t
dim (o7 2) R

L’hypothése de récurrence implique que le premier terme du membre droit
est égal & la multiplicité de z, dans ind4,* X, et puis & celle de z(2) dans
ind4, X, , vu la théorie de Mackey. De méme, le second terme de (6) nous
fournit la multiplicité de z_ dans ind%. X,_ et ensuite celle de #(2) dans
ind%. x,_. Compte tenu du fait que r=ind%. %, , @ind% X, _ (cf. [4]), on
en déduit le résultat cherché. c.q.f.d.

Remarque 1. Au cours de la preuve de la proposition 4, on n’a eu
besoin de "hypothése dim (27, =) 1146 < | oo qu’a un seul endroit, c’est-
a-dire pour montrer dans le cas II que ’espace en question n’avait pas

d’élément non nul ayant le support contenu dans A°.

Corollaire 3. Soit Qe U(f, 5. Si n(2) admet une polarisation
distinguée, alors dim (5, 3,) " o= c(2, f, §).

Remarque 2. Soit en général §e S(f,g). On espére bien que
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1/2

Papplication G 5> n>dim (#-=) 4,6 se qualific pour la fonction de
multiplicités dans la désintégration centrale canonique de z=ind X ,, et en
méme temps on en congoit deux autres candidats, a4 savoir ou bien le
nombre des composantes connexes de n(£2) N(f+HL) ou bien celui des
H-orbites y inclues (cf. [3], [9], [13], [14], [19)).

D’autre part si ’on réalise 7 € G au moyen de b e I(/, g),/ € 2(r), on

1/2

se doute que le support d’un élément de (s#; *)* */4x,¢ se trouve dans I’ad-
hérence de I'ensemble {g ¢ G; g-([+0Y) N(f+H) =@} (cf. [12]).

§3. Formule de Plancherel concréte

Commengons par démontrer le:

Lemme 1. Soit toujours h e M(f, g). 1l existe b e I(f, g) possédant
les propriétés suivantes. Posons B=exp b, r=Ind§ X, et notons (#}>), le
sous -espace de #}= constitué par les vecteurs d support compact modulo B.
On voit alors:

(1) Adunp,e(Wdynp.s(h)=1 quel que soit h e HN B;

(ii) HB est fermé dans G;

(iii) d’apres (i) et (ii), on est en mesure de fabriquer une forme anti-
linéaire

a: (13 g SR dvnolh) € C

qui se prolonge en un élément de (A=) 1s%H ¢,

Preuve. S’il existe un idéal non nul a sur lequel f's’annule, tout passe
immédiatement au quotient g/a auquel s’aplique ’hypothése de récurrence.
Supposons désormais non-existence de tel a. Soit maintenant a un idéal
non central minimal. Posons g,=a’Cq, Gy=exp g, H=hNg,+ae
M(f,g) et H'=expl’. L’hypothése de récurrence nous offre b e I(f,, g,),
Jo=f1g, € g¥, possédant au niveau du sous-groupe G, les trois propriétés
requises. Il s’agit du cas ou aZh.

(i) Soient h=HNg, et H,=exp §),. Pour tout h=exp X ¢ HN B=
H,NB(XehND),

(7) tr ad,, X+trad, ., X=0.

Mais b a été choisie de sorte qu’on ait Ay 5 (A5 05 s5H)=1 (W ¢ H’
N B), ce qui revient au méme de dire que, pour tout X ¢ )’ Nb=HNb+q,

tr ady, g qp X +tr adg, q, X=0
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ou encore que

(8) tr ady, o0 X+ tr adg g ne X —tr ady 50005 X=0.

On déduit de (7) et (8), )’ Nb/h, N s’identifiant & a/fHNa,
tr adgy g0 X +tr ady g X+tr adg,,, X=0

ou encore

tr ady;ns X+ tr adg . X=0

pour tout X e HN b, d’ou I’égalité souhaitée.

(i) On note 3 le centre de g et i (resp. g,) le noyau de la représen-
tation adjointe de § (resp. g) dans a/§Na (resp. a/zNa). Alors deux
possibilités se produisent; {+§,=§ ou §, (cf. [4]). Dans la premiére even-
tualité on renvoie la preuve du corollaire 2. Si j+§,=b,, alors j=b,,
bNa=zNaet dim §/h,=dim a/fNa=1. D’ou g(f)g,, ce qui nous fait
capable de choisir notre b dans g, d’aprés I’hypothése de récurrence ap-
pliquée a celle-ci. Pourvu qu’on prenne X e}, X ¢ i, en tant que base
coexponentielle a g, dans g, HB=exp RX H’'B serait bien fermé dans G
car H'B 1’est dans G,=exp g,.

(iii) Compte tenu de (i), on peut appliquer la fonctionnelle v ;.5 2
la fonction ¢5: H > h—>g(h)X (WA5'4(h) € C, pourvu que ¢ € #,. Or,
lorsque ¢ parcourt (#°}~),, on sait d’apreés (ii) que

vmanal®) =, SO DT o)<+-co.

11 se voit alors que cette forme antilinéaire (7 >), > g—>vy, uas(dn) € C se
prolonge uniquement en un élément non nul ¢ de (#;°)® %446 Cela
résulterait presque immédiatement de tout ce qu’on vient de voir, mais
toutefois on va ajouter un commentaire.

Si 'on peut choisir b e I(f, g) de fagon qu’un opérateur d’entrelace-
ment R entre r=ind§ %, et r=ind§ X, s’obtienne, pour ¢ ¢ (#;), par la
formule

RO@=§ St 04750, 0(B) (€ € G,

un vectuer généralis€é a=4,o R nous conviendrait. Quant & R, soit en
effet /=indg. X,. Si un opérateur d’entrelacement T entre 7’ et = s’obtient
en donnant un sens 4 I"opérateur formel
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TP@)=F, VB 5E v, (h) (5 < G)

pour «» € £, ’hypothése de récurrence appliquée a G, et la transitivité
de y-, - (cf. [4]) nous donnerait R cherché.

En ce qui concerne T, il suffit de raisonner dans la sous-algebra f=
b+ a et donc on suppose g=f. Considérons par exemple le cas ol r se
divise en deux partie sous la modification §—Y¥. Soit a=RY (ou a=RY
@3), f()=1, H=RX+Y, et [X, Y]=Y. Grice au sous-groupe i un
paramétre exp RY (resp. exp RX), lespace 2, (resp. 2, s’identifiant a
L*(R), notre T devient, pour « € 3,

(Ty)(s)=(T+) (exp sY)
=IR yr (exp sY exp tX)e~*"dt =IR W (exp tX exp se~*Y)e~*/dt
=f ¥ (exp tX)e > ‘e~ 4y,
R

Par suite, effectuant des changements de variables,

I T«HF:J‘R dsUR b (exp tX)e~te~te= 1t Iz

2

dt’
Vi

=IR ds U:w"’ (exp (—log t)X)e~*+

=27rj+w|\p(exp (—log t)X) Fd_i’
0 t
=2z |y (exp —s'X)fds'=2a |

Le cas ol r ne se divise pas se traintant tout a fait également, T
s’interpréte comme transformation de Fourier (cf. [4], [10]). c.q.f.d.

Soit toujours § e M(f, g), et I'on se pose dans la méme situation
qu’avant. Pour 2 e U(f, H), c(2, f, ) se notera m(2) pour simplicité. On
se propose maintenant de démontrer le:

Théoréme 2. Lorsque 2 décrit U(f, ), on prend 1t arbitrairement dans
chague composante connexe C§ (1<k<m()) de QN (f+5L). A tous ces
points Ik e g* (R e U(S, B), 1 <k<<m(2)) on peut choisir b% e I(I%, q) du
lemma 1, qui nous fournit donc a% e (5% 4¥.q, de sorte quune formule
de Plancherel concréte pour t=ind§ X, s’exprime en termes des coefficients
matriciels pour ces a¥ convenablement normalisés: quelle que soit ¢ ¢ D(G),
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e(Q,

o= 5 "5 Ok, ab.

QeU(f,h k=

Preuve. Tout d’abord on calcule pour ¢ ¢ 2(G) le coeflicient matriciel
a(D)(p)dh, aby. Soit e HF5, ou n(2) se réalise moyennant Bf=
exp b%.- Sous réserve de normalisations convenables des mesures, la
transitivité de y-,- donne

(HO)ah vy=| &) as, a(e~ 1 )dg

= ﬂ,yd”” #(8) L ¢(gh/)dizfa(hf)dh'jf,H/HnB%WA QLA )
= jg dh(g)dve ,H(g)j? AR, () A5 31,1058, ()

G/H H/HNBY,
=§ DN Donnny©)
—§ dvom®@f SR B)vagnom®

G/Bg BH/HNBY : Q2
- <§ BY/HNBY ¢;{(gb)xl,b(b)dg’_;;{z(b)dy3’5'H nsh ©), -

En somme,

w@@as=f, GO Odvay nom®

et par conséquent

ED@as asy={ 1WA

X §B’_°Q/Hn B,})¢{J(hb)7fz’;,(b)d-1/2 (b)dVB’;;,HnB’;,(b)-

BY,G

Ici, le membre droit signifie, dans le cas besoin, la valeur limite de ff\h(h)
Xxf(h)AI}}g(h)d”H,HnB’fl(h): {\”n}:=1c(%:(°5) . tendant vers ﬂ(Q)(qS)a’fz €
H iy , »

On examine des différents cas possibles (cf. [4], [21]).

I. 1l existe un idéal non nul ¢ sur lequel f s’angule. SoiNent d=g/a,
A=exp a, p: G—G=G/A l'application canonique, H=p(H), f I'image de

fdans g* et 7 ¢ 5 telle que 7 o p=nx. Pour ¢ € 2(G), on fabrique de 2(G)



178 H. Fujiwara et S. Yamagami

par g?(p(g)):f #(ga)da, da étant une mesure de Haar sur 4. Comme
()= () E(p(g)) (g € G), par hypothése de récurrence, on a

HO=@HpE)=3] X (KD, a5,
Q
De plus, avec les notations sous-entendues,
(HD P, aty= §mm 1R A5G R) vz, 205 ()
x$ . @by QERAQEPIING)
E’f,/HnB’f_ % .G

= § /B f(h)A 1/2(h)a'1JH,HnBr;Z Q) f}Bk . ¢H(hb)Xlk ®) A -1 ()
X dUB’fq,HnB}c)(b)z <7T(.Q)(¢)a’fh a’f,)

11 ne reste qu’a se référer a la démonstration du théoréme dans [21].

II. 1l n’existe aucun idéal non nul sur lequel f s’annule. Soit o un
idéal non central minimal de g. 1l est évident que a’/ &Zg.

(i) Supposons d’abord que ach. On a nécessairement Ha’.
Posons f,=f|a” e (a/)*, G,=expa’ et, quelle que soit ¢ e D(G), ¢y=
(9|Gp)451% € 2(G)). Comme, pour g, € G,

e = ekt Az =156 | ol (Ao
= 45,/3(8)¢H(8.)
on constate d’aprés 'hypothése de récurrence que
BHO=E)O =] T (w2, 5.

Toutefois,

;M) A5 6(Wdva, mn ez, (1)

k

(rl Q) (Bo) s azo>=§m
X §B’§,0/ nB'bo(qSO);})(hb)x%o(b)A;’:/ZG (b)dv By HNBY, )

- 3€H/ L DIZE W oy ShBEy (B)
X4z Z(b)dvsg, any(0) = {x(Q)(p)d, at).
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Il nous suffit maintenant de rappeler le fait 4./=I[4+(a)* (e g*, 4
=g&Xp @) pour terminer ce cas.
Supposons dorénavant que aZ}. On pose h=HNa’/, ’=h,+ae

M(f, g), H=exp }, et H'=exp §)’. Enfin on note j le noyau de la repré-
sentation de §j) dans a/fhN a et distinguera deux cas selon h=5,+1 ou §h=£

B+ 5.
(i) Supposons j=§,+j. On sait qu'un opérateur d’entrelacement

R de 7’=ind. X, a ¢ s’obtient par la formule
RO@=§  (&ht (4750,
pourvu que cela ait un sens. On pose a’=4,0R e (A=) T 146,
e IR O QY T QO
Lemme 2. A4 une normalisation prés,
¢il(e) ={2(9)d., d.)={'(p)a’, a")

pour toute ¢ ¢ D(G).

Comme R est un isomorphisme, ce lemme est trivial. Mais:

Preuve. Soit ¢ € 9(G). En désignant par J un supplémentaire de
b, dans §) contenu dans j, on fait des calculs. Pour + € %=,

@t py=| s @0, vyde=| ple)a, (g
[ s@de§ R A7)
=I Wg—)dg I ¢(g exp — Te~*/ (T) = ¥tr adg/yT ptr adgT JT°

—§ @@, W& 2 oWl | gl exp—Tye=®

X ei(tl‘ adgT +tradgT) JT°
=§ «Ir(g)dva,m(g)f e U\ ghitradyT+tradyD) g
G/H’ -
X J‘H,sé(gh’ exp — T)X (W) A72%1)dyg 5 (1),

dT étant une mesure de Lebesgue sur J et di/ une mesure de Haar a
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gauche sur H’.
D’ou

(f/(¢)al)(g)=f e—if(T)ei(EradgTi—Lradf)T) de‘H ¢(gh/ exp_ T)Xf(h/)AI;}{é(hl)dh/
- ,
et, par suite,

( 9 ) <T/(¢)a,, al>=J‘ e’Lf(T’)e—%tradB/[;T’dle\ e—if(T)eﬁ(tradBT +tra.d[]T)dT
T

e

XI & (exp T'H exp — TYL(W)AZ ().
.

On choisit un supplémentaire % de §j, dans §’ de sorte que % soit
contenu dans g, et Pon écrit #” ¢ H’ d’'une maniére unique sous la forme
W=hyexp Y avec hye Hyet Y e 4. On récrit

<z_l(¢)al’ ar> :f eif(T')e—itradg/ﬁT'P(T/)dT/;
T
P(T') ___I e~ (T ph(trad,T +trad5T)de e&rmdy
K4 x
% f & (exp T'h, exp ¥ exp— T, (h) A52(ho)dh,
Hp
_____J' eif(Y)de e'if(T)e}(tradgT +trad[,T)dT
1 T
X f ¢ (exp T" exp Yhy exp T (hy) dét (Ad,nshe) 454 (h)dh,
Hg

dh, étant une mesure de Haar & droite sur H, et dY celle de Lebesgue sur
%. En posant §,=iNY, et H,=exp §,, on divise dh, en dhdh,, ou dh,
est une mesure de Haar 3 gauche sur H, et ol dA, est une mesure invariante
sur ’espace homogeéne H,/H, qui s’identifie & H/J avec J=expj. Ona
alors

P(T’)=I eif(Y)dYJ et/ Dp-kiradgnT JT dh,
@ T

Ho/H1

X-[ ¢ (exp T exp Yh, exp Th)X (h )47 %(hoh,) dét (Ad,;..00) " dh,
Hy

=J e““’)de dT'| ¢ (exp T’ exp Yh, exp Th,)
@ H/J Hy

X X (hy exp Th) A5 3(h, exp Thy)dh,
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=L eif<Y>deH¢ (exp T” exp YA, (h)dz'2(h)dh
—_—Le” gl (exp T’ exp Y)dY.
Comme B, |7 X % est non dégénérée,
(), a”y =Iyeif ‘T'>e"*m‘ie/bT’dT’Le“ Wgd (exp T” exp Y)dY
~ j de'Le-WET'»YDeif<Y>¢;, (exp Y)Y =gi(e),

si les mesures dY, dT’ se sont duales I'une a I’autre. c.q.f.d.

Revenons & la démonstration du théoréme. Soient f,= f]a’ ¢ (a/)*
et Gy=expa’. Pour ¢ € 2(G) on pose, en fixant T'e T,

&.(g,) =‘L¢ (exp Tg, exp T')et/ g~ duradsT +trad T T/
ou g, parcourt G, Comme
(Aaifé@r)fz"l(go)=IH,@T(goh’)Xfo(h’)453,’2(goh’)da3,’éo(h’)dh’,
on se convainc facilement que
10 P, @)= e UG 0)p(dT,

compte tenu de (9).
D’autre part, ’hypothése de récurrence entraine la formule

U 0O=L 58 AR BPET; By s, (B3
[ 20

H'/H'NB

P(T; )= (G20 hb Ly B | B)dvy r0, (B)

k
BQO/H’nto

=580, oy Fia O 5 OBt i )

2

X‘[ @ (hbh)X (W) A e (h))dh
H



182 H. Fujiwara et S. Yamagami

=Aao‘fé(h)jk oy O Oy o, )

nBkh, 20 B, G
xj %, (W) Az )l
XJ ¢ (exp T hbh' exp T/)eif(T’)e—i (bradgT’ +tradgl”) JT/
T

En mettant cela dans (10), on obtient

<T’(¢)a’, al>
== felf(T>e—hradg/deT§; LA ) s syt ()

H'/H'{'\B"

xjﬁ Ly (B)A7Y2 (B)dvps swonm (b)j L (W) Az 2R )dh
BY /anB’;Jo o

B .6
xf & (exp T hbl’ exp T")eH (F)g-4(raayT +izadi?) g T,
T

On adoptera les notations introduites précédemment. Si 1’on écrit 4’ ¢ H’
sous la forme unique #’'=exp Yh, avec Ye % et hye H), on a dh'=
dét (Ad,sn.h)dYdh,. Les couples (2,, k) (2, € U(f, ), 1<k<e(2y, f5, §))
correspondent biunivoquement aux couples (2, k) (2 € U(f, 9), 1<k<
c(0, £, b)) et sous cette bijection les BE se qualifient pour B correspond-
antes. Eu égard a ces observations, la transitivité de v., - donne

(), a’>=; Zk:§ Xf(h)A W6y, s (h)

H/HN

X O Ol O
BY/HN
>< J‘ eif ¢4 ’)e—}(tr adgT’+tr adf,T')dT/
T
X [ $ubhs exp TV, (1) 2550,

_ On substitue Ay, (A, € Hy/H,, b, e H,) & hy e H, et écrit h, exp T"=
hy exp T'h; avec hi=exp —T’h,exp T’: Alors dhy=e~t"*%"'dp, et, par
suite,

=P, )
== QYT N () ﬂk, RRCY-AC

k J H/HNBY

desﬂ,Han(b)I SCRORYL (W) A2 ()
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020 3 SRR F OV (YA ()

H/HN
IR P QL QA T
Bh/HNBY

=3 T (R Q) @)a, ab-

(iii) Supposons §#=Yh,+i. On remarque que j=Y, HNa=3zNaou
3 désigne le centre de g, dim b/h,=dim a/jNa==1 et qu’il existe X e h,
Yeaqtels que j=RX+5,, a=RY+(Na) et [X, Y]=Y. On prolonge
f15 en deux fonctionnelles f, e g* qui vérifient f.(¥Y)=+1 selon les
signes. Dans ces circonstances on sait que 7 est équivalente i la somme
directe 7, @r_, out ¢, =ind§.X;,.

Par ailleurs, on a déja vu qu’un opérateur d’entrelacement R, de 7.
a r se formait par la formule

RN =, eI IR ) (& F.),

pourvu que cela ait un sens. On pose cette fois aussi a,=§.0o R_ €

(Jﬂf::)fla 37}
au: 5 —>§ YA ).
H/Hy

Lemme 3. Normalisés convenablement, a, satisfont a

¢t(e)={2(§)d., 6.)=(r.($)a., a.)+{z_(p)a_, a_)
quelle que soit ¢ ¢ D(G).

Preuve. On utilise les notations entendues et pose de plus f| =f,|a’
e (a’)* et G, =exp a’+. Sous 'expression unique de 4 ¢ H sous la forme
h=h,exp sX avec h, e H et s € R, on a dh=e"*"**dh,ds. Soit ¢ € 2(G).
Pour ¢ € R fixé arbitrairement, on fabrique @, ¢ 2(G,) par

(1 1)) djz(go) =f é (exp tXg, exp t'X)ettS D= (12 (brad X +tradyX) fp !
R
Faisant intervenir
@) e = Oeh (AR5 (8¢ G,

un calcul tout a fait semblable & celui exécuté dans la preuve du lemme 2
montre ‘
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1) (e, ay=| e etz
___I gits (D g=ttr aag/athJ ¢k (exp tX exp sY)X, (exp sY)ds
R R
=I dtj e ¢l (exp se‘Y)ds:J e“dtf et*e~ ¢l (exp sY)ds
R R R R
_ f +°°dvf ¢ty (exp sY)ds.
0 R ‘
De méme,
. :
(e (p)a_, a_>=J' dvf e*°gt (exp sY)ds.
—0s R

Une addition nous améne au résultat cherché. c.q.f.d.

Continuons la démonstration du théoréme. Pour toute ¢ € 2(G), on
formel®, (¢ e R) par (11). D’aprés ’hypothése de récurrence, on voit

@)z @=_ 3 ZL,/H,H PO P Bt e, O

we T 1%
Pyt )= jﬁ . )y (kb)Y G457 (b)dek wnz:(d)
BE/H'NB
=§  Aa(®), Gt )
BX/H'nBY
XI O (hbh)Y ., (W) A5 (W)dk
=f O, Ot o ®)| 1 WA
BY /N BY,
XJ ¢ (CXp Z‘thh’ exp t/X)eitf(X)e—-i(trang+trad[,X)dt/.
R
Compte tenu de la transitivité de y.,., on déduit de (12) que

@aay= 3 5§ 0L )

we UL 1) F
X§ O8O ann @) dhy
B /HﬂB Hy

xj G(hbhy exp 1/ X)L,y exp 1/ X)A52(hy exp 1/ X)e- =X dy!
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KX WAz 5(Wdvy i s:(h)

we TG, % f{;H/Han g

X ff Bh/H anX,ﬁ(b)A;ng(b)de,;" 20 B’Z.(b)

)

x [ gtwbnye, ardzona.

Les mémes observations que dans le cas précédent nous permettent
de remplacer 12 la relation w € U(f., §’) par 2 e U(f,, ) sous une bijec-
tion entre ces deux ensembles, ce qui qualifie B% pour B: On parvient
finalement a la formule

X WAz Gy g, 0 55(h)

H/HNBY

<T+(¢)a+> a,)= Z Zf

QeULNH) &
X §B?)/HnB’bgﬁ{I(hb)X,r;)(b)A;;g/’za(b)dyyb,HnBrb(b)

e(2,£4,5)
= 2 (a{Q)(P)ab, as).

REU(f+,8) k=1
D’une fagon analogue,

c(2,f -8
1

(rPa, a)= 3. (a(D)(p)as, ab)-

2etG-.y k=
Pour achever notre but, il ne faut, grice au lemme 3, que rappeler la
démonstration du théoréme dans [21]. c.q.f.d.

§4. Exemples

D’ici bas on exhibe quelques exemples. Commencons par en donner
un fondemental dont on a rencontré la situation a plusieurs reprises.

Exemple 1. Soit g I’algébre de ax-+b; g=Re,+ Re,, [e,, e;]=¢,. On
prend f=e¥ et H=Re, € M(f,g). Le groupe complétement résoluble
G=exp g n’a que deux représentations unitaires irréductibles de dimension
infinie 7, associées & deux orbites ouvertes +=G-ef. La représentation
monomiale r=ind§X,, H=exp}, est équivalente & la somme directe
. ®r_.

On réalise 7, comme ind§ X, ; ol B=exp Re, et identifie /. a L*(R)
par lapplication —>y/(#)=1 (exp te,) (1 &€ R). Lorsque + € 57> on
constate que ((7.(e))™)~(t) =(Li)™e ™ (t) € L*(R) pour n’importe quel
entier m non négatif. Donc,
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[ embre| <[ e-tmbionan+ [ e miceyiar

<L) ([tevora) (], ea) ([ ivora)”

oo 1/2 0 - " 12
=(["rrwpar) "+ ([ _levord) " <iwl+imeowl
Il en découle que a, € (#;>)7+*r%#a si I'on pose

0= y(expree
R

pour «» € . Soit ¢ € P(G). Sous un choix de dg sur G, un calcul
direct méne a

(. (p)a,)= (1) =I & (exp se, exp ue,)e™*' ‘e~ dsdy
R2

et ensuite a

(e (P)a., a,) =rw dvj ¢ (exp se, exp ue,)e*“*e~ " *dsdu.
0 R2

De méme,

{r_(Pa_, a_>=J‘0 dvj- & (exp se, exp ue,)e'* e~ *"dsdu.
—o R2

Notre formule de Plancherel concréte pour z s’en réduit alors & la formule
claire

(o (Pa,, a.>+<L{n(pa_, a_)
=2z R¢ (exp se)e™*"tds = pf(e)={z(¢)é., 6.).

pourvu qu’on normalise différentes mesures a sa convenance.

Si I’on considére la représentation triviale x, de G, il est évident que
2z) N(f+54)=2(x,)={0}, qui est sirement connexe et méme une H-
orbite. En plus, quand on regard x, construite moyennant g e I(0, g),
Padhérence de 1ensemble {g € G; g-(0-+g1) N(f+H*)+~¢} atteint G tout
entier.

Malgré tout cela, il est certain que (#°;°)7 ¥ .e={0}.

Exemple 2. Soit g 'algébre complétement résoluble de dimension 4
définie sur la base (T, P, Q, E) par les crochets
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On prend f=E* € g*, h)=RT+ RQ ¢ M(f, g) et pose H=exp }), c=ind§ %,
comme d’habitude. Ici aussi nous avons r~z,@r_, ou x, € G sont deux
représentations carré intégrables associées a deux orbites ouvertes +G - E*,

Soit a e (#;°)% %6, Le choix de b=RQ+ RE e I(+ E*, g) nous
fournissant une réalisation de ., leur espace ¢, , s’identifie & L*(R®) sous
Iapplication V(s 1)=1 (exp sT exp tP) ((s, 1) € R?). Dans ce cadre
la semi-invariance de a entraine

<a1 ‘p(s'}'x, t)=€x/4<a, ‘Z}>,

<aa (1 '—eii“e—sﬂ)‘p(& t)>=0
quels que soient +» € 7> et x e R. La seconde condition exige supp aC
{Gs, ) € R*; t=0} et puis la premiére conclut que, & un scalaire multiplicatif
pres,

a ¥ =Lx/7(s, 0)e-+/4ds.

On retrouve ainsi dim (Jf;:)””‘f"%“,ﬂ= 1, ce qui n’est, bien siir, qu'un
simple cas particulier d’un résultat de [3] combiné avec celui de [17].

On considére maintenant r,,eG associée & l'orbite passant
I, s;=aP*+pO* e g*, ol «, B décrivent R excepté l’origine. Soit a e
(Jf;:ﬁ)”"f"g’;s. En prenant b=RP+RQ+RE e I(l,, g), on identifie
Hrp 2 L*(R) sous I’application yr—>y/(t)=+(exp tT) (t € R). La semi-
invariance de a nécessite que

{<a, Wt+2)>=e=(a, ¥,
(a, (1=~ (1)) =0

quels que soient +» € ;7 et x e R. La seconde condition oblige que
a=0si 0. Lorsque =0, la premiére exigence demande que

a, ¥y =fR17(;)e‘ /s,

a un scalaire multiplicatif prés. En fait, cette formule définit un élément
non nul de (#°;=)"*##,s, ce qui se voit comme dans I’exemple 1. Enfin
dim (o;7)7 1186 =1, quoique 7,0 n’apparaisse pas dans la décomposi-

tion de 7.
En dernier lieu, se notant ¢, le caractére unitaire de G associé¢ a

Iorbite aT* (a € R), il arrive que dim (#;~)% %446 ={0}.
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De ce qu’on vient de voir, il est vrai tout au moins que l’espace
(#7=) 11440 est trivial pour me G dont I’orbite ne rencontre pas f+5*.

Avant de terminer, on aJoute un exemple non exponentiel qui a ete
examiné en détail par plusieurs auteurs (cf. [1]).

Exemple 3. Soit G Ie revétement universel du groupe des déplace-
ments du plan. Son algébre de Lie g est définie sur la base (7, X, Y) par
les crochets [T, X]=7, [T, Y]=—2X. Les éléments de G sont présentés
par un triplet de réels (6, a, b) dont la loi de multiplication est

@,a, b (@, a,b)=(0+¢, at+a cos§—b' sin §, b+a’ sin §+b’ cos 6).

Prenons une polarisation réelle 6==RX@PRY au point /,= —s¥* e g*
(0O=£s € R). Le stabilisateur G(/,) n’est autre que ’extension de exp RY
par le centre Z=exp 2zZT de G, dont les caractéres unitaires X, « ¢ [0, 1),
sont donnés par X, (exp 2maT)=e"""* (m ¢ Z). Soient B°=expb et B=
ZB°. On prolonge X, en un caractére unitarie X, , de B par la formule
Xs,o(2D)=2,(2)X,,(b) (z€ Z, b € B°). Quand on fabrique r, ,=ind3X, , par
translations & droite, il est bien connu que z,,, s € R, =(0, +0), ¢ €
10, 1), sont irréductibles et inéquivalentes 'une & ’autre. L’action explicite
de z, , est donnée dans I’espace L¥(T), T= R/2xZ muni de la mesure dt/2x,
par la formule

(ﬂs,a«e’ a, b))¢)(t)=eis(asint+bcos t)eia[6+t]¢(tq_\0),
ol g=(6, a, b) e G et o1 I'on a utilisé la notation t+<9=[t+0]+t/-?l9 avec

[1+6] € 22Z et 146 € [0, 27).

Soit maintenant §j=RX et H°=exp j. Partant de la représentation
triviale 1,, de H® on construit la représentation monomiale r=ind%,1,
de G. D’aprés Benoist [1],

S}
TZZJ 7, A8der,
R+ x[0,1)

tandis que (#;,~)%'*'=Cs,BCS,, ou §, désigne la masse de Dirac en
x e T. Dr’autre part, 'intersection G-/, §* se compose de deux compo-
santes connexes dont chacune est une H°-orbite de dimension égale a
+dim G- 1.

Silon calcule S={ge G; g~ *-(/,+b+) N+~ @}, il se trouve facilement
que S={g=(0,a,b) € G; § € Zz} qui coincide avec la réunion des supports
des €léments de (o7, )7 " 2",

On considére désormais U'extension H=exp(ZzT)H" et ses caractéres
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or T €0, 1), définis par p,(exp maT-h%)=e*™ (m e Z, h* e H®). L’action
de 7;=ind§ p,, réalisée comme translation a droite, est donnée par

(z&)p)(t, =€+ Ng(t 46, (— DNy 4-a sint+b cos 1)),
)1 7 ¢ 7
ol ¢ & L[0, 7) X R), g=(6, a, b) € G et ol 'on a employ¢ la notation 7@

=[[t+0]lr+t+0 avec [[t+60]]e Z et t+6€[0, x).
La transformation de Fourier consernant la seconde variable

g, n)=7%jR Sg(t, y)dy

nous fournit une autre réalisation de ¢, par la formule

(f,(g)gg)(t, 7]) — p2riTllt+6]]1p-in(a sinz+bcost)g§(t/+\0, (__ 1)[[¢+a]]77).

Ensuite on utilise Papplication qui & ¢ e L¥([0, z) X R) associe § € L*([0, 2r)
X R,) donnée par

" _ X)) si te[0, ),
ot )= {ez”irsﬁ(t—ir, —17) si telr,2n),

pour en obtenir la troisiéme dans L*[0, 27) X R.);
(Tr(g)ﬁg)(t: T/)) — 207t +0]e-i7;(u,sint +bcost)¢?’(t+0’ 7])
On a ainsi vérifié que
<)
Tr:J ﬂ':.sr,Z?‘(modZ)dS,
R+

sans multiplicité comme nous en prévient un résultat de [3].

D’un point de vue de la méthode des orbites, il est vraisemblable que
ce phénoméne s’explique par le fait que les deux H’%orbites inclues dans
G-I,Nj* se relient sous l'action de exp n7 e H, ce qui fait de G-/, N Y,
quoique non connexe, une seule H-orbite,

Finalement, pour que a=£5,+73, € (#77)12°(&, 5 € C) appartienne
a(z ), il faut et il suffit que (=, , (exp zT)a, ¢)=<{e""a, y) pour
tout ¢ € 7=, Doy,

Ts,a’

Ts,a

(A7) = CO+e™5)  si a=21,
"o si =27,

qui retrouve ’ensemble S mentionné ci-dessus comme la réunion des
supports de ses éléments.
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