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A toute courbe elliptique définie sur Q, on sait associer une

fonction LE, qui, conjecturalement, est holomorphe et vérifie

une équation fonctionnelle analogue à celle de la fonction zêta

de Riemann. On peut se demander, comme pour la fonction

zêta, si les fonctions LE vérifient des conditions analogues à

la “conjecture de Riemann”, qui affirme que les zéros non-

triviaux de � se trouvent sur la “droite critique” de l’équation

fonctionnelle.

C’est pour tenter de donner un peu de crédit à cette hypothèse

de Riemann généralisée que l’on a effectué des recherches

numériques de zéros sur plusieurs centaines de courbes diffé-

rentes. Ainsi, sur les 7000 zéros calculés, tous sont situés sur

la droite critique.

To every elliptic curve over Q one can associate a functionLE , which is conjectured to be holomorphic and to satisfy a

functional equation similar to the one satisfied by Riemann’s

zeta function. One can ask whether these functions satisfy an

appropriate version of the Riemann Hypothesis (the traditional

Riemann Hypothesis states that the nontrivial zeros of the zeta

function lie on the “critical line” of the functional equation).

In order to gather experimental evidence in support of this

generalized Riemann hypothesis, I computed numerically a set

of zeros for several hundred elliptic curves. All of the 7000

zeros computed for the various curves lie on the critical line.

1. INTRODUCTION

1.1. Fonctions � , fonctions LA une courbe alg�ebrique projective lisse C d�e�niesur un corps �ni Fq, on sait associer une fonctioncomplexe �C(s) = exp� 1Xm=1 Nmm q�ms�;o�u Nm est le nombre de points de C sur Fqm .c
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168 Experimental Mathematics, Vol. 1 (1992), No. 2On sait depuis Weil que les fonctions � peuvents'�ecrire : �C(s) = P (q�s)(1� q�s)(1� q1�s) ;o�u P est un polynôme de degr�e 2g (g genre dela courbe), P (T ) = (1 � �1T ) : : : (1 � �2gT ), avec�2j�1 = ��2j ; j�ij = pq; et Nm = qm+1�P2gi=1 �mi :A une courbe projective lisse C d�e�nie surQ (ouplus g�en�eralement �a la cohomologie d'une vari�et�esur un corps global) on peut alors associer d'apr�esSerre [1970] une fonction LC en collectant les don-n�ees locales (polynômes des fonctions zêta localesdes r�eductions de la courbe modulo les nombrespremiers p) en un produit in�ni :LC(s) = �S(s)�Yp 62S 1Pp(p�s) ;o�u S est l'ensemble des places de mauvaise r�educ-tion, �S = PS(p�s) est un polynôme en p�s, et o�uPp est le num�erateur de la fonction zêta locale en p.Dans le cas qui nous int�eresse, celui d'une courbeelliptique E d�e�nie surQ, on peut rendre cette con-struction explicite. On choisit un mod�ele de Weier-stra� de E, c'est-�a-dire une �equation de E �a coe�-cients dans Z, de discriminant minimal, de la formey2 + c1xy + c3y = x3 + c2x2 + c4x+ c6: (1.1)La fonction LE s'�ecrit alorsLE(s) =Yp2S 11� app�s �Yp=2S 11� app�s + p1�2s ;o�u p parcourt les nombres premiers, avec S l'en-semble des premiers de mauvaise r�eduction. Lescoe�cients ap de la fonction LE sont alors les or-dres des groupes �nis Ep(Fp), o�u Ep est la courbedonn�ee par la r�eduction modulo p de l'�equation(1.1). En particulier, dans les cas de mauvaise r�e-duction, on a ap = 1 si E a une r�eduction multi-plicative d�eploy�ee, ap = �1 si E a une r�eductionmultiplicative non d�eploy�ee, et ap = 0 si E a uner�eduction additive.On obtient ainsi une s�erie de Dirichlet, qui s'�ecritLE(s) = 1Xn=1 ann�s:Les coe�cients an v�eri�ent an = O(pn log n)(th�eor�eme de Hasse), ce qui assure la convergence

de LE(s) sur le demi-plan Re s > 32 vers une fonc-tion holomorphe.On consid�ere aussi la s�erie de Fourier de coe�-cients an, F (z) = 1Xn=1 ane2i�nz;qui converge pour Im z > 0 vers une fonction holo-morphe.
1.2. Equations fonctionnelles et prolongement analy-

tique (d’après [Manin 1971])Pour obtenir (conjecturalement) un prolongementanalytique des fonctions L �a C tout entier, on in-troduit la fonction �, transform�ee de Mellin de lafonction F :�E(s) =Z 10 F (it)ts�1dt =Z 10 1Xn=1 ane�2�ntts�1dt;l'int�egrale �etant uniform�ement convergente dans ledemi-plan Re s � 1� c pour peu que l'on supposeque F (it) = O(tc) quand y ! 0 (car an = O(pN)implique que F (it) = O(e�2�t) quand t ! 1). Side plus Re s � 32+", on peut int�egrer la s�erie terme�a terme, d'o�u�E(s) = 1Xn=1 Z 10 ane�2�ntts�1dt= 1Xn=1 an(2�)�s Z 10 e�uus�1du= � 12��s�(s)LE(s):L'estimation F (it) = O(tc) est obtenue �a l'aided'une �equation fonctionnelle, donn�ee par une con-jecture :
Conjecture 1 (Shimura–Taniyama–Weil). La fonctionF est une forme parabolique de poids 2 pour unsous-groupe de �0(N). Elle v�eri�e l'�equation fonc-tionnelle F (z) = �cN�1z�2F (�1=Nz); (1.2)avec c = �1 et N conducteur de la courbe E.On obtient alors facilementF (it) = O(t�2e�2�=Nt) = O(tc)



Fermigier: Zéros des Fonctions L de Courbes Elliptiques 169pour tout c, d'o�u un prolongement analytique de�E au plan tout entier, avec l'�equation fonction-nelle �E(s) = cN 1�s�E(2� s);donn�ee par�E(s) = �Z 1=pN0 +Z 11=pN�F (it)ts�1 dt= Z 11=pN(ts�1 + cN 1�st1�s)F (it) dt;apr�es un changement de variable et l'utilisation del'�equation (1.2). De plus on voit alors apparâ�treune fonction connue, la fonction gamma incompl�ete�(a; s) = Z 1a e�xxs�1dx;telle que, en int�egrant terme �a terme,�E(s) = 1Xn=1 an (2�n)�s��2�npN ; s�+ cN 1�s(2�n)s�2��2�npN ; 2� s�!: (1:3)La conjecture 1 est d�emontr�ee pour les courbes,dites courbes de Weil, qui admettent un \revête-ment" par une courbe modulaire X0(N). La con-jecture la plus g�en�erale est que toutes les courbeselliptiques sont des courbes de Weil. Les calculs decet article ont �et�e e�ectu�es sur des courbes dontont sait (J.-F. Mestre et J. Oesterl�e, communica-tion priv�ee) qu'elles sont des courbes de Weil.
1.3. Conjectures “standards” sur les fonctions LL'importance des fonctions L des courbes ellip-tiques est li�ee en particulier �a la conjecture de Birchet Swinnerton-Dyer.
Conjecture 2 (Birch–Swinnerton-Dyer faible). Si E estune courbe elliptique sur Q, l'ordre de LE en 1 est�egal au rang de la courbe E.Maintenant, comme les fonctions L consid�er�ees iciv�eri�ent, au moins conjecturalement, des propri�et�essemblables �a celles de la fonction zêta de Riemann,on peut essayer de g�en�eraliser l'hypoth�ese de Rie-mann, comme cela a d�ej�a �et�e fait pour les fonctionszêta de corps de nombres.

Conjecture 3 (Hypothèse de Riemann généralisée, ou

GRH). Si E est une courbe elliptique sur Q qui sa-tisfait la conjecture 1 (Shimura{Taniyama{Weil),tous les z�eros de LE situ�es sur la \bande critique"0 < Re z < 2 sont en fait sur la \droite critique"Re z = 1.
2. MÉTHODES NUMÉRIQUES EMPLOYÉES

2.1. Calcul des anLe calcul des coe�cients an se fait en utilisantl'algorithme \baby step { giant step" (avec uneam�elioration due �a Mestre) impl�ement�e dans PARI[Batut et al. 1991].
2.2. Calcul de �E et �0EOn calcule les fonctions �E et �0E en utilisant lesformules (1.3) et�0E(s) = 1Xn=1 an � log 2�n(2�n)s ��2�npN ; s�+ 1(2�n)s�0�2�npN ; s�+ cN(2�n)2 log�2�nN ��2�nN �s��2�npN ; 2� s�� cN(2�n)2�2�nN �s�0�2�npN ; 2� s�!avec �(a; s) = Z 1a e�xxs�1dxet �0(a; s) = d�(a; s)ds = Z 1a e�xxs�1 log xdx:Pour calculer �E et �0E , on tronque les sommesin�nies �a un rang raisonnable : comme j�(a; s)j �e�a si Re s = 1, avec a = 2�n=pN , on ne gardeque les termes avec n < CpN avec C = 4, cequi laisse un terme d'erreur de l'ordre de 10�9.On constate exp�erimentalement que ce choix de Cn'est pas abusif en relan�cant les calculs avec uneautre valeur de C (C = 6) et en v�eri�ant que lesr�esultats obtenus sont les mêmes, �a la pr�ecision dela machine pr�es.Le calcul de �(a; s) et �0(a; s) a �et�e e�ectu�e parint�egration num�erique (m�ethode de Romberg), unproc�ed�e a priori plutôt lent, que l'on peut acc�el�erer



170 Experimental Mathematics, Vol. 1 (1992), No. 2en \d�ecoupant les int�egrales en tranches", i.e., encalculant les int�egralesIn = Z 2�(n+1)=pN2�n=pN e�xxs�1dxet I 0n = Z 2�(n+1)=pN2�n=pN e�xxs�1 log xdx;de sorte que��2�npN ; s� = MXm=n In +Rn;avec M = bCpNc+ 1, le terme de resteRn = Z 12�M=pN e�xxs�1dxv�eri�ant jRnj � exp�2�C si Re s = 1, et donc�etant n�egligeable par rapport aux autres termesdu calcul de �E (hypoth�ese l�a encore con�rm�eeexp�erimentalement en constatant que les r�esultatssont stables si on augmente C). Et de même pour�0E.
2.3. Recherche des zérosMaintenant que l'on sait calculer �a la fois la fonc-tion � et sa d�eriv�ee, on peut utiliser la m�ethodede Newton pour calculer les z�eros de �. Commeil faut, pour amorcer l'algorithme de Newton, par-tir d'assez pr�es d'un z�ero, on construit les premiers�el�ements de la suiteun+1 = un � f(un)=f 0(un);pour des u0 espac�es r�eguli�erement sur le segment[1; 1+T i]; o�u T est une borne inf�erieure en pratique�a 15, et on ne garde que les valeurs qui convergentnum�eriquement apr�es un nombre �x�e d'it�erationsvers une valeur situ�ee dans la bande critique.
2.4. Comptage des zéros (vérification interne)Pour contrôler la validit�e des r�esultats, et en par-ticulier v�eri�er s'il n'y a pas de z�eros multiples qui�echapperaient �a la m�ethode de Newton, on int�egrenum�eriquement la formule des r�esidus, autour durectanglefz 2 C : �0:1 < Im z < T; 0 < Re z < 2g;

que l'on compare ensuite au nombre de z�eros trou-v�es par la m�ethode de Newton, avec l'origine comp-t�ee avec la bonne multiplicit�e.Les calculs, pouss�es �a une pr�ecision telle quel'int�egrale soit proche de 2�i fois un entier �a 0:1pr�es, montrent qu'aucun z�ero n'a �et�e oubli�e, et enparticulier qu'il n'y a pas de z�eros multiples.Cela permet aussi de constater que, pour toutesles courbes consid�er�ees, tous les z�eros de la bandecritique de partie imaginaire inf�erieure �a 15 sontsitu�es sur la droite critique, autrement dit de v�eri-�er l'hypoth�ese de Riemann g�en�eralis�ee (conjecture3) pour les z�eros consid�er�es. En e�et, les z�eros quine sont pas sur la droite critique vont par paires,donc on peut les rep�erer par la m�ethode des r�esidus.
2.5. Formules explicites (vérification externe)On utilise, comme dans [Mestre 1986], les formulesexplicites qui relient le comportement d'une fonc-tion F sur l'axe r�eel �a celui de sa transform�ee deFourier � sur les z�eros d'une fonction L. Si l'on sup-pose les conjectures 1, 2 et 3, on sait que pour unefonction F �a support compact et telle que (F (x)�F (0))=x soit �a variation born�ee avec F (0) = 1, ona la formuleX� �(�) + 2Xp;m bpmF (m log p) log ppm= logN � 2 log 2� � 2Z 10 � F (x)ex � 1 � e�xx �dx;(2:1)avec bpm = �mp + ��mp (facile �a calculer �a partir desan), et o�u P� signi�e la somme sur les partiesimaginaires des z�eros de L situ�es dans la bandecritique (donc sur la droite critique si on supposel'hypoth�ese de Riemann g�en�eralis�ee), et o�u Pp;msigni�e la somme sur tous les nombres premiers pet tous les entiers strictement positifs m.Pour la v�eri�cation exp�erimentale, donc, on choi-sit une fonction F �a support [�1; 1], dont la trans-form�ee de Fourier d�ecrô�t su�samment vite, parexemple, F (x) = (1 � x2)n pour x 2 [�1; 1] etnulle ailleurs. On �xe un param�etre � > 0 et onutilise la fonction F�(x) = F (x=�), de transform�eede Fourier '�(t) = ��(�t).On choisit par exemple � = log 16, et on calculer��(0) + 2X� '�(�);



Fermigier: Zéros des Fonctions L de Courbes Elliptiques 171o�u r est le rang de la courbe et � parcourt les z�erosde L que l'on a calcul�e (c'est-�a-dire ceux de par-tie imaginaire positive et inf�erieure �a 15). Puis oncompare le r�esultat obtenu �a la somme�2 Xpm<16 bpmF�(m log p) log ppm+ logN � 2 log 2� � 2Z 10 � F�(x)ex � 1 � e�xx �dxdonn�ee par la formule explicite (2.1). On observeque l'erreur est tr�es faible, de l'ordre de 10�4, ce quifournit une con�rmation exp�erimentale des calculs.
3. IMPLÉMENTATIONLe programme a d'abord �et�e �ecrit en langage C,en utilisant la biblioth�eque arithm�etique PARI d�e-velopp�ee par C. Batut, D. Bernardi, H. Cohen etM. Olivier [Batut et al. 1991]. L'utilisation de cettelibrairie permet d'�eviter de r�e�ecrire les fonctionsde calcul sur les complexes, de calcul des an etd'int�egration num�erique.Puis lorsqu'il est apparu que cette solution �etaittrop lente dans ce contexte, le programme a �et�er�e�ecrit (sauf le calcul des an) �a partir de fonctionsde calcul en double pr�ecision standard.Di��erents �chiers de r�esultats ont �et�e produitsqui ont �et�e trait�es et format�es grâce au langageperl. Les calculs de r�egression ont �et�e e�ectu�esavec Maple.
4. RÉSULTATS ET COMMENTAIRES

4.1. Quelques résultats théoriquesPar des m�ethodes connues (voir par exemple [Guth-mann 1990]), on sait prouver le r�esultat suivant :
Théorème 1. Si M(T ) est le nombre de z�eros dansla bô�te fz 2 C : 0 < Im z < T; 0 < Re z < 2g,alors pour une courbe de conducteur N , on doitavoirM(T ) = T� log T2� + T� (logN � 1) +O(log T )quand T tend vers l'in�ni.Un tel r�esultat donne une id�ee du comportementglobal des z�eros, et permet d'obtenir un �equivalentdu n-i�eme z�ero �n, lorsque N est �x�e et n tend versl'in�ni : �n � �n= log n;

qui ne d�epend pas de N .Par ailleurs, pour le comportement du premierz�ero non-nul, on peut citer un r�esultat de [Mestre1986] :
Théorème 2. Si l'hypoth�ese de Riemann g�en�eralis�eeest vraie, il existe une constante C telle que le pre-mier z�ero non-nul �1 v�eri�ej�1 � 1j < Clog logN :
4.2. Résultats des calculsJ'ai calcul�e les z�eros sur le segment [1; 1 + 15i] desfonctions �E pour les 406 courbes elliptiques deWeil de conducteur premier N � 13100 dont laliste m'a �et�e fournie par J.-F. Mestre. Dans la suiteces courbes seront design�ees par leurs conducteursN , avec une lettre a; b; c : : : s'il y en a plusieurs avecle même conducteur.Les calculs ont demand�e quelques jours sur unestation de travail Sun-4. Un �chier contenant lesr�esultats est �a la disposition du lecteur int�eress�e(voir \Pour obtenir les �chiers" �a la �n de cet ar-ticle).
4.3. Altitude du premier zéroOn aimerait mettre en �evidence que la partie ima-ginaire y1 du premier z�ero (non-nul) est de l'ordrede 1= logN . Les courbes qui donnent y1 en fonctionde logN , ou y1 logN en fonction de N (�gure 1, �agauche) sont tr�es irr�eguli�eres, mais n'in�rment pascette conjecture. On constate aussi que l'altitudedu premier z�ero augmente avec le rang de la courbe,ce qui semble tout �a fait logique.En �etudiant plus particuli�erement les courbes derang 0, pour N � 1000 (�gure 1, �a droite), sion regarde celles dont le premier z�ero est particu-li�erement �elev�e | donc qui ont un comportement\proche" d'une courbe de rang 1 | on trouve:� des courbes d'apparence anodine : 1187 (troiscourbes), 4337, 10639: : :� des courbes �a gros coe�cients : 557b, 659b� des courbes �a groupe de Tate{Shafarevi�c non-trivial : 1613b, 2089d, 8747d, 11059, avec X =4; 4; 9; 9, respectivement. (Le calcul du groupede Tate{Shafarevi�c est conjectural : il pr�esup-pose la conjecture de Birch{Swinnerton-Dyer.)En revanche, les courbes trac�ees en prenant lasomme des n premiers z�eros sont beaucoup plus
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FIGURE 1. Partie imaginaire du premier z�ero de L, multipli�ee par logN , en fonction de N , pour toutes les 406courbes �etudi�ees (�a gauche) et pour celles de rang 0 seulement (�a droite). Les gros cercles correspondent auxcourbes 557b, 659b, 1613b, 2089d, 8747d et 11059.

0 5000 10000110120130140150160170
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FIGURE 2. Partie imaginaire de la somme des cinqpremiers z�eros de L, multipli�ee par logN , en fonc-tion de N .lisses : ainsi les courbes qui donnent l'altitude dela somme Y5 =P5i=1 yi des cinq premiers z�eros en

fonction de 1= logN r�ev�elent une nette d�ependancelin�eaire :rang 0 : Y5 ' 139:9= logN � 2:35rang 1 : Y5 ' 162:7= logN � 3:06rang 2 : Y5 ' 184:3= logN � 3:32avec d'excellents coe�cients de corr�elation en exc�esde 0:993. Cela se peut voir aussi dans la �gure 2.On a aussi tent�e de relier l'altitude du premierz�ero �a des param�etres qui sont �egalement d'ordre1= logN , tels que L(1) (pour les courbes de rang0) ou la hauteur de Faltings h, qui est le volumedu r�eseau de C qui correspond �a la courbe. Bienque ces trois grandeurs paraissent corr�el�ees, il n'estpas possible de d�eterminer explicitement une d�e-pendance. Par exemple, pour les courbes de rang0, on trouve les coe�cients de corr�elation suivants :y1 avec 1= logN : r = 0:940;y1 avec L(1) : r = 0:038;y1 avec h (hauteur de Faltings) : r = 0:246:La corr�elation avec L(1) et h est tr�es mauvaise etcelle avec 1= logN m�ediocre.
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4.4. Nombre de zérosOn a trac�e les courbes donnant le nombre de z�eroscalcul�es (c'est-�a-dire ceux de partie imaginaire po-sitive et inf�erieure �a 15) en fonction deN (�gure 3).On obtient des trac�es qui approchent de tr�es pr�esla courbe asymptotique du th�eor�eme 1. De telsr�esultats con�rment que le comportement des z�erossemble bien en 1= logN , et qu'il faut consid�ererplusieurs z�eros pour obtenir des d�ependances r�egu-li�eres.

0 5000 10000510
1520 courbe : 152� �log 152� + logN � 1�

FIGURE 3. Nombre de z�eros entre 1 et 1+15i, enfonction de N . Le z�ero en 1 est compt�e 12r fois, o�ur est son ordre (le rang de la courbe).
4.5. ConclusionSi on consid�ere le comportement individuel des z�e-ros, on obtient des r�esultats tr�es irr�eguliers et dif-�ciles �a analyser. En revanche, si on regarde leurcomportement collectif en les sommant ou en re-gardant leur densit�e, on obtient pour les courbesconsid�er�ees des valeurs r�eguli�eres qui d�ependent es-sentiellement du rang et du conducteur.
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POUR OBTENIR LES FICHIERSOn trouvera dans le r�epertoire /pub/maths/tables surle serveur snekkar.ens.fr (par ftp anonyme) le �chierzeros_fonctions_L, qui contient, pour chaque courbe�etudi�ee, les donn�ees suivantes : le conducteur, le rang,les coe�cients d'une �equation minimale de la forme(1.1), et en�n les parties imaginaires 0 < y � 15 desz�eros de L sur la droite critique.PARI est �egalement disponible sur le même serveur,dans le �chier pub/unix/lang/pari-1.37.tar.Z.St�efane Fermigier, DMI, Ecole Normale Sup�erieure, 45, rue d'Ulm, 75005 Paris, France(fermigie@dmi.ens.fr, fermigie@frulm63.bitnet)Received March 23, 1992; revised June 2, 1992


