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A toute courbe elliptique définie sur Q, on sait associer une
fonction L, qui, conjecturalement, est holomorphe et vérifie
une équation fonctionnelle analogue a celle de la fonction zéta
de Riemann. On peut se demander, comme pour la fonction
zéta, si les fonctions L g vérifient des conditions analogues a
la “conjecture de Riemann”, qui affirme que les zéros non-
triviaux de ( se trouvent sur la “droite critique” de I’"équation
fonctionnelle.

C’est pour tenter de donner un peu de crédit a cette hypothese
de Riemann généralisée que I'on a effectué des recherches
numériques de zéros sur plusieurs centaines de courbes diffé-
rentes. Ainsi, sur les 7000 zéros calculés, tous sont situés sur
la droite critique.

To every elliptic curve over Q one can associate a function
L g, which is conjectured to be holomorphic and to satisfy a
functional equation similar to the one satisfied by Riemann’s
zeta function. One can ask whether these functions satisfy an
appropriate version of the Riemann Hypothesis (the traditional
Riemann Hypothesis states that the nontrivial zeros of the zeta
function lie on the “critical line” of the functional equation).

In order to gather experimental evidence in support of this
generalized Riemann hypothesis, | computed numerically a set
of zeros for several hundred elliptic curves. All of the 7000
zeros computed for the various curves lie on the critical line.

1. INTRODUCTION

1.1. Fonctions (, fonctions L

A une courbe algébrique projective lisse C' définie
sur un corps fini F,, on sait associer une fonction
complexe

00 N ~
Co(s) = exp (; m ¢ >,
ou N,, est le nombre de points de C' sur F m.
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On sait depuis Weil que les fonctions ¢ peuvent
s'écrire:
Plq )

(1 —q=)A—q'=)
ou P est un polynome de degré 2g (g genre de
la courbe), P(T) = (1 — oyT)...(1 — ay,T), avec
Qoj_1 = Oy, lag| = \/q, et N,,, = qm—i-l—Z?il am.

A une courbe projective lisse C' définie sur Q (ou
plus généralement & la cohomologie d’une variété
sur un corps global) on peut alors associer d’apres
Serre [1970] une fonction Le en collectant les don-
nées locales (polynomes des fonctions zéta locales
des réductions de la courbe modulo les nombres
premiers p) en un produit infini:

Lo() = ¢s(o) < [[

1
pgs p(pis),

Cols) =

ol S est 'ensemble des places de mauvaise réduc-
tion, (s = Ps(p~°) est un polyndome en p~*, et on
P, est le numérateur de la fonction zéta locale en p.

Dans le cas qui nous intéresse, celui d’une courbe
elliptique F définie sur Q, on peut rendre cette con-
struction explicite. On choisit un modele de Weier-
strafl de F, c’est-a-dire une équation de F a coeffi-
cients dans Z, de discriminant minimal, de la forme

Y2 4wy + csy = 20 4 e + e+ co. (1.1)

La fonction Ly s’écrit alors

1 1
LE(3)=H7_><H _ 1—2s°
s 1—a,p yrye 1—ayp~+p

ol p parcourt les nombres premiers, avec S 1’en-
semble des premiers de mauvaise réduction. Les
coefficients a, de la fonction Ly sont alors les or-
dres des groupes finis E,(F,), ou E, est la courbe
donnée par la réduction modulo p de l'équation
(1.1). En particulier, dans les cas de mauvaise ré-
duction, on a a, = 1 si £ a une réduction multi-
plicative déployée, a, = —1 si E a une réduction
multiplicative non déployée, et a, = 0 si E a une
réduction additive.

On obtient ainsi une série de Dirichlet, qui s’écrit

Lg(s) = z"": a,n"°.
n=1

Les coefficients a, vérifient a, = O(y/nlogn)
(théoreme de Hasse), ce qui assure la convergence

de Lg(s) sur le demi-plan Res > 2 vers une fonc-
tion holomorphe.

On considere aussi la série de Fourier de coefhi-
cients a,,,

0o
F(Z) — Zane%ﬂ'nz,
n=1

qui converge pour Im z > 0 vers une fonction holo-
morphe.

1.2. Equations fonctionnelles et prolongement analy-
tique (d’apres [Manin 1971])

Pour obtenir (conjecturalement) un prolongement
analytique des fonctions L & C tout entier, on in-
troduit la fonction A, transformée de Mellin de la
fonction F':

AE(S) :/ F(it)tS,ldt :/ Zanei%-nttsildt,
0 0 n=1

lintégrale étant uniformément convergente dans le
demi-plan Res > 1 — ¢ pour peu que ’on suppose
que F(it) = O(t°) quand y — 0 (car a,, = O(V'N)
implique que F(it) = O(e™>™") quand t — o). Si
de plus Re s > g—i-a, on peut intégrer la série terme

a terme, d’ou
o0
/ ane—Qﬂ'ntts—ldt
0

a,(2m)~*° / e “ut tdu
1 0

- (5 )rLeo),

I
[M]#

Ag(s)

1

S
Il

I
NE

3
Il

2

L’estimation F(it) = O(t°) est obtenue & laide
d’une équation fonctionnelle, donnée par une con-
jecture:

Conjecture 1 (Shimura-Taniyama-Weil). La fonction
F est une forme parabolique de poids 2 pour un
sous-groupe de ['o(N). Elle vérifie ’équation fonc-
tionnelle

F(z)=—-cN '2?F(-1/Nz), (1.2)
avec ¢ = 1 et N conducteur de la courbe F.
On obtient alors facilement

F(it) = O(t 2 2™/Nt) = O(t°)



pour tout ¢, d’oul un prolongement analytique de
Agr au plan tout entier, avec I’équation fonction-
nelle

Agp(s) =cN'"*Ag(2 —s),

donnée par

1/\/ﬁ (e’
= (/ +/ >F(it)ts‘1 dt
0 1/vVN
= / (' + NSt F(it) dt,
IVN

apres un changement de variable et 1'utilisation de
I’équation (1.2). De plus on voit alors apparaitre
une fonction connue, la fonction gamma incomplete

F(a,s):/ e ",

telle que, en intégrant terme a terme,

Ap(s) = ni: a <(27rn)51" <2”\/—§ s>

+ ch_S(Zﬂn)s_Qf‘(%\/—%, 2 — s>> (1.3)

La conjecture 1 est démontrée pour les courbes,
dites courbes de Weil, qui admettent un “revéte-
ment” par une courbe modulaire X,(N). La con-
jecture la plus générale est que toutes les courbes
elliptiques sont des courbes de Weil. Les calculs de
cet article ont été effectués sur des courbes dont
ont sait (J.-F. Mestre et J. Oesterlé, communica-
tion privée) qu’elles sont des courbes de Weil.

1.3. Conjectures “standards” sur les fonctions L

L’importance des fonctions L des courbes ellip-
tiques est liée en particulier & la conjecture de Birch
et Swinnerton-Dyer.

Conjecture 2 (Birch-Swinnerton-Dyer faible). Si E est
une courbe elliptique sur Q, 'ordre de Lz en 1 est
égal au rang de la courbe FE.

Maintenant, comme les fonctions L considérées ici
vérifient, au moins conjecturalement, des propriétés
semblables & celles de la fonction zéta de Riemann,
on peut essayer de généraliser I’hypothese de Rie-
mann, comme cela a déja été fait pour les fonctions
zéta de corps de nombres.
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Conjecture 3 (Hypothése de Riemann généralisée, ou
GRH). Si F est une courbe elliptique sur Q qui sa-
tisfait la conjecture 1 (Shimura—Taniyama—Weil),
tous les zéros de Ly situés sur la “bande critique”
0 < Rez < 2 sont en fait sur la “droite critique”
Rez=1.

2. METHODES NUMERIQUES EMPLOYEES
2.1. Calcul des a,,

Le calcul des coefficients a, se fait en utilisant
lalgorithme “baby step — giant step” (avec une
amélioration due & Mestre) implémenté dans PARI
[Batut et al. 1991].

2.2. Calcul de Ag et A,

On calcule les fonctions Ag et A’y en utilisant les
formules (1.3) et

Zoo: _log 27rnF 2mn s
—~ (27m)* VN’
1 2mn
+ I ,S
(2mn) <\/N )
n cN o 2mn 2mn Sl" 2mn o _
(27n)? BN N VN’ ’

e ()T (T ))

avec .
[(a,s) :/ e "oty
et
ar >
M(a,s) = % = / e "x* "' log wdx.
8 a

Pour calculer Ag et A%, on tronque les sommes
infinies & un rang raisonnable: comme |I'(a, s)| <
e si Res = 1, avec a = 27n/v/N, on ne garde
que les termes avec n < CV/N avec C = 4, ce
qui laisse un terme d’erreur de l'ordre de 107°.
On constate expérimentalement que ce choix de C'
n’est pas abusif en relancant les calculs avec une
autre valeur de C' (C' = 6) et en vérifiant que les
résultats obtenus sont les mémes, a la précision de
la machine pres.

Le calcul de T'(a, s) et ['(a, s) a été effectué par
intégration numérique (méthode de Romberg), un
procédé a priori plutot lent, que I'on peut accélérer
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en “découpant les intégrales en tranches”, i.e., en
calculant les intégrales

27(n+1)/V'N
I, = / e "' ldr
QWR/\/N

et

27 (n+1)/V/N
I = / e *x° log wdx,
27rn/\/ﬁ

de sorte que

2mn

M
F(ﬁ,s> :;In+Rn,

=n

avec M = |CV/N| +1, le terme de reste

R, = / e " x* ldx
QWM/\/ﬁ

vérifiant |R,| < exp —27wC si Res = 1, et donc
étant négligeable par rapport aux autres termes
du calcul de Ag (hypothese la encore confirmée
expérimentalement en constatant que les résultats
sont stables si on augmente C'). Et de méme pour
A,

2.3. Recherche des zéros

Maintenant que ’on sait calculer & la fois la fonc-
tion A et sa dérivée, on peut utiliser la méthode
de Newton pour calculer les zéros de A. Comme
il faut, pour amorcer ’algorithme de Newton, par-
tir d’assez pres d’un zéro, on construit les premiers
éléments de la suite

Un+1 = Up — f(un)/fl(un)v

pour des u, espacés régulierement sur le segment
[1,14T4i], ou T est une borne inférieure en pratique
a 15, et on ne garde que les valeurs qui convergent
numériquement apres un nombre fixé d’itérations
vers une valeur située dans la bande critique.

2.4. Comptage des zéros (vérification interne)

Pour controler la validité des résultats, et en par-
ticulier vérifier s’il n’y a pas de zéros multiples qui
échapperaient a la méthode de Newton, on integre
numériquement la formule des résidus, autour du
rectangle

{z€C:-01<Imz<T, 0<Rez <2},

que I'on compare ensuite au nombre de zéros trou-
vés par la méthode de Newton, avec I'origine comp-
tée avec la bonne multiplicité.

Les calculs, poussés & une précision telle que
lintégrale soit proche de 27 fois un entier & 0.1
pres, montrent qu’aucun zéro n’a été oublié, et en
particulier qu’il n’y a pas de zéros multiples.

Cela permet aussi de constater que, pour toutes
les courbes considérées, tous les zéros de la bande
critique de partie imaginaire inférieure a 15 sont
situés sur la droite critique, autrement dit de véri-
fier 'hypothese de Riemann généralisée (conjecture
3) pour les zéros considérés. En effet, les zéros qui
ne sont pas sur la droite critique vont par paires,
donc on peut les repérer par la méthode des résidus.

2.5. Formules explicites (vérification externe)

On utilise, comme dans [Mestre 1986], les formules
explicites qui relient le comportement d’une fonc-
tion F sur l'axe réel a celui de sa transformée de
Fourier @ sur les zéros d’une fonction L. Sil’on sup-
pose les conjectures 1, 2 et 3, on sait que pour une
fonction F' & support compact et telle que (F'(x) —
F(0))/x soit a variation bornée avec F(0) =1, on
a la formule

log p
D ®(p) 23 by Flmlogp)=
P

p,m
o0 F —_x
= log N — 2log 27 — 2/ ( (x) _e )dw,
0 e’ —1 x
(2.1)
avec bym = a7 + a7 (facile a calculer & partir des

a,), et ou Zp signifie la somme sur les parties
imaginaires des zéros de L situés dans la bande
critique (donc sur la droite critique si on suppose
Phypothese de Riemann généralisée), et ot >
signifie la somme sur tous les nombres premiers p
et tous les entiers strictement positifs m.

Pour la vérification expérimentale, donc, on choi-
sit une fonction F' & support [—1,1], dont la trans-
formée de Fourier décroit suffisamment vite, par
exemple, F(x) = (1 — 2*)” pour z € [—1,1] et
nulle ailleurs. On fixe un parametre A > 0 et on
utilise la fonction Fy(z) = F(x/)), de transformée
de Fourier oy (t) = A®(At).

On choisit par exemple A = log 16, et on calcule



ou r est le rang de la courbe et p parcourt les zéros
de L que l'on a calculé (c’est-a-dire ceux de par-
tie imaginaire positive et inférieure a 15). Puis on
compare le résultat obtenu & la somme

lo
~2 Y by Fa(m logp)%

pm <16

e? —1 T

(o) F —_x
+10gN—210g27r—2/ <M—e—>d:c
0

donnée par la formule explicite (2.1). On observe
que lerreur est trés faible, de ’'ordre de 1074, ce qui
fournit une confirmation expérimentale des calculs.

3. IMPLEMENTATION

Le programme a d’abord été écrit en langage C,
en utilisant la bibliotheque arithmétique PARI dé-
veloppée par C. Batut, D. Bernardi, H. Cohen et
M. Olivier [Batut et al. 1991]. L’utilisation de cette
librairie permet d’éviter de réécrire les fonctions
de calcul sur les complexes, de calcul des a, et
d’intégration numérique.

Puis lorsqu’il est apparu que cette solution était
trop lente dans ce contexte, le programme a été
réécrit (sauf le calcul des a,,) a partir de fonctions
de calcul en double précision standard.

Différents fichiers de résultats ont été produits
qui ont été traités et formatés grace au langage
perl. Les calculs de régression ont été effectués
avec Maple.

4. RESULTATS ET COMMENTAIRES

4.1. Quelques résultats théoriques

Par des méthodes connues (voir par exemple [Guth-
mann 1990]), on sait prouver le résultat suivant :

Théoreme 1. Si M (T') est le nombre de zéros dans
la boite {z € C:0 <Imz < T,0 < Rez < 2},
alors pour une courbe de conducteur N, on doit
avoir

T T T
M(T) = —~ log% + ;(logN — 1)+ O(logT)

quand T tend vers l'infini.

Un tel résultat donne une idée du comportement
global des zéros, et permet d’obtenir un équivalent
du n-ieme zéro p,, lorsque N est fixé et n tend vers
Iinfini:

pn ~ mn/logn,
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qui ne dépend pas de V.

Par ailleurs, pour le comportement du premier
zéro non-nul, on peut citer un résultat de [Mestre
1986] :

Théoréme 2. Si ’hypothese de Riemann généralisée
est vraie, il existe une constante C telle que le pre-
mier zéro non-nul p; vérifie

C

-1 < ———.
1 < log log N

4.2. Résultats des calculs

J’ai calculé les zéros sur le segment [1,1 + 15:] des
fonctions A pour les 406 courbes elliptiques de
Weil de conducteur premier N < 13100 dont la
liste m’a été fournie par J.-F. Mestre. Dans la suite
ces courbes seront designées par leurs conducteurs
N, avec une lettre a, b, c... s’il y en a plusieurs avec
le méme conducteur.

Les calculs ont demandé quelques jours sur une
station de travail Sun-4. Un fichier contenant les
résultats est a la disposition du lecteur intéressé
(voir “Pour obtenir les fichiers” & la fin de cet ar-
ticle).

4.3. Altitude du premier zéro

On aimerait mettre en évidence que la partie ima-
ginaire y; du premier zéro (non-nul) est de I'ordre
de 1/log N. Les courbes qui donnent g, en fonction
de log N, ou ¥, log N en fonction de N (figure 1, &
gauche) sont tres irréguliéres, mais n’infirment pas
cette conjecture. On constate aussi que l'altitude
du premier zéro augmente avec le rang de la courbe,
ce qui semble tout a fait logique.

En étudiant plus particulierement les courbes de
rang 0, pour N > 1000 (figure 1, & droite), si
on regarde celles dont le premier zéro est particu-
lierement élevé — donc qui ont un comportement
“proche” d’une courbe de rang 1 — on trouve:

e des courbes d’apparence anodine: 1187 (trois
courbes), 4337, 10639. ..

e des courbes a gros coefficients : 557b, 659b

e des courbes a groupe de Tate—Shafarevi¢ non-
trivial: 1613b, 2089d, 8747d, 11059, avec III =
4,4,9,9, respectivement. (Le calcul du groupe
de Tate—Shafarevi¢ est conjectural: il présup-
pose la conjecture de Birch-Swinnerton-Dyer.)

En revanche, les courbes tracées en prenant la
somme des n premiers zéros sont beaucoup plus
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200 L. - . 20
%22 w” . " x N )
15 12 ., N I PR 15 |
><§(' ah L . X % A . R M A R N ..
?X .><>< * Xx : x AX A><>< A x x » x % X Lax o * hd °
.xx.xx A X 5 % 4 4 x“ % ‘.. .
. x ® . ax<r xeX a 4 - [ ] . [ ]
:O?. 1) ox x 4% XX X x A X x X Soc % .
10 .xx)&. o. % ¥ X.x ><ixx Xxx N X A x .oA %5( X 10 Fy o o. . R .®
x e XXX. ¥ o o . . X R x . . . . .
e x T em X ¥ X ye .. o X tx X ’ o« L ° . .. .
® . . ‘%. . X x ° % ® . . * o o ° *
X o xxox W - o o .foXXXo'. . o . “ . ’..o o'. .
® o L2 x X . . X X .. x x X X X ® o -, ° ° ..
M %? . & °e® o . X.X oo . M 3‘* . . ° e’ o e . s .
5 : ' ..‘ N A4 * o .. ‘ * ’ .... i * o 5 : ) ..‘ < et s ‘ . .. * . ) .... . Ay
. ° . . ° - . ° . . ° . . : -« . * .
« rang 0 x rang 1 + rang 2 = rang 3
N B S
0 5000 10000 0 5000 10000
FIGURE 1. Partie imaginaire du premier zéro de L, multipliée par log N, en fonction de N, pour toutes les 406
courbes étudiées (& gauche) et pour celles de rang 0 seulement (& droite). Les gros cercles correspondent aux
courbes 557b, 659b, 1613b, 2089d, 8747d et 11059.
fonction de 1/log N révelent une nette dépendance
- . linéaire :
170 |
N, . ) rang 0: Y5 ~139.9/log N —2.35
160 [ *h4yp » & m Ll rang 1: Y; ~162.7/log N — 3.06
N A, a a2 4 4 . . s
R ‘s L0 e rang 2: Y; ~184.3/log N — 3.32
150 ol e
* x X N " . X x4 : : . .
%I" Co R X xX x x avec d’excellents coefficients de corrélation en exces
140 t Xxi‘xxxx;:‘x g x X o X K de 0.993. Cela se peut voir aussi dans la figure 2.
0% % X x Xx% XX . , . . .
oy R S T On a aussi tenté de relier 'altitude du premier
130 [ o - x X . - zéro a des parametres qui sont également d’ordre
e I o, 1/log N, tels que L(1) (pour les courbes de rang
120 I+ PR A ST O 0) ou la hauteur de Faltings h, qui est le volume
.. L. VT e s, . du réseau de C qui correspond a la courbe. Bien
. . . R que ces trois grandeurs paraissent corrélées, il n’est
110 1 . . pas possible de déterminer explicitement une dé-
- rang 0 rang 1« rang2 - rang3 pendance. Par exemple, pour les courbes de rang
0, on trouve les coefficients de corrélation suivants:
0 5000 10000

FIGURE2. Partie imaginaire de la somme des cinq
premiers zéros de L, multipliée par log N, en fonc-
tion de N.

lisses : ainsi les courbes qui donnent l'altitude de
5 . . ,
la somme Y5 = "' | y; des cinq premiers zéros en

y1 avec 1/log N ;= 0.940,
y1 avec L(1) : r=0.038,
y1 avec h (hauteur de Faltings) : r = 0.246.

La corrélation avec L(1) et h est trés mauvaise et
celle avec 1/log N médiocre.



4.4. Nombre de zéros

On a tracé les courbes donnant le nombre de zéros
calculés (c’est-a-dire ceux de partie imaginaire po-
sitive et inférieure & 15) en fonction de N (figure 3).
On obtient des tracés qui approchent de tres pres
la courbe asymptotique du théoreme 1. De tels
résultats confirment que le comportement des zéros
semble bien en 1/log N, et qu'il faut considérer
plusieurs zéros pour obtenir des dépendances régu-
lieres.

20 t

15 }

10 courbe: %(log % +log N — 1)
5 Lo
0 5000 10000
FIGURE 3. Nombre de zéros entre 1 et 1+ 152, en

fonction de N. Le zéro en 1 est compté $r fois, ou
r est son ordre (le rang de la courbe).

4.5. Conclusion

Si on considere le comportement individuel des zé-
ros, on obtient des résultats tres irréguliers et dif-
ficiles & analyser. En revanche, si on regarde leur
comportement collectif en les sommant ou en re-
gardant leur densité, on obtient pour les courbes
considérées des valeurs régulieres qui dépendent es-
sentiellement du rang et du conducteur.
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POUR OBTENIR LES FICHIERS

On trouvera dans le répertoire /pub/maths/tables sur
le serveur snekkar.ens.fr (par ftp anonyme) le fichier
zeros_fonctions_L, qui contient, pour chaque courbe
étudiée, les données suivantes: le conducteur, le rang,
les coefficients d’une équation minimale de la forme
(1.1), et enfin les parties imaginaires 0 < y < 15 des
zéros de L sur la droite critique.

PART est également disponible sur le méme serveur,
dans le fichier pub/unix/lang/pari-1.37.tar.Z.
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