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Introduction!

Presque tous les groupes simples connus sont intimement liés aux groupes
continus simples que les méthodes de la théorie des algébres de Lie permet-
tent de classifier. Pour passer d’'un groupe continu G a des groupes simples
plus généraux, on procéde en général comme suit: on part dun groupe
linéaire I" localement isomorphe a G; I' est alors un groupe algébrique, et
on cherche a formuler la condition C pour quun élément appartienne a I'
en termes qui ne fassent pas intervenir la nature particuliéere du corps de
base dans lequel on opére (celui des nombres réels ou des nombres complexes,
suivant les cas); ceci faijt, prenant un corps de base K quelconque, les
éléments construits au moyen de K et de méme nature que ceux dont se
compose I' (que ce soient des matrices ou des automorphismes d’espaces
vectoriels) et qui satisfont a la condition C forment un groupe I'x. Le groupe
I'x lui-méme, ou plutdt en général un groupe qui s’en déduit facilement, se
trouve alors étre simple.

Cette méthode a été appliquée avec grand succés d’abord par Dickson
(131, T4]), qui mettait la condition C sous forme de relations algébriques entre
éléments des matrices de T, et qui se limitait aux corps de base finis, puis
par Dieudonné ([5]) qui utilise des définitions géométriques des groupes I' et
qui n'impose aucune limitation au corps K. La portée des méthodes de
Dieudonné dépasse d’ailleurs le schéma que nous venons d’esquisser du fait
qu’il construit aussi des groupes linéaires liés a des corps K non commutatifs.

Les méthodes de Dickson et de Dieudonné nécessitent une analyse spéciale
de chaque type de groupes. Cette analyse a été faite dans le cas des groupes
classiques et dans celui du groupe exceptionnel (G:) ([4]); nous avons nous-
méme appliqué des méthodes analogues dans un travail encore indédit au
cas des groupes exceptionnels (F)),(Es) et (E;). Dans le présent mémoire,
nous présentons une méthode uniforme qui consiste 4 prendre toujours pour
I'" le groupe adjoint d’'un groupe simple complexe G; cependant, au lieu de
définir I'x par une condition du genre de la condition C mentionée plus haut,
nous le définissons comme engendré par certains sous-groupes que l’on peut
indiquer explicitement. L’opération de transfert du corps des nombres
complexes a un corps de base quelconque peut se faire simultanément pour
tous les types de groupes complexes en s’appuyant sur la théorie des
algébres de Lie semi-simples; elle fournit des groupes simples attachés a

1 Une partie des travaux préliminaires relatifs aux questions traitées dans ce
mémoire a été accomplie par auteur pendant qu’il était sous contrat avec le “Depart-
ment of Air Force” de ’armée américaine.
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tous les types de groupes continus simples complexes, classiques ou excep-
tionnels. Par contre, nous n’obtenons pour chaque groupe simple complexe
G et chaque corps de base K quun seul groupe simple; par exemple, si G
est le groupe orthogonal complexe, nous n’obtenons que les groupes simples
liés aux formes quadratiques d’indice maximal.

Nous indiquons quelques résultats relatifs a la structure des groupes
simples I'x que l'on peut obtenir par notre méthode. En particulier, nous
généralisons a tous les types de groupes semi-simples et au cas d’un corps
de base quelconque les résultats obtenus par F.Bruhat [1] dans le cas des
groupes classiques relatifs a la décomposition en classes doubles suivant un
sous-groupe résoluble maximal. Ces résultats avaient également été géné-
ralisés pour tous les types de groupes, mais en se limitant au cas du corps
de base complexe, ou réel, par Harish-Chandra, dont la démonstration,
différente de celle ici exposés, n’a pas encore été publiée. Ce résultat nous
permet, dans le cas d’un corps de base fini K, d’exprimer l'ordre du groupe
I'x au moyen d’une formule générale, qui fait intervenir des nombres
intimement liés aux exposants primitifs de la cohomologie de l'algébre de
Lie du groupe semi-simple complexe dont nous partons. Nous donnons par
ailleurs cartains résultats partiels sur les groupes de Sylow des groupes I'x.

Terminologie et notations

1. Sif est une application d’'un ensemble A dans un ensemble B, nous
disons que f est injective si c’est une application biunivoque de A sur une
partie de B, surjective si f(A) = B et bijective si elle est 4 la fois injective
et surjective. Si A et B sont des groupes et f un homomorphisme, nous
disons que f est un monomorphisme §’il est injectif, un épimorphism s’il est
surjectif, un isomorphisme s’il est bijectif.

2. Si A et B sont des parties d’'un groupe, nous désignons toujouns par
AB Tl'’ensemble des produits ab, otia € A,b € B; et de méme pour les produits
de plusieurs parties d’un groupe.

3. Nous désignons par C le corps des nombres complexes, par Z l’anneau
des entiers.

§ I. Preliminaires. Rappel de résultats connus.

Nous désignerons par g une algébre de Lie semi-simple sur le corps des
nombres complexes et par f) une algébre de Cartan de g.

I. Si p est une représentation de g, on dit qu'une fonction linéaire w
sur [) est un poids de la représentation p s’il existe un élément x == 0 de
I'espace de cette représentation tel que p(H)-x = w(H)x pour tout H € ). Les
poids de toutes les représentations de ¢ engendrent un groupe additif de
fonctions sur §; ce groupe est un groupe abélien libre a ! générateurs, sil
est le rang de g; nous désignerons ce groupe par P..

Nous appellerons racines ceux des poids de la représentation adjointe
de g qui sont == 0. Si 7 est une racine, il existe donc un élément X, == 0 de
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g tel que [H, X,] = r(H)X, pour tout H € §). L’élément X, est déterminé a un
facteur scalaire prés par cette condition; nous dirons que c’est un élément
radiciel attaché a r. Si on choisit pour toute racine r un élément radiciel
attaché a cette racine, ces éléments forment une base d’un sous-espace
vectoriel de g supplémentaire a f). Nous désignerons par P, le groupe additif
engendré par toutes les racines. C’est un sous-groupe d’indice fini de P, et
P/ P, est isomorphe au centre d’'un groupe compact simplement connexe dont
l’algébre de Lie est une forme réelle de g. Si » est une racine, il en est de
méme de — 7.

Nous appellerons co-poids les éléments H de §) tels que les nombres
w(H), w € P, soient tous entiers; ils forment un groupe additif que nous
désignerons par (I (prononcer: ha).

II. Le groupe P, peut étre muni (d’au moins une maniére) d’une structure
de groupe ordonné; ceci fait, les racines se trouvent réparties en deux
ensembles disjoints, celui des racines positives et celui des racines négatives.
Si / est le rang de g, il existe un ensemble bien déterminé de [/ racines a,,
....,a telles que toute racine positive soit combinaison linéaire a coefficients
entiers tous =0 de a,,....a; (cf. [9], prop.3, p.289). Ondit que{a,, ....a}
est le systeme fondamentel défini par notre ordination du groupe P,, et que
les racines de cet ensemble sont les racines fondamentales. Si X; et Y; sont
des éléments radiciels attachés a a; et — a; respectivement, les 2/ éléments
Xi:, Y; forment un ensemble de générateurs de g.

III. Soit 3 un ensemble de racines qui posséde les propriétés suivantes:
sir€X on a aussi —7 € 3; sila somme de deux racines de 3 est une
racine, cette racine est dans 3. Soit, pour r € 3, X, un élément radiciel
attaché a 7. Les X, (» € 3) engendrent alors une sous-algébre semi-simple gs
de g. L’ensemble §H[gs est une algébre de Cartan de gs, et les racines de gs
(relativement a cette algeébre de Cartan) sont les restrictions a hH1gs des
racines 7 € 3,

Si 7 est une racine, les seules racines linéairement dépendantes de 7
sont » et — 7; si on pose D, = {r, — 7}, l'algébre g5, que nous désignerons
alors par g,, est une algébre simple de dimention 3 et de rang 1. L’algébre
g-NhH admet une base composée d'un élément H, tel que r(H,) = 2; cette
condition détermine entiérement H,. L’élément H, est un co-poids, que nous
appellerons le co-poids attaché & r ; les H,, pour toutes les racines 7, engendrent
le groupe . ‘

Revenant au cas général, nous appellerons admissibles les ensembles 3
de racines qui possédent les propriétés indiquées ci-dessus. Un systéme
admissible est dit simple s’il est non vide et s’il est impossible de le représenter
comme réunion de deux systémes admissibles disjoints non vides. L’ensemble
de toutes les racines se décompose d’une maniére et d’une seule en la réunion
d’un certain nombre de systémes admissibles simples 3(j), 1 < j < m. L’algébre
g est somme directe des algébres gs¢», qQui sont simples. Tout systéme
fondamental de racines de g est la réunion de ses intersections avec les 3(j),
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et son intersection avec 3(j) est un systéme fondamental de racines de 3(7).
Si » et s sont des racines qui appartiennent a des systémes simples 3(7),
3(7) distincts I'un de l'autre, les seules combinaisons linéaires de 7,s qui
soient des racines sont += 7 et *=s.

IV. Les algébres simples ont été entiérement classifiées. Les types
d’algébres simples sont les suivants: le type (A)) (I =1); le type (B))(I1=2);
le type (C)(I=3); le type (D)(I=4), le type (E;)(I =6,7 ou 8); le type
(Fy): le type (G:); dans chaque cas, le nombre qui figure en indice dans la
désignation du type indique le rang de l'algébre correspondante.

Si g est simple et de rang 2; on peut choisir un systéme fondamental
de racines {a, b} tel que les racines positives de g soient:

a,b,a+ b sig est de type (A));

a ba+ b 2a+ b sigest de type (B:);

a,b,a+ b 2a+ b,3a+ b 3a-+ 2b si g est de type (G,).
On obtient naturellement toutes les racines en adjoignant aux précédentes
celles qu'on en déduit en les multipliant par — 1.

Si g est une algébre de Lie quelconque, un systéme admissible de racines
de g ne peut étre de type (G:) que si C’est I’'un des systémes simples maxi-
maux en lesquels se décompose I’ensemble de toutes les racines. En particulier,
si ¢ est simple mais n’est pas de type (G.), aucun systé¢me admissible de
racines de g ne peut étre de type (G.).

V. Si H, B’ sont des éléments de |&, posons
B(H, H') = S,7(Hr(H) = Tr (ad H)(ad 1!');
B est alors une forme bilinéaire symétrique sur | X J%, et la forme quad-
ratique correspondante est définie positive. Pour toute racine 7,7 est
proportionnelle a la forme linéaire H-> B(H, H,) sur |%; le facteur de pro-
portionnalité est le nombre 2(B(H,, H,))"! >0. Dans chacun des systémes
admissibles simples maximaux 3 en lesquels se décompose l’ensemble des
racines, nous choisirons une racine 75 telle que l'on ait B(H"z’H's) = B(H,,
H,) pour toute racine € 3; et, si 7 est une racine quelconque de ¥, nous
poserons
N7) = B(Hyy, Hyy) (B(Hr, H))

le nombre A(r) s’appelle alors la longueur de la racine r. Si 3 est l'un des
systemes admissibles simples maximaux en lesquels se décompose I'ensemble
de toutes les racines, I’ensemble des longueurs des racines de 3, est soit {1}
(c’est le cas si 3, est de I'un des types (A.), (D,) ou (&), soit {1,2} (c’est le
cas si 3 est de l'un des types (B)), (C) ou (Fy)), soit {1,3}(c’est le cas si 3
est de type (G»)).

On dit que des racines 7 et s sont orthogonales si s(H,) = 0, ce qui entraine
7(H;) = 0. Il en est toujours ainsi si 7 et s appartiennent 2 des systémes
admissibles simples maximaux distincts, mais la réciproque n’est pas vraie.
Les faits suivants résultent de notre définition des longueurs des racines:

st r et s sont des racines quelconques, on a

@ Ms)r(Hs) = Mr)s(H,):
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Dapplication qui & toute racine r fait correspondre Vélément N r)H, se prolonge
en un homomorphisme de P, dans Y); en particulier, si r,s, r + s sont des racines,
on a

2) M7 + $)H,ps = M7 H, + Ms)H..

Par ailleurs, en écrivant que la forme quadratique associée a S est
définie positive, on obtient facilement le résultat suivant:
st 7,s sont des racines linéairement indépendantes, on a

@ 0=s(H,) -r(H)=3.

VI. Soit F un systéme fondamental de racines. On peut associer a F
un graphe défini comme suit: ses sommets correspondent biunivoquement
aux racines de F; deux sommets sont joints par une aréte si et seulement
si les racines correspondantes de F ne sont pas orthogonales. Nous entendrons
par graphe associé & F l'objet constitué par le graphe tel que nous venons
de le définir et par l’application qui a tout sommet du graphe fait corres-
pondre la longueur de la racine associée a ce sommet. La structure de ce
graphe ne dépend alors que dz I'algébre ¢ (i.e.elle ne dépend ni du choix
de l'algebre de Cartan §) ni du choix du systéme fondamental F); nous dirons
que c’est le graphe associé a g. Réciproquement, l'algébre g est déterminée
a un isomorphisme prés par la connaissance du graphe qui lui est associé.
Nous donnons ci-dessous une description des graphes associés aux divers
types d’algebres simples, avec les conventions de notations suivantes: les
sommets sont désignés par S;,....S;; les racines dont les longueurs ne sont
pas données sont censéss étre de longueur 1; les seules arétes qui figurent
dans le graphe sont celles qui sont explicitement indiquées. Les types de
graphes sont alors les suivants:

a) pour le type (A;): S;-; et S; sont joints par une aréte 2=<:i=<1);

b) pour le type (B)): S;-, et S; sont joints par une aréte 2 =<i=1), les
Tacines correspondant a S, ----,S,-; sont de longueur 2;

c) pour le type (C): S;-; et S; sont joints par une aréte 2<:i</), la
Tacine correspondant a S; est de longueur 2;

(d) pour le type (D,): Si;-. et S; sont joints par une aréte 2 <717 —1),
S, et S;-, sont joints par une aréte;

(e) pour le type (E)):S;-; et S; sont joints par une aréte 2 <:=<17-—1),
S, et S;_; sont joints par une aréte;

(f) pour le type (Fy): S;-; et S; sont joints par une aréte 2<:=<4); les
racines correspondant a S;, S, sont de longueur 2;

(g) pour le type (G:): S, et S, sont joints par une aréte; S, est de
longueur 3.

Les particularités suivantes se dégagent de 'examen de ces graphes:

1) ils sont connexes; cela signifie qu’il est impossible de décomposer
‘I'ensemble des racines d’un systémes fondamental en deux parties non vides
telle que toute racine de l'une soit orthogonale a toute racine de l’autre;

2) ils ne contiennent aucun triangle; cela signifie quétant données deux
racines non orthogonales 7,s d'un systéme fondamental F, toute racine de
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F distincte de 7 et s est orthogonale a I'une au moins des racines 7, s;

3) le graphe formé de ceux des sommets qui correspondent a des racines
d’une longueur donnée et des arétes qui joignent ces sommets entre eux est
connexe: cela signifie quil est impossible de décomposer l’ensemble des
racines de longueur A d’un systéme fondamental en deux parties non vides
telles que toute racine de l'une soit orthogonale a toute racine de l'autre.

VII. Nous désignerons dans ce no. par 7 et s des racines linéairement
indépendantes de g. :

LeMME 1. IU existe un systeme fondamental de racines qui contient r ainsi
quune racine t telle que s soit combinaison linéaire & coefficients =0 de r et
de t.

Soit (7, .. .., 7») une base de '’espace vectoriel E composé des combinaisons
linéaires a coefficients rationnels des racines telle que 7, = 7,7, = s. Cette
‘base définit sur E une structure d’espace vectoriel ordonné dans laquelle les

éléments > 0 sont les szam ol les «; sont des nombres rationnels tels
que a; >0, &+ = .... = a; =0 pour un certain indice 2 <I. On sait ([9];
voir la remarque qui suit I’énoncé de la prop. 3, p.289) que les 2 plus petits
éléments de I'ensemble des racines relativement a cette relation d’ordre font
partie d’un systéme fondamental de racines. Comme les seules racines
linéairement dépendantes de r sont =+ 7, la plus petite racine positive est 7.
Soit ¢ la plus petite des racines qui sont >7. Comme {<s, ona ¢ =ar+
Bs avec 0< B=<1, dous=pRB! ({—ar) Lexpression de s comme combi-
naison des racines du systéme fondamental ayant ses coefficients tous de
méme signe, on a & <0, ce qui démontre le lemme.

L’ensemble des entiers 7 tels que s + 77 soit une racine est un intervalle
fermé [ — p, q] de l'’ensemble des entiers, p et ¢ étant des entiers =0 tels
que

S(Hy) =p—aq.

‘En particulier, si s(H,) > 0 (resp. si s(H,) < 0), alors s — 7 (resp. s -+ 7) est une
racine; par ailleurs, si s(H,) =0, et si I'une des combinaisons s + 7,s — 7 est
une racine, il en est de méme de l'autre. Si 7 et s appartiennent a un systéme
fondamental, s — 7 ne peut étre une racine, de sorte que la somme de deux
racines orthogonales d’'un systéme fondamental n’est jamais une racine.

11 est clair que (s — p7)(H,) = —(p + q); faisant usage de la formule (3),
on en déduit que p+¢g=3. Deplus, si p+¢g>1, ona 7(Hs-p)=—1, et
il résulte de (1) que 7 et s— pr nont pas la méme longueur. Supposant
‘toujours que p + g >1, 7 et s appartiennent 4 un méme systéme admissible
simple, et, si p+ ¢ =3, il y a dans ce systéme deux racines dont le rapport
.des longueurs est 3, ce qui ne peut se produire que si le systéme admissible
.en question est de type (G,). Supposons maintenant que g soit simple mais
ne soit pas de type (G.); I’ensemble de celles des racines qui sont des com-
‘binaisons linéaires de 7 et de s est alors un systéme admissible 3, de rang 2
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qui ne peut étre que de l'un des types (A:) ou (G:). S'il est de type (4,), 3
ne contient que 6 éléments; s'il est de type (B.), il contient 8 éléments. On
en déduit les résultats suivants :

LeEMMA 2. Supposons que ¢ soit simple et ne soit pas de type (G.). Si 7, s
sont des racines telles que s — 7, s,s + r soient racines, les seules combinaisons
lin¢arires de r,s qui soient des racines sont = r,xs,+(s—7), =(s+7); si 7
+ s, 7 + 2s sont racines, les seules combinaisons linéaires de r et s qui soient
des racines sont + 7, *s, =(r+5s), = (r+2s); si r+ s est une racine et si
aucune des combinaisons r —s, v + 2s, 2v + s n'est racine, les seules racines
qui sont des combinaisons linéaires de r et s sont +r,+ s et =+ (r + s).

LEMME 3. Supposons que i et j soient des entiers >0 tels que ir + js soit
une racine. Alors lun2 auw moins des combinaisons (i — Lyr + js,ir + (j — 1)s
est une racine; el r + s est unz racine.

Oa a (&7 + 75)AE7 + js)Hir+35) = 2\(Zr + js) > 0; mais le premier membre
est iN7) (ir + 75) (H,) + jN(s) (¢r + js) (H;) (cf. formule (2)); 'un au moins des
nombres (ir + js) (H,), (ir + js) (H;) est donc >0, ce qui démontre la premiére.
assertion. La seconde est une conséquence de la premiére et du fait que 27,
2s ne sont pas des racines.

VIII. LEMME 4. Supposons P, muni d'une structure de groupe ordonné,
et soit F le systeme fondamental de racines correspondant & cette ordination de
P,. Si 7 est une racine positive, il existe une suite finie (r., .. .., r,)deracines
positives telle que r. €F, ri —ri . € F 2=<i<h)et r,=7.

Toute racine positive étant combinaison linéaire a coefficients entiers =
0 des racines a(l),....,a(l) de F, il suffira évidemment d’établir que, si »
n'est pas dans F, il y a au moins un ¢ (1 <7 =<1) tel que r — a(?) soit une
racine. Soient A; la longueur de a(Z) et A celle de 7; on a 2\ = r(AH,) =
Elcixir(Ham), siz= zéﬂc.;a(i) (cf. formule (2)). Les ¢; étant =0, 'un au
moins des nombres 7(Hy:)est >0, ce qui démontre le lemme 4.

Les notations étant celles du lemme 4, . est évidemment la somme des
coefficients de l'expression de 7 comme combinaison linéaire des racines af(z)
(1<i=<!)de F; on appelle ce nombre la hauteur de r (par rapport a F).
On peut toujours munir P, d’'une structure de groupe ordonné telle que F soit
le systéme des racines fondamentales pour cette structure d’ordre et que de
plus la hauteur soit une fonction croissante sur l’ensemble des racines > o.
En effet, si # € P,, soient pi(u) les coefficients de I’expression de # comme
combinaison linéaire des a(i): posons pj(u) = pi(u) si i <1, pu) = pi(u)+
... + pAu); il suffit alors d’ordonner P, en prenant comme éléments > 0 les
éléments » tels que p(x) >0, p,, (%) = .... = p,(x) = 0 pour au moins un indice
k <1. Une structure de groupe ordonné sur P, qui satisfait a la conditions.
que nous venons d’énoncer sera appelée 7éguliere.

IX. Pour toute racine 7, soit H, le co-poids attaché a ». Il y a un
automorphisme o, du groupe P engendré par les poids qui change tout # €
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P en u — u(H,)r ; cet automorphisme, qui est d’ordre 2, s’appelle la symétrie
Dar rapport a r. Les symétries par rapport a toutes les racines engendrent
un groupe fini W, qui s’appelle le groupe de Weyl. Les opérations de ce
groupe permutent entre elles les racines. Si w est une opération de ce
groupe, il y a un automorphisme » de g tel que, pour toute racine r et tout
élément radiciel X, attaché a 7, w-X, soit un multiple scalaire de X,(; ®
n’est pas determiné de maniére unique par w, mais sa restriction a § l'est;
elle transforme le co-poids H; attaché a une racine s en le co-poids H,s
attaché a w(s). Il résulte immédiatement de l'existence de w que, pour toute
racine 7, w(r) a méme longueur que ». Nous ferons la convention de désigner
par une méme lettre w une opération du groupe de Weyl, la permutation
des racines produite par w et l'automorphisme de §) qui change H, en H,,
(pour toute racine 7). Si F est un systéme fondamental de racines, le groupe
de Weyl est déja engendré par les symétries par rapport aux racines de
F (9], cor.2 to prop. 3, p.291). Si F’ est un autre systeme fondamental de
racines, il y a une opération w et une seule du groupe de Weyl telle que
w(F) = F ([8], prop.4 p.291). On en conclut facilement que la seule opération
w du groupe de Weyl qui permute entre elles les racines positives relative-
ment 3 la relation d’ordre sur P, qui définit F est l'identité.

LEMME 5. Si g est simple, deux racines de méme longueur peuvent toujours
2tre transformées l'une en Uautre par un opération du groupe de Weyl.

Soient 7 et s des racines de méme longueur A. Soit R (resp.: S) ’ensemble
des transformées de » (resp.:s) par les opérations du groupe de Weyl. Soit
F un systéme fondamental de racines. Chacune des racines 7 et s appartient
a au moins un systéme fondamental de racines; comme les systémes fonda-
mentaux de racines sont permutés transitivement entre eux par les opérations
du groupe de Weyl, F rencontre R et S. Or, si 7 et s’ sont des racines de
méme longueur appartenant a F et qui ne sont pas orthogonales, 7’ et s’
peuvent étre transformées I'une en l’autre par une opération du groupe de
Weyl. En effet, il résulte de la formule (1) que les nombres 7' (H), s'(H,),
qui sont =+ 0, sont égaux entre eux; ces nombres sont négatifs puisque 7’
et s’ appartiennet a un systéme fondamental, et leur produit est < 3 (formule
(3)); ils sont donc tous deux égaux a — 1. La symétrie par rapport a 7/
change donc s’ en s’ + 7/, et la symétrie par rapport a s’ change 7' en 7 +
¢/, ce qui démontre notre assertion. On en conclut que toute racine de
longueur A de F n’appartenant pas a F(\R est orthogonale a toutes les
racines de FR; tenant compte d’une remarque faite plus haut (cf. VI, 3)),
on en conclut que F R est I’ensemble de toutes les racines de longueur A
de F, donc rencontre F(\S; puisque RS+ ¢, ona R=S.

N

X. Pour toute racine 7, soit X, un élément radiciel attaché a 7 et soit
H, le co-poids attaché a ». Alors [X,, X-,] est un multiple scalaire de H,.
Puisque H., = —H,, il est possible de choisir les X, de telle maniére que
{X,, X_,] = H, pour toute racine . Nous supposerons toujours dans la suite’
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quil en est ainsi. Cette condition ne détermine dailleurs pas encore les X, :
on paut les remplacer par les #,.X,, ol les %, sont des nombres complexes.
tels que #,#-, = 1.

Si 7 et s sont des racines linéairement indépendantes, ‘et si 7 4 s n’est
pas une racine, on a[X,, X;] = 0; si au contraire  + s est une racine, [X,, X]
est de la forme N, ;X,+s, N, s étant un nombre qui jouera un role fondamental
dans la suite de ce mémoire. Si on remplace les X, par d=s %.X,, aveC %,%_,

=1, les N, se trouvent remplacés par des nombres N,  donnés par la
formule

€Y N, o = w07 Ny
il en résulte que N, ;N-, -s; n’est pas changé. Nous allons calculer ce nombre.
Soient donc 7 et s des racines telles que 7 + s soit racine; supposons que
[ — p, q] soit l'intervalle de ’ensemble des entiers composé des ¢ tels que s +
ir soit racine. Si p > 0, I'identité de Jacobi pour X, X_,, X; donne

s(H,) + N-—r,st—r.r + Ns,rNr+s.—r = 0.
Cette formule est d’ailleurs vraie dans tous les cas si nous faisons la
convention que N, réprésente 0 toutes les .fois que ou bien 7 et s ne sont
pas tous deux des racines, ou bien 7 et s sont des racines, mais non 7 +s.
Appliquant cette égalité aux racines s+ 7 (—p<i=<0) et ajoutant les
résultats, on obtient la formule

(5) NyysN-orres = q(p + 1).
Appliquant maintenant I’identité de Jacobi pour X_,, X_;, X5 il vient
- N—r,—er+s + N—s,r+er + M-+s, —;-Hs =0.

Tenant compte de la formule (2) et observant que H,, H; sont linéairement
indépendants, il vient

N—r.—sk(s) =+ N—r,r+s7\4(r + S) =
et par suite
NysNor,-s = —@(p + ) M7 + ) (As)) L.

Nous allons donner une forme plus simple a ce résultat. Il existe un
systéme fondamental de racines contenant 2 racines a et b telles que 7 soit
soit @ soit b et que s soit une combinaison linéaire a coefficients =0 de a
et b (Lemme 1). Puisque 7 + s est une racine, a et b ne sont pas orthogonales;
les racines qui sont des combinaisons linéaires de a et de b forment un
systéme admissible de l'un des type (A.), (B,) ou (G.).

1. Si I estdetype (A.), a et b jouent des roles symétriques, et on peut
supposer que 7 = @; 7 + s étant une racine, on a s = 5. Puisque ni 2z 4 b ni
a+ 2b n'est racine, on a a(H,) = b(Ha) = —1, d’ou (en vertu de (1)) Aa) =
A(D); la symétrie par rapport a @ transforme b en @ + b, dotu Ma + b) =
A(d); le nombre Mz + s)(A(s))~! =1 est donc égal a g~1(p + 1), puisqu’ici p =
0,g=1.

2. Si 3 est de type (B.), nous supposons que b+ 2a est racine. On a
b(Ha) = —2, a(H,) = —1 d'ou A(D) =2\a). La symétrie par rapport a a
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transforme b en b+ 2a, et la symétrie par rapport ai b transforme! ¢ en
a+ b, dot ANb+2a)=ANb),Ma+b)=Na). Sir=a, s=b on a Mzr-+s)
=1/2)\s), p=0,g=2; sir=a, s=a+b on aA(r+s)=2\Ns), p=1,
g=1;sir=bs=a, onaANr+s)=2As), p=0,g=1. On a donc dans tous
les cas M7 + s)(A(s))" = g~ (p + 1).

3. Si I est de type (G:), nous supposerons que b + 3z est une racine.
On a b(H,) = —3, a(H») = —1, d’'ott Mb) = 3A(a@). La symétrie par rapport a
a transforme b en b + 3a; la symétrie par rapport a b transforme ¢ en a -+
b. On a(a + b)(H,) = —1, de sorte que la symétrie par rapport a @ transforme
b+ aenbd -+ 2a Ona(3a+ b)(H,) = —1, de sorte que la symétrie par rapport
a b transforme 3a + b en 3a + 2b. On a donc

(6) AMb) = M3a + b) = M3a + 2b) = 3\a) = 3\a + b) = 3\2a + b).
Sir=a,5=0b6 onaXr+s)=(1/3\s),p=0,g=3;sir=as=a+b ona
AMr+s)=ANs), p=1,g=2;sir=a,5=2a+b, ona Mz —+s)=3\s), p =2
gq=1;sir=b s=a ona Mr+s)=XMs),p=0,g=1sir=5b s=3a+0b,
ona Az +s) = As),p =0,qg =1. On a donic encore A7 + s)(A(s))~! = g~1p + 1).

La formule M7 + s)(A(s))~* = ¢~(p + 1) est donc vraie dans tous les cas.
On en déduit 'expression

Ny sNop,—s = —(p + 1)
du produit N, N-, -s.

Nous allons maintenant montrer qu’il est possible de choisir les X, de
telle maniére que N, = == (p + 1) pour tout couple (7,s) de racines tel que
7 + s soit une racine. On sait qu’il existe un automorphisme 8 d’orde 2 de g
qui change tout X, en un multiple scalaire de X_,: c’est celui qui permet
de construire la forme réelle compacte de ¢. Soit 6-X, = ¢, X_,; puisque & est
un automorphisme, on voit tout de suite que 6-H, = H_, = —H, pour toute
racine 7 ; la formule [X,, X_,] = H, donne donc c¢,c-,, = 1. On peut donc trouver
des nombres #, tels que #? = —c,, #,4-, =1. Ona alors (u'X,) = —u-1X_,.
Remplacant les X, par les #;'X,, on voit quon peut supposer les X, choisis
de telle maniére que 6-X, = —X_,. Utilisant le fait que § est un automorphisme,
on voit alors tout de suite que N-, s = —N,, dol

N,s=x=(p+1).

Ni les éléments X, ni les nombres N, ne sont encore déterminés de
maniére unique par ces conditions. Supposons donné pour chaque racine 7
un élément radiciel X = #,X, attaché a r de telle maniére que [X,, X-,] = H,
pour toute racine 7 et que N, , = #uu; ', Nys = = (p + 1) toutes les fois que
7 + s est une racine. On a alors #,+s = = #,#s. Soit F un systéme fondamental
de racines; c’est une base du groupe P, engendré par les racines, et il
existe par suite un homomorphism f de P, dans le groupe multiplicatif des
nombres complexes = 0 tel que f(r) = u, si » € S. Posons #, = u{f(r))~!; on
aalors ,=1sl »r€F, uu_,=1 Sirs,r+s sont des racines, on a uu;
(%h45)~" = t,05(trss)”* = £ 1. Faisant usage du lemme 4, on en déduit tout de
suite que %, = = 1 pour toute racine » positive, donc aussi pour toute racine
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7, puisque #_, = u,”). Par ailleurs, on a N, = »,uu,;}. Nous sommes donc
arrivés aux résultats suivants;

THEOREME 1. Soit § une algtbre de Lie semi-simple sur le corps des nombres
complexes, et soit ) une algebre de Cartan de §. Pour toute racine r, soit H,
le co-poids attaché & r. On peut alors attacher a toute racine r un é&lément
radiciel X, de telle mam'ér_e que les conditions suivantes soient satisfaites: a)
on a [X,, X_,] = H, pour toute racine r ; b)si r,s,r + s sont des racines, on a
[X,, X;] = Ny,sXp4s, avec N, ;= = (p+ 1), pétant le plus grand entier i =0 tel
que s — ir soit une racine. Si (X)) est un autre systeme déléments radiciels
satisfaisant aux mémes conditions que les X,, et donnant liew & des constantes
N, on N, = wuu]N,sies u, étant des nombres tous égaux & =+ 1 tels que
Upth—r = 1.

§II. Certains sous-groupes du groupe adjoint.

Nous utiliserons les mémes notations qu'au §I; nous supposerons qu’on
a fait choix d’éléments radiciels X, (pour toutes les racines) satisfaisant aux
conditions du théoréme 1, §L

Soit I'" le groupe adjoint de g, c'est-a-dire la composante connexe de
Pélément unité dans le groupe des automorphismes de g. C'est un groupe
linéaire algébrique complexe dont I'algebre de Lie est I'image ad ¢ de g par
sa représentation adjointe.

Si 7 est une racine, et { un nombre complexe, nous poserons

x,(t) = exp #adX,).
L'opération adX, applique X_, sur H, et H, sur-2X,. Par ailleurs, si s est
une racine linéairement indépendante de », ad X, applique X; sur N, (X,.s
si  + s est une racine, sur 0 dans le cas contraire. On en conclut que

o) %)Xy = X_ + tH, — !X, ;

x?‘(t)'Hr = H, — ZtXr; xr(t)'Xr =X,
et

@) ()1 Xy = Xs 4+ 20 Myt Xipas
si s est une racine linéairement indépendante de », g étant le plus grand
entier tel que gr + s soit racine; on a posé

i-1
3) My =@ UL N e

Les nombres M, s; sont des entiers. Soit en effet p le plus grand entier tel
que s — pr soit une racine: on a alors NV, j.s = = (P + j), et

M si=x@)pP+D....0+7i—1),
ce qui démontre notre assertion.

Supposons maintenant donnée une structure de groupe ordonné sur le
groupe P, engendré par les racines. L’espace vectoriel u engendré par les
éléments X, relatifs aux racines positives » est alors manifestement une
sous-algeébre de g. Son image ad, u par la représentation adjointe de g est
une sous-algébre de ad g; c'est l'algébre de Lie d’un sous-groupe connexe U
de I'. Les éléments de ad, u sont des endomorphismes nilpotents de I’espace
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vectoriel g. Soit en effet s la plus grande des hauteurs des racines positives
de g. Si k>0, désignons par ¢, lespace vectoriel engendrée par les X,
relatifs aux racines r >0 de hauteurs = k; posons gy=h+ g =bh+u, et, si
k<0, désignons par ¢, la somme de g, et de l'espace engendré par les X_,
oll 7 parcourt les racines > 0 de hauteurs < —%. On a alors ¢-, = ¢, G C
s, Gns1 = {0}, et il est clair que, pour toute racine r >0, adX, applique g
dans g.,1 pour tout k. Il en résulte que, si X est un élément quelconque de
u, adX applique g, dans @+, dolt (adX)***! =0. Soient par ailleurs (1),
...., 7(N) toutes les racines positives arrangées par ordre de grandeur
croissante (relativement a notre ordination de P,), si[X,.u), X-pl est *0,
c’est un multiple scalaire de X,.q) ol 7(k) = 7(¢) + r(j) d’oti il résulte im-
médiatement que 7(k) > 7(z), (k) > r(j) dans notre relation d’ordre. Donc,
pour tout 7, (X.w, -...Xxm) forment une base d’un idéal u; de l'algébre u.
On s3it que, dans ces conditions, tout élément x de Il se met d’une maniére
et d’'une seule sous la forme

X = Hr>0 xr(tr)y

le produit étant étendu a toutes les racines positives arrangées par ordre
de grandeur croissante, et les #, étant des nombres complexes; de plus, si
nous pf:)sons t. = T,(x), toute fonction sur U dont la valeur en un point x € Il
peut s’exprimer comme polynome en les coefficients de la matrice qui
représente x par rapport a une base de g peut aussi s’exprimer comme
polynome en les fonctions T,; et, réciproquement, les T,x) s’expriment
comme polynomes en les coefficients de la matrice qui représente x ([2],
chap.V, §3, prop.17, p.127). Il en résulte immédiatement que les T,(xy)
peuvent s’exprimer comme polynomes en les T,(x), T,(y); et, comme les
éléments de U sont de déterminar}t 1, les T)(x7!) s’expriment comme polynomes
en les T.(x). )

Soient maintenant 7 et s des racines positives linéairement indépendantes.
Désignons par a = a(r,s) lespace vectoriel engendré par les Xi,.; pour les
couples (7,7) d’entiers = 0 tels que ir + js soit une racine. Il est clair que a
est une sous-algébre de u. Appliquant a a le résultat que nous venons de
citer, on voit que l'on a des formules de la forme

2%(8)%; ().~ () = 1L, iXips 5s( Wiz, (2, 00)),

ol le produit est étendu aux couples (7,7) d’entiers = 0 tels que 77 - js soit
une racine, ces couples étant arrangés dans un ordre tel que la suite des
racines 7 + js soit croissante, et ot les Wi, s sont des polyaomes que nous
nous proposons déterminer.

Puisque x.(¢) est un automorphisme de g, on a

X(2)%:(2)2,71(2) = exp u(x(¢) (ad Xs)x-~1(2))
= exp #(adx(t)-X;) = exp u/adX; + z;l:IMr,s,itt( ad X, +s)).

Soit o’ I'espace vectoriel engendré par les X,.;; pour les couples (Z,7) tels
que 7 > 0,7 > 1et que 77 + js soit racine. Clest évidemment un idéal de a; de
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plus, l'espace a; engendré par ¢, X;...., X,,+s est une sous-algébre de a et
a;/0’ est abélien. Soient ¥ et A’ les sous-groupes de I' dont les algébres de
Lie sont les images ad,0, ad,’ de ¢, « par la représentation adjointe de g ;
A’ est donc un sous-groupe distingué de . 1l est clair que l'on a

exp #(ad X; + 2?=1Mr,s,iii(ad)(ir+s)) =
xs(at) (HZ=1xir+s(Mr, s,iti>' )y; ye W,

L’élément y peut se mettre sous la forme d’un produit IIx,..;(#:;), produit
étendu aux racines ir + js telles que 7 > 0,7 > 1. Or ces racines, s’il y en a,
sont toujours supérieures aux racines ir + s. En effet, si ’ensemble I des
racines qui sont combinaisons linéaires de 7 et s est un systéme admissible:
qui n’est pas de type (G.), et s’il y a au moins une racine ir + js avec 7 > 0,
7>1, cette racine est 7 4 2s, et les seules racines de 3 sont +7, =*s,

+(r +s), = (r + 2s)(lemme 2, §I). Supposons maintenant que 3, soit de type
+(Gy). Il y a alors un systéme fondamental de racines de 3, soit {a, b}, tel
que les racines positives de 3, relativement a ce systéme, soient @,b,a -+ b,
2a+ b, 3a -+ b,3a+ 2b, que 7 soit I'une des racines @, b et que s soit une
combinaison a coefficients >0 de ¢,b (Lemme 1,81). Si 7 = ¢ et s’il y a des
entiers ¢ >0, j > 1 tels que #r + js soit racine, cette racine ne peut étre que
3r+2s, et s=b;si r=56 onaqg=1, et notre assertion est évidente dans
ce cas. On en conclut que

Wﬂ,l;r,s(t) u) =Uu; Wi,];r,s = r,s,itiu (1 § z § q)
Pour calculer Wiy, s quand 7 > 1, nous utiliserons la formule
4 exp (& + 7) = (exp &) (exp7) (exp — (1/2)[£, 7)),

valable quand &,7 sont des endomorphismes d'un espace vectoriel tels que
[E[E,7]] =[n,[E,7]]1 =0. Si 3 n’est pas de type (G.) et si r + 2s est racine,
notre formule donne
x,(t)x;(u)x;‘(t) = Xs(26) %+ s(My,5,1 22) % s25( — (1/2)M‘,S,}Ns,r+stu2);
on notera que M, s1 = N, s = — Ns,», d00 — (1/2)M,,5,:N5,r+s = Ms,y,2.
Supposons maintenant que 3, soit de type (G.), utilisons les mémes notations
que plus haut. Si » = a, s = b, on observera que les crochets [[ X, X’], X”], ou
X, X, X" sont pris parmi s,7 + 5,27 + 5,37 + s sont tous nuls. Une premiere
application de la formule (4) donne alors pour x,(¢)x(%)x;(¢) la valeur
(exp w(adXs + 2, M, s,i#(ad Xipss)Xors o My, s, 85%)0
(eXD - (,1/Z)Mr,s,3N3,3r+stau2{ad X3r+2s))-
Par ailleurs, X; commute avec X,.; et Xi.s; une seconde application de
notre formule donne alors la valeur
x,-(u).t,+s(Mr,s,ltu)xzw,s(Mr,s,gt'*‘u)xs,-w.»s( - (1/2) M’,S.IM',S,er+s,2r+st3u2>°
x3r+s(Mr,S,3t3u)x3r+2S (— (1/2)Mr,s,3zvs,3r+st3uz)-

De plus, x3..3(T) commute avec xs.+5(7'), qQuels que soient T,7/, et nous
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obtenons par suite

W3,2(t; u) = - (1/2) (Mr,s,l 7,8,2Vr+s,2r+s + Mr,8,31vs,?r+s)t3u'.-
Onnotera que M, s1 = Nys = £1, My 50 = A/2)N;,sNypes, = £, Nyws opas = £3,
Mr,s,s = (1/6)M~,3Nr,r+sM~,2r+s =+1let NS.37'+S ==x1 H M-,s,1M~,s,2Nr+s,2r+s -+ M-,s,y
N: 345 est donc un nombre pair. Supposons maintenant que » = 5. Sil y a.
des entiers i >0,j > 1 tels que ér + js soit racine, ona s=a. On a

% (2) 205t ) %a(26)
= Xaro{Wh,1(t, ) %aas W1,5(2, 8))Xeass(W,3(E, %)) %5020 W, o(E, %)) %6(2).
Or, x(f) commute avec Xa+u(f1), Xea+v(ts), Xsarn(fs) quels soient 2y, £, 23, et on a

25 () Zsasn (W, 3(E, #))%(2)
= Xza+o( W 2(E, %)) %30+ 2 — £Nb 304 W1,5(E, uw)).

Il vient donc
x;‘(u)xb(t)xa(u) = xb(t)xa+b(W1,1(t, u))xza+b(W1,z(t, u))xsaw(Wl.z(t; u))

x3a+2b(W2.3(t7 u) - th,3a+bW1,3(t’ Zl)).

Comparant avec la formule que nous avons déja obtenue dans le cas ow
r = a, il vient

Wl.l(t; u) = - Ma,b,ltu = — Ms,r, du

Wt w) = M, stu* Wi st u) = — M, du?

W2;3(t: M) = Ctu® — M),3a+sz,r‘3t."‘u3,

Ol:l C = (1/2)(Ms‘r,1M3,r,:’ r+8,r+2s + Ms,r,’o’Nr,3S+r)~
En résumé, on a le résultat suivant: on a

®) 52530 = 5@ L, | G 1 Cesirstine),

ot le produit est étendu aux couples d’entiers 7 > 0,7 >0 tels que 77 + js
soit une racine, ces couples étant rangés dans un ordre tel que les 7 + js
forment une suite croissante de racines; les C;j, s sont des entiers, et on a

Ci,l;r,s = M‘,s,i ) Clj;r,s = ( - 1)”M.&',7-,j-

La forme de ce résultat et le fait que les Cij, s sont entiers auraient pu
étre prévus a priori sans calculs; mais nous aurons besoin par la suite de
connaitre les valeurs de certaines des constantes Cij,. .

On notera que la structure d’ordre sur P, n’intervient dans la formule
(5) que par Yintermédiaire de l'ordre dans lequel doivent étre rangés les
facteurs du produit. Etant données deux racines linéairement indépendantes
quelconques, il y a toujours une structure de groupe ordonné sur P, rela-
tivement a laquelle ces deux racines sont positives (lemme 1, §I); on en
conclut que la formule (5) est valable pour tout couple (7, s) de racines
linéairement indépendantes pourvu qu'on range les facteurs du produit de
telle maniere que, dans une relation d’ordre sur P, relativement a laquelle
7, s sont positives, les racines #r + js soient rangées par ordre de grandeur
croissante.

Formons uneibase(X;, ...., X,) de ¢ composée d’'une base (Hj, ...., H;)du
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groupe | des co-poids et des éléments X, pour toutes les racines. Pour
‘toute racine 7, il existe alors une matrice A7), dont les coefficients sont
des polynomes en une lettre T a coefficients entiers, tels que, pour tout
t € C, la matrice qui représente x,(¢) par rapport a notre base soit A.2):
«cela résulte immédiatement des formules (1), (2) ci-dessous et du fait que le
groupe (I est le groupe engendré par les H, pour toutes les racines ». Soit
A(T) = (Ar;5(T)); soient par ailleurs c¢;; les constantes de structure de ¢
relatives a la base (X, ....,X,). Les x,(¢) étant des automorphismes de g, on a

(6) 25',j‘ci’j’l.:’Ar;i'i(T)Ar;j’j(T) = Z'c Ctijr;L-'rc(T)
quels que soient les indices ¢, 7, A'.
Il est clair que l’on a Iidentité

@) AT+ T') = A(T)ALT),
et que, si 7,s sont deux racines linéairement indépendantes, on a l'identité
®) AMDAWANT) = AU ; Airs o Cusr, TTY),

avec la méme convention que plus haut relativement a l'ordre dans lequel
doivent étre rangés les facteurs du produit.
Soit (ay, ....,a) un systéme fondamental de racines; pour toute racine

1

7, soit 7 :2[;165(1;. Introduisons ! indeterminées Z;,...., Z;, et posons,

pour toute racine 7, Z, = IIEZ]Z Li Soit H la matrice diagonale dans laquelle

le coefficient situé dans la i-iéme ligne et la i-iéme colonne est 1 si X; est

I'un des éléments Hy, .. .., H, et Z, si X; = X,. On a alors l'identité
9 HA(D)H = A(Z,T).
Soient en effet z;,...., 2, des nombres complexes % 0 quelconques; si 7 =

2f=1c,-ai est une racine, soit z, = H:ﬂzf«. Soit % 'automorphisme de ’espace
vectoriel ¢ qui laisse les éléments de §) fixes et qui transforme X, en z.X,
pour toute racine 7. Si 7,s,7 + s sont des racines, on a 2,+s = 2, 2s, €t on
a z,z_, = 1 pour toute racine ». Il en résulte im:inédiatement que % est un

automorphisme de l'algébre de Lie g. On en conclut que
hx(t)h~' = exp ht(adX,)h~! = exp t(adh. X,) = exp iz, X;;
la formule (9) résulte immédiatement de la.

Si 7 est une racine quelconque, désignons maintenant par g, la sous-
algebre de g admettant (X_,, H,, X,) comme base. Soit I'. le sous-groupe
analytique de I' dont I’algébre de Lie est I'image ad, g, de g, par la représen-
tation adjointe de g¢. Soit 8[(2; C) l'algébre de Lie du groupe SL(2; C) des
matrices de degré 2 et de déterminant 1 i coefficients complexes. Cette
algébre admet une base (N/, D, N) composée des matrices

¥=(1 0l 2=(o -1 ¥=( o
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etona[D,N]=2N,[D,N'] = —2N'/,[N, N'] = D. Il y a donc un isomorphisme-
@, de 8l(2; C) sur ¢, qui applique N'sur X_,, D sur H,, N sur X,. Le groupe
SL{2; C) étant simplement connexe, il y a un épimorphisme ¢, de ce groupe
sur I', dont la différentielle est ¢,. On a

o} )= w0, qb,-((l) B = wen

Par ailleurs, si z est un nombre complexe = 0, I'image par ¢, de le matrice

wo=(5 )

est l'automorphisme de g qui laisse fixes les éléments de |) et qui transforme-
X; en 27N X, pour toute racine s. Nous nous proposons de montrer qu’il
existe une matrice F{(Z, Zis, Zai, Zs2) dont les coefficients sont des polynomes
a coefficients entiers en les variables Z;; et qui posséde la propriété suivante -
si 2y, 214, 221, 222 Sont des nombres complexes tels que 2312,y — 21225 = 1,
F,(z11, 213, 221, 220) est la matrice qui représente 'automorphisme
2n 212
¢r<221 zz-:>
par rapport 3 la base (X, ....,X,) de g que nous avons choisie plus haut.
Soit s une racine linéairement indépendante de r telle que s — » ne soit pas
racine ; désignons par ¢ le plus grand entier tel que s+ gr soit une racine
et par g, I’espace vectoriel engendré par X, X,+s, ...., Xp+s. Il est clair
que les opérations de T, appliquent ¢,;; dans lui-méme; si & € SL(2; C), nous
désignerons par ¢,;() la restriction de ¢,({) a ¢,;. Soit par ailleurs g, ’espace:
vectoriel engendré par H,, ...., H, H,, X,, X-,, et, soit ¢,;o(¢) la restriction de
¢(&) a g,. L’espace g est somme directe de g, et des espaces g,;; pour toutes
les racines s linéairement indépendantes de 7 et telles que s — 7 ne soit pas
racine. Il suffira donc d’établir les faits suivants: il existe des matrices
Frl(Z11, Zy3, Zo, Zss), Fr(Zi1, Ziz, Zay, Zos) dont les coefficients sont des polynomes.
a coefficients entiers en les variables Z;; tels que les conditions suivantes
soient satisfaites: si
_ (2n 212
C B (z'.’.l zzz)

est une matrice quelconque de SL(2: C), alors pour toute racine s satisfaisant
aux conditions énoncées plus haut, F,;(2u, 212, 221, Z22) est la matrice qui
représente ¢,;() relativement a la base (X, Xo+s, ..., Xppes) de g, et
Foi5 (211, 213, 211, 222) €st la matrice qui représente ¢,;(¢) par rapport a la base
(H, ....,H, X,, X-,) de g,.

Commencons par établir l'existence de la matrice F,«(Zy\, Zis, Zon, Z22).
Introduisons deux variables T, U ; q étant le plus grand entier tel que s -+ gr
soit racine, désignons par &, l'espace des formes homogénes de degré g en
T, U a coefficients dans C. Cest l'espace d'une représentation ¢,.; de
SL(2; C) qui associe & ¢ la restriction & ¢, de l'automorphisme de I’anneau
C [T,U] des polynomes en T,U qui transforme T en z;T + 22U, U en
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2, T + 2,U. Nous allons montrer que ¢,., est équivalente a ¢, . Il suffit de
montrer que les différentielles dé,;s et d¢,, des représentations ¢;s et ¢,
sont des représentations équivalentes de 8((2; C). On a

(A s) (N) Xiyes = Ny iresXarrss 81 052 < g

(dd’r;s) (M‘er+s =0

@y;s) (N/)'Xir+s = Norirrs Xi-1)r+s si0<i=gq

(dpr;s) (N')-X; = 0.
Posons par ailleurs 7, = C[T"- U (0<i=gq), les C! étant les coefficients
‘binomiaux. On a alors

(AP ) (N)mi =G+ 1) 700, 51 0<i< ¢

(dl;s) (N1 =0

. ) (Nri=(q—i+ 1) my si0<i<g

(d¢, ) (N')ory = 0.

‘Or on sait que N, i+s = & + 1), & étant un nombre égal 3 =+ 1. Par ailleurs,

il résulte de la formule (5). §I que N, i-1yr+sN-pir+s =(@ —2+ 1% 0<i=q), .
Aot N_y iyss == E-1(g — i+ 1). Comme 3[(2; C) est engendré par N et N, on
voit que l'isomorphisme de g; sur &, qui applique X; sur 7, et Xi.s sur
&1....&-1 7: (0 < = q) est encore un isomorphisme quand on considére g, et
¥, comme des espaces de représentation de 8[(2; C), et par suite aussi
-quand on les considére comme espaces de représentation de SL(2; C). Or
on voit facilement que les coefficients de la matrice qui représente ¢, ({)
par rapport a la base (ry,....,7,) de ¢, s'expriment comme polynomes
‘homogsanes de degré g i coefficients entiers en 21, 2, 2a1, 222 [On peut par
-exemple observer que les formes de degré g a coefficients entiers dont toutes
les dérivées partielles d’ordre g sont divisibles par ¢! sont les combinaisons
linéaires a coefficients entiers des 7;]. L’existence de la matrice F,;(Z11, 2,

Zs1, Z2n) est donc établie; et on voit que l'on peut supposer les coefficients
.de cette matrice tous homogeénes du méme degré.

Pour établir l’existence de la matrice F,;o(Zi1, Zi2, Z2n, Z»3), Observons que
I’espace ¢, est somme directe de g, et de 'espace Y composé des H' € }) tels
-que 7(H') =0 (comme il résulte tout de suite de ce que 7(H,) =2=%0).
Désignons par ¢ ,({) la restriction de ¢,;o() a g,; il est alors clair que
I'isomorphisme de 8((2; C) sur g, qui applique N sur X.,, D sur H, et N
sur X, est un isomorphisme quand on considére 8((2; C) comme espace de
la représentation adjointe de SL(2; C) et g, comme l'espace de la représen-
‘tation ¢}.,. On en déduit les formules

¢r(§)'X—r = z}gX—r + 21220 H, — z?ZXf
SAE)H, = 22022 X + (211222 + 20220 H, — 22121 X,
¢r(§)‘Xr = - z§1X—r — 2ulaH, + zler-

‘Ecrivons maintenant H; = p;H, + H,, H; € {/; il vient alors
PAE) H; = 2pi2020n X + 2Pi212221Hr — 2pi21121: X, + (211222 — 212 H;
(on se souviendra que 2z1:2» — 212221 = 1). Or on observera que 2p; est entier ;
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on a en effet 2p; = r(H;), et H; est un co-poids. Comme H, est une combi-
naison linéaire a coefficients entiers de H,, ...., H;, on en conclut que les
coefficients de la matrice qui représente ¢,;(¢) par rapport a la base (H,,
....,H, X., X_,) peuvent s’exprimer comme polynomes homogénes de degré
2 a coefficients entiers en les z;;. L’existence de la matrice F,;o(Zn, Zi2, Zo,
Zs2) est donc établie, et on voit qu’on peut supposer les coefficients de cette
matrice tous homogeénes de degré 2.

Nous supposerons les matrices F,;s, F,;, choisies de telle maniére que
chacune d’elles ait tous ses coefficients homogénes du m2me degré. Soient

Z}\, Ziy, Zy, Z,, quatre nouvelles variables, et soit Z7 = Z _,ZuZ};. Les coef-
ficients de la matrice
FTSS(ZI';) 1’; Z.:lri Z:Q - E‘; S(ley Z12y Zﬂl: ZZZ)F;} 3<lelf ZI,Z! Z{Z’ Z_’,:Z)

sont des polynomes dont chacun est séparément homogéne par rapport aux
deux séries de variables Z:; et Z,;; de plus, ces polynomes s’annulent quand
on y donne aux arguments des valeurs zi;, z;; telles que 2,12s; — 21222 = 1,
2,2, — 21,2, = 1. Il en résulte tout de suite que czs polynomes sont identi-
guement nuls. La méme remarque s’appliquz a la matrice F,;,. On en conclut
que

(10) Fr(Zli; Zl’_;; Z;]’; Z_’;) = E‘(Z“; Zl!b ZZH) Z‘ﬂ) FT(leD Z'xlzy Z.;l; Z_’_),)~
I1 est clair que

1n F(1,0,T,1)= A(T), F.1,T,0,1)=A_«T).
Posons

a=(_1 ) o=s@

Si Y est l'espace, déja considéré plus haut, composé des H’ € §) tels que
7(H') = 0, o, laisse les éléments de }) fixes puisque w, € I',. Par ailleurs, il
résulte des formules écrites plus haut que w,-H, = — H,; 'automorphisme
-, de g applique donc 'espace ) dans lui-méme. Soit s une racine quelconque ;
si nous posons s'(H) = s(ew;'-H), on a [H, w,»X:] = s'(H) w,~X; pour tout H €
h, on en conclut que la fonction s’ est une racine et que w,-X;est un élément
radiciel attaché a cette racine. Par ailleurs, ona H = H' + (1/2)r(H)H, avec H’
€ lf, etparsuite w'-H = H' — (1/2yr(H)H, = H— r(H)H,, Aot s’ = s — s(H,)r :
c’est I'image de s par la symétrie w, par rapport a la racine ». La matrice
qui représente w, par rapport & la base (X, ...., X)) de g est F,(0,1, —1,0),
qui est a coefficients entiers; on a donc w,. X; = 7,X,,(s), ol 7, est un entier.
Puisque o} est Iidentité, les entiers 7, sont tous égaux a =+ 1. Ona w,x(t)w!
= exp Had w,+X;) = Zw (Mst), dou la formule

(1) F0,1, —1,0A(T)F:%0,1, —1,1) = Awr(s)(mT).
Enfin, si Z est une indeterminée, F.(Z,0,0,Z-1) est la matrice diagonale

dont le coefficient situé a lintersectioin de la i-iéme ligne et de la i-iéme
<colonne est 1 si X; est I'un des éléments H,, ...., H; et est Z2E) si X; = X,.
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$III. Le groupe G.

Soit de nouveau g une algébre de Lie semi-simple sur le corps des
nombres complexes. Nous utiliserons au début de ce § les méme notations
qu'aux §I II. Nous désignerons par ¢z le groupe additif engendré par le
groupe |& des co-poids et par les éléments X, pour toutes les racines 7 ; nous
supposerons choisie une base (X, ...., X,) de ce groupe composée d’'une base
(Hy, ....,H) de ix et des X,. Il est clair que le crochet de deux éléments de
gz est dans gz; gz peut donc étre considéré comme une algebre de Lie sur
I'anneau Z des entiers rationnels. L’ensemble gz dépend de Y et des éléments
X, ; mais il résulte tout de suite du théoréme 1, §I que la structure d’algébre
de Lie de gz sur % ne dépend que de g.

Soit maintenant K un corps quelconque, dont nous désignerons quelquefois
I’él3ment unité par 1x. Le produit tensoriel de groupes additifs K %) gz admet
évidemment une structure d’algébre de Lie sur K; nous poserons

g =K®gz, hxe=K I,
H,. = 1K®Hr, X: = 11{@ X~, HT = 1K®H{, X; = 1K®X}.

Les éléments X, .. ... , X, forment une base de g«; H« s’identifie canoniquement
a un sous-espace de g et admet une base composée des éléments H;. L’espace
gx est somme direct de hHx et d’'un espace vectoriel admettant une base
composée des X pour toutes les racines . On a

[H,H]l=0Q0=4/=0) [H;, X)] = rH)X,

[X}, X;]=0 si 4+ s n'est pas une racine

[X;, X;] = N, sX,,, si 7+ s est une racine.

Il convient d’observer que l'on peut avoir [X, X;] =0 méme si » + s est une
racine : c’est ce qui se produit si N, ; est un multiple de la caractéristique
de K ; cette circonstance ne peut se présenter que si s — 7 est une racine.

LEMME 1. Si 7 est une racine, H, fait partie d'au moins une base de |7 ;
on a H, + 0; Y est sous-tendu par les H;, (par toute les racines).

Pour établir la premiére assertion, nous observerons que 7 fait partie
d’au moins un systéme fondamental de racines {aj, . ..., a} de ¢ (lemme 1, §I).
Or on sait qu’il existe des poids #;, ....,%; de représentations de g tels que
Ton ait u(H,) = &;; (1 =4¢,7=<1): ce sont les poids fondamentaux de E.Cartan
(Cf.[6], theorem 1,p.30). Si m est un entier >0 tel que m~'H, € |%, et si
r =a,. on a 1 = mu, (m1H,), dott m = 1 puisque #, ne prend que des valeurs
entiéres sur /3. On sait qu’il en résulte que H, fait partie d’une base de /.
La seconde assertion du lemme 1 résulte immédiatement de la premiére.
La derniére assertion résulte du fait que /& est engendré par les H,.

Cependant, il convient d’observer que, si 7, s sont des racines linéairement
indépendantes, il peut fort bien se produire que H, = H;, bien que H, H;
soient linéairement indépendants.

Soit X un homomorphisme du groupe additif P, engendré par les racines
de g dans le groupe multiplicatif K* des éléments == 0 de K. Nous désignerons
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par k(X) l'automorphisme de I’espace vectoriel gx qui laisse fixes les éléments
de hx et qui transforme X; en X(r)X, pour toute racine r. Il résulte tout
de suite des formules écrites plus haut que %(X) est .un automorphisme de
lalgébre de Lie gx. L’application X - A(X) est un isomorphisme du groupe
des homomorphismes de P, dans K* avec un groupe d’automorphismes de
gx; nous désignerons ce groupe par §. Pour toute racine 7, A(T) est une
matrice dont les coefficients sont des polynomes a coefficients entiers en la
lettre T'; si ¢ € K, on peut substituer # & T dans les coefficients de la
matrice A,(T); on obtient ainsi une matrice a coefficients dans K, que nous
désignerons par A,(1"). Nous désignerons par x'(#) 'endomorphisme de I’espace
vectoriel gz qui est représenté par la matrice A,(¢) relativement a la base
(X1, ....,X}). Il est clair que A,0) est la matrice unité; x7(0) est donc
Pautomorphisme identique de gz. Il résulte de la formule (7), §II que l'on a
%@+ ) = x@Ox 1) ¢, ¥ €K).
Par ailleurs, si les c:j sont les constantes de structure de ¢ relativement a
la base (Xi, ...., X,), les c:i-1x sont celles' de gx relativement a la base (X,
..., X}); il résulte alors de la formule (6), §II et de la formule que nous
venons d’écrire que l’application ¢ > x(Z) est un homomorphisme du groupe
additif de K dans le groupe des automorphismes de l'algébre de Lie g Il
résulte de la formule (8), §II que l'on a, si 7 et s sont des racines linéairement
indépendantes,

£ )25 ) = 2w) I, 124 (Cosir st

ot le produit est étendu aux couples d’entiers 7 > 0,7 >0 tels que i + js
soit une racine, ces couples étant rangés dans un ordre tel que les 77 + js
forment une suite croissante de racines quand on munit P, d’'une structure
de groupe ordonné telle que 7, s soient des racines positives.
Soit X un homomorphisme de P, dans K*. Montrons que l'on a
R(X)x (L) (R(X))~t = %(X(7)t).

Soit en effet H< la matrice qui se déduit de la matrice H introduite au §II
en y substituant aux arguments Z, ...., Z; les valeurs X(a)), ....,X(a;); si on
fait cette substitution dans Z,, on obtient X(») puisque X est un homomor-
phisme. Notre formule résulte alors immédiatement de la formule (9), §IL

Soit maintenant
¢ = (zu zlz)
221 222

un élément du groupe SL (2; K) des matrices de degré 2 et de déterminant
1 a coefficients dans K. Nous désignerons par ¢x¢) 'endomorphisme de
l'espace vectoriel gx qui est représenté, relativement a la base (Xj, .. .., X)),
par la matrice F(2i1, 213, 221, 222). Il résulte des formules (11), §II que

¢ G (1)) =xL(t); ¢, (é ;) = %(2).

En particulier, ¢ applique la matrice unité sur l'automorphisme identique
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de gx. Il résulte de la formule (10), §II que

$HELN = $UE) 478
quels que soient ¢ et {’ dans SL(2; K). Faisant usage de la remarque terminale
du §II, on voit que, si z est un élément %0 de K, on a

¢ (5 o) =kt

ol X, est ’homomorphisme de P, dans K* tel que X,(s) = 2%#" pour toute
racine s.
Nous désignerons par Q* la matrice

0 1x
* =
o=(_5 o)

de SL(2; K). Nous désignerons par 9t et W les sous-groupes de SL(2; K)

formés des matrices
1 t 1 0
(0 1) et (t 1) ¢ < &)

respectivement, et par D le groupe des matrices diagonales de SL(2; K).

LEMME 2. Le groupe SL(2; K) est réunion des ensembles disjoints DN et
NQ*DON; DN = ND est un groupe admettant N comme sous-groupe distingué.
On a Q*NO*-1 =W. Le groupe SL2; K) est aussi réunion des ensembles
disjoints WON et WODN = Q*DN, On a SLZ2;K) = WORN ; N U W est un
ensemble de générateurs de SL(2; K).

On a, sia€ K* t<€ K,

6 )G =G )

il en résulte que DN est I'ensemble des matrices de SL{2; K) dont les
coefficients (2,1) sont nuls: c’est un groupe. L’application

a b
(0 a“) >

est manifestement un homomorphisme de DN sur le groupe K*, et le noyau
de cet homomorphisme est R, ce qui montre que M est un sous-groupe
distingué de DN, d’out DN =ND. On a

(1 t)( 0 1>(a 0 )(1 t _(—at —att'—l—a“1>
0 1/\—1 0/\0 a1)\0 1 —a — at' ’

il résulte tout de suite de cette formule que NOQ*DN n’a aucun elément en
commun avec DN et que, réciproquement, toute matrice de SL(Z; K) qui
n’est pas dans DN est dans NQ*DN. On a

0 1) <1 t> ( 0 — ) — 1 0)
(— 1 0/\0 1 1 0 -t 1/’
ce qui montre que Q*NOQ*1=N. Le groupe SL(2;K) est la réunion des

ensembles disjoints Q*TN et Q*NOQ*DN. Or on a B*IN = ONDN = WOQ*DN;
par ailleurs, on a Q*!1= — Q¥ ~ D=9, dou QNQ*IN = QNQ*-1 DN =
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DN, Si NOQ*DIN était contenu dans Q*DN, DN contiendrait WIN, et a
Jortiori, W, ce qui n’est manifestement pas le cas. Donc NOQ*DN rencontre
NWON, et O* appartient a NN (DN) (DN)! = NWDN; il en résulte que NO*
DN < NRANDNDN = NN DN = RDWN (car on voit comrhe plus haut que W'D

= DW); c2 dernier ensemble, contenant aussi DN, est identique a SL(2; K)
tout entier. Comme Q*NQ*-1 = W, Q¥WOQ*1 =N Q*xDQ*-1 =D, on a aussi
SL2; K) = WONW. Pour montrer que Nt U W est un ensemble de générateurs
de SL(2; K), il suffit de montrer que D estdans le groupe engendré par cet
ensemble ; c’est ce qui résulte de la formule

(6 )G D0 Ve D6 T

Ceci dit, il résulte des formules écrites plus haut que les opérations de
P:(N), ¢(W) sont des automorphismes de I’algébre gx. On en conclut que ¢:
est un homomorphisme de SL(2; K) dans le groupe des automorphismes de
gx. Faisant usage des formules établies au §II, on voit que, si

Zn 212
&= (221 222)

est une matrice quelconpue de SL(2; K), on a

¢E). X7, = 25,X, + 2izmH, — 23,X)

¢T(§) H;, = Zzzlzsz‘_,- + (21122 + ZIZZZI)H: — 2211212 X

GO X: = —BX, — zuznHL+ X
11 résulte de ces formules que le noyau de ¢) ou bien se compose de la seule
matrice unité 7 ou bien se compose de 7 et de — I,

Nous poserons o = ¢(Q2*). Puisque la matrice ) est a coefficients entiers,
il est clair que o) est le produit tensoriel de I'application identique de K et
de l'automorphisme de gz induit par w,. Or, il résulte immédiatement des
-définitions que l'opération induite par e, sur Y est la symétrie par rapport
2 la racine 7 (cet élément du groupe de Weyl étant considéré comme opérant
sur B); soit w, cette opération. On a donc w.H;) = Huw,.s pour toute racine
s, et par suite w(H;) = H,, . Par ailleurs, on sait que o, transforme X; en
75X, (s), 75 étant un entier égal a #+1; il résulte de la formule (12), §II que

0 X (Dw, ™ = %, o (1) (¢ € K).

Nous allons maintenant modifier quelque peu les notations que nous
venons d’introduire. Les éléments Hj, ....,H), H,, X, seront dorénavant
désignés par H,, ...., H, H,, X,; nous n’utiliserons donc plus ces derniéres
notations pour désigner les éléments de l'algébre de Lie complexe g quils
désignaient jusqu’ici. Cette régle souffre cependant une exception: si # est
un élément du groupe P engendré par les poids, nous désignerons encore
par u(H,) la valeur que # prend en l'élément H, de g. Cette notation ne
produira pas de confusion, car nous ne considérerons jamais les éléments
de P comme des fonctions définies sur §x. Les algébres gx et fx seront désignées
par g et §) tandisque l'algébre de Lie complexe ¢ sera désignée par g.. Si ¢
€ K, l'opération x)(¢) sera désignée par x,(¢); le groupe formé des x,(¢) pour
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tous les ¢ € K sera désigné par X,. L’homomorphisme ¢ de SL2; K) dans
le groupe des automorphismes de g sera désigné par ¢,; l'opération o' sera.
désignée par w,, la matrice ()« sera désignée par Q.

Nous allons énoncer ci-dessous les propriétés déja acquises des objets.
que nous venons d’introduire.

Lalgebre g ést somme directe de ) et d’un espace vectoriel qui admet une
base composée des X, pour toutes les racines r; §) est engendré en tant qu'espace
vectoriel par les H, pour toutes les racines r, et ces éléments sont tous 0. Si
7,s sont des racines, on a [H,, Hs] = 0, [H,, X;] = s(H,)X;. On a [X,, X_,] = H,.
Si 7,s sont des racines linéairement indépendantes, on a [X,, X;] = Ny sXpus St
7 + s est une racine; et N,;= + (p+ 1) si p est le plus grand entier tel que
s — pr soit une racine; si r + s nwest pas une racine, on a [X,, X;] = 0.

Les opérations de X, sont des automorphismes de ¢, et t->x{t) est un:
épimorphisme du groupe additif de K sur X,.0n a

(1) x(t)-X_, = X_, + tH, — 2X,.; x,(t)-H, = H, — 2tX,; x(t)-X, = X,
el, si s est une racine linéairement indépendante de 7,
(2) xr(t)-Xs = X; + 2?=1M-,s,itZX¢-+s

ou q est le plus grand entier tel que qr + s soit une racine et ou les entiers
M, s; sont définis par les formules

i—

(3) Mgs,i = (i!)—l H j=:) M-,jr+x-
Si 7 et s sont des racines linéairement indépendantes, on a
(4) x%,(1)x(w)x(2) = x:(2e) Hi,jxir+js (Cizrstted) (t,u € K)

oi le produit est étendu aux couples (z,j) d’entiers >0 tels que ir + js soit une
racine, ces couples étant arrangés dans un ordre tel que les racines ir + js
forment une suite croissante relativement ¢ une structure de groupe ordonné
sur P, pour laquelle r et s sont positives. Los Ciy;, s sont des entiers et on a
(5) Cﬂ;r,s = Mr,s,i Clj;r,s = ( - 1)'Ms,;-,j-

Si a tout homomorphism X de P, dans le groupe Kx des éléments =+ 0 de
K on fait correspondre I'automorphisme h(X) de Uespace § qui laisse fixes les
¢lements de V) et qui transforme X, en X(r)X, pour toute racine r, on obtient
un isomorphisme du groupe des homomorphismes de P, dans K* sur le groupe
9 d automorphismes de g. Si r est une racine et t € K, on a
(6) ROOx (R~ (X) = %(X(7)L).

L'application ¢, est un homomorphisme de SL(2; K) sur un groupe d’auto-
morphismes de g. On a

o(; Y=z 0y 1=

Si wr = $(Q), 0n @ w,X; = 17X,y Pour toute racine s, w, étant la symétrie
par rapport & la racine r et n, un mombre égal @ =1. On a w(H;) = Hu,s)
et 0, X0t = Xups). On a, si z est un élément + 0 de K,
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‘ z 0 _
) (5 Gm)=h)
o X, est I'homomorphisme de P, dans K* tel que X,(u) = 2T pour tout u € P,.

Nous désignerons par G le groupe engendré par et par tous les groupes
X,; les opérations de G sont donc des automorphismes de g. Il résulte
immédiatement du lemme 2 que ¢,{SL(2; K)) est contenu dans G, quelle que
soit la racine 7.
' I1 est facile de montrer que la structure du groupe G ne dépend que de
celle de l'algébre semi-simple complexe dont nous sommes partis (et, bien
entendu, du corps K): nous ne donnerons pas ici la démonstration détaillée
de ce fait, pour ne pas alourdir I'exposé.

LEMMA 3. Soit B le groupe engendré par 9 et par les éléments w,, pour
toutes racines r. Il existe alors un épimorphisme € et un seul de I8 sur le groupe
de Weyl W qui possede la propriété suivante: si o € I ef w = {(w), on a
w+ X, € KX,ory pour toute racine r. On a alors o X, 0~! = Xy, et

o (X))o ! = KX')
pour tout homomorphisme X de P, dans K*, o X' est I’homomorphisme de P,
dans K* défini par X' (r) = X(w=Xr)) pour toute racine r. Le noyau de I'homo-
morphisme ¢ est 9.

Il est clair que tout élément qui est soit 1'un des w, soit un élément de
permute entre eux les sous-espaces KX, de g. Il existe donc un homomorphisme
¢ de 2B dans le groupe des permutations des racines tel que w-X, € KX,
pour toute racine 7, siw € Wet {(w)=w. Si € P, on a kX, € KX, pour
toute racine 7, ce qui montre que  est contenu dans le noyau de . Il est
clair que {(w,) est la symétrie par rapport a la racine 7; ¢(28) est donc le
groupe engendré par les symétries par rapport aux racines, c’est-a-dire le
groupe de Weyl. Soit o un élément quelconque de 2B et soit w = {(w). Soit
s une racine quelconque. Les formules

o X! = Xy 0-Hs = Hys
sont vraies si w est l'un quelconque des éléments w, ou est un élément de
$; elles sont donc vraies pour tout élément de 8. Soit X un homomorphisme
de P, dans K*; soit s’ = wI(s); on a
oh(X)w 1+ X; = wh(X)e 1 Xy = X(s") X;

oll ¢ est l'élément de K tel que w-Xy» = cX;. Par ailleurs, il résulte de la
formule w-H; = H,¢y que o permute entre eus lex éléments de §), donc que
oh(X)w™! laisse les éléments de ) fixes; on a donc bien w 2(X)w™! = A(X'), ol
X" est défini comme dans I’énoncé. Cette formule prouve que & est un sous-
groupe distingué de 8. Soit maintenant o un élément du noyau de {. Pour
montrer que o € 9, il suffit évidemment de montrer qu’il en est ainsi dans
le cas o0l » peut s’écrire comme produit d’un certain nombre d’éléments w,.
Or on a w,+Xs = = X, Si w, est la symétrie par rapport a la racine 7;
on a donc w-X; = ¢(s)X; pour toute racine s, c(s) étant égal a =+ 1. Par ailleurs,
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il résulte de la formule w-H; = H,) que o laisse les éléments de § fixes. Si -
K est de caractéristique 2, o est l'identité, et notre assertion est vraie dans
ce cas. Supposons donc que K ne soit pas de caractéristique 2. Pour toute
racine 7, on a [X,, X_,] = H,; o étant un automorphisme de g, et H, étant =%
0, il en résulte que c(r)c( — r) = 1. Soient maintenant 7 et s des racines telles
que 7 + s soit une racine. Il résulte de la formule [X,, X;] = N, ;X,.s et du
fait que » est un automorphisme de g que c(7)c(s)N,,s = c7 + SN, ;, dout c(r
+ s) = ¢(r)(s) si N, swest pas divisible par la caractéristique de K.Or, N,
= &= (p + 1), ot p est le plus grand entier tel que s — pr soit racine; et, » + s
étant une racine, on a p <2. Si donc N, ; est divisible par la’caractéristique
de K, cette derniére est 3, et s — 2r est racine. Il en résulte que s + 2r =
(s + 7) — (— ) n’est pas racine, donc que N_, ,.s =1 et e(s+ 7)(—7) =
¢(s); comme ¢( — 7) = (c(r))7!, la formule c(r 4 s) = ¢(7)c(s) est vraie dans tous
les cas. Soit maintenant F = {a,, ....,a} un systéme fondamental de racines,
et soit 7 = Ez_leiat une racine > 0. Il existe alors une suite finie (7, ....,7)
de racines telle que € F, 7i — .1 €F (2=<i=<h) et 7, = r (lemme 4, §I).
Comme ¢(7;) = ¢(zi-1)c(rs — 7:-1) (2=<i=<h), on en déduit tout de suite que

c(r) = H;I(c(a,-))ez. Soit X ’homomorphisme de P, dans K* tel que X(a:) =
cl@)i=1,....,1)(on se souviendra que les a; forment une base de P,); on a
donc X() = c(r) pour toute racine r >0, et par suite aussi pour toute racine
7, en vertu de la formule c¢(r)c( — 7) = 1. Il en résulte que w = R(X), ce qui
achéve la démonstration du lemme 3.

Nous supposerons dorénavant choisie une fois pour toutes une structure
réguliére de groupe ordonné sur P, Il correspond a cette structure un
systéme fondamental de racines; les racines de ce systéme seront appelées
les racines fondamentales. Nous désignerons par U (resp.:8) le sous-groupe de
G engendré par les groupes X, relatifs aux racines 7 positives (resp. :
negatives).

LEMME 4. Le groupe G est engendré par le groupe 9 et les groupes X,
X _o pour les racines fondamentales a.

Soit G, le groupe engendré par § et par les X, X_,. Il résulte du lemme
2 que, pour toute racine fondamentale @, X, U X_, est un ensemble de
générateurs de ¢po(SL(2; K)); onen conclut que w. € Gy. L'image de G, 1 B
par ¢ contient donc les symétries par rapport aux racines fondamentales;
or ces derniéres engendrent le groupe de Weyl W. On en déduit que {(Gy N
) = W, et par suite que I8 < G,, puisque le noyau § de ¢ est dans G,. Soit
7 une racine quelconque; puisque 7 appartient 2 au moins un systéme
fondamental (lemme 1, §I) et puisque les systémes fondamentaux sont permutés
transitivement entre eux par les opérations du groupe de Weyl, il y a un
w € W et une racine fondamentale a tels que w(a) = . Soit o un élément
de B tel que ¢(w)=w; on a wXw-! =%, dou X, G, puisque w € Gy; le
lemme 4 est donc démontré.

Pour toute entier m >0, nous désignerons par lU,, le groupe engendré
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par les X, pour les racines » > 0 de heuteurs = m.

LEMME 5. Le groupe W,, est un sous-groupe distingué de . Si m, m' sont
des entiers > 0, le commutatenr d'un élément de W, et de U, est dans Wpim:.
En particulier, Wu/Ums1 est dans le centre de W/ Uy,

Soient » une racine de hauteur = m et s une racine de hauteur = m; il
résulte immédiatement de la formule (4) et du fait que la hauteur de la
somme de deux racines est la somme des hauteurs de ces racines que x.(f)
x(00)x71(2) = x(u)z, avecunz € U,.,,. En particulier, on a x,(8)x,(2)x7(2) € U,
et il en résulte que l,, est un sous-groupe distingué de U. Par ailleurs, il
résulte de notre formule tout d’abord que xx,(#)x~'=xy(2) (mod U,.,s) pour
tout x € l1,,, puisque xx'x~! = x(mod U,.m/) pour tout x €U, et tout x"
U,.. La derniére assertion du lemme 5 résulte immédiatement de l'avant

derniére.

LEMME 6. Tout élément x de 1 se met d'une maniére et d'une seule sous la

forme x = II, %42, le produit étant étendu aux racines r >0 rangées par
ordre de grandeur croissante et les t. étant des éléments de K ; si m est un
entier > 0, une condition nécessaire et suffisante pour que x € U, est que t, = 0
pour toute racine r de hauteur < m.

Soit 7 ’é1ément unité de G; il est clair que U,, = {I} pour m assez grand.
Nous montrerons par récurrence descendante sur m que tout élément de U,

se met d’'une maniére et d’'une seule sous la former_[,. x(t,), le produit étant
étendu aux racines r de hauteurs = m arrangées par ordre de grandeur
croissante et les ¢, étant des éléments de K. Notre assertion est vraie pour
m assez grand. Supposons la vraie pour m + 1. Il résulte immédiatement du
fait que U,,/U,., est un groupe abélien et de ce que les X, sont des groupes
que tout élément x de l,, se met d’au moins une maniére sous la forme
voulue. Soit u I’espace vectoriel sous-tendu par les X, pour les racines » >
0. II résulte immédiatement des formules (1), (2) et du fait que § est sous-
tendu par les éléments H, que x’(u) < u, x~ H = H(mod u) pour tout ’ € Il et
tout H € §). Soit » une racine de hauteur m. Si s est une racine de hauteur
> m, il résulte de la formule (2) que x,(¢)-X-,=X_,(mod u) pour tout ¢ € K.
Si s est une racine de hauteur m mais %7, s — 7 n’est pas une racine; en
effet, la somme des coefficients de ’expression de s — 7 comme combinaison
linéaire des racines fondamentales est 0, et ces coefficients ne peuvent par
suite étre ni tous = 0 ni tous <0, ce qui démontre notre assertion. Enfin,
on a x,() X_,=X_, + tH, (mod u)(par la formule (1)). Il résulte de la que,
si &= sts(ts) (le produit étant étendu aux racines s >0 de hauteurs = m,
rangées par ordre de grandeur croissante), on a x. X_, = X_, + £.H, (mod u).
La somme KX_, + KH, + u étant directe, et H, étant £ 0, on voit que #, est
univequement determiné par la donnée de x. La structure de groupe ordonné
que nous avons choisie sur P, étant supposée réguliére, toute racine de
hauteur m est inférieure a toute racine de hauteur > m; on a donc x =
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sts(ts) Hs %xs(ts), le produit H étant étendu aux racines de hauteur m,

rangées par ordre de grandeur croissante, et le produitH ' aux racines de
hauteurs > m, rangées par ordre de grandeur croissante. Appliquant ’hypo-

thése inductive a l’é]ément([[s xs(ts))-lxe W,4+1, on voit que les #; relatifs
aux racines s de hauteurs > m sont également déterminés de maniére unique
par la donnée de x. Le lemme 6 est donc démontré.

Les notations étant celles du lemme 6, nous poserons

T(x) = t,.
Les T, sont donc des fonctions sur U a valeurs dans K, et ll,, se compose
des x € U tels que T(x) = 0 pour toute racine » > 0. de hauteur < m.

LEMME 7. Si a est une racine fondamentale, T est un épimorphisme de
U sur le groupe additif de K.

Cela résulte immédiatement du fait que 11/, est abélien. Nous désignerons
le noyau de T, par U,.

LEMME 8. Si 7 est une racine positive, a une racine fondamentale + r, ¢
un entier (de signe quelconque) et s un entier >0 tels que ia -+ jr soit une
racine, celte racine est positive. Si y € X_a, on a YWyt = U,

Soient @ = a(1), .....a(l) les racines fondamentales, et r = 2;1 cra(k).
Tenant compte de ce que 7 = a et de ce que ca n’est pas une racine si ¢ =
=1, on voit qu’il y a au moins un 2 > 1 tel que ¢, > 0. Comme le coefficient
de a(k) dans I'expression de ie + jr comme combinaison des racines fondamen-
tales est jc,, il en résulte que ia+jr >0. On a dailleurs iz + jr * q,
puisque a et 7 sont linéairement indépendantes. Il résulte alors de la formule
(4) que, si y € X_,, yx,()y~* € U, pour tout ¢ € K; ceci démontre la seconde
assertion du lemme 8.

LEMME 9. Lensemble DU = U est un groupe contenant U comme sous-
groupe distingué.

Cela résulte immédiatement de la formule (6).

LEMME 10. On a G = UL

Faisant usage du lemme 4, on voit qu’il suffit de montrer que zUWU <
UBU si 2z est un élément de I'un des groupes 9, X, ou X_,, @ étant une racine
fondamentale. Si z € §, cela résulte du lemme 9 et de ce que HW = 2. Si
z € X, c’est évident car zUl = Il dans ce cas. Reste a considérer le cas ou
2€ X_a. On al=1UX,; et par suite X_.ll = UX_oX, (lemme 8). Il suffira
donc de montrer que, si ¥ € X_4, x€ X5, @ € B, yxw appartient a UWI. 11
résulte du lemme 2 et du fait que ¢o(D) = que yx appartient a l'un des
ensembles X9, XowaD¥, = XoDwX,. Notre assertion est évidente si yx € X.9.
Sinon, nous distinguerons deux cas suivant que w~(a) >0 ou wYa) <0, w
étant {(w). Dans le premier cas, on a Xsw C oll, et Y20 € X:Dw. 0l < NLBIL
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Dans le second cas, nous écrirons o = wa’, o’ € I, d’oll w'~Ya) = — w(a)
> 0. L’élément yxw, appartient soit a X9 soit a X,Dw.X, et la démonst-
ration s’achéve comme dans le cas précédent.

LEMME 11. Supposons l'ensemble E des racines positives décomposé en deux
ensembles disjoints E', E'" tels que, si la somme de deux racines de E’ (resp. :
E") est une racine, cette racine soit dans E' (resp:E"). Soit W (resp.: W)
lensemble des x € W tels que T/x) =0 pour tout r € E” (resp. : r € E'): W et
W sont alors des groupes, et on a 1 = WU,

Nous poserons, pour tout 2 >0, I, = U, N W, W, = U, N U”. Nous allons
montrer que U et U’ sont des groupes et que 1l = W1l;’. Nos assertions
sont certainement vraies si £ est assez grand. Supposons les vraies pour
%k + 1. Soient r une racine de hauteur % appartenant a E' et s une racine de
hauteur ¥ = k appartenant a E’. Montrons que, si z, § sont des entiers = 0 tels
que ir + js soit une racine, cette racine est dans E'. Cest évident si 7 + j

=1, et cela résulte du lemme 3, §I dans le cas général en procédant par
récurrence sur Z+ j. On a donc x.(#)xs(20)x7'(#) = xs(zt) (mod U, ,.) quels que
soient £ et # dans K. On en conclut d’abord que X, , est un groupe,
contenant lI,'M comme sous-groupe distingué, puis que, si 7 et s sont toutes
deux de hauteur &, x,(8)xs(z) = x:(20)x(¢) (mod U, ) : il en résulte immédiatement
que U, est un groupe. On voit de méme que lI;’ est un groupe. Le groupe
./U,... étant abélien, il est clair que W, = WM/ ., ; comme 1., est distingué
dans le groupe engendré par U et W,.,, on a U, = WU = WU W70/
= W/. Le lemme 11 résulte immédiatement de la.

On notera que W (resp.:1”) est le groupe engendré par les X, pour 7 €
E’(resp. : v € E”).

LemMME 12. Les notations étant celles du lemme 11, supposons de plus
donnée une autve représentation de E comme réunion de deux ensembles disjoints
E}, E tels que si la somme de deux racines de E; (resp.: E,’) est une racine,
cette racine soit dans E, (vesp.: E}'). Soit 1, le groupe engendré par les ¥, pour
r € E;. Si W] et W sont conjugués dans 1, ils sont égaux, et E, = E'.

Soit x un élément de U tel que xWx 1 = U, Si 7 est une racine de E’,
on a xx{1)x~! € U. Mais cet élément est = x,(1) (mod U,.,), si & est la hauteur
de 7, d’ou T, {(xx(1)x!) = T,(x(1)) = 1 (car nous supposons que la structure
d’ordre sur P, est réguliére); cet élément étant =0, on a » € E,. Puisque
2 Wx =W, on voit de méme que E, — E', dou E{=FE', E{ =E", 1, =1W.

Si w est une opération du groupe de Weyl, nous désignerons dans ce
qui suit par E,, (resp.: E,) l'ensemble des racines » >0 telles que w(r) >0
(resp.: w{r) < 0). Il est clair que E,, E;, sont disjoints, que leur réunion est
I’ensemble de toutes les racines >0 et que si la somme de deux racines de
E,, (resp.: E)) est une racine, cette racine est dans E|, (resp.: E,). Nous
désignerons par W), (resp.: U,) le groupe engendré par les X, pour r € E,,
(resp.: pour r € E;)). Il résulte alors du lemme 11 que U}, et I/, n’ont que
leur élément unité en commun et que
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n=ul, =u1u.
De plus, nous choisirons un systéme de représentants des classes de T8
modulo §, et nous désignerons par eo(w) celui de ces représentants pour

lequel ¢(w(w)) = w, w étant une opération du groupe de Weyl. Il est clair
que

o)L (o)t <, o @), (o W) <.

LEMME 13. L2s groupes DU et B wont que leur élément unité en commun;
il en est de méme des groupes $ et 1.

Soient %, x,y des éléments de 9, U,V tels que hx = y. Soit » une racine
> 0; désignons par r I’espace vectoriel engendré par les X; pour les racines
s > 7 et par 1 l'espace vectoriel engendré par ) et par les X; pour s < 7.
Soit # un élément de K; il est clair que, si s est une racine > 0, x,(¢) applique
¢ dans lui-méme et applique X, sur un élément qui lui est congru modulo g ;
on a donc x. X, = X,(mod t). Comme g est appliqué dans lui-méme par les
éléments de 9, on a hx-X,. = h-X, (mod ). Par ailleurs, si s est une racine
<0, on a %()Y) <=y et x(t) applique X, sur un élément qui lui est congru
(mod y);on a donc y-X, = X, (mod y). Or, la somme Yy + KX, + ¢ est directe,
et h-X, appartient 3 KX,. On en conclut que #-X, = X, = h-X, = X,. On
voit par un raisonnement entiérement analogue que ces formules sont encore
vraiessi 7 est une racine < 0. Comme on a H, = [X,, X_,] et que les éléments
h,x, ¥y sont des automorphismes de ¢, ces opérations sont toutes égales a
I'automorphisme identique, ce qui démontre le lemme 13.

THEOREME 2. Le groupe G est la réunion des ensembles UPw(w)l), o0k w
parcourt les éléments du groupe de Weyl. Ces ensembles sont mutuellement
disjoints ; un élément de UWDw(w)\') ne peut se mettre quz d'une seule manicre
sous la forme xhow)x”, avec x€ W, he §, x" € U,

Il résulte du lemme 10 que G est la réunion des ensembles UHw(w)ll =
UDw(w), ;. Or, on a o)l (ow))"t <ll, et, en vertu du.lemme 9, UHU
= UIP; Gest donc la réunion des ensembles UPww)ll,. Supposons que xk
o(w)x” = xh o(w)x,’, ot %, x sont dans U, &, k, dans §, w, w, dans le groupe
de Weyl et x” € UL, x’ € U, ; soit 2z = xhw(w)x”. Cherchons les éléments
u € U tels que 2xz-! € U. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et suffit que le
transformé de x"ux”-! par o(w) soit dans Ul, puisque (x2)U(xk)~! = U (lemme
9): or x"ux"-! est dans U et peut par suite se mettre sous la forme #'u”, s’
e W, «’ € U,. Son transformé par w(w) est (o (W) (@ (w))™?) (w(w)u(w(w))™1),
et l'élément w(w)u(w(w))~! est dans U; il est donc nécessaire et suffisant que
w(w)w(ww))~* soit dans U. Mais cet élément est dans L ; tenant compte du
lemme 13, on voit que #z" doit étre I’élément unité, c’est-a-dire que x"ux''~!
doit étre dans W, ou encore que # doit appartenir a x"-'U,x”. On a x"-!
W% = x/1U, x/, et les groupes u,, W, sont conjugués dans . Il résulte
du lemme 12 que cela implique E,, = E,,, E, = E,;. Soit  une racine >0
quelconque. Si w-(r) >0, on a w(r)€E, =E,, et par suite (ww')7)
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>0, si w(r)<0, on a —w-(») €E, =E, et par suite (ww)(r) >0.
Donc l'opération w,w-! du groupe de Weyl permute entre elles les racines
positives ; on sait qu’il en résulte que w,w~! est l'identité (§I, IX), d'ot w, =

w. Posons ¥ = o(w)x"(w(w))™!, 3 = o(w)x]'(w(w))~1; y et ¥, sont donc dans L,

et on a xhy = xhy, dou(x.h) %k =yy-1. Le membre de gauche de cette
formule est dans HU (lemme 9), et celui de droite dans B ; les deux membres
sont donc égaux a I’élément unité (lemme 13). On a donc ¥y =y, dou x”’ =
x. Par ailleurs, on a x = xh, d’'odt x~1x, = hh;' et par suite x=x,% =

h, en vertu du lemme 13. Le théoréme 2 est donc démontré.

COROLLAIRE 1. Le groupe G est la réunion des ensembles BHw(w)., oux w
parcourt les éléments du groupe de Weyl; ces ensembles sont mutuellement
disjoints, et un éléments de BHw(w)U,, ne se met que d'une seule maniere sous
la forme yho(w)x,y€ B,he H, x € N,

Si @ décrit I'ensemble des racines fondamentales, il est clair que 'ensem-
ble des — @ est encore un systéme fondamental de racines; comme deux
systéemes fondamentaux peuvent se transformer l'un en lautre par une
opération du groupe de Weyl, on voit qu’il ¥ a un élément w, du groupe de
Weyl qui change toute racine positive en une racine négative. Si w est une
opération quelconque du groupe de Weyl, posons w = wgw*, il est alors
clair que E . =E,, E,). = E,,. Le groupe § étant un sous-groupe distingué
de B, on a Dow) = o (w,)D o(w*); par ailleurs, il est clair que (w(w,)) 1L
w(wy) est B. On conclut alors du théoréme 2 que G est la réunion des
ensembles w(wy)BHw(w*)U,,* ot wr parcourt les éléments du groupe de Weyl ;
de plus, ces ensembles sont mutuellement disjoints, et un élément de w(w,)
BHw(w*), » ne se met que d’une seule maniére sous la forme w(w,)Whw(w*)
x, avec y€ B, he H,x € U «; ceci démontre le corollaire 1.

COROLLAIRE 2. Le normalisateur de U est US.

Nous savons déja que ce normalisateur contient U§). Soit z un élément
du normalisateur de ll; soit z = sho(w)x’,x €U, € P, x” € U, w étant
une opération du groupe de Weyl. Il est alors clair que w(w) appartient au
normalisateur de U. Or, o(w)X(w(w))~! est Xue; puisque U NV ne contient
que l'élément unité, X, ne peut étre contenu dans ¥ si r >0, d’ou alors
w(r) > 0. Lopération w, qui transforme toute racine positive en une racine:
positive, est lidentité, d’oll w(w) € O, et par suite z € UY.

Nous appliquerons les résultats précédents au cas ou le corps de base
K est le corps des nombres complexes. Le groupe G est alors un groupe
semi-simple complexe, d’ailleurs isomorphe a son groupe adjoint. Désignons
par G/$ l'espace homogéne des classes a droite de G modulo &, et par =
lapplication canonique de G sur G/9. Il résulte alors du théoréme 2 que
G/ est la réunion des ensembles disjoints z(Uw(w)l))), ol w parcourt les
éléments du groupe de Weyl, et que, pour w donné, l'application (x,x")->
m{xww)x”) de U x N, dans G/ est injective. Cette application est évidemment
continue ; montrons que c’est un homéomorphisme. On peut écrire xw(w)x”
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= x(w)¥ (o(w))~1 w(w), et ww)x’(w(w))~! appartient a B. L’'opération de
translation a droite par w(w) dans G/§ étant un homéomorphisme, il suffira
d’établir que l'application (x,5) > z(xy)dell x B dans G/ est un homéomor-
phisme de U x ¥V sur une partie de G/$. Or, tout point (%, 3,) de Il x B

posséde un voisinage ouvert A dans Il x 8 dont 'adhérence A est compacte.
Par ailleurs, il résulte du lemme 13 que I’application (x, ¥) > z(xy) est injective ;

elle induit donc un homéomorphisme de A, et par suite de A, sur une partie
de G/9. Par ailleurs, G/ et U x B sont des variétés de méme dimension ;
Iimage de A dans G/, qui est homéomorphe a un ensemble ouvert, est
donc ouverte, ce qui montre que l’application (x,y) > z(xy) transforme tout
ensemble ouvert en un ensemble ouvert, et est par suite un homéomorphisme.
On sait par ailleurs que G admet un sous-groupe compact maximal G, qui
contient un sous-groupe compact maximal £, de § et qui posséde la propriété
suivante: il existe un sous-groupe ), de $ (isomorphe au groupe additif
d’'une espace vectoriel) tel que tout élément z de G se représente d’une
maniére et d’une seule sous la forme du produit d'un élément de U, = Hull
par un élément de G.; de plus, les deux facteurs du produit dépendent
continument de z ([8], lemme 3.11, p.525). Si x” € I, nous pouvons donc
trouver un x € U et un seul tel que = (xw(w)x’) appartienne a HG./P. L’ap-
plication @, : " > z(xe(w)x”) de U], dans HG./$ est un homéomorphisme. De
plus, 9HG./$ est la réunion des @, (1) pour tous les w du groupe de Weyl.
Or, désignons par N le nombre des racines >0 et par NMw) le nombre
des racines de E. L’espace U, est alors homéomorphe a R*¥™) (on sait en
effet que tout groupe linéaire sur le corps des complexes dont ’algébre de
Lie se compose d’opérations nilpotentes est homéomorphe a un espace
euclidien). On en conclut que I’espace homogéne G./. des classes a droite
de G. modulo son sous-groupe toroidal maximal §, se trouve décomposé en
“cellules” mutuellement disjointes dont chacune est homéomorphe 4 un espace
R:Y™_ Les dimensions de ces cellules étant paires, un raisonnement topo-
logique facile (dans lequel nous n’entrerons pas ici) montre que le polynome
de Poincaré de G./%. est

P(T) = Zwell’ TZN(W)'
Soit par ailleurs Pq(T) le polynome de Poincaré de G., et soit / son rang.
On sait alors que
P(T) = Pao(T)Y(T — 17
on obtient donc la formule

P(;(T) — (7‘ _ l)lzwswj‘zﬁ(w)‘

Cette formule permet de retrouver (par une méthode assez compliquée que
nous n’exposerons pas ici) les nombres de Betti des groupes simples excep-
tionnels. :

Considérons maintenant le cas ot K est un corps fini. Nous désignerons
sa caractéristique par p et son nombre d’éléments par g¢. Il est clair que
tout élément différent de 1’élément unité de I'un quelconque des groupes X,
est d’ordre p, et que U, B sont d’ordre ¢¥ (rappelons que nous désignons par
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N le nombre des racines > 0); le groupe U;, est d’'ordre ¢". Le groupe £
est isomorphe au groupe des homomorphismes de P, dans le groupe multi-
plicatif des éléments = 0 de K; ce dernier étant cyclique d’'orde g — 1, et P,
admettant une base de I éléments (I étant le rang de g), § est d'ordre
(@ — 1)Y. L'ordre de G est donc

~
(g —1'q Zu'.wq“w)'
On notera que NMw) =0 si (et seulement si) w est 'élément unité du

groupe de Weyl; on a donc meq"(w) = 1(mod ¢), et on en conclut que

U, B sont des groupes de Sylow de G. ,
Soit par ailleurs p»’ un nombre premier qui divise ¢ — 1, mais qui ne

divise pas lordre [W] du groupe de Weyl. La formule >, ¢"® =[W]
(mod g — 1) montre que p’ ne divise pas Zwﬂrq‘“”’). On en conclut que, si g’

est la plus haute puissance de p’ qui divise ¢ — 1, les groupes de Sylow pour
2’ sont des produits de ! groupes cycliques d’ordre ¢’: ils sont abéliens.

Supposons toujours le corps K fini, et soit K un sur-corps de K de degré
fini sur K; le groupe de Galois de K/K est alors engendré par un certain
automorphisme o. Soient G, 8, H, U les groupes construits au moyen de K
comme G, 8, H, 11 'ont été au moyen de K. Ce sont des groupes d’automor-
phismes de l'algébre gz que l'on peut identifier a I’algébre déduite de g par
extension a K du corps de base. Nous la désignerons par g. On peut faire
opérer o sur g de telle maniére que o.(X+ Y)=g-X+ o-Y pour X, Y €,
o X=XsiX€g, o-(aX) = (c-a)(c-X)sia € K, X € g. Pour tout endomorphisme-

E de g (considéré comme espace vectoriel sur K), nous désignerons par E”
I'endomorphisme défini par E?-X = ¢-E(c~!-X). Si 7 est une racine, nous.

désignerons par x.(¢) (ot 7 € K) I'élément de G defini de la méme maniére-
que %,(f) 'a été dans G. Il est alors clair que x,(c-f) = (x,(¢))"; par ailleurs,

si t € K, x(t) est 'automorphisme de g qui prolonge x.(z). Soit X un homo-
morphisme de P, dans le groupe multiplicatif des éléments = 0 de K, et soit:
7(X) Yautomorphisme de g qui applique X, sur X(r)X, pour toute racine r et
laisse invariants les éléments de §. Si on désigne par X° I'homomorphisme:
de P, défini par X°(r) = ¢-X(r) pour toute racine 7, il est clair que h(X") =

(R0O). Si X(P,) est contenu dans K, #(X) est le prolongement a g d'une
opération de §. Il est clair que I'application E -» E” transforme chacun des.
groupes 1, §, B, donc aussi G, en lui-meme ; de plus, les éléments de 1l (resp. :
9, V) qui sont laissés fixes par cette application sont ceux qui prolongent
des opérations appartenant a Ul (resp. ; §, B). Soit réciproquement z un élément:
de G tel que z° = z. Il est alors clair, en vertu du th. 2 qu’il existe un élément

x de 1, un élément % de H, une opération w du groupe de Weyl et un élément
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%" du groupe 1T, défini dans G comme W), 13 été dans G tels que z = 2h w
(w)x", w(w) désignant ici opération de G qui prolonge l'opération de G déja
représentée par ce symbole; de plus, ces éléments sont uniquement
déterminés. Or, on a (o(w))’ = ww), et 1) =1;. On en conclut que x° =
x, h° = I, ¥'° = x”, et par suite que z prolonge une opération de G. Le groupe
G est donc isomorphe au groupe des opérations de G invariantes par I'automor-
Dhisme z -» z° de ce groupe.

Soit »’ un nombre premier différent de la caractéristique p de K et ne
divisant pas l'order du groupe de Weyl. On peut alors choisir K de telle
maniére que son nombre d’éléments g soit=1 (mod p’). Un groupe de Sylow
de G pour p’ étant isomorphe a un sous-groupe d'un groupe de Sylow de G
pour 2/, on voit que: si P’ est différent de la caractéristique de K et ne divise
bas lordre du groupe de Weyl, les groupes de Sylow de G pour p' sont abéliens.

Soit maintenant p’ un nombre premier distinct de la caractéristique de
K mais qui peut diviser l'ordre [W] du groupe de Weyl; nous allons déter-

miner la contribution de p’ a lordre [G] du groupe G. Il résulte de la
formule de Hirsch-Koszul que le polynome PT) que nous avons introduit

plus haut est de la forme (7% — 1)~! H:=1 (T22® — 1), les a(Z) étant les entiers
>0 tels que le polynome de Poincaré de G. soit H;sl (T2®-1—-17)., On a
PQ1) = H:=1a(i),- Iexpression que nous avons donnée plus haut de P(T)
conduit donc immédiatement a la formule, d’ailleurs connue, szla(z) = [W].

L’ordre de G est Hzﬂ (@*®» — 1)¢¥. Tout revient donc a calculer la contribu-
tion de p a g*—1 quand @ est un’entier >0. Soit f I'indice de ¢ pour p';
il est clair que ¢* — 1 n’est divisible par # que si ¢ =0 (mod f). Supposons
qu’il en soit ainsi, et posons @ =fb, ¢ = ¢’, dott ¢* — 1 = ¢"° — 1. Soit b = ¥'¥”,
oll & est une puissance de p’ tandisque &’ n’est pas divisible par »’.On a

g’ —1=(q" -1 2;0- ' ¢’®'. Puisque ¢’ =1 (mod p’); le second facteur est
=" (mod P) et nest par suite pas divisible par p’. Tout revient donc a
considérer le cas ofl b =p™ est une puissance de p. Soit ¢ une racine
primitive b-iéme de l'unité, On a alors, si £ =1,

" —1 = (""" — DNopreld — &)
ol @ est le corps des rationnels. Ona ¢ — ¢ =(¢ —1)— (¢ —1). Or lidéal
principal (¢ — 1) est l'idéal premier unique de Q&) qui divise p’; soit p cet
idéal. Si z>1ousi =1, p >2 p est ramifié par rapport a @, et, comme
q' — 1 est divisible par p’/, donc par p? ¢ — ¢ est divisible par p sans l'étre
par p% Comme p est de degré 1, Ny¢e(g — &) est divisible par p’ sans I'étre
par p2. Si donc p’ >2, et si on désigne par p’?lacontribution de p’ a ¢/ — 1
et par p"® la contribution de p’ & a (que I'on suppose divisible par f), la
contribution de p’ a ¢~ 1 est p***@®, On vérifie tout de suite qu’il en est
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encore ainsi si p’ = 2 dans le cas ot ¢ =1 (mod 4) (on a alors f = 1). Si par
contre g = 3 (mod 4), soit 2” la contribution de 2 a ¢+ 1; la contribution
de 2 a ¢* — 1 est alors 2v@+v'-1 On conclut de 13 que, si P’ est un nombre
Dremier qui divise q — 1, et si p' est la contribution de p' & [W] lordre d'un
groupe de Sylow de G pour p’ est p’™*" ,0u p'° est la contribution de p’ & q — 1
dans le cas 0 ou bien p' >2oubeinp =2 et q=1 (mod 4) el est la contribution
de2 & 1/2Xg+ 1) sip =2qg= —1 (mod 4).

Le quotient 28/% étant isomorphe au groupe de Weyl, on en déduit que,
sip >2o0usip =2 g+1=%0 (mod 8), et si p’ divise g — 1, tout groupe de
Sylow de 98 pour p’ est aussi un groupe de Sylow de G pour 2’.

$IV. Etude d’un sous-groupe distingue de G

Nous aurons fréquemment a nous servir dans ce qui suit des propriétés
du groupe ¥ paralléles aux propriétés déja étudiées du groupe U, dont elles
se déduisent en observant que B = w(wy)Ww(w,))~! si w, est une opération
du groupe de Weyl qui change toute racine positive en une racine négative.
En particulier, tout élément y de L se met d’une maniére et d’une seule sous
la forme y = II'_«)x,.(Tr), les racines 7 < 0 étant arrangées par ordre \de
grandeur décroissante et les 7, des éléments de K; nous poserons 7, = T,(9).
Si @ est une racine fondamentale, T-, est un homomorphisme de 8 dans le
groupe additif de K; nous désignerons son noyau par $_, On a donc 8 =
X_o8_o =B_X_, Sir est une racine < 0 distincte de — q, et 7,5 des entiers
>0 tels que iz -+ jr soit racine, cette racine est négative et distincte de
— a; on en conclut que, si x € X,, on a xV_ox~! = B_,, doti XV, = V_oX,.
Pour tout k£ >0, les éléments y € L tels que T,(y) =0 pour toute racine
7 < 0 telle que — 7 soit de hauteur < k2 forment un sousgroupe distingué B,
de B, et le commutateur d’un élément de B, et d'un élément de ;s est
dans 8B,.,». L’ensemble BH = HB est un groupe; c’est le normalisateur de B
dans G.

Nous désignerons par G’ le sous-groupe de G engendré par U et 8.
Rappelons que les éléments de $ sont les applications définies par les
formules H, > H,, X,.-> X(r)X, (pour toute racine ), olt X est un homomor-
phisme quelconque du groupe P, des racines dans le groupe multiplicatif
K* des éléments = 0 de K. Nous désignerons par &’ le groupe des éléments
de $ qui correspondent a des homomorphismes X qui peuvent se prolonger
en des homomorphismes du groupe P de tous les poids de représentations
de g; dans K*, Le groupe P, est un sous-groupe d’indice fini de P; si j est
cet indice, la puissance jiéme de tout élément de § est dans &'. Si K est
algébriquement clos, on a manifestement $ = 9.

LeMME 1. S D est le groupe des matrices diagonales a'é SLZ2; K), et r
une racine quelconque, ¢.(D) est contenu dans §'. Le groupe ¢.(SL2; K)) est
rontenu dans G'. Toute classe de I8 moduio  contient un élément de G'.

Si z est un élément =0 de K, on a
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oll X, est ’homomorphisme de P, dans K* défini par X.(s) = 2°») pour toute
racine s. Cet homomorphisme se prolonge en un homomorphisme de P dans
K* qui applique tout z € P sur 2*U»); il en résulte que ¢ (D) §’. Les
notations étant celles du lemme 2, §III, ona ¢(MN) = X,, ¢ (W) = X_,; comme
SL(2; K) est engendré par N et W, on a ${(SL2; K)) = G'. On sait que ¢,
(Q) = o, est un élément de W tel que &(w,) soit la symétrie par rapport a
la racine 7; par ailleurs, cet élément appartient a G’ en vertu de ce qu'on
vient de démontrer. Comme les symétries par rapport aux racines engendrent
le groupe de Weyl, il en résulte que toute classe de 2B modulo § est
représentée par un élément de G'.

LEMME 2. Le groupe &' est contenu dans G'.

Soient a, .. .., a; les racines fondamentales. On sait qu’il y a des poids
pi de représentations de g (les poids fondamentaux) tels que pi(Hy,) = &/ 4!
=<1i,j=<1), et que ces poids forment une base du groupe P des poids (cf.
[6], Theorem 1, p.30). Soit « un élément quelconque de K* et soit X;
I’homomorphisme de P dans K* qui applique p; sur « et p; sur 1 si 74 Il
est clair que les X; » engendrent le groupe des homomorphismes de P dans
K*. 11 suffira donc de montrer que ’élément %; » de £ qui correspond a X; »
appartient 2 G'. Or on a, pour toute racine 7, X; s (7) = a% ol e; = r(Ha,);
hi,« est donc l'image de la matrice

G o)
0 a™!
par homomorphisme &®,, ce qui démontre le lemme 2.

LEMME 3. On a BHUV = G, VYUV = G

Montrons d’abord que G’ est engendré par les groupes X, X_, pour
toutes les racines fondamentales a. Soit G” le groupe engendré par les X,
et X_o. Si @ est une racine fondamentale, il résulte du fait que SL(2; K)
est engendré par N et W (cf. lemme 2, §III) que ¢.(SL(2;K)) est contenu
dans G”, donc que w, = ¢a(Q) appartient 2 G”. Or w, est dans L, et {(wa)
est la symétrie par rapport a la racine a. De plus, on sait que le groupe
de Weyl est engendré par les symétries par rapport aux racines fondamen-
tales. On en conclut que, pour toute opération w du groupe de Weyl, il y
a-un élément w € G” | T tel que ¢(w) = w. Or, soit » une racine quelconque ;
il y a une opération w du groupe de Weyl et une racine fondamentale &
telles que w(a) = r (car r appartient a au moins un systéme fondamental,
et les systémes fondamentaux sont permutés transitivement par les opérations
du groupe de Weyl). Si w € I est tel que {(w)=w, on a o X! =X,;
choisissant @ dans G”, on voit que X, G”. Les groupes Ul et B sont donc
contenus dans G”, ce qui prouve que G’ = G'.

Comme G est engendré par les groupes X, X_q (pour toutes les racines
fondamentales a) et §, et G’ par les groupes Xq X_, il suffira pour établir
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le lemme 3 de montrer que l'on a
DHUBX, = BHUYB, VHUBX_, < BHUB, BHUBH < BHUB,
VPHUBX, = BHUYB, BVHUBX_, < BH'UDB
pour toute racine fondamentale a. On a BX, = X_B_oaXa = X_aXsB_4. Soit Ua
I’ensemble des ¥ € U tels que T'as(x) = 0; onall = Xglla = UsX, et UX_o = X_,
Us. On a aussi UsXs = Xalls, puisque U, est un sous-groupe dxstmgue de U.
On a donc
BHUBX, = BHXX _(XallaB_g, BOUBX = BH' XX _oX B
Posons $, = ¢u(D), D étant le groupe des matrices diagonales de SL(2; K).
L’ensemble X,X_oX,s est contenu dans l'image par ¢, du groupe SL(Z2; K) =
NWONRN (cf. lemme 2, §III); il est donc contenu dans X_.9.%.X_,; tenant
compte de ce que X_glls = UeX_q, X o8 =B, Xalls = U, il vient
BHUBX, < BHX _ DIV, VHUBX, < BH'X _ DB,
Or on a DX a=X_oD, DX a=X_0Y, car, si h€ D, on a hX_h1=X%X_,
Par ailleurs, on a BX_4 = B, HDHs = H; de plus, Ha = (D) est contenu dans
', dot H'He = &'. On a donc
BHUBXE, < BHUYB, BHUBX, < BHUD.

Comme BX_o =B, on a VBHUBX_, = BHUY, VHUBX_ o = BHYUB. On a
VHUBH = VBHUHB = BHWYB, car, HU étant un groupe, HUH = HU. Le lemme
3 est donc démontré.

LEMME 4. Le groupe G’ est un sous-groupe distingué¢ de G, et G/G’ est
isomorphe a H/Y. Ona G N H = 8. Tout élément de G (resp.: G’) peut etre
transformé en un élément de BHU (resp.: BO'N) par un élément de V.

Le normalisateur de G’ dans G contient manifestement Ul et B ; il contient
aussi 9, car, si k€ 9, B =1, EBR-1 = V; ce normalisateur est donc G
tout entier. Comme B = HV, il résulte du lemme 3 que G = HBPUV = HG,
donc que G/G’ est isomorphe a H/(H N G’). Soit h un élément de § apparte-
nant 4 G’; on peut alors écrire, en vertu du lemme 3, 1 = yh'xy, avec ¥,¥
dans B, »’ dans § et x dans . Si I est I'élément unité de G, on a

= (h~yh) (R0 )y’
d’ott I = y(h~‘yh) (h~'R')x. 11 résulte alors du corollaire 1 au théoréme 2,
§IV que y'(h~wh), qui est dans B, est I, que k%, qui est dans &, est 7
et que x=1; puisque h="n, hestdans . Onadonc G N H =& et G/G
est isomorphe a 9H/9. SiyveB, reH,xcll, ¥y € B, on a yOhay)y 1 =
(¥Y¥)hx, ce qui achéve de démontrer le lemme 4.

Nous désignerons dans ce qui suit par H un sous-groupe de G tel que
zHz"! = H pour tout élément z de G’; nous supposerons que H contient au
moins un élément distinct de lidentité 7. De plus, nous supposerons a partir
de maintenant que g est simple. Dans ces conditions, il résulte immédiate-
ment du lemme 4 que H contient un élément = 7 appartenant a l’ensemble
BPU. Nous désignerons par M, I'ensemble des ¥y € B pour lesquels il existe des
éléments 7 € D et x € U tels que y2x € H. Nous nous proposons de montrer
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que, sauf dans le cas ol g est de typ= (A;) et K est un corps 2 2oua 3
éléments, on a H 1 HU = {/}. La démonstration assez longue de ce fait
proceédera par réduction a labsurde. Dans ce qui suit, nous supposerons
donc que H N HU = {7}, ce qui implique M,*{l}, et que l'on se trouve pas
dans le cas ou g est de type (A,) et K a moins de 4 éléments; nous nous
proposons de déduire une contradiction de ces hypothéses.

LEMME 5. Supposons que HN HU = {I}. Si y € WM, il existe des éléments
uniquement determinés h de $ et x de 1 tels que yhx € H; nous poserons 1(y)
=h, E0) =% M, est un groupe; n est un homomorphisme de M, dans , et
on a, pour 3,y €My, EW-9)=n0ED) EYN YN Si W€, on a
Ryh' -t € My et n(kyn'~Y) = n0y), EWYR ') = REYW L

Soient ¥,y des éléments de B, &, ' das éléments dz § et x, x des
€léments de U tels que yhx et y'h'x’ soient dans H. L’élément yhv(Yh'x')!
est alors dans H, et il en est de méme de son transformé par ' -!, qui est
(V' ~)hh' 1) (W(xx'~1)W'-1); on a donc ¥ -y € M, ce qui montce que NM; est
un groupe. Si y =9, il résulte de caque HN YU = {/} que I = h, ' = x,
et la premiére assertion du lemme est démontrée. Comme & est commutatif,
7 est un homomorphisme ; la formule qui donne &'-'y) résulte immédiatement
de la forme que nous avons donnée a (¥ix) (¥'h'x’)-). Soit maintenant &’ un
élément de &', donc de G'; alors R/(yn(¥)E(¥))W - est dans H; or cet élément
s’écrit

(Ryh' =YW y)k' ~1) (WE@)W 1),
ce qui démontre les derniéres assertions du lemme.
Nous désignerons par M le noyau de I'homomorphisme z de M, dans .

LEMME 6. Si K est de caractéristique p >0, tout élement de B est d’ordre
Sini égal & une puissance de p.

Si 7 est une racine et £ € K, on a (x(#))” = x{(pt) = 1. Pour tout entier
k>0, B,/B,. est isomorphe au produit des groupes X, pour les racines
r < 0 telles que — 7 soit de hauteur k; tout élément distinct de I’élément
unité de ce groupe est donc d’orde p, ce qui démontre le lemme 6.

LEMME 7. Supposons que H N YU = {I}; on a alors M * {I}.

Si K est de caractéristique p > 0, tout élément de M,/M est d’ordre fini
égal a une puissance de p. Soit par ailleurs X un homomorphisme de P,
dans le groupe multpilicatif K* des éléments += 0 de K. S'il existe un e =0
tel que (X(r))*" =1 pour toute racine r, on a déja X(r) =1; $ mne contient
donc aucun élément = 7 dont l'ordre soit une puissance de p. Comme T,/IM
est isomorphe a un sous-groupe de §, on a dans ce cas M =M, == {I}.

Considérons maintenant le cas oit K est de caractéristique 0. Soit ¥ un
élément =7 de M, et soit » une racine telle que T(¥) 0. Si X est un
homomorphisme du groupe P des poids dans K*, et &’ I’élément correspondant
de &, on a T (WyW-1) = X(»)T,(¥). Or on peut choisir X de telle maniére
que X(r) = 1. On sait en effet par la théorie des diviseurs élémentaires qu’il
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existe une base de P contenant un élément w tel que » puisse se mettre sous
la forme dw, d étant un entier == 0. Puisque K est de caractéristique 0, il y
a un élément « de K* tel que a® == 1; or, w faisant partie d'une base de P,
il y a un homorphisme de P dans K* tel que X(w) = a, d’ou X(7) = at == 1.
Soit donc A’ un élément de &’ tel que A'yA'~! +y; il résulte alors du lemme
5 que W'yn'-1y-1 est un élément == I de*IN.

LeEMME 8° Supposons que H N YU = {I}. L'application y > (€ (¥))~! induit
un monomorphisme de M dans .

11 résulte immédiatement du lemme 5 que cette application induit un
homomorphisme de M dans . Soit ¥ un élément du noyau de cet homomor-
phismz; on a donc y € HN Y. Or, il y a une opération du groupe de Weyl
qui change toute racine négative en une racine positive. Il résulte donc du
lemme 1 qu’il y a un élément w € G’ tel que 0Bw ! = U, dou wywo-! € HNU;
ceci montre que y = 1I.

LEMME 9. Soient a une racine fondamentale et t un élément =0 de K. Si

un élément x € U commute avec x4t)(resp.: avec x-ot)), on a THx) =0 pour

toute racine r >0 telle qu'il ¥ ait un élément de X, qui ne commute pas avec
tous les éléments de Xq (resp.: de X_s).

Nous commencerons par établir que Tu(x) = 0 si x commute avec x_q(2).
Puisque @ est une racine fondamentale, nous avons x = xo(To(x))x’, ol &’ est
un élément de U tel que Tu(x’) = 0 (lemme 7, §III), et on sait que x_o(#)x'x"%
(t) € U(lemme 8, §III). Il suffira donc d’établir le résultat suivant: si T est
un élément de K tel que x_o()xa(m)x-Y(2) €U, ona 7 = 0. Or, x_ao(t)xa(T)x-}2)
est I'image par ¢4 de la matrice

(1 —iT T )
— 27 1427/,
Si tr £ 1, cette matrice se met sous la forme

(1 0) (x 0 ) (1 u)

v 1/ \0 x71) \0 1
aveC v=—(1—tr)#r, x=1—1¢r, u={0—1tr)r. Or, les images des
trois facteurs de cette décomposition sont respectivement dans ¥, dans 9
et dans lI. Comme un éjément de BHU ne peut se mettre que d’une seule

maniére sous la forme du produit d'un élément de B, d'un élément de &
et dun élément de U1 (lemme 13, §III), on en conclut que I'image par ¢. de

la matrice
G 1)
v 1

est 1’élément unité, ce qui implique v =0, d’oti7 = 0. Sitr =1, la matrice
en question se met sous la forme

(- D6 1)
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et I'image du premier facteur par ¢, est dans ll. Cette image est le produit
d’un élément de $ par wa: ce cas ne peut donc se présenter (théoréme 2,
§III). Ceci dit, nous diviserons la démonstration du lemme 9 en deux
parties, relatives aux cas oll g. n'est pas ou est de type (G:. Supposons
d’abord que ¢, ne soit pas de type (G,). Il suffira évidemment de montrer
que, si, pour un certain m >0, on a4 7,(x) =0 pour toute racine r >0 de
hauteur < m, et si x commute avec x(¢) (resp.: x-q4(f)), on a T.(x) =0 pour
toute racine r de hauteur m telle que X, contienne un élément qui ne commute
pas avec tous les éléments de ¥, (resp.: X_4). Nous poserons 7, = T\(%).

Supposons d’abord que x commute avec %(f). On a, pour toute racine r
de hauteur = m,

Xa(8)%,(7,)%, () = %73 ) %o Na 27, (mod W),
et %.+o(Nay27,) € Upsr. Comme U,41/U,ss est dans le centre de /U,y on a
xu(t)xx:l(t) =X eru+r(Na,,nt'Tr) (mOd um+2)-

Cet élément étant égal a x, il en résulte que Na, 7. = 0 pour toute racine »
de hauteur m. Si donc Na., n’est pas divisible par la caractéristique de K,
on a7, =0. Si Nay» =0, a+ 7nest pas racine, et tout élément de X, commute
avec tout élément de X, Si Ni, =0 est divisible par la caractéristique de
K, 7 — a est racine (car, sinon, N,, serait &+=1); comme g. n'est pas de type
(Gy), le seul couple d’entiers 7 > 0,7 >0 tel que #r -+ ja soit racine est (1,1)
(lemme 2, §1), et, quels que soient ¢, 7 dans K, %(#)x{(7")x'#') = %{T')rsa
(Na, ') = x,(7).

Supposons maintenant que ¥ commute avec x_4¢). Nous savons déja que
e est nul. Si 7@ on a

Z-a(B)%(Tr )2 5(2) = %,(Ty) IL i xiaes(Coy —a,2iT])

ol le produit est étendu aux couples (7, 7) tels que >0, 7 >0 et que —ia

+ jr soit une racine, arrangés dans un ordre convenable; — ia + jr est
alors = 0. Soit n le plus petit entier tel qu’il existe une racine 7 et des
entiers7 >0, 7 >0 tels que — iz + jr soit une racine de hauteur # et que
Ctj;—a,r’T,- 0. On a

x-a(t)xx:},'(t) =X ].I §sXs (2—5a+jr=sCtj;_u’rﬂT{.) (mOd 11,.+1)

ol le produit est étendu aux racines s de hauteur » et la somme aux couples.
(Z,7,7) tels que s= —ia+jr, £ >0, 7 >0, r de hauteur = m; cela résulte

du fait que, si s est de hauteur =z et si ¥ est un élément quelconque de U, x*
commute avec tout élément de X; modulo U,.;. On adonc z-m+ jr=s Cij;-alit]
=0 pour toute racine s de hauteur z. Observons maintenant que, si
n =m,s=—ia+jr, avec 1 >0, >0, 7,0, » de hauteur =m, ona j=1
si s est de hauteur n. En effet, si j était >1, on aurait j = 2,7 = 1 puisque
gc n'est pas de type (G.) (lemme 2, §I), dot 2m—1<m, m =1; mais r
serait alors une racine fondamentale, de sorte que 27 — @ ne serait pas
racinz (v est =a puisque 7, =+ 0). Comme ;=2 (lemme 2, §I), on voit que
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n>m—2. Le cas n=m—2 est impossible, car, s étant une racine de
hauteur n — 2, il n’y a qu'un seul systéme (4,7,7),Z >0,7> 0, de hauteur
= m tel que s = —ia + jr ; on devrait donc avoir C; j_a 7/ = 0, en contradi-
ction avec la définition de n. Si donc r est une racine de hauteur m telle que
7 — 2a soit racine, on a C. ;a7 = 0. Or, '7 + an’est alors pas racine (lemme
2,81) et on a par suite N_q,, = £ 1, N-gy-a = £ 2, Cs1;-qa,» = = 1 (cf. formule
(5), §III) et par suite =, = 0. Supposons maintenant que n=m—1. Si s=
—ia + r est une racine de hauteur m — 1, avec 7 >0, il n’y a qu’au plus deux
couples (7,7) tels que s = —ia+7; siln'yenaquun,onai=1s=7r—a,7r
étant une racine de hauteur m telle que » + @ ne soit pas racine; s’il y en a
deux, ce sont (1,7) et (2,7 + a), r étant une racine de hauteur 7 telle que
7 — a,7,7 + a soient racines. Dans le premier cas, ona Ci ;4,7 = N-a,7y
= 0; mais, 7 + @ n’étant pas racine, N_s,= *=1 et 7. =0. Dans le second
cas, on a

@ Cl,1; —alTr + C:a,l; —a,rtz'ra-!-r =0.

Nous avons donc 7, = 0 pour toute racine r de hauteur m telle que » — g
soit racine, mais que 7 + ¢ ne le soit pas. Montrons maintenant que, si
s=r—a s =7 —a, ol 7 sont des racines de hauteur m, tout élément de
X, commute avec tout élément de X, modulo U,... Le commutateur d’un
élément de X, et d’'un élément de X est dans U,,,_,; notre assertion est donc
vraie si 2m—2=2m+1, i.e. si m=3. Si m=2,5s et s sont des racines
fondamentales, ainsi que a; comme s+ a et s’ + a sont des racines, s+ s
ne peut en étre une (car le graphe de ¢. ne comporte aucun triangle), d’ou
jl résulte que tout élément de X; commute alors avec tout élément de X,
Par ailleurs, les éléments de X, commutent avec ceux de ll,, modulo U,.,.
Puisque E-m jr=sCij;—a,tlti = 0 pour toute racine s de hauteur m — 1, on
en conclut que

2atyre @) = x 11 (X ias s Cisi—astir)) (mod 1,,, ),

le produit étant étendu aux racines #’ de hauteur m et la somme aux
systémes (z, 7, 7) tels que — ia + jr = 7',7 >0, 7 >0,  de hauteur = m. Comme
nous l'avons vu plus haut, ceci implique j= 1. Or, supposons que 7’ soit
tel que 7’ — @ et 7 + a soient racines. Alors 7’ 4 2a n’est pas racine, et il
n’y a par suite qu'un couple (7,7) tel que » = —ia + 7, a savoir (1,7 + a).
On a donc alors C[,l;—a.r'+a7'r'+a = 0. Mais Cl,1;--a,,r'+a = N—-a,r’+a = =1 puisque
7 + 2a nest pas racine (lemme 2, §[). Oa a donc 7.4 = 0, et par suite aussi,
tenant co>mpt2 d2 la relation (1) ci-dessus, appliquée a 7/, Ci 1;-q »7r = 0.
Par ailleurs, 7 — a,7’ et 7’ -+ a étant d3s racines, le seul couple d’entiers
i>0,7>0 tels que — ia + j»’ soit racine est (1,1) (lemme 2, §I). On a donc,
quels que soient #, 7" dans K, x_- () (7)) = %(7 )20 —a(Cr 5 —ar £'7) = Zpr
('), et tout élément d2 X_, commute avec tout élément de X,». On voit donc
que, si 7 =0 pour unzracine » de hauteur m telle que » — a, 7,7 + @ soient
racines, tout élément de X, commute avec tout élément de X_, (cela ne peut
d’ailleurs se produire que si K est de caractéristique 2). Enfin, si 7 — @ n’est
pas une racine, tout élément de X, commute avec tout élément de X_,.
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Il reste 4 envisager le cas ou g. est de type (G,). Soit alors & la racine
fondamentale =+ @. Il y a a considérer séparément le cas ol & + 3z est racine
et celui ol @ + 3b est racine.

Supposons d’abord que & + 3a soit racine, et soit

X = xa(-ra)xb(n)xbm(v' b+rz)xb+2a('rb+2a)xb+3a(7'b4 3a)xzb+3a(7':b+3a)~

Supposons d’abord que x commute avec x(¢). On a

xa(t)xle(t) = xxl)+a(cl,1;q,llt7'c) (mOd u3)
et Ci ;00 = Nap= %1, doli7,=0. On a donc ’
xa(t)xxt_](t) ExXb+2a(C1,1;a,thb+a) (mod u4)

et Ci ;apra = Nap+a = = 2; 0n adonc 7p.4 = 0 si K n’est pas de caractéristique
2. Si K est de caractéristique 2, on a

%)% +a(Tora)x; ' (2) = Xosa(Tora)Xs+30(Co 10,0+t o +0) ¥ +30(C1 20,040l T o)

Xa8)%s 1 20(To42a)% T () = Xo420(To429)%5+30(C1, 1;0,+ 20 T4 22)
et %) commute aveC Xy.3a(To+3a), Xv+3a(Tor+3a). De plus, les éléments de X,z
commutent avec ceux de Xy.3, et X...34 est dans le centre de 1. En écrivant
que Tonisa(%a(B)xx7' () = Tovasa(%), il vient donc CizapsaTia=0. Or on a
Cizav4a= Msiaa: = (1/2)NosaaNssa v+2a. Le plus grand 7 tel que a — (b + @)
soit racine est 1, et le plus grand 7 tel que b + 2a — #(b + a) soit racine est
2, d’ou C) yap+a = = 3: le corps K étant de caractéristique 2, on a Tpsq =
0. Il et résulte que
xa(t)xxgl(t) = xxb+3a(cl,1;a,b+:zat7'b+za) (mod 115),
d'ott Ci 1;q,+2aTv420 = 0. Par ailleurs, on a
xa(t’)xb+2a(7’)x;](t,) = xl)+2a(7’)xb+3a(cl,1’.a,b+2a,t”7")

quels que soient #/, 7. Il en résulte que, si Ts.3. *+ 0 (ce qui ne peut d’ailleurs
se produire que si K est de caractéristique 3), tout élément de X, commute
avec tout élément de Xp.u.

Supposons maintenant que x¥ commute avec x_4(¢). Nous savons alors que
7o = 0. Tout élément de X_, commute avec tout élément de X, ou de Xz .34
Soit 3 le groupe engendré par X, Xi.a, Xsiva, X430, Xpsza; le groupe des
commutateurs de 3 est contenu dans X.,.3,, qui est dans le centre de U. Ii
résulte immédiatement de la que

Tbua(x_a(t)xx_‘;(t)) = Ta+za($\f) =+ Cl,!,—a,b+3at Tu+3a

(car x_q(t) commute avec les éléments de Xu».3a). On a Ci1;-0,043a = N-a,b+3a
= =+ 1, et par suite Ts13¢ = 0. On a donc
Tosa(X-a®)xx-42)) = Toia(%) + Ci,1; —a,ps2at Toiza.

Comme C, i;-ap+2a =12, 00 a Ty.20 =0 dans le cas ol K n'est pas de
caractéristique 2. Pour traiter le cas o, K est de caractéristique 2, on
observe que Ta+3a(X-a(t)Xp+a(To+a)X-5(¢)) = 0. Comme Tp.+30 =0, on a

T s3a( 2= 202 2Y12)) = Turrsa(X) + C, 2 -a, 04208 TF 490
d'ou Cl,-g; —a,b+2a Thiza = 0.0Orona C,,-_»; -a,h+2a = Mb+2a,-a,'1 = (1/2)Nb+2a,—a_Nb+2a'b+a

= (1/2)(%2)(x 3) = + 3; K étant de caractéristique 2, on a 7p+2¢ = 0.0n
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en déduit que

Tb(x-a(t)xx:’L(t)) = Ty(x) + Ci1; —ap+alTv4a;
or on a

x_a(t’)x,,m(q-’)x:}l(t’) = Xova (T)%(C1,i; —a,0+al’T’)
quels que soient #’ et 7'; donc, si Tv+e = 0 (ce qui ne peut se produire que si
K est de caractéristique 3), tout élément de X_, commute avec tout élément
de xb+a.

Supposons a partir de maintenant que 3b + a soit racine: soit
X = Xa(Ta)%o(T0) X0 +a(To+a) ¥ar+a(T25+a) X35+ al T35+ a) X35 +20(T30+20)
Supposons que x commute avec x(f). Les éléments de ¥, commutent avec.
ceux de xa,, xh+a, xzb+a, Xzprva. On a
Xa()xx71(2) = %%54+a(C\, ;0,08 Ts) (mod U3)
et Ciiap==%x1 dou 7, =0. On a donc
Xa()x%71(E) = X%35420(C1,1;0,30+ak T3v+a)
et Ci yas+a = *+ 1, 00 Tsea = 0.
Supposons maintenant que x commute avec X_qf). On a 7, =0, et les

éléments de X_, commutent avec ceux de X;, Xiy.q, Xspra. On a X_o(f)Xsp1sa
(T3+2a)X23(8) = Xzvr2a (Tsp+2a)¥30+a(Ch,1; —a, 334208 T30 420) €L il en résulte que

x—a(t)xx:(l,,(t) = XX (CI; 1,-a,p+al To+ra) (mod uz),

et Ci1;-ap+a = =1, d0l1 Ts+a = 0. On en conclut alors, au moyen de la relation
écrite pluS haut, que Cl,];_a,3b+2q,’7'3b+2a = O. Or on a Cl,l; —a,3b+2a = + 1, et par
suite Tap.se = 0. Le lemme 9 est donc démontré.

LEMME 10. Soient r et s des racines telles que tout élément de X, commute
avec tout élément de Xs; on a alors s(H,) = 0.

La conclusion est certainement vraie si 7 = s. Il est par ailleurs impossible
que s = —7. Supposons en effet pour un moment que tout élément de X.
commute avec tout élément de X._,. Puisque SL(2: K) est engendré par N
et N (lemme 2, § III), $,(SL2; K)) est alors abélien. Mais ce groupe contient
Pélément w, = ¢(L), et on sait que w.X,w ! = X_,, ce qui montre que ¢{SL
(2; K)) n’est pas abélien. On peut donc supposer r et s linéairement indépen-
dantes. On a alors

I = xr(l)xs(l)x;‘(l) = xs(l) Hi,jxir-v-js(.ci,j;r.sllx’)

ot le produit est étendu aux couples (7, j) d’entiers > 0 tel que ir + js soit
racine (ces couples étant rangés dans un ordre convenable), et oll 1k est
I’élément unité de K; on a donc Cijrs 1k =0 pour tout couple (7, ) (on peut
en effet munir P, d'une structure de groupe ordonné telle que 7 et s soient
>0 dans cette ordination de P, et les ir + js sont alors tous >0). En
particulier, on a N, s1x=0, et s — r est par suite racine. Si on avait s(H,)
< 0, il en résulterait que s + 2r serait aussi racine, et on aurait C;;,s =

(1/2)N;sNy r+s. Puisque s 4 27 serait racine, s — 27 ne serait pas racine, et
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on aurait Ny s = * 2, N, r+s = £ 3, Cay;rs = = 3. c’est impossible, car C, ;5.
1k et Cy,1ys. 1x Ne seraient pas tous deux nuls.

LEMME 11. Soit P le groupe des poids. Si r est une racine et u un élément
+0de K, il y a un homomorphisme X de P dans le groupe K* des éléments
+ 0 de K tel que X(r) = u*. Supposons que r et s soient des racines linéairement
indépendantes et que tout homomorphisme de P dans K* qui appliquz r sur 1
applique aussi s sur 1. On est alors dans Uun des cas suivants: a) K est un
corps a 2éléments; b) K est un corps a 3 élements, et r, s sont des racines
orthogonales; c) K est un corps a 3 elements, tout homomorphisme de P dans
K* applique s sur 1 mais il ¥ a un homomorphisme de P dans K- qui n’applique
pas v sur 1; d) K est un corps e 4 elements et g est de vun des types (A:) ou
(G2).

On peut former un systéme fondamental de racines (a, ....,a;) tel que
r=a, S=2Aa +pa, Aet p étant des entiers =0 (lemme 1, §I). Soit d le
plus grand entier > 0 tel que d-'r € P; il y a alors une base (wy, ....,w;) de

P telle que w, = d-'r. Pour tout » € K*, il y a un homomorphisme X de P
dans K* tel que Xw,) = u, d’o0 X(r) = »*. Par ailleurs, on a 2 = r(H,) =
dw,(H,); comme w,(H,) est entier, d est 1 ou 2, et la premiére assertion du

]

lemme 11 est démontrée. Posons s = 25;1 naw:, les m; étant des entiers.
SiZ>1, il y a un homomorphisme de P dans K* qui applique w; sur » et
w; sur 1 si 7 =+ j; appliquant » sur 1, il applique aussi s sur 1, d’ot ™ = 1.
Puisque 7 et s sont linéairement indépendantes, #., ....,#7; ne sont pas tous
nuls; puisque ™ =1 (f=2,.....I) pour tout » € K*, K est un corps fini;
soit ¢ le nombre de ses éléments. Les 7;(z > 1) sont divisibles par ¢ — 1,
d’ott s —dny = (@ — 1w, avec un w € P. Supposons que l’on ne soit pas
dans le cas @), dot g >2. On a
s(Hy) = 2md~* 4+ (¢ — Dw H,), 2 = nd 'r(Hs) + (@ — Dw H).

Multipliant la premiére relation par r(H) et observant que w(H,), w(H;) sont,
entiers, il vient s(H,)r(Hs;) =4 (mod g — 1). Or on sait que »(H;)s(H,) est un
entier = 0. S'il est nul, » et s sont orthogonales, ona »(H;) =0 et 2 =(q —
Dw(H;), d’ot g =3. Si nHs)s(H,) =1, on peut supposer sans restriction de
généralité que 7(H;) et s(H,) sont égaux a — 1 (s’ils étaient égaux a 1, on

changerait s en —s). Puisque ¢ — 1 divise 3, on a ¢ =4 dans ce cas.
Montrons que l'on doit avoir 7/ = 2. S'il n’en était pas ainsi, il résulte du
fait que ¢ est simple que {a, ....,a;} contiendrait une racine, disons as,

distincte de a;, @; mais qui ne serait pas orthogonale a g, et 4 a.. Comme
a;, a: ne sont pas orthogonalss, a; serait d’ailleurs orthogonale a I'une des
racines ai, @;. Puisque g ne serait pas de type (G), celui des nombres a\(Ha),
ay(H.) qui serait + 0 serait —1 ou — 2. On aurait (s — md~'7) (Ha,) = 3w(Ha,)
=0 (mod 3), et ce nombre serait (A — md1)a\(Hz) + pax(H,,). Par ailleurs,
¢ métant pas de type (G.), p serait < 3 (lemme 2, §I), et il est clair que u = 0.
Il serait donc impossible que a,(Ha,) = 0, d’ott a@x(Hz,) = 0, A — 7,d-! = 0 (mod
3). Par ailleurs, la relation 2 — md-'7(H;) =0 (mod 3) donnerait d-'n, = 1
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(mad 3), doitA =1 (mod 3) et A =1 puisque A =0, A < 3 (lemme 2, §I). Il
en résulterait que s — 7 = pa; serait de la forme 3w’, avec w’ € P, d’ol 2u
= 3w'(H,); mais c’est impossible puisque 1 =<x < 3. Oa a donc bien /=2
dans ce cas. De plus, on vérifie tout de suite qu'une algébre de type (B.)
ne contient aucune couple de racines 7, s telles que 7(H;)s(H,) = 1; g. est donc
de type (A.) ou (G.) si s(H,)r(Hs) = 1. Sis(H,)r(Hs) =2, la relation »(H;)s(H;)
=4 (mod g — 1) donne ¢ = 3. Si on avait d =2, tout homomorphisme de P
dans K* appliquerait 7 = 2w, sur un carré, et appliquerait par suite aussi
ssur 1. Il en résulte en vertu de la premiére partie du lemme que s/2
serait dans W, donc que 7, serait pair; d !»n, serait donc entier, donc s(#,;)
serait pair, et on aurait 7(H;) = = 1; mais ceci est impossible si d = 2,
puisque 7(H;) = dw(H;). On a donc d =1, et il y a un homomorphisme de
P dans K* qui applique r sur un élément =+ 1. La relat on s(H,)r(H;) =4
(mod g — 1) exclut la possibilité que r(H;)s(H,) soit 3. Comme s(H,)r(H;) est
toujours < 3, le lemme 11 est démontré.

Ceci dit, revenons a I’étude du groupe H. On notera que, si y € M et
si a est une racine fondamentale telle que T_4%) =0, on a, pour tout { €
K, x{t)yx7'(t) € M et

Exa(t)yx7 () = x(1)EW)XT(E) 5
en effet, on sait que x(2)yx;'(¢?) € B, et lélément x.(¢)yE(y)x;(¢) est dans H,
tandisque xa(2)E(¥)x;'(t) est dans Wl. On voit de méme que, si y € M, T(EY))
=0, on a x_«tyyi() €M et

E(_a(t)yx=3(2)) = x-a($)EW)X ().

Ceci dit, soit m le plus grand entier >0 tel que MM N B, contienne un
élément y = 1. Siy € M N B, soit A(») ’ensemble des racines fondamentales
a telles que T (&) 0. Parmi tous les y€ M N B,,, ¥ = 1, choisissons en
ua, soit ¥, pour lequel le nombre d’éléments de A(y) soit le plus petit
possible; soit A l’ensemble A(,). Nous allons montrer que les racines de A
(s’il vy en a) sont mutuellement orthogonales. Soit ¢ un élément de A. Soit
# un élément de § tel que 7. X, = Xa; &' commute alors avec les éléments
de X, L’élément A'y,i'~! est dans B, N M, et EWy,H 1) = WEW)W ! (lemme
5). On a EWyl -y;%) = (E0)) \WEW)H -1, et par suite, pour toute racine
fondamentale a’,

To(ERYR 795) = TaWED)W 1) — TalE(30))-
Or, si on pose A'-Xao = X(@')Xa, le second membre est (X(a’) — 1)To (E(y)). 11
est nul si @' n'est pas dans A(¥,) et aussi si @ = a; donc A(Wy'~1y;') est
contenu dans A(y,) mais ne contient pas a. En vertu de notre choix de ¥,
czaci entraine #yh'~'y;' = I et par suite X(a') =1 pour toute racine fonda-
mentale o € A(y,). On en conclut que, si a,a’ appartiennent a A(y,), tout
homomorphisme de P dans K* qui applique l'une des racines @, & sur 1
applique aussi 'autre sur 1. Faisant alors usage du lemme 11, on voit que,
si K n’est pas un corps a 2 ou a 4 éléments, les racines a,a’, si elles sont
distinctes, sont orthogonales. Supposons maintenant que K soit de caracté-
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ristique 2. On sait que tout élément de B,/8B,., est alors d’ordre 1 ou 2,
dot 3> € B,,.,. En vertu de notre choix de m, ceci entraine yj = I, d’out (£())*?

=1, puisque ¥ > (£(»)"! est un homomorphisme. On a &©¥,)= Hw,sAxa(ta)
(mod W,), oiits = T(E()) = 0. Nous allons calculer le carré de cet élément
modulo U,. On a x%(#:) = 1. Si a,a’ sont des racines de A telles que a + @’
ne soit pas racine, %(fz) commute avec x.(f»-); dans le cas contraire, on
a Ci 1. = =1 puisque @ — & n'est pas racine, et par suite Xo(fs)¥a(fa)x7*
(t0) = Xar(ta)Xa+a (tada’) (mod U;). Tenant compte de ca que U,/U; est dans
le centre de U/U; on voit que (§(3))? est congru modulo U; au produit
des Xq:q(tater) pour tous les ensembles (pas les couples !) de racines a,da’
de A telles que a+ & soit racine. Par ailleurs, si {q,a’}, {a,a} sont
deux distincts de ces ensembles, on a @ + @’ + a; + a; en vertu de l'indépen-
dence linéaire des racines fondamentales. La relation (£(3,))* = I implique
donc qu’il n’y a aucun couple de racines a, a’ de A telles que a + @’ soit
racine, donc que les racinss de A sont mutuellement orthogonales.

Soit B l'ensemble des racines fondamentales  n’appartenant pas a A,
donc telles que Tw(&(Wy) =0. Si b€ B,t € K, on a x_,t)y,x-) € M en vertu
d’'une remarque faite plus haut. Par ailleurs, cet élément est congru a ¥,
modulo B, Comme M N By = {I}, on a x_(EWx-»(t) = 3. Nous désigne-
rons par ' l'ensemble des y € M tels que, pour tout b € B, y commute
avec x_y(t) (pour ¢ € K) et que T«&E®)=0; on a donc y, € M. Comme
I’application y - (£(»))~! est un homomorphisme de M, M’ est un sous-groupe
de M. Il résulte du lemme 8 qu’il y a un plus grand entier m' >0 tel que
M’ contienne un élément, soit y,, distinct de I et tel que E(¥,) € W,... Soit
b une racine de B. Si c est une racine fondamentale telle que T ..(¥) =0,
‘il résulte du lemme 9 que tout élément de X_, commute avec tout élément
de X_.. Si c=+=b,c est orthogonale a b; car, sinon, —b—c serait une
racine, mais non b—¢, et on aurait N_,_.= 1, dolt x_3(1) x-(1)x-i(1)
=x_(1)x_r-(x 1) (mod B;), ce qui n'est pas. Si ¢ € 4, c’est orthogonale a
toutes les racines de A autres qu’elle-méme ; elle est donc alors orthogonale
a toutes les racines fondamentales autres qu’elle-méme. Mais, g¢ étant simple,
le graphe qui lui est associé est connexe, et cette situation ne peut se
produire que si g¢ est de rang 1, donc de type (A,).

Supposons maintenant que g¢ ne soit pas de type (A;). Il résulte alors
de ce que nous venons d’établir que T-q«3) =0 pour toute racine a € A.
Nous allons voir que, si @ € A, x(1yx;'(1) appartient a . Cet élément
est dans I, puisque T_o(¥) =0, et

E(xa(1127Y(1)) = % DED)x7 (D).
Si b € B, b est distincte de @ et @ — b n’est pas une racine, d’ou il résulte

que les éléments de X_, commutent avec ceux de X,; commutant avec ¥, ils
commutent aussi avec xo(1)yx7'(1). Par ailleurs, on

2(DEW)%; (1) = EOn) (mod 11,),
Aot ToW(E@a(Ix; 1 (1)) = THEDn)) = 0. Ceci établit bien que x.(1)yx;11) € W.
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L'elément x(1)y.x;'(1)y;! est dans MM’ et son image par & est (&(%)) 'xa(1)
E@ux;'(1); comme £(3,)est dans U,,, cet élément est dans U, ... En vertu de:
la définition de m/, on a ¥y, = x(1y.x;'(1): ¥ et &») commutent donc avec.
%,(1). Par ailleurs, si b € B, y, commute avec x-,1), et il en est de méme
de &), car, Ty(&(y) etant nul, on a &) = Ex-»(1)y:x25(1)) = x-»(DE@)*5(1).
L’élément z = y,£(») est dans H. Soit R l'ensemble des racines 7 telles que-
ou bien <0, T«»)+0 ou bien » >0, T(&(»)) = 0; z appartient donc au
groupe engendré par les X, pour » € R. Par ailleurs, il résulte du lemme 9
que, si » € R, tout élément de X, commute avec tout élément de X, et avec:
tout élément de X_,, d'ou7(H,) =0, r(H,) <0 en vertu du lemme 10.

Soient a(1), .. .., a(l) les racines fondamentales. Choisissons des nombres
réels A; (1 <i=<1) linéairement indépendants par rapport au corps des.
rationnels et tels que A\; >0 si a(z) € A, A\ <0 si a(d) € B (ce qui est evide-
mment possible). Si # est un élément =0 du groupe P, engendré par les.
racines, les u(Hau:) sont des entiers non tous nuls, et par suite 2:=1 New(Hacry)
= flu) est un nombre réel =0. On peut définir sur P. une structure de-
groupe ordonné en prenant comme ensemble d’éléments positifs dans P,
I’ensemble des « tels que f(x) >0, il est évident que, relativement a cette
relation d’ordre sur P, les racines de l'ensemble R sont toutes positives.
Notre relation d’ordre détermine un systéme fondamental F de racines de:
g, et il y a une opération w du groupe de Weyl qui transforme F en le
systéme {a(1), ....,a(l)}. Il y a une opération o de G’ 1 I telle pue {(w) = w
(lemme 1); puisque wX,0~! = X,¢, les transformés par o des X,, € R,
sont dans U, dot wzw~! € I. Mais cet élément est aussi dans H, ce qui
nous amene a une contradiction avec I'hypothése que A N HU = {7}.

Supposons maintenant que g¢ soit de type (A4,) mais que K contienne plus
de 3 éléments. Il n’y a alors qu'une seule racine positive @, et G’ = ¢a(SL(2;.
K)).Or, le quotient de SL2; K) par son centre est simple si K contient plus
de 3 éléments ([7]). Le noyau de ¢, se compose des matrices J et — J,J étant
la matrice unité: c’est le cantre de SL2; K), et il en résulte que G’ est.
simple. Le groupe H (| G’ est = {I}, car, si y € M, yE(y) appartient a H et
a4 X_,X,cG';on adonc HN G = G’, en contradiction avec '’hypothése que
H N DU = {I}. Cette derniére hypothése est donc fausse.

LEMME 12. Sauf dans le cas o% ¢, est de typz (A) et K a au plus 3.
elements, H contient un element = I du centre de 1.

Soit Zxun élément = Ide H N HU, avec € O, x € ll. Supposons d’abord.
que 2 += /1 Il y a alors au moins une racine 7 telle que A-X, = cX, avec un
¢+1 Comme h-X_,=c"'X_, on peut supposer r >0. On a r ix(1)h =
x%{(c~!) et par suite %(1)kx(1) = hx{c™* — 1). L’élément x,(1)hxx7'(1) appartient
a H; il est égal a hx(c™! — 1) (%(1)xx7'(1)). Or, si k est la hauteur de 7,
U,/U,.. est dans le centre de U/U;q, dott x(1)xx'(1)=2 (mod U;..). Soitx’ =
(™! — Dw{Dxx'(1); ona v’ = (¢! — 1)x (mod Uy+1), doti ' = xpuisquec! =+
1. L’élément hx étant dans H, il en est de méme de x7'x, ce qui montre
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que HN W= {I}. Soit alors m l= plus grand entier >0 tel que H N U,
.contienne un éléma=nt, soit x, distinct de /. Soit s une racine positive quel-
«conque, et soit + € K. Alors I'élément x! x,(¢)xx;'(¢) est dans H, et aussi
dans U,.; puisque U,/U,..; est dans le centre de U/U,.;. Cet élément est
donc 7, et x commute avec %(f); x est donc dans l2 centre de 1.

Soit x un élément de H appartenant au cantre de . Si s est une racine
‘telle que Ts(x) =0, et si 7 est une racine positive quelconque, tout élé nent
de X; commute avec tout élément de X, (lemme 9), d’ot s(H,) =0 (lemme 10).
Nous appellerons dominante une racine s telle que s(H,) = 0 pour toute racine
7 >0. Una telle racine est nécessirement positive; le raisonnement qu’'on
vient de faire (appliqué au cas ot H = G) montre qu’il y a au moins une
racine dominante.

LEMME 13. 1l ne peut exister plus de deux racines dominantes; si g est de
_l'un des types (A;), (D) (I = 4) ou (E))(I = 6,7 ou 8), il W'y a qu'une seule racine
dominante. Si gc est de type (G,) et si K west pas de caractéristique 3, il ny
a quune racine dominate s telle que Xs soit dans le centre de 1. S’il y a deux
racines dominantes s et s, ces racines me sonlt pas orthogonales et ont des
dongueurs différentes; si §c est de rang > 2, on peut supposer (en rangeant s, s’
dans un ordre convenable) qu’il existe une racine ¢ linéairement indépendante
de s, s’ qui possede les propribtés suivantes: s+ c est une racine, mais aucune
des combinaisons s — c¢,s + 2c 2s + ¢,s' —¢,s' + ¢ nest une racine.

Soient a(1), ....,a(l) les racines fondamentales, et soit s = 2; c:a(i) une

racine dominante, les ¢; étant des entiers = 0. On a s(Ha(j) = 2c; + zi* (a®)
(Hucp). Or, si i, j sont des indices distincts, a(7) — @(j) n’est pas une racine,
dott (a(?)) (Hajy) =0. De plus, sil>1, ilyaau moins un 7 = j tel que (a(s))
(Hup) < 0, car sinon a(j) serait orthogonale 4 toutes les autres racines
fondamentales, ce qui est impossible, g¢ étant simple. La relation s(Hu;,)
=0 montre alors que ¢; >0; il en est de m3me si / =1; les ¢; sont donc
‘tous > 0. Supposons qu’il y ait une autre racine dominante s’. On a alors
S(Hy) = 2;1 ci(a(i))(Hy.). Or, les nombres s'(Hay) sont tous = 0 et 'un d’eux
au moins est =0 (car, sinon, s/, étant orthogonale a toutes les racines
fondamentales, le serait a toutes les racines, ce qui est absurde). Il en résulte
que les (a(?))(H,) sont tous =0 et que 'un de ces nombres est >0; on a
donc s(Hw) >0, etil en résulte que s—s’ est une racine. Supposons s
et s telles que s >s, dous—s >0. On a alors s'(H;_y) =0, d’ou (s — ')
(Hy) =0 et s(Hy) = s'(Hy) = 2. On sait qu'il en résulte que la longueur de
s est strictement supérieure a celle de s’ (formule (1), §I). Par ailleurs,
.g¢ étant simple, l’ensemble des longueurs des racines a2 peut contenir
plus de deux éléments; il en résulte quil ne peut y avoir plus de 2
racines dominantes. Si g¢ est de I'un des types (A4,),(D;) (I =4) ou (E)I =
6,7 ou 8), toutes les racines ont la méme longueur, et il n’y a qu'une seule
racine dominantes. Supposons que g¢ soit de type (G,), et soient a b les
Tacines fondamentales, les racines positives étant @, b, a + b,2a + b, 3a - b, 3a
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+ 2b. 11 est clair que les éléments de X;..y» Commutent avec ceux de X, pour
toute racine r >0, donc que 3a -+ 2b est dominante. On a a(H,) = b(H») = 2,
b(Hy) = —3, a(H,) = —1; il en résulte que (2a + b) (Ha) = 1, (2a + b) (H») = 0,
donc que 2a + b est dominante. On a Napsa+s = = 3, A0 Xa(1)%Xeas(1)x;(1)
= Xpqs(DXz045 (= 3). Il en résulte que, si K n’est pas de caractéristique
X.q4+1, n'est pas dans le centre de 1.

Supposons maintenant qu’il y ait 2 racines dominantes distinctes s et s”
et que go soit de rang >2. Il y a un systéme fondamental de racines qui
contient — s’ ainsi qu’une racine s, telle que s = —As’ + ps), A et p étant des.
entiers = 0 (lemme 1,§I) On a p > 0. Si » est une racine >0, on a usy(H;) =
s(H,) + As'(H,) = 0, ce qui montre que s, est dominante. Comme s, =, on a
soy=5 A=0, u=1 Puisque g est de rang > 2, le systéme fondamental qui
contient — s’ et s contient au moins une troisiéme racine; le graphe associé-
a g¢étant connexe, il y a une racine ¢ de ce systéme qui n’est pas orthogonale
a la fois 4 s et a §’. Puisque — ¢, s, ¢ font partie d’un méme systéme fonda-
mental, ni s’ + ¢ nis — ¢ n’est une racine. Le graphe associé a g; ne contenant
aucun triangle et s, s’ n’étant pas orthogonales, ¢ est orthogonale a l’'une des.
racines s,s. Supposons que ce soit a s’. Alors s +.c est une racine mais
s’ —c¢ n’en est pas une. Par ailleurs, nous avons vu que s et s’ n’ont pas la.
méme longueur ; un examen des graphes associés aux divers types d’algébres
simples montre alors que le fait que ¢ ne soit pas orthogonale a s entraine
que ¢ et s ont m&me longueur. Il résulte alors de la formule (1), §I que c(H;)

= s(H.); le produit de ces deux nombres étant <3 (formule (3), §I) ils sont-
tous deux égaux a =+ 1; comme s — ¢ n’est pas racine, ¢(H;) = s(H;) = — 1 et

ni s + 2¢ ni 2s + ¢ n’est une racine. Si maintenant ¢ est orthogonale & s,
(—s')+ c est une racine, mais (—s’) —c n’en est pas une, on a c(H;)

=(—¢) (H)= —1, ni (—¢s)+2c ni(—2s)+ ¢ nen n’est une racine, et
s + ¢ n’est pas une racine. Remplagant ¢ par — ¢ et échangeant s et s’, on.
obtient une racine ayant les propriétés requises.

H

LEMMA 14. Supposons que lon ne soit pas dans l'un des cas suivants: 1)
ac est de type (A)\) et K a au plus 3 éléments; 2) ¢ est de type (B,) et K wa
que deux éléments. Alors il ¥y a une racine r telle que H N X, = {I}.

Sl n’y a qu'une seule racine dominante s telle que X; appartienne au.
centre de U, tout élément de H appartenant au centre de Il est dans X;.
(lemme 9). Supposons qu’il y en ait deux, soient s et s’; H contient alors
un élément de la forme x(¢)xs (') ol ¢, ' ne sont pas tous deux nuls, et il
suffit manifestement de considérer le cas ou ?## += 0. Supposons d’abord que-
K contienne plus de 2 éléments. Il est alors impossible que K soit un corps
a 4 éléments et que ¢ soit de type (G.) (lemme 13); on en déduit qu’on peut
ranger s et s’ dans un ordre tel qu’il existe un homorphisme du groupe P-
des poids dans le groupe multiplicatif K* des éléments + 0 de K qui applique
ssur 1 et s sur un élément ¢ =1 (lemme 11; on se souviendra que s,s ne-
sont pas orthogonales). Il y a donc un %' € H' tel que #W-X; = X;, WXy =
cX;. Lélament W (x(t)xs (2 )R 1 = %:(8)xs/(ct’) est dans H, et il en est de méme-
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de x((c — 1)#'), qui est == 7. Supposons maintenant que K ne contienne que 2
£l4ments et que g¢ ne soit pas dz type (B,). Alors, il résulte du lemme 13
que g¢ n2 peut étre ni du type (A.) ni du type (G.), donc que g¢ est de rang

> 2; on peut supposer qu’il ¥ a une racine ¢ telle que s + ¢ soit un= racine,
mais qu'aucune dzs combinaisons s —¢,s + 2¢ 2s + ¢,s’ — ¢,s' + ¢ ne soit une
‘racine.Ona C, y;es = Ne s = =1, et (1, 1) est le seul couple d’entiers 7 > 0,7 >0
‘tel que ic + js soit une racine. On a donc

%(Dxs(B)x' (1) = 2e(B)Xsro( = 1) = KXo 2)x:(E)
«(car (s + ¢) + s n’est pas racine). Puisque s’ -+ ¢ n’est pas racine, x(1) commute
.avec xy(t'); I'élément
%:(1) (o) ()57 (1) (Xs()2%57 ()72 = Koo 2)
.appartient 4 H, ce qui démontre le lem:ne 14.

LEMME 15. Si 7 est une racine telle que H | X, = {I}, on a X, < H.

Soit ¢ un élément + 0 de K tel que x{(2) € H. Si K n’a que deux éléments,
on a X, = {I,x(t)}; si K n’a que 3 éléments, on a X, = {7, x,(2), x7(t)}, et le
Azmme est vrai dans cas cas. Supposons que K ait plus de 3 éléments. Soit
H* l'ensemble des éléments M de SL(2; K) tels que ¢{(M)< H; comme
¢ASL2; K)) <G’ (lemme 1), .H* estunsous-groune distingué de SL(2; K). Ce
-.groupe contient au moins un élément distinct de la matrice unité appartenant
au groupz N du lemme 1, §II; il n’est donc pas dans le centre de SL(2; K).
'‘Or, 12 corps K ayant plus d23 élémants, SL(2; K) est son propre groupe
.des commutateurs et le quotient dz c2 groupe par son centre est simple ([7],
Hilftssatz 1 et Hauptsatz). Il en résulte que H* = SL2; K), ce qui démontre
de lemme 15.

Soit R I'ensemble des racines 7 telles que X, H. Si» € R et si w est
-une opération du groupe de Weyl, w(r) appartient 2 R. Il y a en effet un
£lément w € G’ 1 Y tel que {(w) = w (lemmel), et on aX,¢ = wX,0 ! < H.
.Si donc A est la longueur d’une racine de R, R contient toutes les racines
-de longueur A (lemme 5, §I). Si toutes les racines, de gc ont méme longueur,
R est l’ensemble de toutes les racines, d’od G’ < H. Supposons qu’il n’en
.soit pas ainsi. L’ensemble des racines fondamentales de longueur A est non
‘vide; il en résulte qu’il y a deux racines fondamentales a et b, de longueurs
.différentes, non orthogonales, telles que @ € R. Supposons d’abord que g¢
.ne soit pas de type (G.). Ce cas se décompose en deux suivant que b + 2a
.ou a + 2b est racine. Si b + 2a est racine, on a Ma) = Ma + b), AM(b) = NMb + 2a)
«(cf. §I,X). On a, si t,u € K,

26(8)%a(20)%; 1 #) = Xa(26)%0+a(C1, 13,0t %) %54 20(C1 20,0l 17).

‘Or on a Cl,z;b,a = Ma,b,z = (1/2) Na,bNa,a,+b = (1/2) (i‘.l) (i2) =+ 1. Comme xa
et Xa.» sont dans H, il en est de méme de X,.., et R est l’ensemble de
toutes les racines. Supposons maintenant que a -+ 2b soit racine; @ et a +
2b ont alors mé&me longueur, et il en est de méme de b et a+ 5. On a

xb(t)xa(u)xzf t) = xJ(u)xa+b(C1,l;’),atu)xl-b-ﬂb(cz,l;b,atzu)t
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et Ci;50= *+1; comme X, et X;.» sont dans H, il en est de méme de X,.»,
et R est I'ensemble de toutes les racines.

Supposons maintenant que gc soit de type (G.). Nous modifierons alors
nos conventions : au lieu de stipuler que » € A, nous supposerons que 3a +
b ont une racine. Les racines @, e + b, 2a + b sont alors de méme longueur,
et il en est de méme de b,3a + b, 3a + 2b (cf. formule (6), §I). On a

x,t(t)xb(u)x;’(t) = (%)% 1+1(C\. L;z,btu)x;n+D(C2,1;a,btzu)x31,+b(cs, |;a.,bt3u)x3z+2b(C3,::;1,bt3uz)

et Cl,l;a,b = Na,b = = 1, Cz,1;a,b = (1/2)Na,hNa,ab = =+ 1, Cs,l;m,b = (1/6)N17I)Na'q+b
Na, 26 = == 1; nous désignerons ces nombres par &, &, et &, et nous poserons
C = Cs,50. Supposons d’abord que b € R. Alors x(¢)x(2)x;(t) € H, et X314»
< H, %3100 < H. 1l en résulte que l'on a Xy n(E1tw)%210(Ext%u) € H. Si K contient
plus de deux éléments, soient Z,# des éléments distincts de K tous deux =
Q. Posons u=¢,u =1; on a alors ftu = t'uw, t?u +1t"*u'. Il en résulte que
Kzt — t*u) € H, d00 X4.4» < H en vertu du lemme 15, et R est 'ensemble
de toutes les racines. Supposons maintenant que @ € R. La formule écrite
plus haut donne %, (#)%.(2)%u(26) = % 1+(E122) % 1 t(Eat?20)%3240(Est%2) %514 5 Co02)x (2).
Elle montre que x;..u(Est%%)%s142(Ct?u?) appartient & H. Or, on a %(%)%314n
(83t3u)xl,’l(u) = x31+b(83t3u)x31+2b(8384t3u), avec & = N’),su-b = 1; de plus, xb(l)
commute avec %z.+2(Ctu?). On en conclut que %3..2(E3E,4%%) appartient a H,
et par suite que R contient toutes les racines.

Si R contient toutes les racines, H contient U et B, donc G’. Nous
avons donc dém(_)ntré le

THEOREME 3. Supposons que l'on ne soit pas dans Uun des cas sutvants: a)
K est un corps & 2 éléments, et gc est de lun des types (A)), (B.) ou (G,); b)
K est un corps a 3 élimznts, el gc est de type (A,). Alors tout sous-groupe H
de G qui contient un élément différent de I'élément wunité et qui est tel que
z2Hz"' = H pour tout z € G’ contient G'.

COROLLAIRE. Les hypotheses étant celles de théoreme 3, G’ est le groupe des
commutateurs de G el est un groupe simple.

Il est en effet clair que G’ est un groupe simple non abélien, donc
identique 4 son propre groupe des commutateurs, et par suite contenu dans
le groupe des commutateurs de G. Par ailleurs, nous avons vu (lemme 4)
.que G/G’ est isomaorphe au groupe abélien 9/, ce que G’ contient le groupe
des commutateurs de G. :

Il est facile de déterminer I'ordre de G’ dans le cas ot K est un corps
fini a g éléments. Rappelons en effet que § est isomorphe au groupe des
‘homomorphismes du groupe P, engendré par les racines dans K*(le groupe
-multiplicatif des éléments = 0 de K) qui peuvent se prolonger en des homo-
morphismes de P dans K* tandisque § est isomorphe au groupe de tous les
‘homomborphismes de P, dans K*. Or, Pet P, sont des groupes isomorphes;
JTindice de $Y dans  est donc égal a I'ordre # du groupe des homomorphismes
de P/P, dans K*. Mais le groupe P/P, est isomorphe au centre du groupe
<oympact simplement connexe correspondant au type de g.. Il est cyclique
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d’ordre I + 1 si go est de type (A4;), cyclique d’ordre-2 si gc est de l'un des
types (B)) ou (C) (I =<2), cyclique d’ordre 4 si g¢ est de type (D,) avec I <
4, ] impair, produit direct de 2 groupes cycliques d’ordre 2 si g¢ est de type
(Dy), 1 =4, I pair; il se réduit a son élément neutre si gc est de l'un des
types (G.), (F,) ou (Es); il est cyclique d’ordre 3 si g¢ est de type (E;), et
cyclique d’ordre 2 si g¢ est de type (E7). Le nombre # a donc les valeurs
suivantes : :
si g¢ est de type (A;), #estle p.g.c.d. del+1etdeg—1,;
si go est de type (B;), I =2 ou (C;)(! =3) ou (E7), u est 1 ou 2 suivant
que ¢ est pair ou impair;
si g¢ est de type (D;), Il =4, impair, # =1 si g est pair, u=2si ¢g=3
(mod 4), =4 si g=1 (mod 4);
si gr est de type (D)), I =4, pair, # =1 si g est pair, # =4 si g est
impair ;
si g¢ est de type (Ey), #
si g=1 (mod 3);
si g¢ est de type (E7), # =1 si g est pair, #» =2 si g est impair;
si g¢ est de I'un des types (G.), (Fy) ou (Es), u = 1.
Tenant compte de la formule que nous avons donnée pour l'ordre de G,
on voit que l'ordre de G’ est

uig" Il (®—1)

ol IV est le nombre des racines > 0 tandisque a(z) sont les entiers tels que

1

1 sigestcongrualoua—1(mod3), =3

le polynome de Poincaré d'un groupe compact du type de g¢ soit

I @ -.

Rappelons que ces entiers ont les valeurs suivantes:

si g¢ est de type (4y), 2,3,....,;
si go est de I'un des types (B;) ou (C)), 2,4, ....,21;
si go est de type (D), 1=4,2,4,....,21 -2/1;

si g¢ est de type (Es): 2,5,6,8,9,12;

si g¢ est de type (E7): 2,6,8,10,12,14,18;

si g¢ est de type (Es): 2,8,12,14, 18,20, 24, 30;
si gc est de type (F}): 2,6,8,12;

si g¢ est de type (G»): 2, 6.

$V. Quelques questions non résolues.

Nous indiquons ici quelques questions non résolues qui se posent a
propos des résultats que nous avons exposés dans ce mémoire.

1. Il ne fait guére de doute que notre méthode, appliquée aux groupes
classiques, conduise aux groupes simples déja étudiés par Dickson et Dieu-
donné. D’une maniére plus précise, le groupe simple G’ que nous avons
défini s’identifie presque certainement, dans le cas des groupes classiques,
aux groupes suivants:
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a) si gc est de type(A4;), au groupe projectif spécial d’'un espace projec-
tif de dimension / sur K (I étant > 1 si K n’a que 2 ou 3 éléments):

b) si go est de type (B;), au groune des commutateurs du groupe
projectif orthogonal d’une forme quadratique en 2/ + 1 varaibles a coefficients
dans K d’indice maximal / ({ =2, et I =3 si K n’a que 2 éléments);

c) si g¢ est de type (C;), au quotient par son centre du groupe symplec-
tique a 2! variables a coefficients dans K (I = 3);

d) si ge est de type (D;), au groupe des commutateurs du groupe pro-
jectif orthogonal d’une forme quadratique a 2/ variables a coefficients dans
K d’indice maximal [ (I = 4).

D’une maniére générale, si L est un groupe linéaire complexe quelconque
dont I’algébre de Lie est isomorphe a g¢ il conviendrait d’étudier dans quel
cas on peut associer a L un groupe linéaire Lk défini sur un corps K quel-
conque et tel que G’ soit isomorphe au groupe des commutateurs du quotient
de L par son centre.

2. 11 conviendrait d’établir que les groupes G’ relatifs soit a des algébres
de Lie simples g¢ non isomorphes entre elles soit a des corps de base K
différents ne sont pas isomorphes entre eux (sauf en ce qui concerne les
groupes des types (B;) et (C;) sur des corps de caractéristique 2). Dans le
cas des corps de base finis, on peut pour ce faire utiliser le fait que, sauf
pour un nombre fini d’exceptions, la caractéristique de K fournit le facteur
primaire le plus grand de la décomposition de l'ordre de G’ en facteurs
premiers ; on peut montrer assez facilement ainsique les groupes exception-
nels fournissent en tous cas une infinité de groupes finis simples véritable-
ment nouveaux. Dans le cas des corps infinis de caractéristique p >0, il est
peut étre possible de se ramener au cas des corps de base finis au moyen
d’une étude systématique des éléments d’ordres finis de G’. Mais il serait
en tout état de cause préférable de trouver des méthodes plus intrinséques,
du genre de celles développées par Dieudonné, pour séparer les uns des
autres les groupes G’ des divers types.

3. Si K est un corps infini, le groupe G que nous avons défini est
probablement toujours un groupe algébrique. Il conviendrait d’étudier son
algébre de Lie et notamment de déterminer dans quels cas cette algébre de
Lie est isomorphe a ¢, et dans quels cas G est la composante connexe de
I'identité dans le groupe des automorphismes de g.

4. 11 conviendrait de déterminer les groupes d’automorphismes des
groupes simples G’ que nous avons construits.

5. Le probléme le plus important, et probablement le plus difficile,
serait de généraliser Jes méthodes que nous avons employées en partant
non pas d’une algébre de Lie simple complexe g¢ mais d’une forme réelle gz
de g¢. Si on prend pour gz la forme compacte, les résultats de Dieudonné
semblent indiquer qu’il n’y a guére d’expoir d’arriver ainsi a des groupes
simples; c’est aussi le cas ol I’absence compléte d’éléments nilpotents semble
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opposer une barriére infranchissables 4 I'emploi de nos méthodes. Mais,
dans le cas des autres formes réelles, on peut espérer quil y a assez
d’éléments nilpotents pour permettre d’étendre le domaine des méthodes
que nous avons appliquées ici.
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