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IN BANACHRAUMEN. TEIL I: APPROXIMATIONSEIGENSCHAFTEN
VON EVOLUTIONSOPERATOREN*®
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1. Einfuhrung und bekannte Resultate. Gegeben sei ein komplexer
Banachraum X mit den Elementen f, g, - -, versechen mit der Norm ||, ferner
ein linearer im allgemeinen unbeschrinkter Operator A in X. Ist A abgeschlossen
und dicht definiert in X und existiert die Resolvente R(A, A)= (AM[—A)™' von A
fiir alle komplexen Zahlen A aus dem Bereich ) = {a;largh| =6,6 > #/2} und
erfiillt sie in > die Ungleichung

(1.1) IR(V Al =M/ +In]),

so erzeugt A eine Halbgruppe {exp(¢A); 0=¢<Cco} von Operatoren, die stark stetig
fir alle z€ [0, oo) ist, mit den Eigenschaften

(1.2) lexp(tA)| = Me™ (0=t < )
und
(1. 3) [Aexp(zA)| = Le™t™! 0 <t < o0).

Dabei sind M, L und 7 positive Konstanten (siche z.B.: T. Kato[15, S. 487 ff.] und
E. Hille-R. S. Phillips [12, S. 383 ff.]).

Wegen der starken Stetigkeit von exp(tA) im Punkte £=0, d.h. wegen
tlirgllexp(tA) f—Ffl=0 fiir alle fe X, konnen wir nun sagen, daB jedes Element

feX im Sinne der Norm des Raumes X von der Halbgruppe {exp(tA); 0=¢<Cco}
fir kleine ¢ approximiert wird. Man spricht deshalb auch von der Halbgruppe
{exp(tA); 0=t < oo} als einem Approximationsproze an die Identitdt I im starken
Sinne.

*) Dies ist der erste Teil der Dissertation des Autors vom Dezember 1969 an der RWTH Aachen.



EVOLUTIONSGLEICHUNGEN IN BANACHRAUMEN 567

In einer Reihe von Arbeiten ist nun insbesondere von P.L. Butzer und
H.Berens das Verhalten der GroBen |exp(tA)f—fl und [Aexp(tA)f] in
Abhingigkeit von f beim Grenziibergang #—0+ diskutiert worden. Diese
Untersuchungen sind sowohl mit Mitteln der klassischen Funktionalanalysis als auch
im Rahmen der Theorie der intermedidiren Riume in der von J. Peetre entwickelten
Form durchgefiihrt worden. Grundlegend waren dabei die Arbeiten von P. L. Butzer
(siehe [4], [5], [6] sowie P.L.Butzer-H. Berens [7] und die dort zitierte Literatur).
Das folgende Resultat, das P.L. Butzer [4] im Jahre 1956 zuerst bewiesen hat, war
Ausgangspunkt vieler weiterer Untersuchungen :

Ist X reflexiv, so sind fiir ein fe X die Aussagen

i) lexp(tA)f—fIl=0() (t—0+)
und
ii) feD(A)

dquivalent. (D(A) ist Definitionsbereich von A). Aus
lexp(tA) f—fll =olt) (£—0+)

folgt stets exp(tA)f=f fir alle t =0, gleichgiiltig ob X reflexiv ist oder
nicht.

Dieses Theorem zeigt, da3 Halbgruppen von Operatoren in ihrem Approxima-
tionsverhalten eine Besonderheit aufweisen, die nach J.Favard unter dem Namen
Saturation bekannt ist. Dies bedeutet, daB fiir ein Element f< X- abgesehen von
gewissen “trivialen” Elementen aus X- der Ausdruck |exp(zA)f—fIl hochstens mit
der Ordnung O(t) gegen Null strebt fiir #—0+. Die Menge der Elemente fe¢ X,
fiir die lexp(tA)f—f| genau mit der “optimalen” Ordnung O(¢) konvergiert, hei3t
Saturations oder Favardklasse des Approximationsverfahrens {exp(tA); 0=¢ < oo}.
Wie wir aus dem eben zitierten Satz von P. L. Butzer entnehmen, fillt bei reflexivem
X die Favardklasse von {exp(tA); 0=t <co} mit D(A) zusammen. Fiir eine
eingehende Diskussion des Begriffes “Saturation” verweisen wir auf P.L.Butzer-
H. Berens [7, S .86-88].

Die Funktion u(t) = exp(tA)f ist nun bekanntlich fiir ein fest vorgegebenes
fe< X eindeutige starke Losung des Anfangswertproblems der Evolutionsgleichung

(L 4) %—Au(t)zo w(0) = £,(0 < t < o).

Dabei verstehen wir unter einer starken Losung des Problems (1.4) eine Funktion
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u=u(t) mit Werten in X, die stark stetig in 0=¢ < oo und stark stetig differenzierbar
in 0<t<oo ist und (1.4) erfiillt. (T.Kato [15, S.486 ff.], E.Hille-R.S. Phillips
[12, S.617 ff.] und P.L. Butzer-H. Berens [7, S. 60 ff.]). Die erwédhnten Approxima-
tionssdtze konnen daher interpretiert werden als Aussagen dariiber, mit welcher
Ordnung die Losung des Problems (1.4) ihren Anfangswert f in Abhdngigkeit von
dessen strukturellen Eigenschaften approximiert.

In der vorliegenden Arbeit werden nun solche approximationstheoretische Fragen
fiir starke Losungen des Anfangswertproblems allgemeinerer Evolutionsgleichungen

(1.5) j—;‘ —Alult) = Flt) (0<t=T,T>0)

u(0) = f, fe X

beleuchtet, wobei also jetzt im Gegensatz zu (1.4) A von ¢ abhingig ist und die
Differentialgleichung das inhomogene Glied F(¢) besitzt.

Existenz-und Eindeutigkeitssiitze fiir das Problem (1.5) sind von mehreren
Autoren unter verschiedenen Bedingungen an A(t) und F(¢) aufgestellt worden.
Fiir einen diesbeziiglichen Uberblick verweisen wir auf V.V.Nemytskii-M. M.
Vainberg-R. S. Gusarova [21], S.G.Krejn [16], T.Kato [13, 14], K. Yosida [30,
Kap. XIV] und R. W. Carroll [9]. Wir betrachten in dieser Arbeit nur starke
Losungen des Problems (1.5) und sprechen deshalb auch kurz von “Ldsungen”.
Dadurch werden verallgemeinerte oder schwache Losungen, wie sie z. B. J. L. Lions
[18] fiir das Problem (1.5) im Hilbertraum untersucht hat, im allgemeinen nicht
mit erfaf3t.

Bei unseren Untersuchungen beschridnken wir uns auf die Losungen des Problems
(1.5), die unter den Bedingungen von H. Tanabe [26], [27], [28] und P. E. Sobolevskij
[24] sowie H. Tanabe [28] und M. Z. Solomjak [25] erhalten worden sind, weil diese
besonders zahlreiche und instruktive Anwendungsbeispiele zulassen. Die Theorie wird
im Rahmen der intermedidren Riume aufgebaut.

Wir stellen nun zunichst bekannte Resultate tiber Evolutionsgleichungen in
Banachriumen sowie iiber intermediire Rdume zusammen, soweit diese fiir unsere
Untersuchungen benétigt werden. Aus der Theorie der Evolutionsgleichungen sind
folgende Aussagen bekannt :

SATz 1.1 (H. Tanabe [28] und P. E. Sobolevskij [24]). Fiir jedes t< [0, T],
T>0, set A(t) ein linearer, abgeschlossener Operator mit D(A(¢)) dicht in
X. D(A(2)) sei unabhingig von t, und in > ={n; largn|=6,0>7/2} gelte
(1.6) RN Ae)| =M/ +(N]),

wobei M unabhingig von A und t ist. Ferner gelte fiir alle t,r,s< [0, T]
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(1.7) I(A) — A)A(s)™Y = K(s) [ e — e

fiir irgendein p mit 0<<p=<1. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten
Evolutionsoperator U(t,s) mit den folgenden Eigenschaften :

(1.8) 1) Ult,s) gehirt zu G(X)® und ist stark stetig in 0=s=t=T;

(1.9) 2) Ult,s) =Ul,nU(r,s) in 0=s=r=t=T;
Ulg,t) =1  (t€[0,T]);

(1.10) 3) Ult,s) ist stark stetig differenzierbar bezgl. t in 0=s<t=T
mit (9/2t)U(t,s) = A()U(t,s) und ||A@)U(t,s)| =C(t—s)"!
wobei C hiochstens von M, 6, K, p und T abhingt;

(1.11) 4) fiir alle fe D(A(s)) gilt in 0=s<t=T
— (9/2s)U(t, s) f= Ult, s)A(s) f**.

Zu den Voraussetzungen dieses Satzes ist zu bemerken, da3 die Konstante K(s)
in (1.7) unabhingig von s gewdhlt werden kann. (1.6) impliziert, da3 A(¢) fiir
jedes £ € [0, T'] eine stark stetige Halbgruppe von Operatoren erzeugt, welche die
Bedingungen (1.2) und (1.3) mit von # unabhéngigen Konstanten L and 7 erfiillt.
Ferner sei erwdhnt, da3 es geniigen wiirde, (1.6) fiir Re A=0 zu fordern, da sich
hieraus ndmlich durch Potenzreihenentwicklung der Resolventen (1.6) auch im
Gebiet > ergibt.

Wir vereinbaren nun fiir das Folgende, da wir unter C (nicht notwendig
gleiche) Konstanten verstehen wollen, die hochstens von M, 6, K, p, T sowie von
spiter noch auftretenden Exponenten a, 8 und v abhéngen.

Weiter bendtigen wir den folgenden Hilfssatz iiber die Konstruktion der
Operatoren U(t,s ).

LEMMA 1.2 (H.Tanabe [28] und P.E. Sobolevskij [24]). Unter den
Voraussetzungen von Satz 1.1 gilt:

(1.12) Ult,s) = exp((t — s)A(s)) + W(z,s),

Wit,s) = [ expl(t — u) A(w))Rlas, s)clu

$

wobei sich R(t,s) als Losung der Integralgleichung

¥y Mit (X) bezeichnen wir die Banachalgebra der Endomorphismen von X.
*+)  Alle in dieser Arbeit vorkommenden Ableitungen sind stets Ableitungen in der Norm des
Raumes X.
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Rz, s) — ft R,(t, u)R(u, s)\du = R,(t, s)

8

Ri(t,s) = (A(2) — Als))exp((z — 5) A(s))

(1.13)

ergibt. (1.13) kann durch eine sukzessive Approximationsmethode gelist
werden, und R(t, s) erfiillt auch

(1.14) R(t, s) — ft R(t, u)R,(u, s)du = R\(t, s),

wobei R(t,s) stark stetig in 0=s<t<T ist und dort die Ungleichung
(1.15) IRz, s)| = C(t — s)*~

erfillt.

Die Voraussetzung der Holderstetigkeit von A(z)A(s)™!, die in Formel (1.7)
von Satz 1.1 verlangt wird, kann abgeschwicht werden, wenn man eine gestérte
Gleichung betrachtet. Dazu definieren wir zundchst gebrochene Potenzen der
Operatoren-A(t). Wegen (1.6) ist folgende Definition sinnvoll (P.E. Sobolevskij
[24] und S.G. Krejn [16, S.133-158]) : Fiir & >0 setzen wir

(~ Ale)" = ) | expluAle)udu und (A" = [(~ A1)

Fiir eine allgemeinere Definition gebrochener Potenzen von Halbgruppenerzeugern
siche u.a. U. Westphal [29]. Es gilt nun der folgende Stdrungssatz, der fiir nicht
von ¢ abhingiges A auf M. Z. Solomjak [25] zuriickgeht und von H. Tanabe [28]
auf die unten stehende Form verallgemeinert wurde.

SATZ 1.3 (H. Tanabe [28]). Es seien die Voraussetzungen von Satz 1.1
erfillt. Zusdtzlich gebe es fiir jedes te [0, T] einen linearen Operator B(t) in
X sowie positive Konstante B und v mit B+v <1, so daB3 die Operatoren
B(t)(—A(t)) ™ und (—A(t))B(t)(—A() " 2u @(X) gehoren und stark stetig
auf [0, T sind. Es existiert dann ein eindeutig bestimmter Evolutionsoperator
V(t,s) mit den Eigenschaften :

(1.16) 1) wund 2) wie Ult,s) in Satz 1.1;

(1.17) 3) V¢, s) ist stark stetig differenzierbar bzgl. t in 0=s<t=T mit
(0/0t)V(t,s) = (A(t)+B())V (¢, 5) und [(8/2t)V (¢, s)| =Clt—s)7",
AV )| =Clt—s)"", 1BV =Clt—s)~";



EVOLUTIONSGLEICHUNGEN IN BANACHRAUMEN 571

(1.18) 4) fir alle fe D(A(s)+ B(s)) gilt in 0=s<t=T
— (0/05)V(t,s) f = V(¢ s)(A(s) + B(s)) f -

Aus der Theorie der intermedidren R&ume bendtigen wir die folgenden
Begriffsbildungen : Es seien X, und X, zwei Banachridume, die derart in einem
linearen Hausdorffraum X enthalten sind, daf} die Identitdtsabbildung von X; (=1, 2)
in X stetig ist. Wir schreiben dafiir X;C X (¢=1, 2). Man kann zeigen (siehe z. B.
P.L. Butzer-H. Berens [7, S.165]), daB die algebraische Summe X,+X, (d. h. die
Menge aller Elemente fe¢X der Form f=f,+f, fi€X,, f:€X,) und der
Durchschnitt X, N X, unter der Norm || f]x,+x, =f_i}1£f(llf lx,+ 1 f2llx)* bzw.| flx.nx,

=max(|| |, | flx,) Banachrdume bilden, fiir die gilt
X, nX,cX;cX, +X,cX¥  (:=1,2).
Jeder Banachraum X c %, der die Relation
X, nX,cXcX, +X,

erfiillt, hei3t intermedidrer Raum von X; und X,. Es gibt zahlreiche Methoden
zur Erzeugung von intermedidren Réumen (siehe z. B. J. Peetre [22], N. Aronszajn-
E. Gagliardo [1] und J.L. Lions-J. Peetre [19]). Wir benutzen die K-Ré&ume, die
von J.Peetre [22] konstruiert worden sind und die wie folgt erkldrt sind: Wir
definieren auf X,+ X, die Funktionennorm

(119 K(t5 f) = inf (If Ix+elfals)  (0<t<o0).

Unter (X,, Xu)o,g:x, — 00 <0 < +00, 1 =g = oo, verstehen wir nun die Menge der

Elemente fe X +X,, fiir dief (t°K(t; f))dt/t < oo, 1=g< oo, bzw. wes sup
0

(t"K(t; f))<oo, g=o0, ist. Fiir 0<f <1, 1=qg<<oo bzw. 0<#=1, g=00 wird
unter der Norm

(1.20) 1 locx = {{f Kl a1 g<e)
wes sup t°K(t; f)) (q = o)

(X,, X,)s.q:x €in intermedidrer Raum von X, und X2
Eine wichtige Rolle spielt in unseren Uberlegungen noch der Begriff

*) |f/x, bedeutet die Norm des Elementes f beziiglich des Raumes Xi.
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der relativen Vervollstindigung, der von E.Gagliardo [10] stammt und dessen
Bedeutung in der Saturationstheorie von H. Berens [3] erkannt wurde. Die “relative
Vervollstdndigung” ist folgendermaBen erklért : Es sei Y ein normalisierter Banach-
unterraum von X (d. h. es gilt fiir alle f¢ Y | f]x=|fly), dann verstehen wir unter
der relativen Vervollstindigung Y* von Y beziiglich X die Menge aller Elemente
feX, die in der X-AbschlieBung einer beliebigen Y-beschrénkten Kugel liegen;
d. h. es ist fe Y%genau dann, wenn es ein R >0 und eine Folge {f,}i.¢Y gibt,
so daB | fuly=R fir n=1,2,- -+ und Limen“fo =0 gilt.

Das folgende Theorem stellt u. a. einen Zusammenhang zwischen den K-Rédumen
und der “relativen Vervollstdndigung” her.

SATZ 1.4. Ist Y ein normalisierter Banachunterraum von X, so ist unter
der Norm

|flgx=inf{ sup | fulls (ful €Y mit fu— f in X}
Y* ein intermedidrer Raum von X und Y mit den Eigenschaften
i) Y= (X, Y)yen®

i) Y*=VY, falls Y reflexiv ist.

Den Beweis der Banachraumeigenschaft von Y* und den Beweis von ii) findet
man bei. N. Aronszajn-E. Gagliardo [1]; Aussage i) ist in H. Berens [3] bewiesen.

Wie schon gesagt, betrachten wir in dieser Arbeit das Verhalten der
GroBe |u(t; f)—f| beim Grenziibergang t—0+, wenn u(¢; f) Losung des
Anfangswertproblems (1.5) ist. Die Ergebnisse gliedern sich in zwei Teile. In Teil I
untersuchen wir die Operatoren U(t, s) bzw. V/(¢,s) (mit der Stérung B(¢)), die
dem homogenen Problem (1.5) entsprechen, und in Teil II den inhomogenen Fall
zusammen mit hoheren Ableitungen von u(¢; f) sowie Anwendungsbeispiele. Wir
werden zeigen, daB sich in beiden Fillen |u(t; f)—f| fiir £—0+ im wesentlichen
so verhidlt wie |exp(tA(0))f—f| fir £—0+, wobei ja exp(tA(0))f Losung
des Anfangswertproblems (1.4) ist. Dies bedeutet, da die Approximation an
die Identitit eine Invariante beim Ubergang von (1.4) zu (1.5) ist, falls die
beiden Differentialgleichungen in der erwihnten Weise zueinander in Beziehung
stehen. Ein erster Schritt zur Beantwortung der Frage, inwieweit Losungen des
Anfangswertproblems (1.4) in ihrem Approximationsverhalten stabil (im Sinne von
Hille-Phillips[12, S. 388]) gegeniiber Stdrungen sind, wurde in der Arbeit [8] von

*) Das Zeichen “=’ besagt, daB die Riume gleich sind und #quivalente Normen haben.
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P.L. Butzer und W. Kohnen getan. Darin wurde gezeigt, daf3 zwei beliebige in
0=¢<<oo stark stetige Halbgruppen {exp(tA); 0=t<<oo} und {exp(tA’); 0=t<<oo}
dasselbe Approximationsverhalten aufweisen, wenn die Definitionsbereiche D(A) und
D(A’) ihrer Erzeuger zusammenfallen. Die entscheidenen iiber dieses Resultat
hinausgehenden Ergebnisse der vorliegenden Arbeit bestehen nun im wesentlichen
darin, daf3 das Approximationsverhalten nicht nur gegeniiber einer ortsabhingigen
Storung, sondern auch gegeniiber einer hinreichend “glatten” zeitabhéingigen Stérung
stabil ist. Das Approximationsverhalten einer Schar von Operatoren, die ebenfalls
selbst keine Halbgruppe bildet, jedoch durch St6érung einer Halbgruppe entstanden
ist, wird auch in einer Arbeit von J.Lofstrém [20] betrachtet. Diese Operatorschar
hat aber keinerlei Bezug zur Differentialgleichung (1.5).

Im einzelnen untersuchen wir in Teil I dieser Arbeit zundchst die Operatoren
Ult,s) aus Satz 1.1 und zeigen u.a., daf sie fiir £— s+ dasselbe Approximations-
verhalten aufweisen wie die Operatoren exp(tA(s)) fiir ¢—0+. Satz 2.12 stellt
das diesbeziiglich wichtigste Resultat dar. Im darauffolgenden Abschnitt kdnnen
wir dann, auf den Ergebnissen des Vorangegangenen aufbauend, die Frage der
“Approximationsinvarianz” zwischen den Operatoren V(¢,s) aus Satz 1.3 und
exp(tA(s)) im wesentlichen positiv beantworten (Satz 3. 7).

Im zweiten Teil dieser Arbeit werden die in Teil I erzielten Ergebnisse zunichst
dazu benutzt, die oben erwihnten Approximationsaussagen fiir Losungen u(¢; f)
von (1.5) im inhomogenen Fall zu gewinnen. Mit Hilfe dieser Resultate untersuchen
wir dann das Anfangswertverhalten von konkreten Differentialgleichungsproblemen
vom parabolischen Typ, die physikalische Ausgleichsvorginge beschreiben, wie z. B.
Phinomene der Wirmeleitung, der elektrischen Leitfdhigkeit und der Diffu-
sion. Bezogen auf solche Ausgleichsvorgdnge sind unsere Resultate interpret-
ierbar als Beschreibung der EinfluBnahme einer wohlbestimmten Stdrung auf den
Ausgleichsvorgang.

Der Autor mochte Herrn Professor Dr. P.L. Butzer seinen tiefempfundenen Dank
aussprechen fiir die freundlichen Ratschldge und die wohlwollende Unterstiitzung
wihrend der Fertigstellung dieser Arbeit. Ferner dankt er Frl. Dr. U. Westphal
fiir manchen kritischen Hinweis und Verbesserungsvorschlag.

2. Approximationssitze fiir die Operatoren U (¢, 8)*. Gegeben sei die Schar
der Operatoren A(a), 0=a=T, sowie der Evolutionsoperator U(z,s) aus Satz 1. 1.
Da ja fiir jedes feste a<[0, 7] A(a) Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe
{exp(tA(a)); 0=¢< oo} von Operatoren ist, kdnnen wir die in Butzer-Berens [7,
Chapter IIT] mittels der Theorie der intermedidren Rdume gemachten Approxima-
tionsaussagen {iber Halbgruppenoperatoren unmittelbar anwenden: Fiir jedes feste
a<[0,T) bilden die Teilmengen von X, fiir die

*)  Teilresultate dieses Abschnittes bildeten den Inhalt eines Vortrages, den der Autor wihrend
der Jahrestagung 1969 der Deutschen Mathematiker-Vereinigung am 22. September 1969 in
Darmstadt gehalten hat.
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T 1/q
21 [Flaese = {I!fl|+{ [ e essteatans—sivare} " n=g<eo,0<a<)
1£1+ sup (¢ lexp(eAla)) f=f1)  (g=o0,0<a=1)

endlich ist, unter diesen Normen Banachriume, die wir mit X. . 4@ bezeichnen.
Mit X g 4@ bezeichnen wir analog die Unterrdume von X, fiir deren Elemente

2.2) | fu;,q;m):{”f I+ fo (-] Ala)exp (¢A(a)) £ ) "dt/t} (1=g< o0, 0<a<1)
171+ sup ("I Ala)exp(zA(a)) f1) (g =0, 0<a=1)

endlich ist. Auch diese Rédume sind unter den angegebenen Normen Banachunterrdume
von X. Ein wichtiges Ergebnis aus der Approximationstheorie von Halbgruppen von
Operatoren, das H. Berens [2] zuerst bewiesen hat, ist die Relation

(2- 3) Xa,q; A(a) = X; q; A(a) -*)

Wir betrachten nun in Verallgemeinerung der Raume X440 bzw. Xe g aa)
fiir ein festes a< [0, T) und ein festes reelles a die folgenden Teilmengen von X:

28 X = {{frfe X, [ (t=a) 10 @) f~F)'de/(e~a) <oo} (1=g <o)
(f: feX, sup((t=a) 10l @) f~F1) < oo} (g=co)
sowie

(2. 5) Xn,q;U(a)—{' fe Xf t a —a”A t “ f” th/ t a) 00} (1§q<00)
{f: feX, Jsup (£ a)" " A@)U(¢, a) f) < oo} (q=00)

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, daf3 diese Mengen unter einer geeigneten Norm
intermedidire Rdume von X und D(A(a))(D(A(a)) versechen mit der Graphennorm
| flbca@y = F 1+ A(@)fI) sind und ferner, daB3 fiir beliebige a,b,c,d < [0, T)
(2.6) Xag; a0 = Xeagsvoy = Xagvr = Xog; @

gilt ; dariiberhinaus zeigen wir, da3 fiir jedes feste a< [0, T) das Approximations-

*Y In [2], [7] und [23] werden etwas modifizierte Rdume betrachtet; dort lduft die Integrations-
variable nicht von 0 bis 7, sondern von 0 bis eo. Trivialerweise sind die dort betrachteten
Riume den unseren #quivalent.
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verfahren {U(t, a); t—a+} die Saturationseigenschaft besitzt.

Man iiberzeugt sich leicht davon, daf3 in dem Spezialfall A(z) = A(a) fiir alle
te[0,T], ac[0,T) fest, U(t, a) = exp((t—a)A(a)) ist. Durch Substitution in den
Integralen in (2.4) und (2.5) erkennt man dann, daB in diesem Spezialfall
die Réume X, 4@ mit den Riumen X, ,p@ und die Rdume X g ) mit den
Riumen X ,vw) zusammenfallen, die Relation X. g0 =X qv@ also eine direkte
Verallgemeinerung von (2. 3) ist.

Die Beweise der nun folgenden Aussagen fithren wir stets nur fiir den Fall
a =0. Fiir die anderen Werte von a< (0, T') lassen sie sich ganz analog iibertragen.

LEMMA 2.1. Fir 1=q=o0, —co <a< +oo sind unter den Normen

1/q

@7 1 flanvw = ufn+{ [ te-aive a)f—fl\)ﬂdt/(t-a)}

bzw.

1/q

28  flherw = 11+ | [ (€= aria@U G af1atte - )

(die Modifikation im Falle q=co ist evident) die Riume X, 4v( bzw. Xa gvw
fiir jedes feste a< [0, T) Banachriume.

BEWEIS. Daf3 die Riume X.,uw bzw. Xisvwe unter den angegebenen
Normen die Axiome eines normierten Raumes erfiillen, verifiziert man ohne
Schwierigkeit. Wir miissen also noch die Vollstdndigkeit zeigen. Sei {f,}m-. eine
Cauchyfolge in Xa 4 v0) so folgt wegen der Vollstindigkeit von X, daB3 es ein fe X
gibt, so daB lnim\l Sa—F =0 ist. Wegen der Vollsténdigkeit der Rédume B,((0, T);

X; dt/t)(B,((0, T); X; dt/t) ist der Raum der beziiglich des Haarschen Mafes
dt/t auf (0,T) zur g-ten Potenz im Bochnerschen Sinne integrierbaren bzw.
wesentlich beschrinkten Funktionen; siehe Hille-Phillips [12, S.88 f.]) gibt es eine
Funktion g(¢) € B,, so daB

T 1/q
1imU (U2, 0) fu — Fu— 9(2)]]) ”dt/t} =0

n—ro0

bzw. lim wes sup (U, 0) fo—Sfn— =0 ist. Im Falle g=c0 entnimmt man

n—o0

hieraus sofort daB g(t)=U(t,0) f—ff i. auf (0, T') gilt. Im Falle 1=q < o folgt
zunichst, daB es eine Teilfolge {f,,}521 von { fo}7-1 gibt, fiir die lim[|U(z, 0) fo,—f%,|

=| g(?)| fiir fast alle £¢ (0, T') gilt. Hieraus gewinnt man nun, daB auch im Falle
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1=g<oo g(t)=U(¢,0)f—f f. 1. auf (0,T) erfiillt ist. Damit ist die Vollsténdigkeit
der Riume X.,u@ gezeigt. Die Vollstindigkeit der Rédume X v ergibt sich
ganz analog.

Das folgende Lemma zeigt nun, daf3 die Rdume X, ;v fir 0=a<l, 1=g<co
bzw. 0=a =1, ¢ = « intermedidre Rdume von D(A(a)) und X sind.

LEMMA 2.2. Fir ac[0,7), 0=a<]1, 1=q9g<o bzw. 0=a=1, g=oo
gilt
(2 9) D(A((l))CXu,q;U(a)CX .

BEWEIS. Die Inklusion X gr0CX ist trivial. Sei fe D(A(0)), so gilt, weil
D(A(z)) unabhdngig von ¢ ist, fiir 0=s<t=7T die Gleichung Ul(t s)A(s)f
=Ul(t, s)A(s)A(0)~'A(0) f. Daraus folgt wegen (1.7), daB U(z, s)A(s)f stetig in der
Norm von X beziiglich s e [0, #] ist. Mithin erhalten wir auf Grund von (1.11)

Ult,0)f—f = —f 2 Ule,5)fds =f Ult, s)Als)f ds,

woraus sich |U(z,0)f—f || = Ct| A(0) f| ergibt. Dies liefert im Falle 1=¢q < oo
1/q Ll/ll

i = ClA0)f]

[ o —sivaef = claos| [ e-raue

und im Falle ¢ = oo
sup (+[U(t, 0)f ~ £1) = sup #~*CIA(0)f ],
woraus dann schlieBlich || fll«.ev0=C|flbpuaw, folgt.

Es sei noch bemerkt, da3 fiir a<[0,7) und B=a>0, 1=¢g= oo offenbar
die Inklusion

(2.10) Xs.60) C Xegsv(0)

erfiillt ist.

In unseren weiteren Untersuchungen wird nun der folgende Hilfssatz des 6fteren
bendtigt.

LEMMA 2.3. Fir ac[0,T), a<t=T sowie 0<a=1 und 0<p=1 gilt
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i) (t=a)=*|R@ a)f| = Clf lawaws
i) (t—a) Wit a) f] = Clf lawiaw -
BEWEIS. Es ist zunichst
R, 0) f || = £7°([(Ale) — A(0))A(0)~'[|[LA(0)exp(A(0)) £l

= Ke'™* | A(O)exp(¢A(0)) f | = K sup £~ A(O)exp(¢ A(0)) £,

also folgt [|R,(¢,0)f || = Kt*** || f |z e;:a)- Aussage 1) folgt aus dieser Ungleichung,
(1.14) und (1.15) sofort.

Aus der Abschitzung

Wi, 0)f] = / lexp((z — u) A(w)) || R(«, 0) f | du=Cet***| f la,0; 400

folgt schlieBlich Aussage ii).

Wir konnen nun den ersten wichtigen Satz beweisen.

SATZ 2.4. Fiir ac[0,T) und 0<a<l, 1=¢<oo bzw. 0<a=1, g=
gilt

(2 11) Xa.q; A(a.) = Xﬂ.q;U(a) = (X» D(A(a)»“.q;K .

BEWEIS. Die Relation X g 40 == (X, D(A(0)))a.x ist von J.Peetre bewiesen
worden. Fiir einen Beweis sei auf P.L. Butzer-H. Berens [7, S.191 ff.] verwiesen.
Es geniigt also zu zeigen, daB X g a0 = Xe.qvo gilt.Fiir die im Satz angegebenen
Werte von @ und ¢ haben wir die EinschlieBungsrelation Xe 440 C Xe o400 (siche
J.L. Lions-J. Peetre [19]). Hieraus ergibt sich wegen (2. 3)

(2.12) Xe,3:40) C X, 5400 >

woraus wir mit Lemma 2.3 [|[W (¢, 0) f | =Ct***|| f | a4y erhalten. Mit der letzten
Beziehung folgt aber sofort

(2.13) Xe 40 C Xe,qv0 -

Umgekehrt sei nun f< Xa 400 Da wir wegen (1.15) die Abschidtzung [W (2, s)]|
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=C(t—s)° haben, ist fiir alle fe X

(2. 14) lexp(eA(0))f = fI = U, 0)f — fII+ Cell fl

Hieraus entnimmt man fiir den Fall, daB a<<p/2 ist, f€ Xa g a0 Ist nun @ =p/2,
so 1483t sich eine ganze nicht negative Zahl 7, finden, so daf3

(2.15) nop + p/(ny +2) = a < (n, + 1)p + p/(n, + 2)

gilt. Damit folgt aus fe X, quv@ zundchst f€ Xuoorp/no+2,av0 - Hieraus erhalten wir
trivialerweise f € X,z qv), Woraus sich weiter wegen (2. 14) und (2.12) fe X}, w;a
ergibt. Damit gewinnen wir unter Benutzung von Lemma 2.3 fiir alle f<¢ Xa qv0)
die Abschitzung

lexp(zA(0).f = £ = U, 0).f = fIl + Ce**”| £ lop.eosa »

woraus man f€ X i,/ entnimmt. Die letzte Aussage hat aber wegen (2.12) und
Lemma 2.3 die Ungleichung

lexp(A(0))f = F1 = U, 0)f = £ + Ce**% (| f llos prs,o1a »

zur Folge, woraus wir f'€ Xs,p440) erhalten. Es ist klar, wie wir dieses Verfahren
fortzusetzen haben, so da} wir schlieBlich f'€ Xu,+p/(n042).0:40) €rhalten. Dies letztere
impliziert die Ungleichung

lexp(tA(0)).f = f1 = U (¢, 0).f — fll 4 Ceeer Do+ D] £t prnesn, =i a0 »

aus der wir dann f€ X, 440 schlieBen. Mittels Lemma 2.1 und (2. 13) ergibt sich
daraus auf Grund des Satzes von Banach iiber die Beschrinktheit des inversen
Operators die Inklusion

(2.16) Xe,a:v0 C Xa,ga -
Dies zusammen mit (2.13) liefert die Behauptung Xe 400 = Xa,g;40) -

Auf den Ridumen X, , 4@ kann fiir 0<a<l, 1=¢<o bzw. 0 <a=1, g=o0
durch

1/q

1 Vo = 171+ | [ (6 sup fesotratas £ty

(Modifikation im Falle g=oo ist evident) eine zu (2.1) dquivalente Norm eingefiihrt
werden (sieche P.L. Butzer-H. Berens [7, S.194]). Wir zeigen, daB entsprechendes
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auch fiir die Rdume X 4@ moglich ist.

SATZ 2.5. Fir 0<a<l, 1=g¢<e bzw. 0<a=1, g=oco ist auf Xeqvaw
eine zu (2.7) dquivalente Norm gegeben durch

1/q

nfn+{ [ (e=a)sup U, @) f~Fl)de/ t—a)| - (1=g <o)

(2.17) Hf”:av(m—{
I £1+ sup (=) sup |U(r, @) f— £1) (@ = o) -

BEWEIS. Aus dem Beweis von Lemma 2.2 entnimmt man, daB fiir alle
t<[0,T] und alle f< D(A(0)) die Abschédtzung |U(t, 0) f— f 1= Ct| f |l bcac) erfiillt
ist. Ferner gilt fiir alle £€[0,7] und alle feX |U(£0)f—fI=C|f]. Ist nun
feX mit f=f+f,, ficX,f.€ D(A(0)) gegeben, so erhalten wir damit

U@ 0)f—fll = C 1nf (“fl“"‘t”fzunu(o»)
Benutzen wir nun die Ungleichung

ol 1nf (1Al =+ 2l 2l peawyy = C( Sup, lexp(TA(0))f —f I+t f1)

(siehe P.L. Butzer-H. Berens [7, S.193]), deren linke Seite monoton in ¢ wichst,
so kdnnen wir

Sup [U(r, 0)f = fIl = C(sup lexp(rA(0)) £ — £ + £]L.f1)

schlieBen. Hieraus ergibt sich dann, da durch | - ||z ;40 eine zu (2.1) dquivalente
Norm auf X, 40, definiert ist, wegen Satz 2.4 die Aussage unseres Satzes.

Obwohl] fiir die Anwendungen nicht so bedeutend, betrachten wir noch der
Vollstindigkeit halber die Riume X, 4 v, fiir diejenigen Werte von a (— oo <<a <o),
iiber die in Satz 2.4 noch nichts ausgesagt ist. Mit Hilfe der Abschitzung (2.14)
ist Xo,gv@ = Xogam(l =g < o). Trivialerweise gilt fiir a <0, 1=¢g <<oco bzw.
a=0, g=oo die Aussage X v =X. Weiter haben wir:

SATZ 2.6. Fiir 1=q< o und a<[0,T) gilt
Xig40 = Xigu@ -

BEWEIS. Ist fe Xiga0), 0 folgt fe Xaque mit @<l und a+p>1. Daraus
ergibt sich mit (2.12) und Lemma 2.3
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W, 0)f1| = Ct™*|| f llzes 40
é Ctap”f”iqm(o) é Ctap”f”l.a;:i(o) H

was die Inklusion X g 40 C X1.qv0 nach sich zieht. Ist umgekehrt fe Xigvw, so
folgt f< Xa v, woraus sich mit Satz 2.4 fe Xa 40, ergibt. Die Anwendung von
(2.12), Lemma 2.3 und Satz 2.4 liefert weiter’

W, 0)f | = Ct**| f lzwrw = C&°l f gvo -
Damit ist dann aUCh X1,q;U(0)CX1,q;A(0) bewiesen.

Wir bemerken ferner, daB aus f€ Xa @ fir a=1,1=g<oc bzw. a>1,
g=oo die Aussage A(a)f=0 folgt (siche H. Berens [3, S.23 u. S.45]). Damit ist
klar, da} fiir a=1, 1=¢g< oo bzw. a.>1, ¢ = o die Riume X. sv@, “triviale”
Réume sind, nimlich die Nullrdume von A(a). Insgesamt wird dadurch offensichtlich,
da3 durch Satz 2.4 mit Ausnahme der Werte ¢ =0, 1=¢ < oo die interessanten
Ré4ume erfa3t sind.

Wir kommen nun zu einer Saturationsaussage fiir das Approximationsverfahren
{U(t,a); t—a+; ac[0,T)}, der zweiten wichtigen Aussage dieses Abschnittes.

SATZ 2.7. Fiir ac(0,T) gilt:

a) Aus |U(t,a)f—fll=o0(t—a), t—a+, folgt Ala)f=0.

b) Fiir ein feX sind die folgenden Aussagen untereinander dquivalent :
i) WUt a)f—fl = O —a) t—a+);
feD(Afa))*.

BEWEIS. a) Aus der gemachten Voraussetzung folgt, daB f € X, w;yw@. Daraus
findet man durch sukzessive Anwendung von Satz 2.4, (2.12) und Lemma 2.3 die
Abschidtzung  |W(¢,0) f || = Ct'**|| f |1, ca0- Also folgt |lexp(¢A(0))f—f | =oft
(t—0+), d. h. A(0)f=0.

b) Diese Aquivalenz ist eine unmittelbare Folge von Satz 2.4 und Satz 1.4
1), wenn wir in letzterem fiir Y den Raum D(A(a)) einsetzen.

BEMERKUNG. Ist X reflexiv, so ist auch D(A(a)) reflexiv. Mit Hilfe von
Satz 1.4 erhalten wir dann, da3 D(A(a))*= D(A(a)) ist. Bei reflexivem X kann

also die Saturationsklasse des Approximationsverfahrens {U(t, a); t—a+,a<c[0,T)}
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unmittelbar bestimmt werden, wenn die Schar der Operatoren A(f) gegeben ist.

Zu Satz 2.7 und der voranstehenden Bemerkung sind noch einige zusitzliche
Erlduterungen und Erg#inzungen angebracht.

Zunichst folgt aus A(a)f =0 natiirlich f=0. Da wegen der Endlichkeit des
Intervalls [0, T'] die Bedingung 0 € p(A(a)) (p(A(a)) ist Resolventenmenge von A(a))
unwesentlich fiir die Giiltigkeit von Satz 1.1 ist, haben wir die auch im Falle
0¢&p(A(a)) richtige Form A(a)f =0 vorgezogen (siche Teil II, Abschnitt 5 dieser
Arbeit).

Satz 2.7 besagt in Worten ausgedriickt, daf3 es Elemente fe X gibt und zwar

——

genau die Elemente fe X, die zu D(A(a))* gehdren, fiir die U(t, a) fir t—a+
die Identitdt von der bestmoglichen Ordnung approximiert. Diese bestmégliche
Ordnung ist O(¢-a). Es gibt hochstens noch “triviale” Elemente, die Elemente des
Nullraumes von A(a), fiir die wir eine bessere Approximationsordnung erwarten

konnen. Satz 2.7 besagt weiter, daf3 fiir alle Elemente fe I\)(’A—(O\))x-und nur fir
diese die Normableitung der L&sung des homogenen Problems (1.5) (F(z) =0) im
Anfangszeitpunkt # =0 des Prozesses (in der Norm) beschrinkt bleibt. Im zweiten
Teil dieser Arbeit interpretieren wir diesen Sachverhalt physikalisch an konkreten
Beispielen.

Der Kette von Approximationsverfahren, von denen bekannt ist, daB sie die
Saturationseigenschaften besitzen, wird durch Satz 2. 7 ein weiteres Glied hinzugefiigt.
Als Basis hierfiir kann das eingangs zitierte Resultat von P.L. Butzer aus dem
Jahre 1956 angesehen werden, wo er erkannte, daf3 eine beziiglich ¢ auf [0, o) stark
stetige Halbgruppe {exp (£A); 0 =¢ < oo} von Operatoren die Saturationseigenschaft
besitzt, und er gleichzeitig fiir reflexive Réume die Saturationsklasse zu D(A)
bestimmte. Der Saturationssatz von P.L. Butzer wurde dann 1960 von K. de Leeuw
[17] auf duale Halbgruppen iibertragen. SchlieBlich erkannte H. Berens [3] im Jahre
1968, indem er Satz 1.4 benutzte, da die Saturationsklasse der Halbgruppe

~———

{exp(tA); 0 =t < oo} durch D(A)* charakterisiert werden kann. Beachtet man nun,
daB3, wie eingangs erwihnt, eine holomorphe Halbgruppe eindeutige Losung des
Problems (1.4) ist, also Greenscher Operator des Problems (1.5) bei von ¢
unabhingigen “A(t)”, so erweitert Satz 2. 7 die zitierten Resultate auf den Greenschen
Operator des Problems (1.5) bei von ¢ abhéngigem “A(z)”, der jetzt keine Halbgruppe
mehr bildet.

Wir kommen nun zu dem dritten Fragenkreis dieses Abschnitts, der zunichst
einmal kurz skizziert sei: Die Charakterisierung der Réume X. g4, durch Xe g0,
d. h. die Relation (2.3), wird in der Approximationstheorie als “Charakterisierung
vom Zamanskyschen Typ” bezeichnet (vergl. H.Berens [2] und J.Peetre [23]).
Wir wollen im folgenden zeigen, daf3 auch unsere allgemeinen Riume X, 4r@ eine
Charakterisierung dieses Typs zulassen. Wir kdnnen ndmlich, wie zu Beginn dieses
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Abschnittes erwéhnt, die Relation X ;o) = X4 0,00y zeigen. Zuvor benStigen wir
noch zwei Hilfssdtze. Einen Beweis des nun folgenden ersten Hilfssatzes findet man
in H. Tanabe [28], wo dieser eine zentrale Rolle beim Beweis von Satz 1.1 spielt.

LEMMA 2.8. Fiir 0=s<t=T gelten die folgenden Aussagen:
(2.18)  A(W(,s) = f Al(t)lexp((¢ — u) A(u)) — exp((t — u) A(t))IR(w, s)du

+ lexpl(e=s) AD) = IR(, ) + [ Ale)expl(6—w) ARz, o

— R(t, s)ldu
(2.19) I A(¢)(exp((¢ — 5)A(2) — exp((£ — 5)A(s)) | = Cle—s)""",
(2. 20) AW, s)l| = Clt—s)*,

wobei 0 << p=1 ist.

LEMMA 2.9. Es gilt fiir ac[0,T), a<t=T sowie 0<a=1und 0<p=1

(t—a)AWE a) fll = Cl flewiaw -

BEWEIS: Wir gehen von (2.18) aus und schétzen die einzelnen Terme ab. Mit
Lemma 2.3 erhalten wir

(2.21) [lexp(¢A(2)) — IIR(, 0) £l = Ce*** | f |12, i a0 -
Mit (2.19) und Lemma 2.3 bekommen wir weiter

f A(t)lexpl((t — u)A(#)) — exp((t — u)A())IR(x, 0) f d"}‘f

0

(2. 22) f

|

t j

= Cl flawao [ (t—u)~ur "' du = CB(p+at, p)£** 7| f e era00 -
]

Aus der Definition von R,(t,s) folgt weiter fiir 0<u<t=T

R,(%,0) f— Ry(«,0) f

= [A(2) — Alw)]exp(tA(0)) f + [A(x) — A(0)]lexp(¢A(0) f — exp(wA(0)) f] .
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Da der letzte Term hier gleich

(Al) ~ A0)AO)" [ AO)exp (v4(0)) fdv

= (A(u) — A(0))A(0) f A(0)exp((v/2) A(0)) A(0)exp((v/2) A(0)) f dv
ist, erhalten wir also in 0 <u<t=T

IR.(6,0) = Ryfu,0) 1 = CI flimao 16 = et 4w [ ool

u

Fiir 0<a<1 ist aber

1
f v" i dv = Clu™!' — ') < Ct 'u "t — ),

u

t
und fiir =1 istf v v =Cu " t—u).

Fir 0 <a <1 liefert dies

[ Atvexp(e~ 0 A0)RE0) - R, 01 £

t
éC”f”;,x;A(o){tavlf (t - u)"“du + tp—lf u"“du}

0 0

=C fllaywsay 7"

Im Falle =1 steht hier im zweiten Glied der Klammer auf der rechten Seite nur

L
f w~'du, woraus also dann dieselbe Abschétzung fiir e =1 folgt. Wieder mit

0
Lemma 2.3 erhalten wir weiter

|

[ Atesslie— ) ([ Rt olRw05a0)ad

T R e £

u
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=Clflian | =™ ( [ =opmoian) au

u

t
= CB(p, P)tu_l”f”;,w;,«o)f (t—w)*~'du = Ct** 7 fllawiao-
0

Beachten wir nun (H. Tanabe [28]), daB fiir 0=s <u <t=T die Ungleichung

IR, s) — Ry(u, s)| = C{ (tt:ié)p + (t— g(;@ S)I—P}

sowie die Abschidtzungen

[l an=c (logztt_:_zsl + 1)

, (t=v) (=)' " = 7 (=9t

und

u i
'/; (t—v)(u—v)'=* (‘U—S)I-Pdv

t—u (t—u)(u—s)  (t—u) |
= C{ (t—s)(u—s)t~% + t—s + (t—s)t=* )

erfiillt sind, so erhalten wir mittels Lemma 2. 3

U—L Alt)exp((t — u)A(t))fu (R(t, v) — R\(u, v))R(v, 0) f dv

|
|
|
i

= C flaeram f | (t—u)"{ f ) gy f [ o) B v""dv}du

. o (t=o)u—ol

t L
= O man |17 (t—u)ﬂ-l(log;fgﬂ)ﬂ" [ wea
* 0

0

+t“j: (t—u)”“‘u"du%—t"“‘ft (t—u)“'ldu}

0

= Ct 7 fllewiam -

Wegen (1.13) liefern die letzten drei Abschitzungen zusammen

2:28) | [ Alessl(e ~ ) AW)(R(E,0)  Riw,0) fdue = Co™ fliaor
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Aus (2.21), (2.22) und (2.23) ergibt sich nun die Aussage des Lemmas.

Damit sind die Hilfsmittel bereitgestellt, um eine “Charakterisierung vom
Zamanskyschen Typ” zu beweisen.

SATZ 2.10. Fir ac[0,T) und 0<a<1, 1=q< oo bzw. 0<a=1, g=oco
gilt

Xﬂ,W:U(a) = X;,q;U(a) .

BEWEIS. Es sei fe X. pu0 Wegen Lemma 2.9, (2.12) und Satz 2. 4 erhalten
wir
[A()W(2,0) fll = Ct**= | fllymiar = CE* 7| fllagvo -
Beachten wir weiter die Abschdtzung
[A()U(z,0) f | = C| A(0)exp(tA(0)) f I + | A(t) W(z, 0) 1,
so bekommen wir unter Verwendung von Formel (2.3) und Satz 2.4 die Inklusion
(2.24) Xeq000 C Xaygo -
Sei nun umgekehrt fe X; .r0. Wegen (2. 20) gilt fiir alle fe X
(2. 25) [ A(0)exp(¢A(0)) f | = Clz* | I+ I A(AU (£, 0) 1) -
Ist nun a@<<p/2, so ergibt sich hieraus sofort fe X; , 40, woraus mit (2.3) und
Satz 2.4 unmittelbar fe X, .z, folgt. Ist aber @=p/2, so 4Bt sich eine ganze
nicht negative Zahl 7, angeben, so daB die Ungleichung (2.15) erfiillt ist. Die
weitere Schluf3weise verlduft nun ganz analog wie im zweiten Teil des Beweises
von Satz 2.4, so dafl wir die Inklusion
(2. 26) Xe70 C Xagvm
erhalten. (2.24) und (2.26) zusammen ergeben die Behauptung.
Von Interesse ist nun noch die Frage, welche Beziehungen zwischen den Riumen
X. v (bzw. Xo o) flir verschiedene g(1=g¢=oo) und fiir verschiedene a(a < [0,T'))

bestehen. Bei konstantem a< [0, T') haben wir den folgenden Satz.

SATZ 2.11. Fiir f=a>0, 1=p=q=oco und ac|0,T) gilt
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i) XanvwC Xagu@ >

ii) X;S.p;U(a)CX;,q;U(a) .

BEWEIS. Der Beweis der ersten Inklusion ergibt sich aus Satz 2.4 und dem
folgenden auf J.L. Lions-J. Peetre [19] zuriickgehenden Theorem: Fiir 8=a >0,
1=p=q=oco gilt Xp pamCXe g4 Wegen Satz 2.10 ist damit auch die zweite
Aussage evident.

Es 148t sich weiter zeigen, da3 fiir verschiedene ae [0, T) die Rédume X. ;v
gleich sind. Wir geben diesen Sachverhalt in einer Form an, die die zentralen Sétze
2.4 und 2. 10 als Spezialfdlle enthilt.

SATZ 2.12. Fiir beliebige a,b,c,d< [0, T) und 0 <a<l, 1=qg <o bzw.
0<a=1, g=c gilt

X ga0 = Xe gy = Xegvo=Xegaw -

BEWEIS. Wir benutzen das folgende von P. L. Butzer-W. Kshnen [8] bewiesene
Theorem: Sind A, und A, Erzeuger von beziiglich £¢ [0, o) stark stetigen
Halbgruppen von Operatoren {exp(tA,); 0=t << co} bzw. {exp(tA,); 0=¢< oo}
und gilt D(A,)cD(A,), so folgt fiir die oben angegebenen Werte von a und g¢,
daB3 X, CXaga, gilt. Da in unserem Falle D(A(¢)) unabhéngig von ¢ ist, ergibt
sich damit zuniichst X. g 4@ = X qam fiir beliebige a,be [0, T). Zusammen mit
(2.3), Satz 2.4 und Satz 2.10 erhalten wir damit die Aussage unseres Satzes.

3. Approximationssitze fiir die Operatoren V (¢, 8). In diesem Abschnitt
untersuchen wir nun das Approximationsverhalten der Operatoren V(¢,s) aus Satz
1.3, und zeigen, aufbauend auf den bisher erzielten, Resultaten, daf} es im wesent-
lichen auch auf das der Halbgruppen {exp(tA(a)); 0=t<<co}; a< [0,T) zuriickgefiihrt
werden kann. Analog zu (2. 4) betrachten wir fiir a€ [0, T), —co<<a@<C oo, zunichst
die folgenden Teilmengen von X.

171 <X, [ (t=arIV(e ) f — F10de/(t—a) <o} 15g<o0)

(3' 1) Xa.q;V(a) = {
(fs fe X, sup((— @) V(@) f— Fl) <oo (g=c0).

Ziel dieses Abschnittes ist es, zu zeigen, daf3 die Mengen (3. 1), mit den entsprechenden
Normen versehen, intermedidre Rdume von X und D(A(a)+ B(a)) = D(A(a)) sind,
daB im Falle 0 <a <1, 1=g<<oco bzw. 0<a=1, g=co fiir beliebige a,b< [0, T)
die Aquivalenz X v =Xagre erfiillt ist und daB bei reflexivem X das
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Approximationsverfahren {V(¢,a),t — a+,a<[0,T)} die Saturationseigenschaft
besitzt. Wie im vorangegangenen Abschnitt beweisen wir alle Aussagen wieder nur
fiir den Fall a=0. Wir benStigen zundchst einige Hilfssitze, in denen die Operatoren
A(t) und B(¢), 0=t=T, die Voraussetzungen von Satz 1.3 erfiillen mdgen.

LEMMA 3.1. Es sei 0<8 <1, und B(¢)(—A(t))™" gehore zu C(X) fiir alle
te [0, T] und sei stark stetig auf [0, T], dann folgt:

i) B(t)A(t)™" ist stark stetig auf [0,7T1];

ii) || B(t)exp(rA(s)|=Cr® fiir alle s,t<[0,T], 0<T<oco und 8§>8 ;

iii) der Operator A(t)+ B(t) mit D(A(¢)+B(t))=D(A(¢t)) ist fir t<[0, T
Erzeuger einer bzgl. 7<[0, ) stark stetigen Halbgruppe {exp(r(A(t)+ B(t));
0=r1< oo} wvon Operatoren.

BEWEIS. Wir haben zunichst fiir ¢, s< [0, T]

(= A@)" = (= Al)) A0
= (= A())""(Als) — A)A(0)™" + (= Als)"™" — (= A(2))"") Als) A(0)* .

Beachten wir die Formel
lexp(rA(z)) — exp(rA(s)) | = Ce™ [t —s|* (s,2¢[0, T],7=0)
(siehe P. E. Sobolevskij [24]), so erhalten wir
(= A(s))" =" = (= A@)" "]

< (01 -8)1" [ explrAls)) — explrA(e)r~dr = Clt =51

und folglich [[((—A(#))” —(—A(s))* )A(0)~'||=C|t—s|*. Die evidente Relation
B(t)A(t)™ = B(t)(— A(t))~"(— Alt))” A(0)" ' A(0) A(z) !

liefert damit sofort Aussage i). Beachten wir die folgenden beiden Relationen (siehe
P. E. Sobolevskij [24])

[(— A(2))’exp(rA(2) | = C(B)e™v* (B=0; t<[0,T]; =>0)
und

I(—A@) (= AW))FI=Cla,B) 0=a<B=1;s1:c[0,T]),
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so bekommen wir weiter
| B(t)exp(rAls))ll
= | B(t)(— A(2))~"(— A(2))" (= Als))°(— Als))’exp(rA(s)) |
= C|(— A(s))’exp(tA(s)) [C = 7~°.

SchlieBlich ergibt sich nach einem bekannten Stdrungssatz fiir Halbgruppen von
Operatoren von R.S. Phillips (siehe E.Hille-R. S. Phillips [12, S. 400]) aus i) und
ii) die Aussage iii).

LEMMA 3.2. Es gilt fiir 0=Sa<t=T

Vit,a)—Ul(t,a) = f V(t, s)B(s)U(s, a)ds .

BEWEIS. Fiir a<s<¢t=T haben wir

% (V(t,s)U(s,a)) = Vg, s)A(s)U(s, a) — V(2 s)(A(s) + B(s))U(s, a)

= —V(t,5)B(s)U(s, a) .

Nun ist aber V (¢, s)B(s)U (s, a) stark stetig beziiglich s in a<s<t, wie man aus
der Relation

V¢, 5)B(s)U(s, a) = V (¢, 5)B(s)A(s) ' A(s)U (s, a)

zusammen mit Lemma 3.1 findet. Also erhalten wir durch Integration die Aussage
unseres Lemmas.

Nun kénnen wir einen zu Lemma 2.1 und Lemma 2. 2 analogen Satz beweisen.
Wir erhalten

SATZ 3.3. Fiir ac[0,T) sind unter der Norm
1/q

I b = 151+ { [ = ivieaf—riyde/e—a

(g= oo entsprechend) fiir —co<a<<oo,1=q=oo die Riume X, 4 Banachriume
und fir 0=a<1l, 1=qg<oo bzw. 0=a=1, g=oo gilt
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D(A(a) + B(a)) c XagryC X«

BEWEIS. Der Beweis der Banachraumeigenschaft lduft genauso wie in Lemma
2.1. Die Einbettungsrelation vergleichen wir mit Lemma 2.2. Wegen Lemma 3.1
i) ist fiir fe D(A(0)) = D(A(0)+ B(0))

V(z, 5)(Als) + B(s)) f = V2, 5)(A(s)A(0) ™" + B(s)A(0) ") A(0) f

stetig in der Norm von X beziiglich s«< [0, £]. Damit ergibt sich
t
Vie, 0~ f = [ Vit )AL)AO)+ Bls)AO)AO)f ds
0

woraus ||V (¢,0)f —f| =Ct|A(0)f]| folgt. Da A(0)+B(0) abgeschlossen ist
(Lemma 3.1 iii)), erhalten wir mit Hilfe des Graphensatzes die Aquivalenz

(3.2) D(A(0)) = D(A(0)+B(0))

(siehe T.Kato [15, S.191]). Folglich ist ||V (z,0)f — fI=Ct| f lvcaw+p0, Hieraus
ergibt sich nun genauso wie in Lemma 2.2 die Aussage unseres Satzes.

Der vorangegangene Beweis 1Bt im iibrigen erkennen, daB auch die Einbet-
tungsrelation

(3-3) D(A(a)) c X gry C X

giiltig ist. Um nun die wichtigste Aussage dieses Abschnittes: X v = Xa.qva
(0<a<l, 1=g<oo bzw.0<a=l, g=o0; a<[0,7)) zeigen zu konnen, benttigen
wir noch zwei Hilfssitze. Einen Beweis des ersten findet man z.B. in G. H.Hardy-
J. E. Littlewood-G. Polya [11].

LEMMA 3.4. Es sei a>0, 1=q<<oo. Wenn h(t) eine nicht negative beziiglich
des MaBes dt/t meBbare Funktion auf (0, o) ist, dann gilt

{ fo i (t"' fo l h(u)du/u) "dr)t ’ Yo % { fo i (t“‘h(t))"dt/t}l/q.

LEMMA 3.5. Gilt |B(t)exp(trA(a))|=Cr"? fiir alle a,t<[0,T], alle v>0
und ein festes 8¢ [0,1), so folgt aus fe Xonua0=a=1) fir t—0+

| B(t)exp(tA(a)) fll= O (¢*7?), falls 8 > a;
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| B(t)exp(tAla)) f1| = Ollog(1/¢)), falls & = a;

| B(¢)exp(¢A(a)) f Il = , falls §<a.

BEWEIS. Nach Voraussetzung ist fiir alle te< (0,7T] |exp(tA(0)f—fl=
t*)| f e, 0sap- Wir wihlen eine natiirliche Zahl m,, so daB3 ¢,,=1/2™ =T ist, und
setzen fiir alle natiirlichen Zahlen m >m,: t, =1/2™. Nun schreiben wir

| B(2)exp(tA(0)) f I = || B(¢)exp(t.,A(0)) £
+ || B(¢)(exp(t,,A(0)) — exp(t..,A(0))) £
+ || B(t)(exp(tA(0)) — exp(£,A(0))) f

und schitzen die beiden letzten Terme auf der rechten Seite ab. Es ist
B(t)(exp(¢,,A(0)) — exp(t,.,A(0))) f

(B(t)(exp(¢:A(0)) — exp(te-1A4(0))).f)

1

(B(¢)exp(tA(0))(f — exp(te-1A(0)) f)

1

— Bl(t)exp(te-1A(0))(f — exp(t:A(0)) f)) »

i
] i}
i i

,,u

woraus folgt

|B(¢) (exp(£,,A(0)) — exp(z,,, A(0))).f |

I | ks 9Ck=1>8
(3. 4) écuf"a,wm(o) z 12(k—1)a+ Qka }

k=mg+1

<O flamaw(@+1) 35 2%70am,

k=mo+1

Wihlen wir nun ¢ mit ¢, <t =t#,-1, so erhalten wir

m k=2
(k=1)(8=a) =
(3' 5) Z 2 2 Z Qk=1(1=8+a)
k=mg+1 k=my+1

ézf - T == 5+G)d,r<2f —(l 6+¢)d,r

mo—1 amy—-1
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_ [(2/@ = a))(z"? = 2membEm0) - (3 x a)
2(log(1/#) — log2™™) (5 = a .

Weiter ergibt sich fiir ¢, <t=t,,
(3.6) I B(2)(exp(¢A(0)) — exp(¢,A(0))) £l
= | B(¢)exp(tA(0))lllexp(¢,A(0)) £ — £l

+ | B(¢)exp(,,A(0)) ] lexp(t A(0)) f — £l
= Cl f layeoiaw (227 +2"%") = C|| f | a,osaet™*(1 + 2°) .

(3.4), (3.5) und (3.6) zusammen liefern nun die Aussage des Hilfssatzes.

Dieser letzte Hilfssatz verallgemeinert einen Satz von H. Berens [2], welcher
sich aus unserem fiir B(t) = A(a) fiir alle ¢£€[0, 7] und =1 ergibt. Die
Beweismethode geht auf S.N. Bernstein zuriick.

Jetzt kdnnen wir den ersten wichtigen Satz dieses Abschnitts zeigen, durch
den im wesentlichen das Approximationsverhalten der Operatoren V(¢,s) auf das
der Operatoren U(t, s) des vorangegangenen Abschnitts reduziert wird.

SATZ 3.6. Fiir 0<a<l, 1=qg<o bzw. 0<a=1, g=c und a<[0,T)
gilt

Xe,g70) = Xo g0 -
BEWEIS. Wegen Lemma 3.2 und Lemma 3.1 ist
Ve 0f-Fl=1U@E0f—fl+ Cj: 1A@)U(v,0)fdv,
hieraus folgt mit Lemma 3.4 und Satz 2.11

I flaaroy = f leazw + Cl f lagvey = Cl f lagvo -

Also erhalten wir
(3.7) Xe, 000 C Xe, 37 -

Bei der Umkehrung betrachten wir nun zunéchst die Félle a <1, 1=¢=o0. Zu
vorgegebenem @ wihlen wir & mit a<<8<1. Es folgt fiir alle f< X wegen (2.20)
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[ 1BoU,01av= [ 1Blexploa©) fldo+C [ 14wWie0)f Idv

=Ce+ )l =Clf

mit = =min(1—3, p). Lemma 3.2 liefert damit fiir alle fe X
(3.8) U0 f=fI=IV(E0)f—fl+Cexlfl.

Ist nun a<<X/2, so ergibt sich aus (3. 8) unmittelbar f¢ X. qv@- Ist aber € =X/2,
so 148t sich eine ganze nicht negative Zahl 7, finden, so daB die Ungleichung (2. 15),
mit p ersetzt durch x, erfiillt ist. Damit erhalten wir aus fe X. gm0 2zundchst
J € Xangzra/cno+2>.q:7c0y» Woraus trivialerweise fe X, 5 ir0, folgt. Das letztere impliziert
wegen (3.8) und Satz 2.4 fe X, 40 Hieraus folgt mit (2.12) und Lemma 3.5

I B(¢)exp(¢A(0)) f 1| = O*~*) (¢—0+)
und mit (2.12) sowie Lemma 2.9
IAEW(2,0) f ]| = 7% f .40 -
Also bekommen wir fiir alle £< (0, 7] und alle f¢ Xa g

(3.9) IU(5,0)f = FI = V(2,00 — £l + CLF )= x5 4 gx2e)

woraus wir fe X,.ysqv0 entnehmen. Nun ist klar, wie wir, analog wie im Beweis
von Satz 2.4, fortzufahren baben, so da3 wir

(3. 10) Xa,q;V-O) C XR,U;U(O) (a < 1)

erhalten. Es bleibt noch der Fall a=1, g=co. Ist f€ X; «; ), so folgt fe Xzu.ro
mit § <& <1 und a@+p>1. Damit ergibt sich aber fiir diese Elemente f wegen
Lemma 2.9 und Lemma 3.5

IB(t)exp(zA(0)) f [+ [A®)W(, 0) f I = O1) (t—0+).

Folglich erhalten wir wegen Lemma 2.10 fe¢ X, ..vq, was dann zusammen mit
(8.7) und (3.10) unseren Beweis vervollstindigt.
Die Kombination der Sdtze 3.6 und 2.12 liefert schlieBlich :

SATZ 3.7. Fiir beliebige a,be[0,T) und 0<a<l, 1=g<oo bzw. 0<a=l,
qg=o0 gilt

Xa,q;V(a) = Xa,q;A(b) .
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(Insbesondere gilt diese Aquivalenz fiir a=b).

Mit diesem Satz haben wir also das Approximationsverhalten der Operatoren
V(t,s) auf das der, urspriinglich in Satz 1.1 gegebenen, Schar von Halbgrup-
penoperatoren {exp(tA(a)); 0=t<<oo}, ac [0, T) zuriickgefiihrt. Damit ist {ibrigens
auch sofort klar, daB Satz 2.11 i) giiltig bleibt, wenn wir dort den Index U(a)
durch V(a) ersetzen.

Es bleibt nun noch die Frage nach der Charakterisierung der Riaume X. gu
fiir die Werte von « und g, die durch Satz 3.6 bzw. Satz 3.7 noch nicht erfaf3t
sind, sowic die Frage nach der Saturationseigenschaft des Approximationsverfahrens
{V(t,a), t—a+; ac[0,T)} zu beantworten.

Entsprechend (3. 8) gilt fiir alle fe X

Ve, 0f =fI = U, 0).f = flI+CexIf 1,

woraus Xo ¢:ra) == Xo.q:0(0) == Xo.gs a0y (1 =¢g<0), folgt (die letzte Aquivalenz wegen
(2.14)). Fiir a<<0, 1=g<oo bzw. a =0, g= oo ist offensichtlich X ¢ = Xe g0
=X.

Im allgemeinen sind aber nun fiir a=1, 1=g<{oo bzw. a>1, ¢= oo die Rdume
X. ov@ und Xe g nicht dquivalent. Dies sieht man wie folgt ein: Wéhlt man
speziell A(¢)=A und B(t)=B, (A, B unabhingig von t), so erzeugt neben A auch
A+ B eine bzgl. € [0, o) stark stetige Halbgruppe von Operatoren (vgl. Lemma
3.1 iii)). Ist @>1 fest gewdhlt, so sind die Aussagen |exp(tA)f—f =0 (t—0+)
und Af=0 bzw. |exp(¢(A+B))f—f|=0(*)(¢—0+) und (A+ B)f=0 #quivalent.
Es lassen sich aber leicht Beispiele finden, bei denen aus Af=0 nicht(A+ B)f=0
und aus (A+B)f=0 nicht Af=0 folgt (siehe Abschnitt 6). Es ist damit auch
klar, da3 die Aussagen |V (¢,a)f—f||=0(t —a), (t—a+) und |U(t,a) f—f | =o(
(t—a+) fiir ein fe X im allgemeinen nicht untereinander #quivalent sind.

Die letzte Bemerkung riickt die Saturationsfrage fiir das Approximationsverfahren
{V(t,a), t—a+ ; ac[0,T)} in ein interessantes Licht, da wir diese nun nicht auf
die fiir das Approximationsverfahren {U(¢t,a), t—a+ ; a<[0,T)} ohne weiteres
abwilzen konnen. Der folgende Satz zeigt, da3 wir bei reflexivem X die Frage
positiv beantworten konnen.

SATZ 3.8. Ist X reflexiv und a<[0,T), so gilt:
a) Aus |V(t,a)f—f|=0(t—a) (t—>a+) folgt (A(a)+ B(a))f=0.
b) Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent :

i) Vit a)f—fll= Ok —a) (t—a+);
) feD(A(a) + Bla)) = D(A(a)) .



594 W. KOHNEN

BEWEIS. a) Aus |[V(£,0)f—f|=o0(t) (¢—0+) folgt mit Satz 3.7 und Satz
2.4 fe(X,D(A(0)))y,e;x- Weil X reﬂex1v ist, ergibt sich daraus mit Satz 1.4
f<D(A(0)). Dies letztere liefert dann

1/2) f Ve, v BlolexploA(0)fdo — B0)f] = 0,

lim | (
-0+

wie die Gleichung

(1/¢) f V (¢, v)B(v)exp(vA(0)) f dv — B(0) f
= (l/t)f V(t, v)(B(v)A(0)'exp(vA(0))A(0) f — B(0) f)d
+(1/t)f (V(¢t,v) = I)B(0) fdv

zusammen mit Lemma 3.1 lehrt. Also erhalten wir auf Grund von Lemma 3. 2 und
Lemma 2.9

lim|[(U(2,0)f = f)/t + B(0) £ = 0
und auf Grund von Lemma 2.3
lim[|[(U 2, 0)f—f)/t—A(0)fl=0,

woraus (A(0)+ B(0)) f =0 folgt. b) Diese Aussage ist eine direkte Konsequenz aus
Satz 3.6, Satz 2.4 und Satz 1.4.

BEMERKUNG. Aus (3.2) folgt D((A(a)+B(a)*= D(A(a))*. Mithin gilt
Aussage b) von Satz 3.8 auch bei nichtreflexivem X, wenn wir dort D(A(a)) durch

D(A(a))* bzw. D(A(a)+B(a)) durch D(A(a)+ B(a))* ersetzen.

Zum Schluf} dieses Abschnitts sei darauf hingewiesen, daf3 fiir 0<a<<1, 1=g<{oo
bzw. 0<a=1, g=o auf X. 4@ (@<[0,7T)) auch eine Norm eingefiihrt werden
kann, die analog zu der Norm in Satz 2.5 gebildet ist und die der bisher auf
X. 4@ betrachteten Norm &dquivalent ist. Ferner sei erwédhnt, daB auch fiir das
Approximationsverfahren {V(t,a), t >a+; a<[0,T)} “Charakterisierungen vom
Zamanskyschen Typ” moglich sind.

Wir haben nun die Aufgabe, mit den bisher erzielten Resultaten das Approxima-
tionsverhalten der Losungen der Differentialgleichung (1.5) in Abhingigkeit vom
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Anfangswert f fiir den inhomogenen Fall Fx0 zu studieren sowie die dann
erhaltenen Resultate auf konkrete Differentialgleichungsprobleme anzuwenden. Dies
soll im zweiten Teil dieser Arbeit geschehen.
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