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1. Einfuhrung und bekannte Resultate. Gegeben sei ein komplexer
Banachraum X mit den Elementen /, g, , versehen mit der Norm || ||, ferner
ein linearer im allgemeinen unbeschrankter Operator A in X. 1st A abgeschlossen
und dicht definiert in X und existiert die Resolvente R{\, A) = (Xl— A)'1 von A
f ίir alle komplexen Zahlen λ aus dem Bereich ^Z — iΛί I ^ β ^ I = ®>® > π/2} u n ^
erfϋllt sie in ]P die Ungleichung

(1.1) \\R(\; A ) | | ^ M / ( l + | λ | ) ,

so erzeugt A eine Halbgruppe {exp(ίA) 0:g£<oo} von Operatoren, die stark stetig
fur alle t^ [0, oo) ist, mit den Eigenschaften

(1. 2) llexp(ίA) || ^ Me-* (0 ^ t < oo)

und

(1. 3) || A exp{tA) \\ ^ Le^Γ1 {0<t<oo).

Dabei sind M, L und η positive Konstanten (siehe z.B.: T. Kato[15, S. 487 ff.] und
E. Hille-R. S. Phillips [12, S. 383 ff.]).

Wegen der starken Stetigkeit von exp(tA) im Punkte t — 0, d. h. wegen
lim||exp(£A)/—/|| = 0 fur alle fe X, kδnnen wir nun sagen, daβ jedes Element

fz X im Sinne der Norm des Raumes X von der Halbgruppe {exp(ίA) 0^.ί<oo)
fur kleine t approximiert wird. Man spricht deshalb auch von der Halbgruppe
{exp(ίA) 0 ^ ί < oo} als einem Approximationsprozeβ an die Identitat I im starken
Sinne.

*) Dies ist der erste Teil der Dissertation des Autors vom Dezember 1969 an der RWTH Aachen.
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In einer Reihe von Arbeiten ist nun insbesondere von P. L. Butzer und
H.Berens das Verhalten der Grδβen \\exp {t A) f - f\\ und | |Aexp(ί4)/| | in
Abhangigkeit von / beim Grenzϋbergang t—>0+ diskutiert worden. Diese
Untersuchungen sind sowohl mit Mitteln der klassischen Funktionalanalysis als auch
im Rahmen der Theorie der intermediaren Raume in der von J. Peetre entwickelten
Form durchgefϋhrt worden. Grundlegend waren dabei die Arbeiten von P. L. Butzer
(siehe [4], [5], [6] sowie P. L. Butzer-H. Berens [7] und die dort zitierte Literatur).
Das folgende Resultat, das P. L. Butzer [4] im Jahre 1956 zuerst bewiesen hat, war
Ausgangspunkt vieler weiterer Untersuchungen:

Ist X reflexiv, so sind fur ein fz X die Aussagen

i) ||expM)/-/|| = O(ή (f->0 + )

und

dquivalent. (D(A) ist Definitionsbereich von A). Aus

\WMtA)f-f\\ =o(t) (*-*0

folgt stets exp{tA)f = f fur alle t^O, gleichgultig ob X reflexiv ist oder
nicht.

Dieses Theorem zeigt, daβ Halbgruppen von Operatoren in ihrem Approxima-
tionsverhalten eine Besonderheit aufweisen, die nach J. Favard unter dem Namen
Saturation bekannt ist. Dies bedeutet, daβ fur ein Element fz X- abgesehen von
gewissen "trivialen" Elementen aus X- der Ausdruck ||exp(ίA)/— / | | hδchstens mit
der Ordnung O(t) gegen Null strebt fur t—>0 + . Die Menge der Elemente fz X,
fur die l|exp(ίA)/—/|| genau mit der "optimalen" Ordnung O(t) konvergiert, heiβt
Saturations oder Favardklasse des Approximationsverfahrens {exp(tA) 0^t<oo}.
Wie wir aus dem eben zitierten Satz von P. L. Butzer entnehmen, fallt bei reflexivem
X die Favardklasse von {exp(tA) Ot=^t<°o) mit D(A) zusammen. Fiir eine
eingehende Diskussion des Begriffes "Saturation" verweisen wir auf P. L. Butzer-
H. Berens [7, S .86-88].

Die Funktion u(t) = exp(tA) f ist nun bekanntlich fur ein fest vorgegebenes
/ € X eindeutige starke Losung des Anfangswertproblems der Evolutionsgleichung

(1.4) ψt-Au{t) =0 u(0) =f(0<t<oo).

Dabei verstehen wir unter einer starken Losung des Problems (1. 4) eine Funktion
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u = u(t) mit Werten in X, die stark stetig in 0 ^ £ < ° o und stark stetig differenzierbar

in 0 < £ < o o ist und (1.4) erfϋllt. (T. Kato [15, S.486 ff.], E. Hille-R. S. Phillips

[12, S. 617 ff.] und P. L. Butzer-H. Berens [7, S. 60 ff.]). Die erwahnten Approxima-

tionssatze konnen daher interpretiert werden als Aussagen darϋber, mit welcher

Ordnung die Losung des Problems (1. 4) ihren Anfangswert / in Abhangigkeit von

dessen strukturellen Eigenschaften approximiert.

In der vorliegenden Arbeit werden nun solche approximationstheoretische Fragen

fur starke Lδsungen des Anfangswert problems allgemeinerer Evolutionsgleichungen

(1. 5) g - A(t)u(t) = F(t) (0<t^T,T>0)

u(0)=f,f*X

beleuchtet, wobei also jetzt im Gegensatz zu (1. 4) A von t abhangig ist und die

Differentialgleichung das inhomogene Glied F(t) besitzt.

Existenz-und Eindeutigkeitssatze fur das Problem (1.5) sind von mehreren

Autoren unter verschiedenen Bedingungen an A{t) und ί (t) aufgestellt worden.

Fiir einen diesbezϋglichen Uberblick verweisen wir auf V. V. Nemytskii-M. M.

Vainberg-R. S. Gusarova [21], S. G. Krejn [16], T. Kato [13, 14], K. Yosida [30,

Kap. XIV] und R.W.Carroll [9]. Wir betrachten in dieser Arbeit nur starke

Lδsungen des Problems (1.5) und sprechen deshalb auch kurz von "Lδsungen".

Dadurch werden verallgemeinerte oder schwache Lδsungen, wie sie z. B. J. L. Lions

[18] fiir das Problem (1. 5) im Hilbertraum untersucht hat, im allgemeinen nicht

mit erfaβt.

Bei unseren Untersuchungen beschranken wir uns auf die Lδsungen des Problems

(1. 5), die unter den Bedingungen von H. Tanabe [26], [27], [28] und P. E. Sobolevskij

[24] sowie H. Tanabe [28] und M. Z. Solomjak [25] erhalten worden sind, weil diese

besonders zahlreiche und instruktive Anwendungsbeispiele zulassen. Die Theorie wird

im Rahmen der intermediaren Raume aufgebaut.

Wir stellen nun zunachst bekannte Resultate iiber Evolutionsgleichungen in

Banachraumen sowie iiber intermediare Raume zusammen, soweit diese fiir unsere

Untersuchungen benδtigt werden. Aus der Theorie der Evolutionsgleichungen sind

folgende Aussagen bekannt:

SATZ 1.1 (H. Tanabe [28] und P. E. Sobolevskij [24]). Fur jedes tz [0, T],

T > 0 , sei A(t) ein linear er, abgeschlossener Operator mit Ό(A(t)) dicht in

X. Ό(A(t)) sei unabh&ngig von t, und in Σ ) = {λ | a r g λ | ^ # , θ > τr/2] gelte

(1.6)

wobei M unabhάngig von λ und t ist. Ferner gelte fiir alle t,r,sz [0, T]
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(1. 7) \\(A(t) - A(r))A(s)-*\\ ^ K(s) \t-r\>

fur irgendein p mit 0</>^gl. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten
Evolutionsoperator U(t, s) mit den folgenden Eigenschaften:

(1.8) 1) U(t,s) gehδrt zu ®(X)^ und ist stark stetίg in O^s^t^

(1.9) 2) U(t,s) =U(t,r)U(r,s) in O^s^r^t^T;
U(t,t)=I (ts[0,T\);

(1.10) 3) U(t,s) ist stark stetig differenzierbar bezgl. t in 0^s<t^T
mit (d/dt)U{t,s)=A(t)U(t,s) und \\A(t)U(t,s)\\^C(t-s)-\

wobei C hδchstens von M, θ, K, p und T abhdngt

(1.11) 4) fur alle fzD(A(s)) gilt in 0^s<t^T
- (d/ds)U(t9s)f= U(t,s)A(s)f**\

Zu den Voraussetzungen dieses Satzes ist zu bemerken, daβ die Konstante K(s)
in (1.7) unabhangig von s gewahlt werden kann. (1. 6) impliziert, daβ A(t) fiir
jedes t ̂  [0, T] eine stark stetige Halbgruppe von Operatoren erzeugt, welche die
Bedingungen (1. 2) und (1. 3) mit von t unabhangigen Konstanten L and η erfϋllt.
Ferner sei erwahnt, daβ es genugen wiirde, (1. 6) fίir Re λ ^ O zu fordern, da sich
hieraus namlich durch Potenzreihenentwicklung der Resolventen (1.6) auch im
Gebiet Σ ergibt.

Wir vereinbaren nun fur das Folgende, daβ wir unter C (nicht notwendig
gleiche) Konstanten verstehen wollen, die hδchstens von M, θ, K, p, T sowie von
spater noch auftretenden Exponenten oi, β und γ abhangen.

Weiter benotigen wir den folgenden Hilfssatz iiber die Konstruktion der
Operatoren U{t,s).

LEMMA 1.2 (H.Tanabe [28] und P. E. Sobolevskij [24]). Unter den
Voraussetzungen von Satz 1.1 gilt:

(1.12) U(t, s) = exp((ί - s)A(s)) + W(t, s) ,

W(t, s) = J exp((ί - u)A(u))R(u9 s)du ,
s

wobei sich R(t, s) als Lδsung der Integralgleichung

*) Mit 6(X) bezeichnen wir die Banachalgebra der Endomorphismen von X.
**) Alle in dieser Arbeit vorkommenden Ableitungen sind stets Ableitungen in der Norm des

Raumes X.
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[R(t9 s) - \ Rx(t9 u)R{u, s)du = Rγ{t, s)
(1.13)

[R^s) = (A(t)-A(s))exp((t-s)A(s))

ergίbt. (1.13) kann durch eine sukzessive Approximationsmethode gelδst
werden, und R(t, s) erfullt auch

(1.14) R(t, s)~ I R{t, u)R,(u, s)du = R,(t, s),

wobei R(t,s) stark stetig in 0^s<t^T ist und dort die Ungleichung

(1.15) \\R{t,s)\\^C(t-sy-1

erfullt.

Die Voraussetzung der Holderstetigkeit von A(t)A(s)~\ die in Formel (1.7)
von Satz 1.1 verlangt wird, kann abgeschwacht werden, wenn man eine gestδrte
Gleichung betrachtet. Dazu definieren wir zunachst gebrochene Potenzen der
Operatoren-A(ί). Wegen (1.6) ist folgende Definition sinnvoll (P. E. Sobolevskij
[24] und S. G. Krejn [16, S. 133-158]) : Fur a > 0 setzen wir

(-A(t))-a = [Γ(tf)]-1 f eMuA(t))u°-ιdu und (-A(t))a = [(-A(t))~Tl.

Fiir eine allgemeinere Definition gebrochener Potenzen von Halbgruppenerzeugern
siehe u. a. U. Westphal [29]. Es gilt nun der folgende Storungssatz, der fiir nicht
von t abhangiges A auf M. Z. Solomjak [25] zuruckgeht und von H. Tanabe [28]
auf die unten stehende Form verallgemeinert wurde.

SATZ 1.3 (H. Tanabe [28]). Es seien die Voraussetzungen von Satz 1.1
erfullt. Zusάtzlich gebe es fiir jedes t € [0, T] einen linearen Operator B(t) in
X sowie positive Konstante β und γ mit /3 + γ < l , so daβ die Operatoren
B(t)(-A(t))~β und (-A(t))yB(t){-A(t))-&-Ύ zu®{X) gehδren und stark stetig
auf [0, T] sind. Es existiert dann ein eίndeutig bestimmter Evolutionsoperator
V(t, s) mit den Eigenschaften :

(1.16) 1) und 2 ) vote U(t, s) in Satz 1.1

(1.17) 3 ) V(t, s) ist stark stetig differenzίerbar bzgl. t in 0^s<t^T mit
(d/dt)V(t,s) = (A(t) + B(t))V(t,s) und \\(d/dt)V(t9s)\\^C(t-s)-\
\\A(t)V(t,s)\\^C(t-s)-\ \\B(t)V(t,s)\\^C(t-s)-β;
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(1.18) 4 ) fur alle ft D(A{s) + B{s)) gilt in 0^s<t^T
- (d/ds)V(t, s)f = V(t, s)(A(s) + B(s))f.

Aus der Theorie der intermediaren Raume benδtigen wir die folgenden
Begriffsbildungen: Es seien Xx und X2 zwei Banachraume, die derart in einem
linearen Hausdorffraum 3£ enthalten sind, daβ die Identitatsabbildung von X{ (ί = l, 2)
in dί stetig ist. Wir schreiben dafϋr X i C Ϊ (i = l, 2). Man kann zeigen (siehe z. B.
P. L. Butzer-H. Berens [7, 15.165]), daβ die algebraische Summe Xχ + X2 (d. h. die
Menge aller Elemente fz X der Form f—fλ 4-/2, fγ € Xl9 f2 z X2) und der
DurchschnittX1ΠX1unter der Norm | | / | | X l + X i = inf (||/ | | X l + WfΛxΓ bzw.||/||XinX2

=max(| |/ | |X l, | |/| |X 2) Banachraume bilden, fur die gilt

X 1 n X 2 c X i c X 1 +

Jeder Banachraum Xc3£, der die Relation

X 1 n X 2 c X c X 1 + X2

erfϋllt, heiβt intermediarer Raum von X! und X2. Es gibt zahlreiche Methoden
zur Erzeugung von intermediaren Raumen (siehe z. B. J. Peetre [22], N. Aronszajn-
E. Gagliardo [1] und J. L. Lions-J. Peetre [19]). Wir benutzen die iC-Raume, die
von J. Peetre [22] konstruiert worden sind und die wie folgt erklart sind : Wir
definieren auf Xi + X2 die Funktionennorm

(1.19) K(t;f)= inf (||/ ||Xl + *||/2||X2) (0<t<oo

Unter (X^ X2)ί,9;χ, — o o < 6 ' < + o o , lt^qtΞΞΞ00, verstehen wir nun die Menge der

Elemente fz X +X 2, fur die I (t'9K(t f))Qdt/t< 00, l^q< 00, bzw. wes sup
J o 0<ί<co

{ΓθK{t; /))<oo, ^=00, ist. Fur O < 0 < 1 , l ^ g < o o bzw. O < 0 ^ 1 , q = oo wird
unter der Norm

(L20, j
(wes sup (r'K(t f))

0<ί<°o

ly X2)Θ,Q;K ein intermediarer Raum von Xj und X2.
Eine wichtige Rolle spielt in unseren Uberlegungen noch der Begriff

*) IIf ίjxt bedeutet die Norm des Elementes / beziiglich des Raumes Xi.
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der relativen Vervollstandigung, der von E. Gagliardo [10] stammt und dessen
Bedeutung in der Saturationstheorie von H. Berens [3] erkannt wurde. Die "relative
Vervollstandigung" ist folgendermaβen erklart: Es sei Y ein normalisierter Banach-
unterraum von X (d. h. es gilt fur alle fz Y | | / | | χ^ | | / | | γ ) , dann verstehen wir unter
der relativen Vervollstandigung Yx von Y bezϋglich X die Menge aller Elemente
fz X, die in der X-Abschlieβung einer beliebigen Y-beschrankten Kugel liegen
d. h. es ist fe Yxgenau dann, wenn es ein R>0 und eine Folge {fn}n=i^ Y gibt,
so daβ H Λ I I T ^ Λ ftir n = 1, 2, und l im | | / n -/ | | x - 0 gilt.

Π-»oo

Das folgende Theorem stellt u. a. einen Zusammenhang zwischen den iC-Raumen
und der "relativen Vervollstandigung" her.

SATZ 1. 4. Ist Y ein normalisierter Banachunterraum von X, so ist unter
der Norm

| | / | | ? x = inf {nsup J / J | τ : {/„} c Y mit /„->/ in X}

Yx ein intermediάrer Raum von X und Y mit den Eigenschaften

ii) Yx ^ Y, falls Y reflexiv ist.

Den Beweis der Banachraumeigenschaft von Yx und den Beweis von ii) findet
man bei. N. Aronszajn-E. Gagliardo [1] Aussage i) ist in H. Berens [3] bewiesen.

Wie schon gesagt, betrachten wir in dieser Arbeit das Verhalten der
Grδβe \\u(t f)— f\\ beim Grenzϋbergang t—->0 + , wenn u(t;f) Lδsung des
Anfangswertproblems (1. 5) ist. Die Ergebnisse gliedern sich in zwei Teile. In Teil I
untersuchen wir die Operatoren U{t, s) bzw. V(t, s) (mit der Stoning B{t)), die
dem homogenen Problem (1. 5) entsprechen, und in Teil II den inhomogenen Fall
zusammen mit hδheren Ableitungen von u(t / ) sowie Anwendungsbeispiele. Wir
werden zeigen, daβ sich in beiden Fallen \\u(t;f)—f\\ fur t—»0+ im wesentlichen
so verhalt wie ||exp(ίA(0))/—/|| fur ί->Q+, wobei ja exp(ίA(0))/ Lδsung
des Anfangswertproblems (1.4) ist. Dies bedeutet, daβ die Approximation an
die Identitat eine Invariante beim Ubergang von (1.4) zu (1.5) ist, falls die
beiden Different ialgleichungen in der erwahnten Weise zueinander in Beziehung
stehen. Ein erster Schritt zur Beantwortung der Frage, inwieweit Lδsungen des
Anfangswertproblems (1. 4) in ihrem Approximationsverhalten stabil (im Sinne von
Hille-Phillips[12, S. 388]) gegeniiber Stδrungen sind, wurde in der Arbeit [8] von

*) Das Zeichen " ^ " besagt, daβ die Raume gleich sind und aquivalente Normen haben.
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P. L. Butzer und W. Kohnen getan. Darin wurde gezeigt, daβ zwei beliebige in

0^t<oo stark stetige Halbgruppen {exp(tA) 0^=t<oo] Und {exp(ίA') 0^t<oo}

dasselbe Approximationsverhalten aufweisen, wenn die Definitionsbereiche D(A) und

D(A') ihrer Erzeuger zusammenfalien. Die entscheidenen ϋber dieses Resultat

hinausgehenden Ergebnisse der vorliegenden Arbeit bestehen nun im wesentlichen

darin, daβ das Approximationsverhalten nicht nur gegeniiber einer ortsabhangigen

Storung, sondern auch gegeniiber einer hinreichend "glatten" zeitabhangigen Stδrung

stabil ist. Das Approximationsverhalten einer Schar von Operatoren, die ebenfalls

selbst keine Halbgruppe bildet, jedoch durch Storung einer Halbgruppe entstanden

ist, wird auch in einer Arbeit von J. Lofstrδm [20] betrachtet. Diese Operatorschar

hat aber keinerlei Bezug zur Differentialgleichung (1-5).

Im einzelnen untersuchen wir in Teil I dieser Arbeit zunachst die Operatoren

U{t,s) aus Satz 1.1 und zeigen u. a., daβ sie fur £—>s + dasselbe Approximations-

verhalten aufweisen wie die Operatoren exp(tA(s)) ίύr t—>0 + . Satz 2.12 stellt

das diesbezϋglich wichtigste Resultat dar. Im darauffolgenden Abschnitt kδnnen

wir dann, auf den Ergebnissen des Vorangegangenen aufbauend, die Frage der

"Approximationsinvarianz" zwischen den Operatoren V[t,s) aus Satz 1.3 und

exp(tA(s)) im wesentlichen positiv beantworten (Satz 3. 7).

Im zwei ten Teil dieser Arbeit werden die in Teil I erzielten Ergebnisse zunachst

dazu benutzt, die oben erwahnten Approximationsaussagen fiir Losungen u(t f)

von (1. 5) im inhomogenen Fall zu gewinnen. Mit Hilfe dieser Resultate untersuchen

wir dann das Anfangswertverhalten von konkreten Differentialgleichungsproblemen

vom parabolischen Typ, die physikalische Ausgleichsvorgange beschreiben, wie z. B.

Phanomene der Warmeleitung, der elektrischen Leitfahigkeit und der Diffu-

sion. Bezogen auf solche Ausgleichsvorgange sind unsere Resultate interpret-

ierbar als Beschreibung der Einfluβnahme einer wohlbestimmten Storung auf den

Ausgleichsvorgang.

Der Autor mδchte Herrn Professor Dr. P.L. Butzer seinen tiefempfundenen Dank

aussprechen fίir die freundlichen Ratschlage und die wohlwollende Unterstϋtzung

wahrend der Fertigstellung dieser Arbeit. Ferner dankt er Frl. Dr. U. Westphal

fur manchen kritischen Hinweis und Verbesserungsvorschlag.

2. Approximationssatze fur die Operatoren U(t, 8)*. Gegeben sei die Schar

der Operatoren A(a), O ^ α ^ T , sowie der Evolutionsoperator U(t, s) aus Satz 1. 1.

Da ja fur jedes feste a £ [0, T] A(a) Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe

[exp{tA{a)) 0^t<oo] von Operatoren ist, kδnnen wir die in Butzer-Berens [7,

Chapter III] mittels der Theorie der intermediaren Raume gemachten Approxima-

tionsaussagen ϋber Halbgruppenoperatoren unmittelbar anwenden: Fur jedes feste

a e [0, T) bilden die Teilmengen von X, fur die

*) Teilresultate dieses Abschnittes bildeten den Inhalt eines Vortrages, den der Autor wahrend
der Jahrestagung 1969 der Deutschen Mathematiker-Vereinigung am 22. September 1969 in
Darmstadt gehalten hat.
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ll/ll + j f(t-'\\exp(tA(a))f-f\\)"dt/t\1/g ( l ^
(2-1) I I / I U „ ( . , = .

ll/ll + sup (ί-| |e3φ(ίΛ(α))/-/||) (g = oo,

endlich ist, unter diesen Normen Banachraume, die wir mit Xβiίi4(fl) bezeichnen.
Mit Xάf<,;ii(α) bezeichnen wir analog die Unterraume von X, fur deren Elemente

a)exp(tA(a))f\\)"dt/t\ " ( 1 ^

ll/ll + sup (f-WAWexpitAiaMW) (g = o

endlich ist. Auch diese Raume sind unter den angegebenen Normen Banachunterraume
von X. Ein wichtiges Ergebnis aus der Approximationstheorie von Halbgruppen von
Operatoren, das H. Berens [2] zuerst bewiesen hat, ist die Relation

(2. 3) Xa l9; A(a) = Xα q; A(a)

Wir betrachten nun in Verallgemeinerung der Raume Xα i9 ; i (α) bzw. Xβ i ί ; i ! ( α )

fur ein festes a e [0, T) und ein festes reelles a die folgenden Teilmengen von X :

({/: /e X, sup ((ί-α)-||t/(ί, α)/-/||) < 00} (ςr = 00)

sowie

M r
In c\ V V : / 6 X ' / (^-^""IIAW^ί
[I. Ό) A.a,q;U{a)— < ' *Ό

(ί/'./α, supαί-αΠAWt/
| |A(ί)[7(ί,α)/||)<oo} (g = oo)

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, daβ diese Mengen unter einer geeigneten Norm
intermediare Raume von X und Ό(A(a))(D(A(a)) versehen mit der Graphennorm
ll/l!DM(α)) = ll/ll+ ||A(α)/||) sind und ferner, daβ fiir beliebige a,b,c,dz [0, T)

(2. 6) Xα.g; A(α) = Xa,q>,U(b) = Xα,g;£/(c) = Λ.a,q; Λ(d)

gilt darϋberhinaus zeigen wir, daβ fur jedes feste a € [0, T) das Approximations-

*) In [2], [7] und [23] werden etwas modifizierte Raume betrachtet; dort lauft die Integrations-
variable nicht von 0 bis T, sondern von 0 bis oo. Trivialerweise sind die dort betrachteten
Raume den unseren equivalent.
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verfahren [U(t,a); t—>a + } die Saturationseigenschaft besitzt.

Man ϋberzeugt sich leicht davon, daβ in dem Spezialfall A(t) = A{a) fur alle
ί € [ 0 , T] , az[0,T) fest, U(t, a) = exp((t—a)A(a)) ist. Durch Substitution in den
Integralen in (2.4) und (2.5) erkennt man dann, daβ in diesem Spezialfall
die Raume Xaι9;A(α) mit den Raumen Xe,Qiu(a) und die Raume Xa^Aw mit den
Raumen X'atQ;U(a) zusammenfallen, die Relation Xa,q;u(a) = Xa,q;u(a) also eine direkte
Verallgemeinerung von (2. 3) ist.

Die Beweise der nun folgenden Aussagen fuhren wir stets nur fur den Fall
a = 0. Fur die anderen Werte von a z (0, T) lassen sie sich ganz analog iibertragen.

LEMMA 2.1. Fur lrggfgoo, — oo<<#< +00 sίnd unter den Normen

(2.7) ||/||..,iP(e, = 11/11 + {f\(t-aΓ°\\U(t,a)f-f\\)«dt/(t-a^

bzw.

( rτ \
(2.8) ||/||;iβϊl7(α) = 11/11 + (J {{t-aγ-°\\A{t)U(t,a)f\\«dt(t-a

{die Modifikation im Falle q=oo ist evident) die Raume XatQ;U(a) bzw. Xβί; [Γ(α)

fur jedes feste a e [0, T) Banachrdume.

BEWEIS. Daβ die Raume Xa,Q;U(a) bzw. X«tQ U(a) unter den angegebenen
Normen die Axiome eines normierten Raumes erfϋllen, verifiziert man ohne
Schwierigkeit. Wir miissen also noch die Vollstandigkeit zeigen. Sei {fn}n=i eine
Cauchyfolge in Xa,Q;u(o)> so folgt wegen der Vollstandigkeit von X, daβ es ein fz X
gibt, so daβ l im| |/ n —/| | = 0 ist. Wegen der Vollstandigkeit der Raume BG((0, T)

n—>°°

X; dt/t){Ba{{0,T); X; dt/t) ist der Raum der bezuglich des Haarschen Maβes
dt/t auf (0, T) zur g-ten Potenz im Bochnerschen Sinne integrierbaren bzw.
wesentlich beschrankten Funktionen; siehe Hille-Phillips [12, S. 88 f.]) gibt es eine
Funktion g(t) e BQ, so daβ

liml Γ (ra\\U(t, 0)/n -fn - g(t)\\Ydt/t\ = 0

bzw. lim wes sup (t a\\U{t,0)fn—fn — g{t)\\) = 0 ist. Im Falle α = oo entnimmt man

hieraus sofort, daβ g(t)=U(t9 0)f-f f. ϋ. auf (0, Γ) gilt. Im Falle l ^ g < o o folgt

zunachst, daβ es eine Teilfolge {fnj]T=i von {/n}n=igibt, fur die lίm||C7(ί,0)/n j—/nJ|

= ||<7(ί)|| fur fast alle tz (0, T) gilt. Hieraus gewinnt man nun, daβ auch im Falle
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g(t)=U(t,O)f-f f. ϋ. auf (0, T) erfϋllt ist. Damit ist die Vollstandigkeit

der Raume XatQ;U(a) gezeigt. Die Vollstandigkeit der Raume X.a,Q ,u(a) ergibt sich

ganz analog.

Das folgende Lemma zeigt nun, daβ die Raume XatQ U{a) fur 0^
bzw. O ^ Λ ^ l , q — oo intermediare Raume von Ό(A(ά)) und X sind.

LEMMA 2. 2. Fur az [0, T), 0 ^ # < l , l^q<oo bzw. O ^ α ^ l , q = °o

gilt

(2.9) D ( A ( α ) ) c X a , , , ( α ) c X .

BEWEIS. Die Inklusion X M ; [ / ( α ) c X ist trivial. Sei fe D(Λ(0)), so gilt, weil
Ό(A(t)) unabhangig von t ist, fur 0^s<t^T die Gleichung U(t,s)A(s)f
= U(t, s)A(s)A(0)-lA{0)f. Daraus folgt wegen (1.7), daβ U(t, s)A(s)f stetig in der
Norm von X bezuglich s € [0, t] ist. Mithin erhalten wir auf Grund von (1.11)

U(t,0)f-f= - f ^-U(t,s)fds = f U(t,s)A(s)fds,

woraus sich \\U(t,0)f-f\\^Ct\\A{0)f\\ ergibt. Dies liefert im Falle l ^ g < o o

und im Falle q = °°

sup(Γ"\\U(t,0)f-f\\)^suptι-C\\A(0)f\\,

woraus dann schlieβlich ||/||βt<7;^(o)^C||/||DU(o)) folgt.

Es sei noch bemerkt, daβ fur ae [0, T) und / 3 i ^ # > 0 , 1 ^ ^ ^ ° ° offenbar
die Jnklusion

(2.10) •a.q Uia)

erfϋllt ist.
In unseren weiteren Untersuchungen wird nun der folgende Hilfssatz des ofteren

benotigt.

LEMMA 2.3. Fur az[0,T), a<t^T sozvie Q<a^l und 0 < p ^ l gilt
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i) (t-a)l—> \\R(t, a)f\\ ^

ii) (t-a)-"-qW(t, a)f\\ ^

BEWEIS. E S ist zunachst

t1-"\\R1(t,O)f\\^t1-'\\(A(t)-A(O))A(O)-ί\\\\A(O)exp(tA(O))f\\

^ Kt1+"-a IIA(0)exp(ίA(0))/|| ^ Kί" sup ί1"!A(0)exρ(ίA(0))/||,

also folgt ||/?i(j, O ) / ! ! ^ ^ ^ " " 1 ! ! / ! ! ^ ; ^ ) . Aussage i) folgt aus dieser Ungleichung,
(1.14) und (1.15) sofort.

Aus der Abschatzung

\\W(t,0)f\\ ^ f ||exp((ί - w)A(W))||||i?(^ 0 ) / μ ^ Q β

folgt schlieβlich Aussage ii).

Wir konnen nun den ersten wichtigen Satz beweisen.

SATZ 2.4. Fur az [0, T) und 0 < t f < l , l ^ ^ < o o bzw.

gilt

(2.11) Xα,,^(α) ^ X ^cα) - (X, D(A(α)))α,9.^ .

BEWEIS. Die Relation Xβiβ;il(o) = (X,D(Λ(0)))βtff;js: ist von J. Peetre bewiesen

worden. Fur einen Beweis sei auf P. L. Butzer-H. Berens [7, S. 191 ff.] verwiesen.

Es genϋgt also zu zeigen, daβ Xa,Q ,A(Q) = Xa,Q;u(o) gilt.Fiir die im Satz angegebenen

Werte von a und q haben wir die Einschlieβungsrelation Xa^uw^^oouw (siehe

J. L. Lions-J. Peetre [19]). Hieraus ergibt sich wegen (2.3)

(2. 12) Xα,g;4(0)C Xα>oo;
α>oo;A(0)

woraus wir mit Lemma 2.3 \\W{t, O)f\\^Cta+p\\f\\a,Q.A(o) erhalten. Mit der letzten

Beziehung folgt aber sofort

(2. 13) Xα q;A(0) C Xa,q;U(0)

U m g e k e h r t sei nun fz Xa,Q ,u(o) D a wir wegen (1.15) die Abschatzung \\W(t, s)\\
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^C(t-s)p haben, ist fur alle fz X

(2.14) l|exp(*A(0))/-/|| ^ \\U(t,0)f-f\\ + Cϊ\\f\\

Hieraus entnimmt man fur den Fall, daβ a<p/2 ist, / e Xe.^o). Ist nun cί^
so laβt sich eine ganze nicht negative Zahl n0 finden, so daβ

(2.15) nop + p/(n0 + 2)^a<(no + l)p + p/{n0 + 2)

gilt. Damit folgt aus fz Xa,Q;?7(o) zunachst fe XnoP+P/(n0+2),q;u(o) Hieraus erhalten wir
trivialerweise/^ X^^.^o), woraus sich weiter wegen (2.14) und (2.12) fz X^ooj^o)
ergibt. Damit gewinnen wir unter Benutzung von Lemma 2. 3 fur alle
die Abschatzung

woraus man fe Xp+p/3 q-A(o) entnimmt. Die letzte Aussage hat aber wegen (2.12) und
Lemma 2. 3 die Ungleichung

zur Folge, woraus wir fe 'Xzp+p/i.q Aw erhalten. Es ist klar, wie wir dieses Verfahren

fortzusetzen haben, so daβ wir schlieβlich fe XnoP+p/(no+2),q;Aw erhalten. Dies letztere

impliziert die Ungleichung

| |exp(ίA(0))/-/ | | ^ \\U(t,0)f-f\\ + α (-+ 1 )^ / (-+ 2 ) | |/ | | ;β,+, / (« i +,,.-.u(β),

aus der wir dann fz XatQ;Ai0) schlieβen. Mittels Lemma 2.1 und (2.13) ergibt sich

daraus auf Grund des Satzes von Banach liber die Beschranktheit des inversen

Operators die Inklusion

(2.16)

Dies zusammen mit (2.13) liefert die Behauptung

Auf den Raumen Xα.^u) kann fϋr 0 < Q C < 1 , l^q<oo bzw. 0 < Λ ^ l , q=oo
durch

ll/llίαu(.) = 11/11+ I f V sup \\exp(τA(a))f-f\\)«dt/t\1/Q

(Modifikation im Falle q—oo ist evident) eine zu (2.1) aquivalente Norm eingefϋhrt

werden (siehe P. L. Butzer-H. Berens [7, S. 194]). Wir zeigen, daβ entsprechendes
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auch fur die Raume Xa,q;u{a) mδglich ίst.

SATZ 2.5. Fur 0<a<l, l^q<oo bzw. 0 < t f ^ l , q = oo ist auf X M ;

eine zu (2. 7) dquivalente Norm gegeben durch

(9 17* 11 Z II- ("/" + \Γ((*-")-'sup \\U[r,a)f-f\\Ydt/{t-a)\'\l^q<
(2.17) ||/||.l(!;tf(o) = j (Ja α S r S ί J

(11/11+ sup ((*-*)-sup ||C7(τ, a)f-f\\) (q = <*>).

BEWEIS. AUS dem Beweis von Lemma 2.2 entnimmt man, daβ fur alle
ί € tθ, T] und alle ft D(A(0)) die Abschatzung | |C/(ί,0)/-/| |^Q| |/ | |Du (o)) erfϋllt
ist. Ferner gilt fur alle ί€ [0, T] und alle / € X ||C7(ί, 0 ) / - / | | ^ C | | / | | . Ist nun
/ ^ X mit f = f1+f2f fx € X,/2

 ζ D(A(0)) gegeben, so erhalten wir damit

\\U(t,0)f-f\\ ^ C inf (||/1||+ί||/1||Du.(.,,)

Benutzen wir nun die Ungleichung

inf (II.ΛII + ί | |/, | |DU( » ^ C( sup | |exp(τA(0))/-/|| + ί(|/| |)
/=/i + / 2 O^τ^t

(siehe P. L. Butzer-H. Berens [7, S. 193]), deren linke Seite monoton in t wachst,
so konnen wir

sup ||C7(τ, 0 ) / - / | | ^ C( sup | |exp(τA(0))/-/| |

schlieβen. Hieraus ergibt sich dann, da durch || \\7,Q',A(O) eine zu (2.1) aquivalente
Norm auf X«,g;A(o) definiert ist, wegen Satz 2. 4 die Aussage unseres Satzes.

Obwohl fur die Anwendungen nicht so bedeutend, betrachten wir noch der
Vollstandigkeit halber die Raume Xa,q;u{a) fϋr diejenigen Werte von a (— °o<tf<oo),
ϋber die in Satz 2. 4 noch nichts ausgesagt ist. Mit Hilfe der Abschatzung (2.14)
ist Xolβ;ff<α) = Xo.βu<α)(l^#<00) Tπvialerweise gilt fur a<0, l^q<oo bzw.
cc^O, q = oo die Aussage Xα><z;̂ (α) = X Weiter haben wir:

SATZ 2.6. ίwr 1 ^ g < oo w ^ a z [0, T) gi

BEWEIS. 1st /<= Xi,9^(0), so folgt / € X«,ρ ̂ (o) mit S < 1 und a+p>l. Daraus
ergibt sich mit (2.12) und Lemma 2. 3
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^ Ct°+p\\fh,Q;A{0) ^ Oβ"

was die Inklusion Xil5;^o)CXilί;F(o) nach sich zieht. 1st umgekehrt fe\ltQ.u{0), so
folgt fe Xa>Q;U{0), woraus sich mit Satz 2. 4 / € X β i ί ; i ( 0 ) ergibt. Die Anwendung von
(2.12), Lemma 2. 3 und Satz 2. 4 liefert weiter

\\w(t, o)/n ^ α
Damit ist dann auch XltQ.ui0)(zXhq]A{0) bewiesen.

Wir bemerken ferner, daβ aus fz Xa,q-A(a) fur <X^l,l~q <°° bzw. oc> 1,
<?=oo die Aussage A(α)/=0 folgt (siehe H. Berens [3, S. 23 u. S. 45]). Damit ist
klar, daβ fur a^l, l^q<oo bzw. ct.>l, q = oo die Raume XM;[f((l) "triviale"
Raume sind, namlich die Nullraume von A(a). Insgesamt wird dadurch offensichtlich,
daβ durch Satz 2. 4 mit Ausnahme der Werte cί — 0, l ^ g < o o die interessanten
Raume erfaβt sind.

Wir kommen nun zu einer Saturationsaussage fur das Approximationsverfahren
[U(t, a) £—>α+ a^ [0, T)}, der zweiten wichtigen Aussage dieses Abschnittes.

SATZ 2. 7. Fur a £ [0, T) gilt:

a) A^5 | |C/(ί,α)/-/| | = o(ί-fl), t-+a + , folgt A(a)f=0.

b) Fur ein / ^ X sind die folgenden Aussagen untereinander dquίvalent:

i) \\U(t,a)f-f\\=O(t-a) ( f - > α + ) ;

BEWEIS. a) Aus der gemachten Voraussetzung folgt, daβ/£ Xi,oo;̂ (α). Daraus
findet man durch sukzessive Anwendung von Satz 2. 4, (2.12) und Lemma 2. 3 die
Abschatzung \\W(t,0)/|| ^Q 1 + ' | | / | |U^(o)- Also folgt ||exp(ίA(0))/-/|| =o(ί)
(ί-^0 + ), d.h. A(0)/=0.

b) Diese Aquivalenz ist eine unmittelbare Folge von Satz 2. 4 und Satz 1. 4
i), wenn wir in letzterem fur Y den Raum D(A(α)) einsetzen.

BEMERKUNG. Ist X renexiv, so ist auch Ό(A(a)) reflexiv. Mit Hilfe von

Satz 1.4 erhalten wir dann, daβ D(A(α))x== Ό(A(a)) ist. Bei reflexivem X kann
also die Saturationsklasse des Approximationsverfahrens {U(t, a) t—>a + , az [0 ,T)}
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unmittelbar bestimmt werden, wenn die Schar der Operatoren A(t) gegeben ist.

Zu Satz 2. 7 und der voranstehenden Bemerkung sind noch einige zusatzliche
Erlauterungen und Erganzungen angebracht.

Zunachst folgt aus A{d)f—0 natϋrlich / = 0. Da wegen der Endlichkeit des
Intervalls [0, T] die Bedingung Oe ρ(A(a)) {ρ(A{a)) ist Resolventenmenge von A(a))
unwesentlich fύr die Gϋltigkeit von Satz 1.1 ist, haben wir die auch im Falle
0&ρ(A(a)) richtige Form A(a)f=0 vorgezogen (siehe Teil II, Abschnitt 5 dieser
Arbeit).

Satz 2. 7 besagt in Worten ausgedrϋckt, daβ es Elemente fz X gibt und zwar

genau die Elemente fe X, die zu Ό{A(a))x gehδren, fur die U(t,a) fur t—>a-\-
die Identitat von der bestmδglichen Ordnung approximiert. Diese bestmδgliche
Ordnung ist O[t-a). Es gibt hochstens noch "triviale" Elemente, die Elemente des
Nullraumes von A(a), fur die wir eine bessere Approximationsordnung erwarten

kδnnen. Satz 2. 7 besagt weiter, daβ fur alle Elemente / e D(A(0))x-und nur fiir
diese die Normableitung der Lδsung des homogenen Problems (1. 5) (F(t) = 0) im
Anfangszeitpunkt t = 0 des Prozesses (in der Norm) beschrankt bleibt. Im zweiten
Teil dieser Arbeit interpretieren wir diesen Sachverhalt physikalisch an konkreten
Beispielen.

Der Kette von Approximationsverfahren, von denen bekannt ist, daβ sie die
Saturationseigenschaften besitzen, wird durch Satz 2. 7 ein weiteres Glied hinzugefugt.
Als Basis hierfϋr kann das eingangs zitierte Resultat von P. L. Butzer aus dem
Jahre 1956 angesehen werden, wo er erkannte, daβ eine bezuglich t auf [0, oo) stark
stetige Halbgruppe {exp (tA) 0^t < oo} von Operatoren die Saturationseigenschaft
besitzt, und er gleichzeitig fur reflexive Raume die Saturationsklasse zu D(A)
bestimmte. Der Saturationssatz von P. L. Butzer wurde dann 1960 von K. de Leeuw
[17] auf duale Halbgruppen iibertragen. Schlieβlich erkannte H. Berens [3] im Jahre
1968, indem er Satz 1.4 benutzte, daβ die Saturationsklasse der Halbgruppe

[exp{tA) 0 ^ t < oo} durch Ό(A)Z charakterisiert werden kann. Beachtet man nun,
daβ, wie eingangs erwahnt, eine holomorphe Halbgruppe eindeutige Lδsung des
Problems (1.4) ist, also Greenscher Operator des Problems (1.5) bei von t
unabhangigen "A(ί)", so erweitert Satz 2. 7 die zitierten Resultate auf den Greenschen
Operator des Problems (1. 5) bei von t abhangigem "A(t)", der jetzt keine Halbgruppe
mehr bildet.

Wir kommen nun zu dem dritten Fragenkreis dieses Abschnitts, der zunachst
einmal kurz skizziert sei: Die Charakterisierung der Raume Xαiρ;̂ (α) durch XβfC.,A(α),
d. h. die Relation (2.3), wird in der Approximationstheorie als "Charakterisierung
vom Zamanskyschen Typ" bezeichnet (vergl. H. Berens [2] und J. Peetre [23]).
Wir wollen im folgenden zeigen, daβ auch unsere allgemeinen Raume \a,Q-u(a) eine
Charakterisierung dieses Typs zulassen. Wir kδnnen namlich, wie zu Beginn dieses
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Abschnittes erwahnt, die Relation \atq.ma) = ̂ a,q ,ma) zeigen. Zuvor benδtigen wir

noch zwei Hilfssatze. Einen Beweis des nun folgenden ersten Hilfssatzes findet man

in H. Tanabe [28], wo dieser eine zentrale Rolle beim Beweis von Satz 1.1 spielt.

LEMMA 2. 8. Filr 0 < s < t ̂  T gelten die folgenden Aussagen :

(2.18) A(t)W(t, s) = f A(t)[exp((t - u)A(u)) - exp((ί - u)A(t))]R(u, s)du

+ [exp((ί-5)A(ί))-/|2?(ί,5)+ f A(t)exp((t-u)A(t))[R(u,s)

- R(t, s)]du

(2.19) \\A(t)(exp((ί - s)A{t) - exp((ί - s)A(s)) \\ ^ Qt-s)'-1,

(2.20)

wobei 0 < p ^ l tst.

LEMMA 2. 9. Es gilt filr az[0,T), a<t^T sowie 0 < t f ^ l und

(t - ay—qA(t)W(t, a)f\\

BEWEIS: Wir gehen von (2.18) aus und schatzen die einzelnen Terme ab. Mit

Lemma 2. 3 erhalten wir

(2. 21) ||[exp(fA(ί)) -

Mit (2.19) und Lanma 2. 3 bekommen wir weiter

(2. 22) / A(ί)[exρ((ί - «)A(ί)) - exp((ί - u)A(u))]R{u, 0 ) / du!
l 'o '

^cιι/ιι;.-M(β f (t-uy-w+'-Wu = CB(P+a,p)t*'+-iw\'..~.«e>.

Aus der Definition von i?i(ί,s) folgt weiter fur

= [A(ί) - A(«)]exp(ίA(0))/+ [A(u) - A(0)][exp(tA(0) f - exp(«A(0))/].
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Da der letzte Term hier gleich

{A{u)-A{0))A{0)'1 f A(0)2exp (vA(O))fdv

= (AM-A(O)IA(O)-1 [ A{0)exp((v/2)A{0))A(0)exp((v/2)A(0))fdv

ist, erhalten wir also in 0<u<t^T

\\RAt,0)/- RM,0)/|| ^ C\\f\\^;A(0)[(t- u)>r-1 + ur f v°~2dv].

Fur 0<a<l ist aber

ί va~2dv = C{ua~ι - ί""1) < Crxua-χ(t - u) ,

und fur Λ = l ist Γ va~2dv^kCιCι{t-u).
u

Fiir O < Λ < 1 liefert dies

I1 t
I A(ί)exp((ί - u)A(t))[Rx(t, 0) - ^(w, 0)]fdu

Im Falle Λ = l steht hier im zweiten Glied der Klammer auf der rechten Seite nur

/ up~ιdu, woraus also dann dieselbe Abschatzung fiir a = 1 folgt. Wieder mit

Lemma 2. 3 erhalten wir weiter

\f A(ί)exp((ί - u)A(t)) If Rt(t, v)R(v, 0)fdv\du
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\\^.,Λm f [t-uf'-'du = Q

Beachten wir nun (H. Tanabe [28]), daβ fur 0^s ^T die Ungleichung

\\Rί(t, s) - RAu, s)|| ^
t-s [t-s){u-sγ-

sowie die Abschatzungen

(t-u)> (Λ t-s
+ 1

und

Γ t-u
Js {t-v)(u-vy-p(v-sy-<

dv

t-u , {t
{t-s)ι-p\(t-s)(u-s)1-2p ' t-s

erfϋllt sind, so erhalten wir mittels Lemma 2. 3

A(t)exp((t-u)A(t))[ (R1(t,v)-Rι(ufv))R(v,O)fdv

< Ct"\\ f\\a Λ(0 I (t — u)'1^! - ~

^Ct"\\f\\'^.,MJt'-1 ύ2'-ιdu

Γί\ {t-uY^u'du+t'-1 I (t-uγ-ι

Wegen (1.13) liefern die letzten drei Abschatzungen zusammen

(2. 23)
/

A(ί)exp((ί - u)A(t))(R(t, 0) - R(u, 0))fdu \ ^ Cf+'-^fW'^
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Aus (2. 21), (2. 22) und (2. 23) ergibt sich nun die Aussage des Lemmas.

Damit sind die Hilfsmittel bereitgestellt, um eine "Charakterisierung vom
Zamanskyschen Typ" zu beweisen.

SATZ 2.10. Fur az [0, T) und 0<a<l, l^=q<oo bzw.
gilt

BEWEIS. ES sei fe Xa,η u(o)' Wegen Lemma 2. 9, (2.12) und Satz 2. 4 erhalten
wir

\\A(t)W(t, o)/ | | ̂  Cta+p

Beachten wir weiter die Abschatzung

\\A(t)U(t, 0)/| | ^ C||A(0)exp(ίA(0))/|| +

so bekommen wir unter Verwendung von Formel (2. 3) und Satz 2. 4 die Inklusion

(2. 24) Xαi(?;C/(0) C Λa>q;U(0) •

Sei nun umgekehrt fz X ^ ; ^ . Wegen (2. 20) gilt fur alle / € X

(2. 25) ||A(0)exp(ίΛ(0))/|| ^ C^" 1 ! !/ ! ! + \\A(t)U(t9 0)/||) .

1st nun a<p/2, so ergibt sich hieraus sofort /^X«f9;^(o), woraus mit (2.3) und
Satz 2.4 unmittelbar/^ Xfff(7;̂ (0) folgt. 1st aber a^p/2, so laβt sich eine ganze
nicht negative Zahl n0 angeben, so daβ die Ungleichung (2.15) erfϋllt ist. Die
weitere Schluβweise verlauft nun ganz analog wie im zweiten Teil des Beweises
von Satz 2. 4, so daβ wir die Inklusion

(2.26) X

erhalten. (2.24) und (2.26) zusammen ergeben die Behauptung.

Von Interesse ist nun noch die Frage, welche Beziehungen zwischen den Raumen
X«,e;tf(rt) (bzw. Xa,q u(a)) fur verschiedene <7(1^Ξ<7^Ξ°°) und fur verschiedene a(a € [0,T))
bestehen. Bei konstantem a € [0, T) haben wir den folgenden Satz.

SATZ 2.11. Fur β^<x>0, l^p^q^oo und ae [0, T) gilt
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1 ) X ^ p U(a) C X« ;<7, U(a) >

ll)

BEWEIS. Der Beweis der ersten Inklusion ergibt sich aus Satz 2. 4 und dem
folgenden auf J .L. Lions- J. Peetre [19] zurϋckgehenden Theorem: Fur β>_a>0,

ltΞΞzp^q^Ξ00 gilt X^p ^ o C X ^ Aία). Wegen Satz 2.10 ist damit auch die zweite
Aussage evident.

Es laβt sich weiter zeigen, daβ fur verschiedene az [0, T) die Raume Xa,q u(a)

gleich sind. Wir geben diesen Sachverhalt in einer Form an, die die zentralen Satze
2. 4 und 2.10 als Spezialfalle enthalt.

SATZ 2.12. Fur beliebige a, b,c,dz [0, T) und 0 < Λ < 1, ltkq<°° bzw.

0 < t f ^ l , g=oo gilt

a,q;A(a) = A.aiQ'tU(b) = <Λ.a,q;U(c) = Λ>a,q;A(d)

BEWEIS. Wir benutzen das folgende von P. L. Butzer-W. Kδhnen [8] bewiesene
Theorem: Sind Ax und A2 Erzeuger von bezϋglich tz[O, oo) stark stetigen
Halbgruppen von Operatoren {exp(ίAχ) Ot=ίt<oo} bzw. {exp{tA2) 0^t<oo]

und gilt Ό(AI)GΌ(A2), SO folgt fur die oben angegebenen Werte von a und q,

daβ Xα.g ^cXα.g,^ gilt. Da in unserem Falle Ό(A(t)) uhabhangig von t ist, ergibt
sich damit zunachst Xa(Q A(α) = Xα,?;i(δ) fur beliebige a, bz[0, T). Zusammen mit
(2. 3), Satz 2. 4 und Satz 2.10 erhalten wir damit die Aussage unseres Satzes.

3. Approximationssatze fur die Operatoren V(t,s). In diesem Abschnitt
untersuchen wir nun das Approximationsverhalten der Operatoren V{t,s) aus Satz
1. 3, und zeigen, aufbauend auf den bisher erzielten, Resultaten, daβ es im wesent-
lichen auch auf das der Halbgruppen [exp(tA(a)) 0^t<oo};a e [0,T) zurϋckgefϋhrt
werden kann. Analog zu (2.4) betrachten wir fur ae [0, T), — o o < ^ < o o , zunachst
die folgenden Teilmengen von X.

(3. 1)

{/: /€ X, sup ((t - a)-W(t, a)f-f\\) < oo (q = oo).

Ziel dieses Abschnittes ist es, zu zeigen, daβ die Mengen (3.1), mit den entsprechenden
Normen versehen, intermediare Raume von X und Ό(A(a)+B(a)) =Ό(A(a)) sind,
daβ im Falle 0<a<l, l^q<oo bzw. 0<cc^l, q=oo fϋr beliebige α, bz [0, T)
die Aquivalenz Xβ i f l ; ί ί ( α )^Xα i Q;F(6 ) erfϋllt ist und daβ bei reflexivem X das
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Approximationsverfahren {V(t9 a), t —> a+, a € [0, T)} die Saturationseigenschaft
besitzt. Wie im vorangegangenen Abschnitt beweisen wir alle Aussagen wieder nur
fur den Fall a=0. Wir benotigen zunachst einige Hilfssatze, in denen die Operatoren
A(t) und B(t), O^t^T, die Voraussetzungen von Satz 1.3 erfϋllen mδgen.

LEMMA 3.1. Es set 0 < δ ' < l , und B(t)(-A(t))~y gehδre zu ®(X) fur alle
t € [0, T] und set stark stetig auf [0, T], dann folgt:

i) B{t)A(t)-1 ist stark stetig auf [0, T]
ii) \\B(t)exp(τA(s)\\^Cτ'δ fur alle s,tz [0, T], 0<τ<oo und S>S
iii) der Operator A(t)+B{t) mit Ό(A(t)+B(t))=Ό{A(ή) ist fur te [0, T]

Erzeuger einer bzgl. τ€ [0, oo) stark stetigen Halbgruppe {exp(τ(A(ί)+β(ί))
] von Operator en.

BEWEIS. Wir haben zunachst fur t, s £ [0, T]

- ( - A(t))δ'-ι(A(s) -

Beachten wir die Formel

||exp(τA(ί)) - exp(τA(5))|| ̂  Ce^'\t-s\' (s,te [0, T],r^0)

(siehe P. E. Sobolevskij [24]), so erhalten wir

\\(-A(s)Y'-1-(-A(t)r-l\\

:g [Γ(l - δ ' ) ] " 1 f ||exp(τA(5)) - exp(τA(ί)||τ-*'Jτ =§ C|ί - s | '

und folglich \\{(-A(t)Y'-{-A(s)Y)A(0)-l\\^C\t-s\". Die evidente Relation

liefert damit sofort Aussage i). Beachten wir die folgenden beiden Relationen (siehe
P. E. Sobolevskij [24])

| | ( - A(t)yexp(τA(t))\\ ^ C{β)e-rτ-'> (β ̂  0 t e [0, T] r > 0)

und

| | ( - A(t))'( - A(s))-*\\ ̂  C(a, β) (0 ̂  α < β ^ 1 5, t € [0, T]) ,
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so bekommen wir weiter

|!B(ί)exp(τA(5))||

= \\B(t)(- A(t))-δ'(- A(t)f(- A(s))-S(-A(s))δexp(τA(s)

Schlieβlich ergibt sich nach einem bekannten Storungssatz fur Halbgruppen von
Operatoren von R. S. Phillips (siehe E. Hille-R. S. Phillips [12, S. 400]) aus i) und
ii) die Aussage iii).

LEMMA 3. 2. Es gilt fur O^a<t^T

V(t, a) - U{t, a) = f V(t, s)B{s)U{s, a)ds .

BEWEIS. Fur a<s<t^T haben wir

-~- (V(t, s)U(s, a)) = V(t, s)A(s)U(s, a) - V(t, s)(A(s) + B(s))U(s, a)

= - V(t, s)B(s)U(s, a) .

Nun ist aber V(t,s)B(s)U(s,a) stark stetig bezuglich s in a<s<t, wie man aus
der Relation

V(t,s)B(s)U(s,a) = V(t,s)B(s)A(s)-1A{s)U{s,a)

zusammen mit Lemma 3.1 findet. Also erhalten wir durch Integration die Aussage
unseres Lemmas.

Nun konnen wir einen zu Lemma 2.1 und Lemma 2. 2 analogen Satz beweisen.
Wir erhalten

SATZ 3. 3. Fur a € [0, T) sind unter der Norm

( [T \l/q

11/IU.α nα) = 11/11 + J ((* " a)-\\V(t, a)f-f\\Ydt/(t - a)

[q—oo entsprechend) fur — oo<tf<oo, l^q^oo die Rdume Xα(7.Γ(α) Banachrdume
und fur 0 ^ Λ < 1 , l^q<oo bzw. O ^ α ^ l , g = oo gilt
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BEWEIS. Der Beweis der Banachraυmeigenschaft lauft genauso wie in Lemma
2.1. Die Einbettungsrelation vergleichen wir mit Lemma 2. 2. Wegen Lemma 3.1
i) ist fur / € D(A(0))=D(A(0)+B(0))

V(t9 s)(A(s) + B(5))/ = V(f, s)(A(s)A(0)~ι + £

stetig in der Norm von X bezuglich 5€ [0, t\. Damit ergibt sich

V(t9 0 ) / - / = Γ V(f, s)(A(s)A(0)-1 + B(s)A(0)'i)A(0)f ds,

woraus ||V(f, 0 ) / - / | | ^ Q | | A ( 0 ) / | | folgt. Da A(0) + β(0) abgeschlossen ist
(Lemma 3.1 iii)), erhalten wir mit Hilfe des Graphensatzes die Aquivalenz

(3. 2) D(A(0)) = D(A(0)+B(0))

(siehe T.Kato [15, S. 191]). Folglich ist \\V(t9O)f-f\\^Ct\\f\\ΌUW+Bm Hieraus
ergibt sich nun genauso wie in Lemma 2. 2 die Aussage unseres Satzes.

Der vorangegangene Beweis laβt im ϋbrigen erkennen, daβ auch die Einbet-
tungsrelation

(3.3) D(A(α))cXβ>βϊF(α)CX

giiltig ist. Um nun die wichtigste Aussage dieses Abschnittes: Xα(9;^(α) = Xαί7;r(α)
( 0 < Λ < 1 , l ^ g < o o bzw.0<Λ^l, q = oo; az[09T)) zeigen zu kδnnen, benδtigen
wir noch zwei Hilfssatze. Einen Beweis des ersten ίindet man z. B. in G. H.Hardy-
J.E. Littlewood-G. Polya [11].

LEMMA 3. 4. Es set a>0, lt=zq<°° Wenn h(t) eine nicht negative bezuglich
des Maβes dt/t meβbare Funktion auf (0, oo) ist, dann gilt

(t-a\ h(u)du/u) dt/t ^-j-
) ι / Q

\

LEMMA 3.5. Gilt \\B{t)exp{τA(a))\\^Cτ-δ fur alle a,tz [0, T ] , alle τ > 0

und ein festes Be [0,1], so folgt aus fe Xa,^,Λ(a){0^a^l) fur t-+0 +

\\B{t)exp(tA{a))f\\=O(ta-δ), falls
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\\B(t)exp(tA(a))f\\ = O(log(l/ί)), falls δ = ct;

\\B(t)eκp(tA(a))f\\ = O(l), falls S<a.

BEWEIS. Nach Voraussetzung ist fur alle tz(0,T]

t°\\f\\«,oo>A(o)> Wir wahlen eine natϋrliche Zahl ra0, so daβ tmo = l/2m°^T ist, und

setzen fur alle natϋrlichen Zahlen m>m0: tm = l/2m. Nun schreiben wir

||S(ί)exp(ίA(0))/|| ^ ||β(ί)exp(ίmoA(0))/||

+ ||β(ί)(exp(ίraA(0)) -exp(ίm oA(0)))/||

- exp(ίmA(0)))/||

und schatzen die beiden letzten Terme auf der rechten Seite ab. Es ist

B(t)(eMtmA(0)) - exp(ίmoA(O)))/

- Σ, (B(t)(exp(tkA(0))-eMtk-ιA(0)))f)
k=mo + l

TO

= Σ, (B{t)exp(tlιA(0))(f-exp(tk.ιA(0))f)
fc=mn+l

- B(t)exp(tlc-1A(0))(f- exp(ί,A(0))/)),

woraus folgt

||B(ί)(exp(ίmA(0)) - exp(ίmβA(0)))/||

m (

(3-4) ^ C\\f\\a,oo;A(0) Σ \

Wahlen wir nun t mit ί m < ί ^ ί m _ . ! , so erhalten wir

m m Ofc-2

A:=mo+1

τ-ci-*+«>^τ ^ 2 /

2 « l o - l ^ 2 m 0 -
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_ j(2/(δ-Λ))(ί- l-2<-- l)<'-J) (δ^rt)

~ (2(log(l/ί) - Iog2--1) (8 = a).

Weiter ergibt sich fur ίm

(3. 6) ||B(ί)(exp(fA(0)) - exp(ίmA(0)))/||

||β(t)exp(ί«

M<>)(t-'2-m'+2m't') ^ C\\f\\^M)t"-'(l + 2').

(3. 4), (3. 5) und (3. 6) zusammen liefern nun die Aussage des Hilfssatzes.

Dieser letzte Hilfssatz verallgemeinert einen Satz von H. Berens [2], welcher
sich aus unserem fur B(t) = A(a) fur alle t € [0, T] und δ = 1 ergibt. Die
Beweismethode geht auf S. N. Bernstein zurϋck.

Jetzt kδnnen wir den ersten wichtigen Satz dieses Abschnitts zeigen, durch
den im wesentlichen das Approximationsverhalten der Operatoren V(t, s) auf das
der Operatoren U(t9 s) des vorangegangenen Abschnitts reduziert wird.

SATZ 3.6. Fur 0<a<l, l^g<oo bzw. 0<a^ly q=oo und az[0,T)
gilt

Xα.ζf F(α) = Λ>a,q\U(.a)

BEWEIS. Wegen Lemma 3. 2 und Lemma 3.1 ist

\\V(t9 0)/-/|| ^ ||C7(ί,0)/-/|| + cf \\A(v)U(v9 0)f\\dv,

hieraus folgt mit Lemma 3. 4 und Satz 2.11

f

Also erhalten wir

( 3 . 7 ) Xα,<7;tf(0) C Xflf>(7;Γ(0)

Bei der Umkehrung betrachten wir nun zunachst die Falle oc<l, l^q^oo. Zu
vorgegebenem a wahlen wir δ mit Λ < δ < l . Es folgt fur alle / € X wegen (2.20)
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f \\B{v)U(v,0)f\\dv^ f \\B(v)exp(vA(O))f\\dv + cf \\A(v)W(v,0)f\\dv
Jo Λ Jt>

mit x — min(l— δ, p). Lemma 3.2 liefert damit fur alle /<= X

(3. 8) \\U(t, O)f-f\\ ^ \\V(t9 0)/-/ | | + Ct*\\f\\.

1st nun <x<X/2, so ergibt sich aus (3.8) unmittelbar fz Xa,qium- 1st aber ct^
so laβt sich eine ganze nicht negative Zahl n0 ίinden, so daβ die Ungleichung (2.15),
mit p ersetzt durch x, erfϋllt ist. Damit erhalten wir aus fz Xαi<7;F(o) zunachst
/ € Xnoχ+χ/(n0+2)1q;F(o)> woraus trivialerweίse fe Xχ/2>Q;Γ(0) folgt. Das letztere impliziert
wegen (3.8) und Satz 2. 4 fe XX/2,Q;A(U) Hieraus folgt mit (2.12) und Lemma 3.5

und mit (2.12) sowie Lemma 2. 9

\\A(t)W(t, 0)/ | | ^ r ^ ^ ^

Also bekommen wir fur alle tz (0, T] und alle fz Xβf<7;r(o)

(3. 9) ||C7(ί, 0 ) / - / | | ^

woraus wir ^ ^ Xx+x/3iί7;ί7(0) entnehmen. Nun ist klar, wie wir, analog wie im Beweis
von Satz 2. 4, fortzufahren baben, so daβ wir

(3. 10) Xα.ί F.0) C Xa,Q U(O) (<* < 1)

erhalten. Es bleibt noch der Fall a=l, q=°o. 1st fe X l c o ; n 0 ) , so folgt / € X ôo πo)
mit S<cc<l und a+ρ>l. Damit ergibt sich aber fur diese Elemente / wegen
Lemma 2. 9 und Lemma 3. 5

Folglich erhalten wir wegen Lemma 2.10 fz Xi,oo ,̂ (o)> was dann zusammen mit
(3. 7) und (3.10) unseren Beweis vervollstandigt.

Die Kombination der Satze 3. 6 und 2.12 liefert schlieβlich :

SATZ 3. 7. Fur beliebige aybz [0, T) und 0 < α < l , l^q<oo bzw.
q=oo gilt
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{Insbesondere gilt diese Aquivalenz fur a = b).

Mit diesem Satz haben wir also das Approximationsverhalten der Operatoren
V[t, s) auf das der, urspriinglich in Satz 1.1 gegebenen, Schar von Halbgrup-
penoperatoren {exp(tA(a)) 0^ ί<oo} , az [0, T) zurϋckgefϋhrt. Damit ist iibrigens
auch sofort klar, daβ Satz 2.11 i) gultig bleibt, wenn wir dort den Index U(a)
durch V{a) erset zen.

Es bleibt nun noch die Frage nach der Charakterisierung der Raume Jia,q;u{a)
fur die Werte von a und qy die durch Satz 3. 6 bzw. Satz 3. 7 noch nicht erfaβt
sind, sowic die Frage nach der Saturationseigenschaft des Approximationsverfahrens
[V(t9a)9 t-^a+ az [0, T)} zu beantworten.

Entsprechend (3. 8) gilt fur alle / € X

W(t,0)f-f\\ ^

woraus Xo,<r,r(α)=X<u:ff(α) = Xo.β;̂ (α), ( 1 ^ ^ < ° ° ) , folgt (die letzte Aquivalenz wegen
(2.14)). Fur tf<0, l^q<oo bzw. a^O, q=o° ist offensichtlich Xα)5;Γ(α) = Xβi?;D'(α)

Im allgemeinen sind aber nun fur α ^ l , l ^ g < o o bzw. ct>l, q—oo die Raume
X«.β;F(α) und Xa,Q;u(a) nicht Equivalent. Dies sieht man wie folgt ein: Wahlt man
speziell A{t) = A und B{t) = B, {A, B unabhangig von ί), so erzeugt neben A auch
A + B eine bzgl. ί€ [0, 00) stark stetige Halbgruppe von Operatoren (vgl. Lemma
3.1 iίϊ))- Ist a>l fest gewahlt, so sind die Aussagen \\exp{tA)f-f\\=O(ta)(t~^0 + )
und Af=0 bzw. ||exp(ί(A + jB))/-/| |=O(ί β)(ί-*0 + ) und (A + B ) / = 0 Equivalent.
Es lassen sich aber leicht Beispiele finden, bei denen aus A/=Ό nicht(A + .B)/=0
und aus {A + B)f=0 nicht Af=0 folgt (siehe Abschnitt 6). Es ist damit auch
klar, daβ die Aussagen \\V(t9a)f-f\\=o(t-a), (ί->α+) und \\U(t9a)f-f\\=o{t-a)9

(t—*a-\-) fur ein fe X im allgemeinen nicht untereinander Equivalent sind.

Die letzte Bemerkung riickt die Saturationsfrage fur das Approximationsverfahren
[V(t9a)9 t—>α+ ae [0, T)} in ein interessantes Licht, da wir diese nun nicht auf
die fur das Approximationsverfahren [U(t9a)9 t-+a+ α<= [0, T)} ohne weiteres
abwalzen konnen. Der folgende Satz zeigt, daβ wir bei reflexivem X die Frage
positiv beantworten konnen.

SATZ 3. 8. 1st X reflexiv und az [0, T), so gilt :

a) Aus \\V(t,a)f-f\\=o(t-a) (t-*a + ) folgt (A(a)+B(a))f=0.

b) Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent :

i) W(t,a)f-f\\=O(t-a) (t^a-h);

it) f
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BEWEIS. a) Aus \\V(t90)f-f\\=o(t) (ί->0+) folgt mit Satz 3.7undSatz
2.4 / € (X, D(A(0)))i,«,,r. Weil X reflexiv ist, ergibt sich daraus mit Satz 1.4
/<= D(A(0)). Dies letztere liefert dann

lim f V(t,v)B(v)exp(vA(O))fdv -B(0)f = 0,

wie die Gleichung

(1/t) f V(t,v)B(v)exp(vA(O))fdv -B(O)f

= (l/t)f V(t,v)(B(v)A(O)-*exp(vA(O))A{O)f-B(O)f)dv

zusammen mit Lemma 3.1 lehrt. Also erhalten wir auf Grund von Lemma 3. 2 und
Lemma 2. 9

und auf Grund von Lemma 2. 3

= 0,

woraus (A(0)+B(0))f = 0 folgt. b) Diese Aussage ist eine direkte Konsequenz aus
Satz 3. 6, Satz 2. 4 und Satz 1. 4.

BEMERKUNG. AUS (3.2) folgt Ό{ΪA{a)TB(ά))x = D(A(αj)x. Mithin gilt

Aussage b) von Satz 3.8 auch bei nichtreflexivem X, wenn wir dort Ό(A(cή) durch

) x bzw. D(A(α)+B(α)) durch Ό(A(a) + B(a))x ersetzen.

Zum Schluβ dieses Abschnitts sei darauf hingewiesen, daβ fur
bzw. 0<cc^l, q=oo auf Xa,Q;v(a) (az[0,T)) auch eine Norm eingefϋhrt werden
kann, die analog zu der Norm in Satz 2.5 gebildet ist und die der bisher auf
X«,β;r(α) betrachteten Norm Equivalent ist. Ferner sei erwahnt, daβ auch fur das
Approximationsverfahren {V(t, a), t —•#+ ae[0, T)} "Charakterisierungen vom
Zamanskyschen Typ" moglich sind.

Wir haben nun die Aufgabe, mit den bisher erzielten Resultaten das Approxima-
tions verhal ten der Losungen der Differentialgleichung (1.5) in Abhangigkeit vom
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Anfangswert / fur den inhomogenen Fall F^O zu studieren sowie die dann
erhaltenen Resultate auf konkrete Differentialgleichungsprobleme anzuwenden. Dies
soil im zweiten Teil dieser Arbeit geschehen.
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