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Introduction. Soit A un anneau unitaire et F un systéme topologisant
et idempotent ([10], chap. 5, p. 412) sur A (topologie additive dans notre
terminologie). En rapport avec F on définit la notion de A-module F-
torsionné et A-module F-sans torsion. On pose la question suivante: étant
donné une topologie additive sur A, déterminer la structure des modules
F-sans torsion. Pour cela on introduit le treillis C7(A); c¢’est-a-dire I’ensem-
ble des idéaux a gauche a tels que A/a soit F-sans torsion.

Dans ce travail on donne la structure des modules F-sans torsion
quand C (4) est un treillis noethérien. Comme on le verra du travail,
cette théorie s’applique le plus simplement au cas ou A est un anneau
noethérien ou lorsque A est un anneau Krull [5].

Le travail a sept paragraphes: dans le premier on donne des condi-
tions nécessaires et suffisantes quand C,(A) est un treillis noethérien
(th. 1.6).

Dans le deuxiéme papagraphe on étudie le cas ou A est un anneau
commutatif.

Dans le troisiéme paragraphe on montre que pour les idéaux de
I’anneau A qui sont des éléments de C,(A) il existe une décomposition
primaire de type Lasker-Noether (th. 3.3).

On met en évidence une série de propriétés de la catégorie Mod 4/~
ou .” est la sous-catégorie localisante associée & F (corollaire 3.11).

Dans le quatriéme paragraphe on donne des conditions suffisantes dans
le cas ou la sous-catégorie .” est stable par les enveloppes injectives
(corollaire 4.2, corollaire 4.3).

Dans le cinquiéme paragraphe on détermine la dimension injective de
la catégorie Mod A/.” (th. 5.5) en généralisant la proposition 3.9 du [6].

Dans le sixiéme paragraphe on met en évidence un théoréme de
décomposition d’un A-module par rapport i la topologie F' (th. 6.7, corol-
laire 6.8, corollaire 6.10) en généralisant le théoréme 5 du ([5] p. 59).

Dans le septiéme paragraphe on donne les conditions nécessaires et
suffisantes pour lesquelles C,(A) est un treillis distributif (th. 7.3, corol-
laire 7.4).
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0. Définitions, notations et résultats préliminaires. Tous les an-
neaux considérés ont un élément identité non nul, tous les modules sont
unitaires et a gauche.

Soit A un anneau; on note par Mod A la catégorie des modules a
gauche (unitaires) sur A.

Nous appellerons topologie additive 4 gauche sur A un ensemble F
d’idéaux a gauche de A non vide, vérifiant les conditions suivantes:

1) SiaecF et xc A alors (a:x)e F ou (a:2) = (A |[Ae 4, M e a}

2) Soit a, b, des idéaux i gauche de A tel que be F; si pour tout
xeb, (a:x)e F, alors ae F.

La notion de topologie additive sur A coincide avec la notion de
systéme topologisant et idempotent d’idéaux i gauche sur A définie par
Gabriel ([10], ch. 5, p. 411).

Si F est une topologie additive a gauche sur ’anneau A on note:

K ={M|MecMod A, Vxe M, z #+ 0 = Ann (z) e F'}
et

F ={M|McModA xc M et Ann (x)e F=2 =0} .
D’aprés [9] ou [1] le couple (_Z #") est une théorie de torsion héréditaire
pour Mod A.
La sous-catégorie . a les propriétés suivantes:
1) Si
O-M—-M—M'—0

est une suite exacte, alors Me .“ si et seulement si M, M" e .*”

2) Si I est un ensemble et (X;);.; sont des objets de alors @;.; X;e .~

D’aprés ([10], ch. 3) _# est une sons-catégorie localisante et 1’appli-
cation FF— .7 est une bijection de I’ensemble des topologies additives
a gauche sur ’ensemble de sous-catégories localisantes ([10], ch. 5, p. 412).

Si Me . # nous dirons que M est F-torsionné; si Me & nous dirons
que M est F-sans-torsion. Il est clair que un A-module M est F-sans
torsion si et seulement si le plus grand sous-module FM de M qui
appartient au .” est nul.

Un A-module M s’appelle F-fermé ([10], ch. 3, p. 371) si I’application
canonique

M = Hom (A4, M) — Hom (a, M)

est un isomorphisme pour tout aec F.

Remarquons que si M est un A-module F-fermé alors M est F-sans
torsion.

Comme .# est une sous-catégorie localisante de Mod A on peut
considérer la catégorie quotient Mod A/_#([10], ch. 3).
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Nous désignons par Ty: Mod A — Mod A/_# le foncteur canonique et
par Sy;: Mod A/ — Mod A le foncteur adjoint a droite de T, ([10], ch.
3, p- 369). Il est bien connu que T, est un foncteur exact et S, est
exact a4 gauche.

Puisque S, est un foncteur adjoint a droite de T, alors il existe les
morphismes fonctoriels ¢: TSy — Id Mod A et +: Id Mod A — S;- T, ([10],
p. 369) ot Id Mod A est le foncteur identique de Mod A.

De plus, le morphisme fonctoriel ¢ est un isomorphisme fonctoriel
([10}, p. 371, prop. 3).

D’aprés le corollaire du ([10], p. 871) un A-module M est F-fermé si
et seulement si le morphisme (M): M — S;T-(M) est un isomorphisme.

Nous employons aussi les notations suivantes: Si M est un A-module,
L < M un sous-module de M et xe M, alors

(L:x) = {M|Nve 4, vee L}
L™ ={x|xeM, (L:x)e F}.

ProprosITION 0.1. Les affirmations suivantes sont vraies:

1) Si L est un sous-module de M, alors (L™)” = L".

2) St L et L’ sont sous-modules de M et L = L' alors L™ = L'".

3) St (L;);e; est ume famille finie de sous-modules de M, alors
(nieI Li)~ = nieI L;°

DEMONSTRATION. 1) Il est clair que L™ = (L7)". Si xe (L") alors
(L™:2)e F. Soit \ un élément quelconque de (L~: ). Comme ((L: x): \) =
(L:\z) et (L:xx)e F alors ((L:x):\)e F pour tout ne(L:x). Par suite
I'idéal (L:x)e F et done xec L~.

2) Clair.

3) D’apreés 1) et 2) il existe l'inclusion (Nie; L:)~ S Nier Li.  Soit
xe Mier Li; alors (Li:z)e F pour tout tel. L'égalité (N;e; L) =
N:er (L;: x) implique que (N;e; L;: ) € F(F est une topologie additive ([10],
p. 411).

" 11 faut remarquer que si M est un A-module et L & M un sous-
modules, alors L~/L est le plus grand sous-modules de M/L qui appartient
a #. Désignons par C(M) I’ensemble:

Ci(M)y={LcM|L” =1Lj}.
Il est clair que L~ = L si et seulement si M/L est F-sans torsion.

Si (L;);.; est une famille d’éléments de Cr(M) alors V,c; L; = ier Li)~
et AierLi = Nier L; sont éléments de Cr(M)

PROPOSITION 0.2. Cr(M) est un treillis modulaire complet [T] pour
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les opérations “V” et “A”. La relation d’ordre associée est 'inclusion.
Pour la démonstration voir ([22], prop. 11. 1).

Soit L un sous-module de M; rappelons que M est une extension
essentielle de L si, X étant un sous-module de M, la relation LN X =0
implique X = 0. Un A-module M est co-irréductible si M = 0 et si deux
sous-modules non nuls de M ont une intersection non nulle. Un sous-
module L de M est irréductible si M/L est coirréductible.

On dit que un A-module M est indécomposable si M = M' P M" im-
plique M’ =0 ou M” =0. Si M est un A-module alors E(M) représente
I’enveloppe injective de M.

Un treillis &~ est noethérien [7] si &~ satisfait la propriété suivante:

Si

A=F =R

N
In

L

est une chaine ascendante d’éléments de &% il existe un nombre naturel
“kE” tel que X, = Xppy = + .

Si A est un anneau, alors A, est le A-module a gauche A, et C,(4)
représente le treillis Cp(4.,).

1. Conditions pour lesquelles C;(A) est un treillis noethérien. Soit
F une topologie additive a gauche sur A et (% %) la théorie de torsion
associée.

Un A-module a4 gauche M est F-noethérien (ou ._“-noethérien [11]) si
T.(M) est un objet noethérien dans la catégorie Mod A/_% Nous dirons
que M est F-de type fini §’il y a un sous-module M’ = M, M’ A-module
de type fini, tel que M/M’' est F-torsionné (c’est-a-dire M/M'e . 7).

LEMME 1. Soit M un A-module. T (M) est un objet moethérien si
et seulement si M vérifie la condition suivante:
Pour toute chaine ascendante

MeMc - SMCS---

de sous-modules de M, il existe un mombre naturel k tel que M;,./M;ec 7
ou 7 =k (c’est-d-dire M est “moethérien au sens de [17]).

DEMONSTRATION. Supposons que T(M) est noethérien. Alors il existe
un nombre naturel & tel que T (M,) = To(M,.,) = +--.
De la suite exacte
00— M;— M;,,— M;,/]M;— 0 1=k

on obtient que T,(M,;.,/M;) =0, d’ou M,;,,/M;e 7.
Réciproquement: Soit
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M%Mzg-“gﬂ—lﬂc e

une chaine ascendante de sous-objets de T(M). Comme le foncteur S,
est exact a gauche, nous obtenons la chaine ascendante

Par le morphisme fonctoriel (M): M — S;T(M) on obtient la chaine
ascendante

MlgMzg"‘gMn M

ot M; = (M) (Se(M)). _
De plus, comme ker (M) et coker (M) appartient a .7 TH(M;) = M,.
Soit £ un nombre naturel tel que

M. /M;e..# pour tout 1=k.

Alors il est clair que T(M;) = T»(M;.,) pour tout ¢ = %k. Donc M, =
M,,, = --- et par suite T.(M) est un objet noethérien.

N
N

ProprosITION 1.1. Les affirmations sutvantes sont équivalentes:
1) Cn(M) est un treillis noethérien.

2) M est F-noethérien.

3) Tout sous-module M' de M est F-de type fini.

DEMONSTRATION 1) = 2). Soit
MceMs-- S M,

in

une chalne ascendante de sous-modules de M. On obtient la chaine:
M:—EM;—_(:—' EMJ—E e ;M-

Comme C (M) est un treillis noethérien, il existe un nombre naturel
n tel que M, = M,,, = --- d’ou il en résulte que M, /M, < M.../M,
(k= n). Comme M;/M,c.# alors pour tout k =n M., /M,c_# donc
M,../M,c .7 et d’aprés le lemme 1 T,(M) est noethérien.

2) =1) Soit

ML—_—C_:-Mng-gMng...

une chaine ascendante d’éléments de C (M); il existe un nombre naturel
k tel que pour tout n =k, M, ,/M,c..” (lemme 1) d’ou M,,, & M, et
par suite M, = M,,, = -+

2) = 3) Evidemment que si M’ est un sous-module de M, T,(M’) est
un objet noethérien. Soit (M))..; la famille de sous-modules de M qui
sont de type fini. D’aprés le théoréme 6 [17] il existe a,e I tel que M,
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vérifie la condition de maximalité au sens de ([17], p. 1464) et en par-
ticulier on obtient que M’'/M’,, est F-torsionné.

3)=2) Soit

MeMs---EM,s---EM

une chaine ascendante de sous-modules de M. Comme U, M; est F-de type
fini, alors il existe les éléments x,, x,, - -+, 2, € M tel que Uz, M;/(Ax,+ Ax,+
-+ + Azx,) est F-torsionné. Mais il existe un nombre naturel k tel que Ax, +
coo+ Ax, & M, et M;/(Ax, + --- + Awx,) est F-torsionné pour tout ¢ = k.

De la suite exacte:

0— M/(Ax, + +-- + Ax,) — M, /(Az, + -+ + Ax,) — M, /M;— 0

on déduit que M,,,/M;c . pour tout 2 = k (¥ étant une sous-catégorie
localisante). D’aprés le lemme 1, M est F-noethérien.

COROLLAIRE 1.2. Soit
O—-M—-M—->M'—0
une suite exacte de A-modules. Cr(M) est un treillis moethérien si et
seulement si Co(M') et C(M") sont des treillis noethériens.
La démonstration résulte de la proposition (1.1) et le lemme 1 [17].

COROLLAIRE 1.3. C(A) est un treillis noethérien si et seulement si
Co(M) est un treillis noethérien pour tout A-module de type fini.

DEMONSTRATION. Supposons que C(A) est un treillis noethérien. Si
M est un A-module de type fini alors il existe la suite exacte

0—-P—A">M—0, % nombre naturel .
D’aprés le corollaire 1.2 il en résulte que Cr (M) est un treillis
noethérien.
La réciproque est claire.

COROLLAIRE 1.4. Si Cp(A) est un tretllis moethérien alors F contient
une famille cofinale d’idéaux d gauche de type fint.

DEMONSTRATION. Soit a un idéal 4 gauche tel que ae F. D’aprés la
proposition 1.1, il existe un idéal b c a tel que b est de type fini et a/be  ~

De la suite exacte
0—a/b— Ab— Ala—0

on obtient que A/be . .” (7 est une sous-catégorie localisante) et donc
be F.
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REMARQUE 1.5. En utilisant la proposition 12.2 [22], on déduit que si
C:(A) est un treillis noethérien, alors le foncteur S, commute avec les
sommes directes quelconques.

THEOREME 1.6 [24]. Les assertions suivanmtes sont équivalentes:

1) Toute somme directe d’injectifs F-sans torsiom (domc appartient
a F) est un A-module injectif.

2) Cr(A) est un treillis moethérien.

3) Tout A-module imjectif F-sans torsion est somme directe d’injectifs
indécomposables.

DEMONSTRATION. 1) =2). Soit
0CaC - Ca,C .-

une chaine ascendante stricte d’éléments de Cy(4) et a = Uz, a,. Comme
Ala; est F-sans torsion il en est de méme de E(A/a;) et donc E = @ E(A/a,)
est un A-module injectif.

Soient @;: Aja,— E(A/a;) Dinjection canonique et p;: A— A/a; le
morphisme canonique.

Si e; = @i(pi(1)), alors il est clair que a; = Ann (¢;).

Soit f: a — E définie par f(\) = (e, \ey, +++, \e,, --+). Comme E est un
A-module injectif, alors f(A)=\x pour un ¢ ¢ E, ol £=(2,, X, * * +&, 0,0, - - +).

Pour tout 7>k on a \e; = 0 quelque soit vea, d’oii acCa; et par
suite a; = a;,, = -+

2) =1) Soit (Q;);.; une famille de modules injectifs F-sans torsion.
Soit a < A un idéal a gauche de A et f: a — @;.; Q; un morphisme. D’aprés
la proposition 1.1 il existe un idéal & gauche o’ C 4, o’ c a tel que a/a’e #
et a’ est de type fini. Il existe un morphisme %: A — @;.;Q; tel que
hja’ = fla’. Si g est la restriction de & a a alors (f — g)(x) = 0 pour tout
xzea’. Done il existe un morphisme u: a/a’ — @;.; Q;. Comme @;.; Q; est
F-sans torsion alors 4 = 0 et par suite f = g. Donc @;.;Q; est injectif.

2) = 3). Nous donnons les lemmes suivants:

Lemme 1. Si & est un treillis noethérien alors tout élément de &
est ume intersection finie d’éléments irréductibles (xe & on le nomme
irréductible s'tl a la propriété suivante: yNz ==y = ou 2z = ).

DEMONSTRATION. Soit X ={x|xe ¥, « est une intersection fini
d’éléments irréductibles}.

Si &¥ — X+ @, alors soit 2, un élément maximal dans ¥ — X, x,
n’est pas irréductible. Donc il existe y, ze &, tel que x, =yNz et
X # Y, T, # 2 Par suite y,ze X et donc y =y, Ny, N--- Ny, et 2=
2N 2N s N2 OU Yy, Ysy """y Ymy %1y %o, **+, 2, sSoOnt irréductibles. Nous
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obtenons que 2, =y, Ny, N --- Ny, N2 N -+ N 2, qui est une contradiction.
Done &¥ = X.

LEMME 2. St ae Cp(A) est un élément irréductible, alors a est um
idéal @ gauche trréductible dans A.

DEMONSTRATION. Soit a = b Nc ot b, ¢ sont idéaux a gauche de A.
Alors a” =(bNc¢~ =b"Nc (proposition 0.1) d’ou a=50"Nc¢". Comme
b™, ¢c"e Cr(A) se trouve que a =5~ ou a=c¢", d’oi a=D5 ou a=c, donc
a est un idéal irréductible dans A.

LEMME 3. Soit (P;),<i<n un ensemble fini des A-modules co-irréductibles
et Mc @i, P;, M=+0. Alors M contient un sous-module co-irréductible
norn nul.

DEMONSTRATION. Procédant par récurrence, il suffit de vérifier pour
n = 2.

Si MNP, 0 alors PNMc M et P,C M est co-irréductible.

Si P,NM =0, alors il y a une injection ¢: M — P, et dans ce cas M
est co-irréductible.

Soit M un A-module F-sans torsion non nul (Me &) et xe€ M, x + 0.
I1 est clair que Ann (x) = A et Ann () e Cp(4). D’aprés les lemmes 1 et
2, Ann () =a,Na,N --- Na, ol a;€ Cx(A) et sont des idéaux irréductibles
dans A. Comme A/Ann (x) S Aja, P A/a, P --- P A/a,, alors d’aprés le
lemme 3, Ax contient un sous-module co-irréductible non nul. De la
méme maniére que dans la proposition 1 [18] ou théoréme 3 [12], il en
résulte que M est une extension essentielle d’une somme directe de
modules co-irréductibles.

Si @ est un A-module injectif F-sans torsion, alors @ est une extension
essentielle d’une somme directe @..;Q., ou Q, sont injectifs indécompos-
ables. Comme Q. (aec I) sont A-modules F-sans torsion, alors d’aprés 1)
@D..: Q. est un injectif, donc Q@ = D..; Q..

38) =1) Soit (Q.).c; une famille d’injectifs F-sans torsion. On peut
supposer que Q. (ac I) sont des A-modules injectifs indécomposables. Nous
avons d’aprés 3) que E(@..;Q.) = P, Q: ou Q; sont modules injectifs
indécomposables. D’aprés le théoréme 6 [12] ou le théoréme 5.9 [16] il
existe une bijection @: I— J tel que Q, = Q). Il résulte que @..; Q. =
®D;.s Qi done B..; Q. est un A-module injectif.

Dans le cas quand F = (0) alors on obtient le résultat: ([23], th. 0.1,
p. 205)).

COROLLAIRE 1.7. Les assertions suivantes sont équivalentes:
1) A est un anneau moethérien & gauche.
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2) Toute somme directe d’injectifs est un A-module injectif.

3) Tout A-module injectif est somme directe d’injectifs indécompos-
ables.

REMARQUE 1.8. Si A est un anneau tel que A, est F-sans torsion et
Cr(A) est un treillis noethérien alors E(A,) est une somme directe finie
d’injectifs indécomposables, c’est-d-dire I’anneau 4 est de dimension finie
a gauche au sens de Goldie. Si Q7 est un A-module injectif pour tout
ensemble I nous dirons que @ est Y-injectif.

COROLLAIRE 1.9. Si @ est un A-module Z-injectif alors Q est une
somme directe d’injectifs indécomposables.

DEMONSTRATION. Soit Fy = {a|acC 4, Hom, (4/a, Q) = 0} qui est une
topologie additive a gauche sur A. D’aprés la proposition 11.8 [22] C;(4)
est un treillis noethérien et comme @ est Fly-sans torsion alors @ est une
somme directe d’injectifs indécomposables.

Ce résultat a été obtenu aussi par A. Cailleau dans [8].

2. Le cas commutatif. Tous les anneaux considérés dans ce para-
graphe seront supposés commutatifs et unitaires.

Si A est un anneau (commutatif) et M un A-module, un idéal premier
pC A est dit associé a M (au sens de [3], chap. 4) s’il existe xe M tel
que p = Ann (x). On note par Ass(M) l’ensemble des idéaux premiers
associés a M.

LEMME 2.1. Si b est un idéal premier de Uanneau A alors pe Cr(A)
st et seulement si p ¢ F.

DEMONSTRATION. Si pe Cp(4) il est clair que p¢ F.

Réciproque: soit p¢ F alors p~/pe 7; sizep™ et x¢p alors (p:2)e F
et comme p est premier alors (p:x) = p; contradiction. Par suite p~ = p
d’ou pe Cr(4).

LEMME 2.2. Supposons que Cr(A) soit un treillis noethérien. St M est
un A-module non nul F-sans torsion alors il existe xe M, x = 0 tel que
Ann (x) est un idéal premier qui appartient @& Cp(A). (c’est-d-dire

Ass (M) # ¢ et Ass (M) S Cr(A)).

DEMONSTRATION. Si l'on pose X = {Ann(x)|xe M, x + 0}, alors
X< Cx(4). Soit p = Ann (%) un élément maximal de X. Si \pep et
pepon a nux, =0 et px,=0. Comme Ann (x,) S Ann (ux,) il en résulte
que Ann (2,) = Ann (#,) et par suite N e p.

Du théoréme 1.6 et du lemme 2.2 on obtient

THEOREME 2.3. Supposons que Cp(A) soit un treillis noethérien. Si
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M est un A-module F-sans torsion alors M est ume extension essemtielle
d’une somme directe @;c; A/p;, o p; sont des idéaux premiers de Crp(A).

St Q est un A-module injectif F-sans torsion, alors Q = @;.; E(A/p,), p;
étant idéanx premiers de Cp(A).

Soit A un anneau commutatif quelconque, nous notons par Spec A (le
spectre de A) I’ensemble des idéaux premiers de A.

Si pe Spec A on note par @,: A— A, le morphisme canonique. Si a
est un idéal de A, on note par a, l’ensemble: a,, = #;%(®,(a)4,). Il est
bien connu que a, = {x|xec A, Isc A — p, sxeca}

On notera par a, ’idéal ¢,(a)4, de A, et par F,

F,={alac A, an(4—p + 0}.

Il est clair que F, est une topologie additive sur A et ae F, = (4/a), =
0 =ay, = A (voir aussi [20], p. 45).

Soit .7 la sous-catégorie localisante de Mod A associée a F,. Il
résulte immédiatement que Me . 7, si et seulement si M, = 0.

PRrOPOSITION 2.4. Si Cn(A) est un treillis moethérien alors
F= N F,.

peCp(4)NSpecd
St Von mnote par max Cp(A) les éléments maximaux de ’ensemble
C,(A) N Spec A, alors

F= N F

pemaxCp(4)
qui est en outre ume intersection réduite.

DEMONSTRATION. Si ae F et ae MN,copwnspecs Fyy alors il existe pe
Cr(A) N Spec A tel que ag¢F,, donc aN(A —p)=@ dou acp et par
suite pe F'; contradiction.

Soit ae Myecpunspecs Fy; si ag¢ F alors a” = A et d’aprés le lemme 2.2
il existe pe Cr(A) N Spec A tel que p = (a™:x), vx¢a™.

Comme ac a” C (a: %), alors pN (A — p) # @; contradiction. Par suite
a” = Aetdoncac F. 1l est clair que si p, ge Spec A tel que p < q alors
F.cF,

Soit qe Cy(A) N Spec A4; il existe pemax Cr(4) tel que q < p; d’ou
F,= F,. Par conséquent N,emuxcpn &y SFy 00 MNyemoxopw F, E
naeCF(A)nSpecA Fq = F.

Comme il est clair que F' S (V,cmaxopwr For alors F' = yemaxopr Fo-

Supposons que M, emaxcpar Fo = Myemaxopcn—ivg Fys 0U o€ max Cp(A).

Si ppN(A—p)# @ pour tout pemaxCr(A) — {p}, alors p,e
N, cmoxcp—ny Fy d’0U e F; contradiction. '



STRUCTURE DES MODULES 183

Par suite, il existe pe max Cr(4) — {p,} tel que p,N (4 — p) = @ d’ou

b, C p; contradiction.
Soit A un anneau commutatif quelconque. Hacque dans [14] dit qu’une

topologie additive F' est stable si F = nuespm F,.
eF
Par suite si C,(4) est un treillis noetherlen alors F' est une topologie
stable.
PROPOSITION 2.5. Si F est une topologie additive stable sur A et a
un idéal de A, alors:

1) a™ = Nyecpwunspecs An
2) acCp(A) st et seulement st a = [,copwnspecs Gy
3) ay e Cr(A) pour tout pe Cr(A) N Spec A.

DEMONSTRATION. 1) Soit xea”, alors (a:x)eF. Comme F =
N, copnnseca Fy (F est stable), il en résulte que (a:a) N (A — p) = @ pour
tout pe C,(4) N Spec A. Donc xea, pour tout pe C,(4) N Spec A, d’ou

@€ MNyeoparnspecs Up-
Si @€ Myeopwmnspeca Gy alors (a:a) N (A — p) # @ pour tout pe Cx(4)N

Spec A, d’ou il résulte que (a:x)e F, et done (a:x)e F. Donec zeca”.

2) aeCy(A) siet seulement si a = a“et on conclut compte tenu de 1).

3) On observe que a;, = (a,)y, done a, = Naeoprnspeca (Ap)) e €t
d’aprés 2) a, € Cy(4).

Si M est un A-module et Nc M un sous-module alors nous notons
par N, = {x|xe M,3se A — p,sxc N}. Avec ces notations on obtient de
la méme maniére qu’avec la proposition 2.5 le résultat suivant

ProrosITION 2.6. St F' est une topologie additive stable sur A et
N & M un sous-module de M, alors:

1) N~ = nuecF(AmSpecA N(p)'
2) NeCu(M) st et seulement st N = [V,ccpmnspeca Nep-

3) N e Cn(M) pour tout pe Cx(A) N Spec A.
COROLLAIRE 2.7. Si Cp(A) est un tretllis noethérien alors pour tout
pe Cr(A) N Spec A, A, est un anneau noethérien.

DEMONSTRATION. Soit a*cCafcC ---cCa*c --- une chalne ascendante
d’idéaux de A4,. Sion note a, = ®;'(a}) alors on obtient la chaine ascend-

ante q,Cq,C - CQq,C "

D’autre part comme (a,), = a,, alors a,a, +--, qa, -+ sont des
éléments de C,(A) (proposition 2.5). Par suite il existe un nombre naturel
k tel que a, = a,., = ---. Comme a} = (a,), alors af =af,, = +--.

COROLLAIRE 2.8. Si C(A) est un treillis noethérien alors Me .7 st
et seulement st M, = 0 pour tout pe Cr(A) N Spec A.
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DEMONSTRATION. Elle résulte immédiatement de la proposition 2.4.

ExeEMPLE 2.9. Soit 4 un anneau commutatif et unitaire. Soit & C
Spec A un ensemble saturé dans le sens suivant: si q & p; q, be Spec A
et pe & alors qe .

Supposons que .22 vérifie la propriété suivante:

(*) Pour tout ze A, 2 = 0, 2 n’appartient qu’a un nombre fini d’idéaux
premiers de .

Il est clair que 1’ensemble d’idéaux

F,={a]laN(A—-9p)= @, pour tout pe .7}
est une topologie additive sur A ([20], p. 45)

PropoSITION 2.10. St pour tout pe .7, A, est un anneau noethérien,
alors Cp(A) est un treillis moethérien.

DEMONSTRATION. Si pe Cr(A) alors p¢ F.. (lemme 2.1), donc il existe
qe 7 tel que pN(A—q) =@ dol p S q et par suite pe &% Comme
PN(A —p)= @ alors p¢ F et done pe Cp(4).

En conclusion pe Cp(4) = pe F

Soit ae Cy_(4). Comme F. =,  F, (donc stable) alors a =,. - a,
(proposition 2.5).

Notons par X, = {p|pe . a, # A} qui est finie puisque . vérifie
la propriété ().

Enfin si a& b et a,be Cr_(4) alors X, & X..

Soit

LELERSs S0, 5

une chaine ascendante d’éléments de C,(4). On obtient la chaine descendante
d’ensembles finis:
Xal—Q—Xﬂ22 e LD—Xﬂn

Il existe ke N tel que X,, = X, ,, = ---. Pour pe X,,, on obtient la
chaine ascendante

iy

(ak)(v) = (ak+1)(v) S e

Comme A, est un anneau noethérien pour tout pe .7 alors il existe
m = k tel que

(am)(p) = (am+1)(v) =

pour tout pe X, .
D’aprés la proposition 2.5 on obtient que

Ay = Apyy = *°°
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autrement dit C,(4) est un treillis noethérien.

ExEMPLE 2.11. Si A est un anneau Krull [5] et Ht,(A) ’ensemble
d’idéaux premiers de hauteur < 1 alors Ht,(A) vérifie la propriété ().

Comme A, est un anneau de valuation discréte [4], alors Cyr,, ,,(4)
est un treillis noethérien. De plus ae Cr,, , (4) si et seulement si a est
un idéal divisoriel entier.

REMARQUE 2.12. Le théoréme 2.3 étend la proposition 2.6 de [6].

3. Un théoréeme de décomposition pour les elements de C(A). Tous
les anneaux considérés dans ce paragraphe seront supposés commutatifs et
unitaires. Les notations sont celles du §1 et § 2.

LEMME 3.1. Supposons que F' est une topologie additive stable sur A.
Si ae Cy(A) et xe A alors (a: z) e Cp(A).

DEMONSTRATION. D’aprés les propositions 2.5 a = [, 0,0 nspecs Gp-

Si nve(a:x), alors il existe s¢p tel que she(a:x); d’ou snezea. Par
suite M e a, et donec Me(ay,: ). Donc (ay: ®), = a,: .

Maintenant soit x € (a,,:«). Il en résulte que A€ q, et donc il existe
s¢p tel que shxea, d’ol she (a: ) et par suite A e (a: x),,. Donc I’égalité
(a(v): x) = (a: )y

Comme

(@), = n (a: @)
peCpl4)NSpecd peCp(4)NSpecd

= ( N a(,,)): x
peCp(4)NSpecd

on obtient 1’égalité:

(a:2) = N (a2)
peCp(4)NSpecd

et donc (a: x)e C(4).

PROPOSITION 3.2. Supposons que Cr(A) est un treillis noethérien. Si
ac Cy(A) est un élément trréductible alors a est un idéal primaire dans A.

DEMONSTRATION. Soit #yca et y¢a. Nous obtenons la chaine
ascendante

@®) S @S- S(@a) S -

des éléments de Cr(4) (lemme 3.1). Comme Cp(4) est un treillis noe-
thérien, alors il existe un nombre naturel & tel que:

(@:2%) = (@:a*) = -+ .

Soit ne(a + Axz*) N (a + Ay). Donc nea+ Ay dou A=z + py ou
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zea. Comme zyc q, alors Ax e a. D’autre part, comme \ea + Ax*, alors
N =2 + 12" ol z,ea. Done Az = zx + pa*! d’ou on obtient gx**'ea.
Par suite ¢, e (a:2**) et done g, e (a:2¥), c’est-d-dire pa*ca. En con-
clusion on obtient que A ea, d’ou 1’égalité

a=(a+ A2%) N (a + Ay) .

Parce que a est un idéal irréductible dans A (lemme 2, théoréme
1.4) et a=a + Ay, alors a =a + Ax", d’ou 2*ca. Done a est un idéal
primaire dans A.

THEORERME 3.3. Supposons que Cy(A) est un treillis noethérien. Alors
tout élément aec Cy(A) est ume inmtersection réduite et unique d’idéanw
primaires dans A (unique au sens classique; ([3], chap. 4)).

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 3 du théoréme 1.4, a=a,N
aN---Na, ol a,a, -, a,cCp(A) et sont des éléments irréductibles.
D’aprés la proposition 3.2, a, a, ---a, sont des idéaux primaires dans A,
done a est une intersection d’idéaux primaires. D’aprés un procédé classi-
que ([3], chap. 4) on peut faire de cette décomposition une décomposition
réduite et unique.

LEMME 3.4. Supposons que F est une topologie additive stable sur
A. Soit q un idéal-p-primaire. Alors

qe Cp(4) =pe Cr(4) .

DEMONSTRATION. Supposons que qe Cp(A) et p¢ Cx(4). Donc pe F
(lemme 2.1). Comme q = M, copnspeca iy (Proposition 2.5) alors il existe
un idéal premier p’e Cy(A4) tel que g, # A. Donc qCp’, d’ou pcyp et
par suite p’e F. contradiction.

Réciproquement: Soit pe Cz(4). Comme q, = q alors il est clair que
q= nwecF\'AmSpecA Gpns d’ott qe Cx(A4) (proposition 2.5).

COROLLAIRE 3.5. Soit A un anneau Krull et a un idéal divisoriel
entier de A. Alors

a= p{”ﬂ N pé”z) N+« N p;‘”k)
oU Py, Py, -+, Pr€ Ht(A) et pi™ = p;l(p1iA,) (L <1 = k).

DEMONSTRATION. Comme ae¢ Cpr,, ,, (4) (voir I’exemple 2.11) d’aprés
le théoréme 3.3, a =q,NqN -+ Nq, OU q;, G, + -+, 9 € Cpy, ) (A) et sont
primaires dans A. Si vVq; =p;, 1 <t < k) alors p, b, -+, P € Crunw Q)

(lemme 3.4). L’anneau 4, étant de valuation discréte, alors q; = (), =
P;1(piiA,,) pour un entier n;; d’ou le résultat.

LEMME 3.6. Supposons que Cr(A) est un treillis noethérien. St q est



STRUCTURE DES MODULES 187

un idéal p-primaire avec qe Cr(A) alors il existe un nombre maturel n
tel que p* S p™ < q. '

DEMONSTRATION. Comme pe Cr(A) (lemme 3.4) alors I’anneau A4, est
noethérien (corollaire 2.7).

D’autre part qA, étant pA,-primaire, il existe un nombre naturel =,
tel que p"4,c g4, d’ou il en résulte que »™ < q,) = q.

LEMME 3.7. Soit A un anneau commutatif et unitaire quelconque et
p un idéal premier de A.

Alors Venveloppe injective E(A[p) de Alp est un A,-module et E(A/p)
est Uenveloppe injective de A,-module A,/pA,.

DEMONSTRATION. Soit s un élément tel que se A — p. Nous con-
sidérons le morphisme

P.: E(A[p) — E(A[p)

définit par 1’égalité @.(y) = sy.

Si ker @, = 0 alors il existe un élément ye E(A/p) tel que sy =0,
donc sc Ann(y). Comme E(A/p) est une extension essentielle de A/p,
alors il existe un élément e A tel que Mye A/p et vy #= 0. Il est évident
que Ann (y) S Ann (\y) et Ann(\y) = p. Par suite sep: contradiction.
Donc ker @, = 0. Comme E(A/p) est un A-module injectif indécomposable,
alors @, est un automorphisme.

Soit a/s un élément de A, et x ¢ E(A/p). Il existe un élément y e E(A/p)
tel que « = sy. Si on pose (a/s)z = ay, alors il est trés facile de montrer
que E(A/p) est un A,-module.

Si M est un A,-module contenant E(A/p), alors E(A/p)est A-facteur
direct dans M. Il est clair que E(A/p) est A,-facteur direct dans M. Par
suite E(A/p) est A,-module injectif. Parce que E(A/p) est un A-module
indécomposable, il est indécomposable comme A,-module.

D’autre part comme E(A/p) Q. A, = E(A/p) alors de l'inclusion

Afp C E(A/p)
on obtient que
(A/p) ®4 A, < E(A[p)
d’ou il résulte que E(A/p) est ’enveloppe injective de A,-module A4,/pA,.

LEMME 3.8. Supposons que Cr(A) est un treillis moethériem. Soit
pe Cr(A) et E(A/p) Uenveloppe injective de Alp. Si xe E(A/p), x+#0, alors
Ann (x) est un idéal p-primaire.

DEMONSTRATION. Soit a = Ann (x). Comme E(A/p) est un A-module
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co-irréductible, alors a est un élément irréductible de C (4), donc a est
un idéal p’-primaire ou p’ est un idéal premier qui appartient a Cp(A)
(proposition 3.2). Il est évident que ac p, d’ou P’ < b.

Comme aA, = Ann,, (x), d’aprés le lemme 3.7, le corollaire 2.7 et le
lemme 3.2 [15] on déduit que ad, est pA,-primaire. D’autre part a4,
est p’A,-primaire et par suite p’4, = pA4,, d'ou P’ = p.

THEOREME 3.9. Supposons que Cp(A) est un treillis noethérien. Soit
pe Cx(A) un idéal premier et E(A[p) Venveloppe injective de Alp.
Nous notons par
A4; = {z|xe E(A/p), p'z = 0} .
Alors les affirmations suivantes sont vraies:

1) A< A

2) U A; = E(A)p).

3) Si K est le corps de fractions de Alp alors A, = K et A;,.,/A; est
un éspace vectoriel sur K.

4) Ain/A; = {v|we E(A/p)/A; et pr = 0}.

5) P = N,es;, Ann (x) ot & = (p),,.

DEMONSTRATION. 1) Clair.
2) Il en résulte 3.6 et 3.8.
Pour 3), 4) et 5) voir la démonstration du théoréme 3.4 [15]

COROLLAIRE 3.10. Supposons que Cp(A) est un treillis moethérien.
Soit p un idéal premier, pe Cr(4A).

Alors Uanneaw des endomorphismes Hom, (E(A/p), E(A/p)) de E(A/p)
est isomorphe avec le complété de Vanneau A, par rapport @ pA,.

DEMONSTRATION. A, est un anneau noethérien (corollaire 2.7). Alors
d’aprés le lemme 3.7 et le théoréme 3.7 [15] on obtient l’affirmation.

Si & est une catégorie Grothendieck (c’est-a-dire une catégorie avec
les limites inductives exactes et avec générateurs) et .97 une sous-catégorie
localisante de & on dit que .7 est stable par enveloppes injectives si
pour tout objet Me.o; E(M)e ..

Rappelons que la catégorie Mod A/# est une catégorie Grothendieck
([10] proposition 9, p. 378).

COROLLAIRE 3.11. Supposons que Cr(A) est un treillis nmoethérien.
Alors toute sous-catégorie localisante de Mod A/_# est stable par les
enveloppes injectives.

DEMONSTRATION. Soit .97 une sous-catégorie localisante de Mod A/ _#
Nous notons par
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% = (M| MeMod A, To(M)e .} .

Comme T, est un foncteur exact alors & est une sous-catégorie
localisante de Mod A et ¥ < &

Soit X un objet de .o~ et E(X) son enveloppe injective. D’aprés
la proposition 6 ([10], p. 374) S;(E(X)) est I’enveloppe injective de Sy (X).

D’aprés le théoréme 2.3, S;(E(X)) = @:.: E(4/p;) ol p; sont les idéaux
premiers et p; e Ass (S(X)) pour tout 7¢ I.

Par suite E(X) = TpSH(E(X)) = @ier Tr(E(A/p)))-

I est suffisant de montrer que T (E(A/p))e.” pour tout
pe Ass (Sp(X)).

Comme pe Ass (S;(X)) alors il existe un morphisme injectif ®: A/p —
S(X). Parce que S(X)e & alors A/pe &. Procédant par récurrence on
déduit immédiatement que A/p*e & pour tout nombre naturel k.

Mais E(A/p) = U, A; ou A, = {x |z e E(A/p), v’z = 0} (théoréme 3.9).
Comme A; est A/pi-module, alors A;c & et par suite E(A/p)e &, et donc
T (E(A/p)) e &7

REMARQUE 3.12. Si C;(4) est un treillis noethérien alors la catégorie
Mod A/# est localement noethérienne.
En effet T,(A) est un générateur noethérien dans Mod A/ 7~

4. Conditions pour lesquelles . est stable par enveloppe injective.
Les notations sont celles du § 3.
Soit A un anneau commutatif et unitaire et p un idéal premier de A.
Si on pose
S ={M|MeMod A, M, = 0}.

% est une sous-catégorie localisante de Mod A associée a la topologie
additive F,.

PROPOSITION 4.1. Soit A un anneau commutatif quelconque et p un
idéal premier de A. Si Uune des deux conditions suivantes est remplie,
alors 7 est stable par les enveloppes imjectives.-

1) Tout idéal premier q, q S b, est de type fini

2) A est un anmneau integre de krull et A, est un anneau de valuation
diseréte ([4], chap. 6).%

DEMONSTRATION. 1) Soit acp un idéal de A; l’anneau A, étant
noethérien alors comme A,/aA, = 0, Ass ,(4,/ad4,)# @. Donc il existe

*) Sotent K un corps, v une valuation de K et I' = Z X Z (de l’ordre lexicographique) le
groupe des ordres de v soient A lamneau de la valuation v sur K et 0cpcm des idéaux
premiers de A. 11 est clair que A, et A/p sont de valuation discréte. On vérifie que A/me 7,
et E(A/m) & 7.
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une injection B:A,/qd4, — A,/aA, pour un idéal premier q & p. Comme
A/q est un A-module de présentation finie alors il existe un morphisme
a: Alqg— Ala tel que 8 = @,. Le morphisme canonnique A/q — (4/q), étant
une injection (parce que q ) il en résulte que a est une injection.

Soit Me . 7 et supposons que (E(M)), = 0. Il existe alors xe E(M)
tel que Ann (x) N (A — p) = @, donc Ann (2) C b.

Par suite il existe un idéal premier q, q S b et une injection a: A/q —
A/Ann (x) Cc E(M).

On en déduit qu’il existe yec E(M) tel que Ann(y) =q. Comme
y # 0, il existe e A avec la propriété: nye M et vy = 0. Donec \¢q et
Ann (\y) = q, d’ou il résulte I’existence d’une injection

v:Alqg— M

M, = 0 implique (4/q), = 0, c’est-a-dire g N (A — p) = @; contradiction.

Donc (E(M)), = 0 et par suite E(M)e 7.

2) Soit K le corps de fractions de A; il y a une valuation v: K— Z
dont l’anneau de valuation est A,. Soit & un élément de K tel que
v(x) = —1. Il est clair que v (p-2) & Z,, done p.o S A. Soit a un idéal
de A tel que acp. Comme dans la démonstration de la proposition 3.2
[6] il en résulte qu’il existe un morphisme injectif @: A/p — Ala.

Considérons maintenant un A-module M, Mec F, et supposons que
(E(M)), + 0. 1l existe xc E(M), (Azx), #0. Si Ax = A/a alors a & .
Comme dans 1) on déduit qu’il existe une injection +: A/p — M ce qui est
absurde. De la proposition 2.4 et de la proposition 4.1 on obtient le
résultat suivant.

COROLLAIRE 4.2. Supposons que Cp(A) est un treillis noethérien.

1) Si tout idéal premier p de Cp(A) est de type fini alors 7 est
stable par les enveloppes injectives.

2) Si pour tout idéal premier p de Cp(A), A, est un anneaw de
valuation discrete et A de krull alors 7 est stable par les emveloppes
imjectives.
~ COROLLAIRE 4.3. Si A est un anneau commutatif noethérien alors

toute sous-catégorie localisante de Mod A est stable par les enveloppes
tmjectives.

5. Dimension injective de Mod A/ 7
Les notations sont celles du paragraphe précédent.

LEMME 5.1. Supposons que Cr(A) est un treillis moethérien. Soit
Y, p deux idéaux premiers qui appartiennent d¢ Cr(A). Si p' & p alors
(E(AY)), =0. Si pCp alors E(A/Y) est un A-module _7-fermé et
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(A(A/p")), est un A,-module injectif. De plus (E(A/D’)), est une enveloppe
injective de A,-module (A/Y),.

DEMONSTRATION. Supposons que p'&p. Puisque p’'e Cr(4) alors
E(A/Y) = Uz B; ou B, = {&|xc E(A/Y), vz = 0} (théoréme 3.9). Alors
(B;), = 0 et par suite (E(4/p")), = 0.

Supposons que p’'Cp. Donc p’e Cyp (4). D’aprés la proposition 6
([10], p. 374) on obtient que (E(A/p")), est un A,-module injectif et
(E(A/p)), est I’enveloppe injective de A,-module (4/y),.

PROPOSITION 5.2. Supposons que Cr(A) est un treillis noethérien et
& est stable par les enveloppes injectives. Si Q est un A-module injectif
alors Q, est un A,-module injectif, pour tout idéal premier p avec
pe Cr(4). '

DEMONSTRATION. Soit @' le plus grand sous-module de @ qui appar-
tient 4 .~ Comme _# est stable par les enveloppes injectives alors @’
est injectif et donc Q@ = Q' P Q" ou Q" est F-sans torsion. Par suite si
pe Cr(A) N Spec 4, alors @, = @,. Donc on peut supposer que @ est F-
sans torsion.

D’aprés le théoréme 2.3, Q@ = @;.; E(A/p;) ou p; sont les idéaux pre-
miers de Cr(A4).

Donc Q, = @:.: (E(A/pz))n = $ieCI (E(A/pz))p (lemme 5.1). Comme A, est
un anneau noethérien Qig I (E(A/;;;)): est un A,-module injectif (lemme 5.1

=

et corollaire 1.7).

PROPOSITION 5.3. Supposons que Cp(A) est un treillis moethérien et
7 est stable par les enveloppes injectives. Soit p un idéal premier tel
que pe Cp(A) et M un A-module. Alors (E(M)), est Uenveloppe injective
de M,.

DEMONSTRATION. Soit M’ le plus grand sous-module de M qui appar-
tient & .~ Alors E(M') est un A-module injectif tel que E(M')e .~
Donec E(M) = E(M") @ Q ou @ est un A-module F-sans torsion. De plus
@ est I’enveloppe injective de M/M’.

Comme d’autre part, (E(M)), = Q, et M, = (M/M’), alors on peut
supposer que M est F-sans torsion.

Dans ce cas M est une extension essentielle de @;.; A/p; ou p; sont
des idéaux premiers de Cp(4) (théoréme 2.3), et E(M) = @;.; E(A/p,).

Done M, = @ (A/p), et (E(M)), = @ (E(A4/p)),

piS»p viSy

(lemme 5.1). De plus (E(M)), est l’enveloppe injective de M, ([10],
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corollaire, p. 363).

COROLLAIRE 5.4. Supposons que Cp(A) est unm treillis noethérien et
F est stable par les enveloppes injectives. St M est un A-module et

0= M= Q= Q= Q= o — Q-
est ume résolution minimale injective de M, alors
0 —_— Mp — (Qo)” —_ (Ql)y —_ (Qz)y [ —y (Qn)y‘-_’ oo

est une résolution minimale injective de U’ A,-module M,, pour tout idéal
premier pe Cy(A).

St Sup,eopanspeca (8l dim A,)) < oo, alors (Qn), =0 pour tout k>
SUPyecpanspeca (gl. dim A,).

La démonstration résulte immédiatement de la proposition 5.3.

THEOREME 5.5. Supposons que Cp(A) est un treillis moethérien et

7 est stable par les enveloppes imjectives.
Alors

inj. dim Mod 4/ = sup (gl.dim A)) .
peCp(4)NSpecd

DEMONSTRATION. Soit pe Cx(A) N Spec A. Comme .7 C .7 et 7
est une sous-catégorie localisante de Mod A4, alors _%/.” est une sous-
catégorie localisante de Mod A/_# et Mod A, est la catégorie quotient de
Mod 4/.7 par %[/ 7

Comme _%/.” est une sous-catégorie localisante stable par les enve-
loppes injectives (corollaire 3.11) alors d’aprés le corollaire 5 ([10], p. 376)
on obtient

gl. dim 4, < inj. dim Mod 4/~ .
Par suite

sup (gl. dim 4,) < inj. dim Mod A/~ .

peCp(4)NSpecd

Quand Sup,cc,unspeca (€l. dim 4,) = oo, alors inj. dim. Mod A/ = .
Supponsons que

n = sup (gl.dim A,)) < oo .

peCp(4)NSpecd

Alors, d’aprés le corollaire 5.4, Q.,c.% pour tout k > n, et par suite
T:(Qw) =0 (k> n).

Comme .# est stable par les enveloppes injectives, alors les objets
Tr(Qo), T#(Qy), - - -, T#(Q,) sont injectifs dans la catégorie quotient Mod 4/_#

([10], corollaire 3, p. 375). D’autre part, comme T est un foncteur exact,
on obtient la suite exacte:
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0— To(M)— Te(Q) — Tr(@) — -+ - — T(Q.) — 0 .

qui est une résolution injective pour l’objet T.(M).
Donc inj. dim T-(M) < » et en conclusion inj. dim Mod 4/ < n.

COROLLAIRE 5.6. Soit A un anneaw intégre et F wune topologie
additive sur A, tel que Cp(A) est un treillis moethérien. St pour tout
pe Cp(A) N Spec A4, A, est un anneau de valuation discréte alors

inj. dim Mod A/ < 1.

COROLLAIRE 5.7. Soit A un anneau commutatif noethérien et F une
topologie additive sur A. Alors
inj. dim Mod 4/.7 = sup (gl.dim A4)) .
peCp(4)NSpecAd

La démonstration résulte du théoréme 5.5 et du corollaire 4.3.
REMARQUE. Le théoréme 5.5 étend la proposition 3.9 [6].

6. Théoreme de décomposition pour les modules. Tous les anneaux
considérés dans ce paragraphe seront supposés commutatifs et unitaires.
Les notations sont celles des paragraphes précédents. De plus nous ferons
quelques considérations de la théorie des catégories.

Soit & une catégorie Grothendieck (c’est-a-dire une catégorie abélienne
avec des limites inductives exactes et des générateurs). Un objet S de
& est dit simple s’il est non nul et s’il ne contient aucun sous-objet
distinct de S ou de 0. Un objet est dit semi-simple s’il est isomorphe
3 une somme directe d’objets simples. Un objet X est torsionné au sens
de Dickson [9], si X/X’ contient un sous-objet simple, pour tout X’ = X.

Si X est un objet de &, on note par S, (X), le socle de X; c’est-a-dire
la somme des sous-objets simples de X. Le socle S,(X) est un objet semi-
simple.

Soit & une catégorie Grothendieck et . I’ensemble des classes des
objets simples. On note par %, la sous-catégorie de %, formée de tous
les objets torsionnés au sens de Dickson. Cette catégorie est une sous-
catégorie localisante de & (dans la terminologie de ([10], p. 383), &%
coincide avec %3).

Si Se. &7 un objet X de & sera appelé S-primaire si toute image
homomorphe de X contient un sous-objet simple isomorphe 4 S. La classe
&, des objets qui sont S-primaire est tout de méme une sous-catégorie
localisante. Il est évident que & C &%, pour tout Se .4

Si X est un objet, il existe le plus grand sous-object S-primaire de
X, qu'on dénote par X;. X, sera appelé la composante S-primaire de
I’objet X. On voit aisément que, si X’ est un sous-objet de X, on a
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Xs=X'NXs.

Un objet X, torsionné au sens de Dickson (X e &) admet une décom-

position primaire [9] si
X= @ X
Ses

Une catégorie Grothendieck & est semi-artinienne [19] si & = %7,
c’est-d-dire, tout objet X de & est torsionné au sens de Dickson.

Il est clair que & est une catégorie semi-artinienne si et seulement
si, tout objet X == 0 de <&, contient un objet simple.

LEMME 6.1. Soit & wumne catégorie semi-artinienne. Si toute sous-
catégorie localisante de & est stable par les enveloppes injectives, alors
tout objet X de &, admet une décomposition primaire.

DEMONSTRATION. Il est clair que >is. X, C X est une somme directe
et X est une extension essentielle de >),.. X, (voir aussi [21], p. 177).
Soit S, un objet simple de &; nous notons par (_égo la classe des objets
de & avec la propriété suivante: Xe &%, si et seulement si toute image
homomorphe de X contient un objet simple isomorphe aveec un objet
appartenant & & — {S,}. La sous-catégorie &, est localisante. On note
par X'So le plus grand sous-objet de X qui appartient a fZSO. Il est évident
que Sigesisy XsC Xs, et X, N X, = 0. Soit Y X un sous-objet de X
avec les propriété suivantes: X C Y et X;, N Y =0. Il est évident que
Y est une extension essentielle de X;; done Ye &%, (&%, est stable par
les enveloppes injectives). Par suite X5 = Y. En conclusion X; est le
plus grand sous-objet de X avec la propriété que X; N X5, =0. On
déduit alors que X/X;, est une extension essentielle de X, et done X/Xj,
appartient a %%, D’une maniére analogue on obtient que X/X; e ‘Z’;o.
Supposons que X + X + X; alors il existe un objet simple S, et un
sous-objet X’ X tel que X"/(X;, + X)) =8S. (X{, = Xs, X§, = X5,)-

Distinguons deux cas: S=3S, et S % S,. Dans le premier cas de la
suite exacte

X'so = Xéo < X' X5, — X'/(Xs, + XSO) —0

On obtient que S, est un objet quotient de X} € &, d’ou il en résulte
que S,€ %5, qui est une contradiction.

Dans le deuxiéme cas, de la méme maniére, on obtient que Se %%,
ce qui est une contradiction. Par suite X = X @ X,

Supposons que >, X5 % X. Alors il existe un objet simple S, et un
sous-objet X’ C X, tel que X'/S\sco Xy = S,. Comme Xg= X (quelque soit
Se &) et X' = X, @ X, on obtient que X'/Sisco Xo = X /Diseomisy Xs = So
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d’ou il en résulte que S,e &%, contradiction. Donc X admet une décom-
position primaire.

LEMME 6.2. Supposons que Cp(A) est un treillis moethérien. Si X
est un objet simple de Mod A/ 7 alors il existe um idéal premier b,
pe Cp(A), p élément maximal de Cr(A), tel que X = Tr(A/p).

DEMONSTRATION. Sy(X) est un objet non nul de ModA et
T.Sp(X) = X.

Si M est un sous-module de S;(X), M == 0, alors, comme X est un
objet simple, Tp(M) = T,Sy(X) = X. Donc S(X)/Me .7

Soit # e S(X), # # 0. Parce que S(X) est F-sans torsion, Ann (x)e
Cr(A). Soit , ¢ éléments de A, avec la propriétés suivantes: A e Ann (x)
et £ ¢ Ann (). Alors A = 0 et ¢ 5= 0. Nous notons par B = A/Ann ().
Soit ®,: B— B, I’homothétie de rapport /- (®P.(y) = tty, y € B). Siker @, 0,
alors Im ¢, = S(X)/ker . % Mais comme B est F-sans torsion alors
Im @, = 0, ce qui est une contradiction (¢ ¢ Ann (x)). Par suite ker ¢, = 0
et donc \e Ann (x).

En conclusion p = Ann (x) est un idéal premier.

De la démonstration il résulte que si a est un idéal tel que ae C,(4)
et p&a, alors Ajae # et donc ae F; contradiction. Done p est un
élément maximal de Cy(A4).

I1 est clair que TH(A/p) = X.

LEMME 6.3. Soit A un anneau commutatif et M' un sous-module de
M. Si M est une extension essentielle de M’', alors Ass (M') = Ass (M).

DEMONSTRATION. L’inclusion Ass(M') & Ass (M) est claire. Si pe
Ass (M) alors il existe un élément ze M, x = 0 tel que p = Ann (x).
D’autre part, comme M est une extension essentielle de M’, il existe
re A, tel que M e M’ et ax = 0. Comme )\ ¢ p, on déduit que Ann (\z) = p
et donc pe Ass (M').

LEMME 6.4. Soit A un anneau commutatif quelconque et M = @;.; M,.
Alors
Ass (M) = U Ass (M) .
iel

DEMONSTRATION. Elle est évidente.

LEMME 6.5. Soit A un anneaw quelconque et & C Spec A  un ensem-
ble non vide. Si M est un A-module non nul avec la propriété suivante:
Ass (M') + @ et Ass (M') c &, pour tout sous-module mon nul M' de M;
alors M est une extemsion essentielle d’ume somme directe @;ecr Alp;, ol

p;e P (iel).
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Pour prouver l’assertion, voir la démonstration du théoréme 3 [12].

PROPOSITION 6.6. Supposons que Cp(A) est un treillis mnoethérien.
Si X est un objet de Mod A/ alors les affirmations suivantes sont
équivalentes:

1) X est torsionné au sens de Dickson.

2) Ass (Sy(X)) & max C.(4).

DEMONSTRATION. 1) =2) Soit Sy(X) le socle de X; alors X est une
extension essentielle de S,(X).

Si Sy(X) = @;c: Y;, ou Y, sont des objets simples, alors comme S,
commute avec les sommes directes (remarque 1.5) on obtient S(S,(X)) =
®:.: S(Y;). Dela,il découle que Ass (S;(X))=Ass Sz(Sy(X))=Uscr Ass Sx(Y7)
(lemme 6.2. et lemme 6.3). Donc Ass (Sy(X)) & max Cz(A) (lemme 6.1).

2) =1). Sy(X) est un A-module F-sans torsion. D’aprés le lemme
6.4 et le lemme 2.1, on obtient que Sp(X) est une extension essentielle
de @;.; A/p; ou p;e max Cp(4). TH(E(S(X)) est I’enveloppe injective de
X ([10], proposition 6, p. 374).

D’autre part, comme TR(E(A/p;)) = E(T-(A/p;)) ([10], proposition 6,
p. 374) et T (A/p;) est un objet simple de Mod 4/.# (lemme 6.1), alors
d’aprés le corollaire 3. 11 il résulte que T, (E(A/p;)) est torsionné au sens
de Dickson. Par suite E(S;(X)) est un objet torsionné au sens de Dickson,
donc X est torsionné au sens de Dickson.

THEORREME 6.7. Supposons que Cr(A) est un treillis noethérien. Soit
M un A-module F-sams torsion tel que Ass (M) = max Cr(4).
Alors

S, T-(M)= @ M,.

pemax(Cp(4)

DEMONSTRATION. Soit (Mod A/.#), la sous-catégorie de Mod A/.*
formée de tous les objets torsionnés au sens de Dickson de Mod 4/._7 et
& l’ensemble des classes des objets simples de Mod 4/._#

Comme S,T (M) est une extension essentielle de M (M étant F-sans
torsion) alors d’aprés le lemme 6.3 Ass (M) = Ass (S;T»(M)). D’aprés la
proposition 6.2, T-(M) est torsionné au sens de Dickson. De la suite
exacte

M
0 — M ¥ S, T (M) — coker y(M) — 0
ou cocker y(M)e. % on obtient que (cocker y(M)), =0 pour tout
p e max Cp(4).
Done M, = (S;T»(M)),, pour tout pe max Cr(A4). Parce que, toute
sous-catégorie localisante de Mod A/ est stable par les enveloppes in-
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jectives (corollaire 3.11) alors tout objet de (Mod A/_#), admet une
décomposition primaire. Si on note X = TH(M), alors X = @s.. Xs, ol
X, est la composante S-primaire de X. Comme S; commute avec les
sommes directes (remarque 1.5) il en résulte que S;T(M) = @Psc. S#(X5s).
Donc M, = (SpTw(M)), = @scs (Sr(Xs)) pour tout pe max Cr(A)
Soit T(A/p) = S, (lemme 6.2). Si S est un objet simple tel que
S % S5, alors E(Sy(X5)) = Sp(E(Xs)) = @roajn=s E(4]9).
Comme p, e max Cr(A) et p == q, alors (E(Sp(Xg)), =0 (lemme 5.1).
Par suite M, = (Sx(Xy,)),, d’ou il résulte que Sx(X) = Sx(Xy,), et donc

Sr TF(M) = @ Mn

pemaxCp(4)

COROLLAIRE 6.8. Supposons que Cr(A) est un treillis noethérien.
Soit M un A-module tel que Ass (M/FM) < max Cr(A), ou FM est le plus
grand sous-module de M qui appartient d .~

Alors il existe un morphisme

fiM— 37) M,

pemaxCp(4)

tel que ker f et coker f appartiennent @ 7

DEMONSTRATION. De la suite exacte

0—FM—M— M/FM—0
on obtient que
M, = (M/FM), pour tout pemax Cr(4).

D’autre part S;T(M) = S;T(M/FM). Ensuite la démonstration est
claire.

COROLLAIRE 6.9. Soit A un anneau noethérien et Ht,(A) l'ensemble
des idéaux premiers minimaux de A. Alors pour tout A-module M il

existe un morphisme
fiM— @ Mv

peHtg(A)
tel que (ker f), = (coker f), = 0 pour tout pe Ht, (A).
DEMONSTRATION. Soit Fly, s 1’ensemble d’idéaux:
FHtO(A) = {Cl I an (A - p) #* 0, Ppe Hto(A)}

Fyi4 est une topologie additive et max CFmM ., (4) = Ht(A). Le
reste de la démonstration est clair.

Nous rappelons que si A est un anneau intégre, un A-module M est
torsionné (au sens classique) si pour tout élément xe M, z # 0, il existe
un élément e A, A = 0, tel que Az = 0.
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COROLLAIRE 6.10. Soit A un anneaw intégre et noethérien.
Nous notons par Ht(A) Uensemble d’idéawx premiers p, tel que
ht (p) <1 (ht. la hauteur).
Alors pour tout A-module M torsionné (au sens classique) il existe
un morphisme
f M~ @ Mp

ht(p)=1
tel que (ker f), = (coker f), = 0 pour tout pe Ht,(A).
DEMONSTRATION. Nous considérons la topologie additive
Fpow =1{alan (4 —p) = 2, be Ht,(A)} .

On voit aisément que max Cyr,, ,,(4) = {p|pe Spec 4, ht(p) = 1}.

Si Fyy oM est le plus grand sous-module de M qui appartient a %, (4
(P la sous-catégorie localisante associée a Fly, (), alors M/Fy, M
est un A-module torsionné (au sens classique) et Ass (M/Fyu, M) S
max Cpy, ,(4). En appliquant le corollaire 6.8 on obtient le résultat
cherché.

COROLLAIRE 6.11. Soit A un anneauw Krull et M un A-module
torsionné (aw sens classique). Alors il existe un morphisme
fiM— @ M,

ht(p)=1
tel que (ker f), = (coker f), = 0 pour tout pe Ht,(A).

DEMONSTRATION. Nous considérons la topologie additive Fiy, ) =
falan (A —p) = @, be Ht,(4)}.
Le treillis C;,, ,,(A) est noethérien (exemple 2.11) et max C;
{p|pe Spec A, kt(p) = 1}.

Si FuiM est le plus grand sous-module de M qui appartient a
e, a, alors M/Fy, M est torsionné au sens classique et Ass (M/Fy, M) <

max C (A). Ensuite on applique le corollaire 6.8.

4)=

Htl(A)(

FHt(4)

REMARQUE 6.12. Ce résultat est plus fort que le théoréme 5 ([5], p. 59).

7. Conditions pour lesquelles C;(A) est un treillis distributif. Dans
ce paragraphe A est un anneau commutatif quelconque et F représente
une topologie additive stable, c’est-a-dire F' = (\,cc i nspecs £y

Le treillis C,(A) est distributif si I’une des deux conditions équivalentes
est remplie: '

1) aVbA)=(@VDIA@VEC a, b, ce Cp(4).

2) aABV)=(@AD)V(aAH?o).

LEMME 7.1. Si F est une topologie additive stable sur A et a, b deux
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idéaux tel que b/a est F-torsionné, alors a~ =b~.

DEMONSTRATION. Il est clair que a™ < b~. Soit xeb”, alors (b:x) e F.
Soit e (b: ) un élément quelconque. Comme Az e b et b/a est F-torsionné,
alors (a: AM@)e F. D’autre part, comme ((a:x): \) = (a: Ax) on obtient que
((a:x):N)e F, d’ou (a:x)e F et donec zea”.

LEMME 7.2. Soit F umne topologie additive stable sur A et a, b deux
idéauxr de A. Alors les affirmations suivantes sont vraies:

1) aoVvbh =(+Db).

2) Ao AD =(anbh).

DEMONSTRATION. 1) On sait que a™ Vb~ =(a"+b7)". Soit zea™+b",
alors z =2 + y avec xeca” et yeb™. Mais

(@+D0): (@ + )2 (@a)n (b:9) .

Comme (a:x)e F' et (b:y)e F alors ((a + b):(x + y))e F et donc ze
(@ +b6)". Par suite a~ +b7/a + b est F-torsionné et donc (a + b))~ =
(@ +b7)" (lemme 7.1).

2) Soit xca” Nb~; alors (a:x)e F et (b:x)e F.

Comme ((anb):z)2@:x)n (b:2x) alors (anbH):x)e F et donc a™ N
b~/an b est F-torsionné.

D’aprés le lemme 7.1 on déduit que (an b))~ = (a~ N b7).

Nous rappelons qu’un anneau A, commutatif est nommé arithmétique
[18] si le treillis des idéaux de A est distributif.

Un anneau local A est arithmétique si et seulement si le treillis des
idéaux de A est totalement ordonné [13].

THEOREME 7.3. Soit F wune topologie additive stable sur A. Les
affirmations suivantes sont équivalentes:

1) Ci(A) est un treillis distributif.

2) Siq, b, c sont des idéaux de A, alors (a + b) N (a + ¢)/(a + (b N )
est F-torsionmné.

8) Si q,b,c sont des idéaux de A, alors an (b + ¢)/((a N b) + (anc)
est F-torsionné.

4) Pour tout pe Cp(A) N Spec A4, A, est un anneau arithmétique.

DEMONSTRATION. Les assertions 1) = 2) et 1)< 3) résultent du
lemme 7.2.

2) =4). Soit pe Cr(A) N Spec A et a*, b*, c* des idéaux de A,.

Désignons par: a = @;'(a*), b = @;'(b*), ¢ = @;(c*).

Il est clair que a = a,, b = b,,, ¢ = ¢,; done a, b, ce Cx(A) (proposition
2.5).
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D’aprés 2) (a + b)N(a + ¢)/(a + (bNc)) est F-torsionné, done [(a + b)N
@+09l, = [a+ ®Nol; dod (g, +5) (@, + ) =a -+ 6,N0¢c).

Comme a* = a,, b* = b,, ¢* =¢, il en résulte que A, est un anneau
arithmétique.

4) = 2) Soit q, b, ¢ des idéaux de A. Comme

(@, +6)Nn(a, +¢)=aqa, + (b,Nc,) pour tout pe Cr(A) N Spec A il en
résulte que

[@ +8)n @+ @+ ©Ene)l, =0

et par suite (a + b) N (@ + ¢)/(a + (6 N ¢c)) est F-torsionné.
Quand A est un anneau intégre on obtient:

COROLLAIRE 7.4. Soit A un anneau intégre et F une topologie additive
stable sur A. Les affirmations suitvantes sont équivalentes:

1) Cu(A) est un treillis distributif.

2) Pour tout pe Cr(A)N Spec 4, A, est un anneaw de valuation
([4], chap. 6).

COROLLAIRE 7.5. Soit A un anneau quelconque et F umne topologie
additive stable sur A. Alors, si Cz(A) est un treillis distributif, tout
élément qe Cp(A) qui est un idéal p-primaire dans A, est un élément
irréductible dans Cr(A).

DEMONSTRATION. Soit q =anNb ou a, be Cr(A).

D’aprés le lemme 3.4 pe Cz(A). Comme q, = a,Nb, et A, est un anneau
arithmétique, alors a, = q, ou b, = q,. Supposons que a, =gq,. Alors
?;74(a,) = #,'(q,) d’ou q, = a,. Comme q = q,, il en résulte que q = qa,),
d’ot q = a.

COROLLAIRE 7.6. Soit A un anneau intégre et K son corps de frac-
tions. Soit B un anneau, tel que A C BC K et F une topologie additive
stable sur A.

Nous constdérons la topologie suivante additive stable sur B:

F'={|bcB,bN(B—P)= @ pour tout Pe Spec B avec PN Ae
Cr(4)}.

St Cr(A) est un treillis distributif, alors Crp.(B) est wn treillis
distributif.

DEMONSTRATION. Soit $e Cr(B) N Spec B; donc BN AgF.

Si nous notons p = PN A4, alors A,c B,. Comme A, est un anneau
de valuation pour K, B, est un anneau de valuation pour K ([4], chap. 6,
proposition 1, p. 110).

Donc d’aprés le théoréme 7.3, C,.(B) est un treillis distributif.
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