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Introduction. Soit A un anneau unitaire et F un systeme topologisant
et idempotent ([10], chap. 5, p. 412) sur A (topologie additive dans notre
terminologie). En rapport avec F on definit la notion de A-module F-
torsionne et A-module F-sans torsion. On pose la question suivante: etant
donne une topologie additive sur A, determiner la structure des modules
F-sans torsion. Pour cela on introduit le treillis CF(A)\ c'est-a-dire Γensem-
ble des ideaux a gauche α tels que A/a soit F-sans torsion.

Dans ce travail on donne la structure des modules F-sans torsion
quand CF(A) est un treillis noetherien. Comme on le verra du travail,
cette theorie s'applique le plus simplement au cas oύ A est un anneau
noetherien ou lorsque A est un anneau Krull [5].

Le travail a sept paragraphes: dans le premier on donne des condi-
tions necessaires et suffisantes quand CF(A) est un treillis noetherien
(th. 1.6).

Dans le deuxieme papagraphe on etudie le cas oύ A est un anneau
commutatif.

Dans le troisieme paragraphe on montre que pour les ideaux de
Γanneau A qui sont des elements de CF(A) il existe une decomposition
primaire de type Lasker-Noether (th. 3.3).

On met en evidence une serie de proprietes de la categorie Mod A/<J*~
oύ ̂  est la sous-categorie localisante associee a F (corollaire 3.11).

Dans le quatrieme paragraphe on donne des conditions suffisantes dans
le cas oύ la sous-categorie ^ est stable par les enveloppes injectives
(corollaire 4.2, corollaire 4.3).

Dans le cinquieme paragraphe on determine la dimension injective de
la categorie Mod A\^ (th. 5.5) en generalisant la proposition 3.9 du [6].

Dans le sixieme paragraphe on met en evidence un theoreme de
decomposition d'un A-module par rapport a la topologie F (th. 6.7, corol-
laire 6.8, corollaire 6.10) en generalisant le theoreme 5 du ([5] p. 59).

Dans le septieme paragraphe on donne les conditions necessaires et
suffisantes pour lesquelles CF(A) est un treillis distributif (th. 7.3, corol-
laire 7.4).
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0. Definitions, notations et resultats preliminaires. Tous les an-
neaux consideres ont un element identite non nul, tons les modules sont
unitaires et a gauche.

Soit A un anneau; on note par Mod A la categorie des modules a
gauche (unitaires) sur A.

Nous appellerons topologie additive a gauche sur A un ensemble F
d'ideaux a gauche de A non vide, verifiant les conditions suivantes:

1) Si α e F et x e A alors (α: x)e F oύ (α: x) = {λ | λ e A, \x e α}
2) Soit α, b, des ideaux a gauche de A tel que b e F; si pour tout

x e b, (α: x) e F, alors aeF.
La notion de topologie additive sur A coincide avec la notion de

systeme topologisant et idempotent d'ideaux a gauche sur A definie par
Gabriel ([10], ch. 5, p. 411).

Si F est une topologie additive a gauche sur Γanneau A on note:

^ = {MI Me Mod A, Vx e M, x Φ 0 => Ann (x) e F}
et

&~ = {MI Me Mod A,xeMet Ann (x)e F => x = 0} .

D'apres [9] ou [1] le couple (<^_^~) est une theorie de torsion hereditaire
pour Mod A.

La sous-categorie ^F a les proprietes suivantes:
1) Si

0 — M'-* M->M"-»0

est une suite exacte, alors M e^ si et seulement si M', M"e^
2) Si / est un ensemble et (-Xi)ίej sont des objets de alors φίej Xι e ̂ .
D'apres ([10], ch. 3) ̂  est une sons-categorie localisante et Γappli-

cation F —* ̂  est une bijection de Γensemble des topologies additives
a gauche sur Γensemble de sous-categories localisantes ([10], ch. 5, p. 412).

Si Me J? nous dirons que M est F-torsionne; si Me ^~ nous dirons
que M est F-sans-torsion. II est clair que un A-module M est T^-sans
torsion si et seulement si le plus grand sous-module FM de M qui
appartient au ̂  est nul.

Un A-module M s'appelle ίVferme ([10], ch. 3, p. 371) si Γapplication
canonique

M = Horn (A, M) ~»Horn (α, M)

est un isomorphisme pour tout α e F.
Remarquons que si M est un A-module F-ferme alors M est F-sans

torsion.
Comme J?~ est une sous-categorie localisante de Mod A on peut

considerer la categorie quotient Mod A/^([10], ch. 3).
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Nous designons par TF: Mod A — » Mod A/*f le foncteur canonique et
par SF: Mod A/^-^Mod A le foncteur adjoint a droite de TF ([10], ch.
3, p. 369). II est bien connu que TF est un foncteur exact et SF est
exact a gauche.

Puisque SF est un foncteur adjoint a droite de TF alors il existe les
morphismes fonctoriels φ: TF°SF — » Id Mod A et ψ: Id Mod A — > SF° TF ([10],
p. 369) oύ Id Mod A est le foncteur identique de Mod A.

De plus, le morphisme fonctoriel φ est un isomorphisme fonctoriel
([10], p. 371, prop. 3).

D'apres le corollaire du ([10], p. 371) un A-module M est -F-ferme si
et seulement si le morphisme ψ(M): M— * SFTF(M) est un isomorphisme.

Nous employ ons aussi les notations suivantes: Si M est un A-module,
L S M un sous-module de M et x e M, alors

(L: x) = {λ I λ G A, λα; e I/}

IT - {a xeM, (L:x)eF} .

PROPOSITION 0.1. Les affirmations suivantes sont vraies:
1) Si L est un sous-module de M, alors (IT)" = ZΓ.
2) Si L et L' sont sous-modules de M et L gΞ Z/ αZors L" g Z/".
3) Si (L;)ίeι es£ ΐme famille βnie de sous-modules de M, alors

DEMONSTRATION. 1) II est clair que IT ϋ (ZΓΓ. Si α?e(ZΛΓ alors
(L": α;) e F. Soit λ un element quelconque de (L": x). Comme ((L: x):\) =
(L: \x) et (L: λ#) e .F alors ((L: x): λ) e F pour tout λ e (L: x). Par suite
Γideal (L: x)e F et done α? e IT.

2) Clair,

3) D'apres 1) et 2) il existe Γinclusion (Γ|ίe/I/iΓ S Πίβ/^. Soit
α? e Πiei i'Γ; alors (L4: α?) e F pour tout i e /. I/'egalite (Πie/ I/i' )̂ =
Πie/ (Li. x) implique que (Πie/ LΪ. x) e F(F est une topologie additive ([10],
p. 411).

II f aut remarquer que si M est un A-module et L g M un sous-
modules, alors IΓ/L est le plus grand sous-modules de M/L qui appartient
a <J^ . Designons par CF(M) Γensemble:

CF(M) = {L(ΣM\L~ = L} .

II est clair que IT — L si et seulement si M/L est F-sans torsion.

Si (Z/;)iei est une famille d'elements de CF(M) alors \/ iBlLi= (Σίej L^f
ΐ e / ί'ί = Πiβji* sont elements de CF(M)

PROPOSITION 0.2. CF(M) est un treillis modulaire complet [7] pour
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les operations "V" et "Λ" La relation d'ordre associee est ^inclusion.
Pour la demonstration voir ([22], prop. 11. 1).

Soit L un sous-module de Λf; rappelons que M est une extension
essentielle de L si, X etant un sous-module de M, la relation L Π X — 0
implique X = 0. Un A-module M est co-irreductible si MΦ 0 et si deux
sous-modules non nuls de M. ont une intersection non nulle. Un sous-
module L de M est irreductible si M/L est coirreductible.

On dit que un A-module M est indecomposable si M — Mr 0 M" im-
plique M' = 0 ou M" = 0. Si M est un A-module alors E(M) represente
Γenveloppe injective de M.

Un treillis £f est noetherien [7] si £f satisfait la propriete suivante:
Si

est une chaine ascendante d 'elements de <2f, il existe un nombre naturel
"fc" tel que a?A = %+1 = .

Si A est un anneau, alors As est le A-module a gauche A, et CF(A)
represente le treillis CF(A8).

1. Conditions pour lesquelles CF(A) est un treillis noetherien. Soit
F une topologie additive a gauche sur A et (^ ^~) la theorie de torsion
associee.

Un A-module a gauche M est F-noetherien (ou ^noetherien [11]) si
TF(M) est un objet noetherien dans la categorie Mod A/^ Nous dirons
que M est F-de type fini s'il y a un sous-module M' ϋ M, M' A-module
de type fini, tel que M/M' est F-torsionne (c'est-a-dire M/M'e^).

LEMME 1. Soit M un A-module. TF(M) est un objet noetherien si
et seulement si M verifie la condition suivante:

Pour toute chaine ascendante

M, g M2 g g Mn g

cίe sous-modules de M, il existe un nombre naturel k tel que Mi+1/Mi e J^
ou i ^ k (c* est-ά-dire M est ^-noetherien au sens de [17]).

DEMONSTRATION. Supposons que TF(M) est noetherien. Alors il existe
un nombre naturel k tel que TF(Mk) = TF(Mk+1) = .

De la suite exacte

0 -> M, — Mi+l -* AΓ^i/AΓ, — 0 i ̂  fe

on obtient que TF(MMJM^ - 0, d?oύ M
Reciproquement : Soit
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M, £ M2 £ S Mn c

une chaine ascendante de sous-objets de T(M). Comme le foncteur SF

est exact a gauche, nous obtenons la chaine ascendante

SM) £ SF(M2) £ - £ Sr(MJ £ - £ S,ZV(Λf) .

Par le morphisme fonctoriel ψ(M): M— *SFTF(M) on obtient la chaine
ascendante

Ml £ M 2 £ £ Λf n £ £ M

o , -
De plus, comme ker ψ(Λf ) et coker ψ* (Λf ) appartient a
Soit k un nombre naturel tel que

Mi+1/Mi G ̂  pour tout i^k .

Alors il est clair que TF(M^ ~ TF(Mi+1) pour tout i^k. Done M"fc =
Mk+ί = et par suite TF(M) est un objet noetherien.

PROPOSITION 1.1. Les affirmations suivantes sont eqmvalentes:
1) CF(M) est un treίllίs noetherien.
2) M est F-noetherien.
3) Γo ί̂ sous-module M' de M est F-de type βni.

DEMONSTRATION 1) => 2). Soit

Mi £ M2 S S Λf Λ £

une chaine ascendante de sous-modules de M. On obtient la chaine:

MΓ £ Λf f £ £ ΛC £ £ M .

Comme CF(M) est un treillis noetherien, il existe un nombre naturel
n tel que JMiΓ — ΛC+1 = d'oύ il en resulte que Mk+1/Mk £ Mk+ι/Mk

(k ;> ^). Comme Mk/Mk e ̂  alors pour tout k ^> n Mk+1/Mk e ̂ ^ done
Mk+1/Mk 6 ̂  et d'apres le lemme 1 TF(M) est noetherien.

2)=>1) Soit

Λf ! £ AΓ2 £ £ Λf w £

une chaine ascendante d 'elements de CF(M); il existe un nombre naturel
& tel que pour tout n^k, Mn+1/Mn e ̂  (lemme 1) d'oύ ΛfΛ+1 S JC et
par suite Mn = Mn+l =

2) => 3) Evidemment que si M' est un sous-module de M, TF(Mf) est
un objet noetherien. Soit (Mr

a)a&1 la famille de sous-modules de M qui
sont de type fini. D'apres le theoreme 6 [17] il existe <XQ e I tel que ML
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verifie la condition de maximalite au sens de ([17], p. 1464) et en par-
ticulier on obtient que M'IM'aQ est F-torsionne.

3) => 2) Soit

ML £ M2 S S Mn £ £ M

une chaine ascendante de sous-modules de If. Comme (JΓ=ι Λf< est F-de type
fini, alors il existe les elements xl9 x2, , xn e M tel que U^=ι Mi/(Ax1+Ax2+
---- h Axn) est F-torsionne. Mais il existe un nombre naturel k tel que AxL +
---- h Axn g Mk et Mi/(AXi + + Axn) est F-torsionne pour tout ί^k.

De la suite exacte:

0 -* MJ(Axι + + Axn) -> Mi+,j(Ax, + + Axn) — M4+l/Mi -> 0

on deduit que Mi+1/Mi e ̂  pour tout i ^ k (J^ etant une sous-categorie
localisante). D'apres le lemme 1, M est F-noetherien.

COROLLAIRE 1.2. Soίt

0-+ M'-+ M-+ M"-+ 0

smίe exacte de A-modules. CF(M) est un treίllίs noetherίen sί et
seulement sί CF(Mf) et CF(M") sont des treillis noetherίens.

La demonstration resulte de la proposition (1.1) et le lemme 1 [17].

COROLLAIRE 1.3. CF(A) est un treillis noetherίen sί et seulement si
CF(M) est un treίllίs noetherίen pour tout A-module de type βnί.

DEMONSTRATION. Supposons que CF(A) est un treillis noetherien. Si
M est un A-module de type fini alors il existe la suite exacte

0 —> P — > An — + M-+Q , n nombre naturel .

D'apres le corollaire 1.2 il en resulte que CF(M) est un treillis
noetherien.

La reciproque est claire.

COROLLAIRE 1.4. Sί CF(A) est un treillis noetherien alors F contient
une famίlle eoβnale d'ίdeaux a gauche de type βnί.

DEMONSTRATION. Soit α un ideal a gauche tel que aeF. D'apres la
proposition 1.1, il existe un ideal b c α tel que b est de type fini et α/b e

De la suite exacte

0 -r* α/b -> Afb -> A/a — 0

on obtient que Afb e ̂  (^ est une sous-categorie localisante) et done
be.F.
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REMARQUE 1.5. En utilisant la proposition 12.2 [22], on deduit que si
CF(A) est un treillis noetherien, alors le foncteur SF commute avec les
sommes directes quelconques.

1.6 [24]. Les assertions suivantes sont equivalentes:
1) Toute somme directe d'injectifs F-sans torsion (done appartient

est un A-module injectif.
2) CF(A) est un treillis noetherien.
3) Tout A-module injectif F-sans torsion est somme directe d'injectifs

indecomposables.

DEMONSTRATION. 1) => 2). Soit

G! c α2 c c an c

une chaine ascendante stricte d'elements de CF(A) et α = U~=ι <V Comme
A/di est F-sans torsion il en est de meme de E(A/ai) et done E = φΓ E(A/CLi)
est un A-module injectif.

Soient φt: A/α€ — » J£(A/a4) Γinjection canonique et p4: A — > A/α4 le
morphisme canonique.

Si βi — <Pi(pi(l)), alors il est clair que α^ — Ann (e^.
Soit f:a—>E definie par /(λ) = (\eίt λβ2, , \en, ). Comme E est un

A-module injectif, alors f(\) = \x pour un x e E, oύ x = (xl9 x2, xk, o, o, •).
Pour tout ί > k on a λβ^ = 0 quelque soit λ e α, d'oύ α c α< et par

suite Q; = αί+1 =
2) => 1) Soit (Qί)i6i une famille de modules injectifs F-sans torsion.

Soit α c A un ideal a gauche de A et /: α — » φίe z Qi un morphisme. D'apres
la proposition 1.1 il existe un ideal a gauche α' c A, α' c α tel que α/α' e ̂
et α' est de type fini. II existe un morphisme h:A— »0 ί6/Q; tel que
h/a' — //α'. Si 0 est la restriction de h a α alors (/ — g)(x) = 0 pour tout
#eα'. Done il existe un morphisme u: α/α'— ̂ φie/Qt Comme φ ίe/Qίβst
F-sans torsion alors ^ = 0 et par suite / = g. Done ( f ) i e I Q i est injectif.

2) => 3). Nous donnons les lemmes suivants:

Lemme 1. Si ̂  est un treillis noetherien alors tout element de £f
est une intersection flnie d9 elements irreductibles (x e =5̂  on le nomme
irreductible s'il a la propriete suivante: y Π z = x=>y = x ou z — x).

DEMONSTRATION. Soit X = {α; I & e £?, x est une intersection fini
d 'elements irreductibles}.

Si ̂  — X ^ 0 , alors soit x0 un element maximal dans =5̂  — X; x0

n'est pas irreductible. Done il existe ytze.Sff tel que XQ = y Γ\ z, et
#o ̂  yy #o =5* z. Par suite y, z e X et done y = yλ Π y2 Π Π ym et « =
«! Π z2 n n zn oύ ,̂ y2, , ι/m, ,̂ 22, ••-,«» sont irreductibles. Nous



180 C. NASTASESCU

obtenons que x0 = y1 Γ) y2 Π Γ) 2/m Π zl Γ) Π 2Λ qui est une contradiction.
Done ^e = X.

LEMME 2. Si αeCp(A) esί un element irreductible, alors α est un
ideal a gauche irreductible dans A.

DEMONSTRATION. Soit α = b n c oύ b, c sont ideaux a gauche de A.
Alors cΓ = (b Π c)" = £Γ Γ) <f (proposition 0.1) d'oύ α = b^ Π c". Comme
b", <f e CF(A) se trouve que α = b^ ou α — c", d'oύ α = b ou α = c, done
α est un ideal irreductible dans A.

LEMME 3. Soίt (Pi)i£ί£n un ensemble fini des A-modules co-irreductίbles
et Mc0*=ιPi» M=£θ. Alors M contίent un sous-module co-irreductible
non nul.

DEMONSTRATION. Procedant par recurrence, il suffit de verifier pour
n = 2.

Si M Π P! Φ 0 alors P, Π Me: M et P.a M est co-irreductible.
Si P! Π M — 0, alors il y a une injection φ: M—» P2 et dans ce cas M

est co-irreductible.
Soit M un A-module F-sans torsion non nul (Me ^~) et xe M, x =£ 0.

II est clair que Ann (#) Φ A et Ann (x) e CF(A). D'apres les lemmes 1 et
2, Ann (α?) = <*ι Π oa Π Π αΛ ou α< 6 Cj.(A) et sont des ideaux irreductibles
dans A. Comme A/ Ann (x) s A/c^ φ A/α2 0 0 A/an, alors d'apres le
lemme 3, Ax contient un sous-module co-irreductible non nul. De la
meme maniere que dans la proposition 1 [18] ou theoreme 3 [12], il en
resulte que M est une extension essentielle d'une somme directe de
modules co-irreductibles.

Si Q est un A-module injectif F-sans torsion, alors Q est une extension
essentielle d'une somme directe φα eιQ«> oύ Qa sont injectif s indecompos-
ables. Comme Qa(ael) sont A-modules F-sans torsion, alors d'apres 1)
Θαe/Qα est un injectif, done Q = G)aeIQa.

3) =» 1) Soit (Qa)aeι une famille d'injectifs jp"-sans torsion. On peut
supposer que Qa(ae I) sont des A-modules injectif s indecomposables. Nous
avons d'apres 3) que E(φaeIQa) = ®βeJQ'β oύ Q'β sont modules injectifs
indecomposables. D'apres le theoreme 6 [12] ou le theoreme 5.9 [16] il
existe une bijection φ: I-+J tel que Qa = Q'Ψ(a}. II resulte que (&aeIQa =
φβejQ'β, done 0α6/Q« est un A-module injectif.

Dans le cas quand F = (0) alors on obtient le resultat: ([23], th. 0.1,
p. 205)).

COROLLAIRE 1.7. Les assertions suivantes sont equivalentes:
1) A est un anneau noetherien a gauche.
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2) Toute somme dίrecte d'injectifs est un A-module injectif.
3) Tout A-module injectif est somme directe d'injectifs indecompos-

ables.
REMARQUE 1.8. Si A est un anneau tel que As est F-sans torsion et

CF(A) est un treillis noetherien alors E(AS) est une somme directe finie
d'injectifs indecomposables, c'est-a-dire Γanneau A est de dimension finie
a gauche au sens de Goldie. Si Q(I) est un A-module injectif pour tout
ensemble / nous dirons que Q est J?-injectif .

COROLLAIRE 1.9. Si Q est un A-module Σ-injectif alors Q est une
somme directe d'injectifs indecomposables.

DEMONSTRATION. Soit FQ = {α o c A, UomA (A/a, Q) = 0} qui est une
topologie additive a gauche sur A. D'apres la proposition 11.8 [22] CFQ(A)
est un treillis noetherien et comme Q est ^Q-sans torsion alors Q est une
somme directe d'injectifs indecomposables.

Ce resultat a ete obtenu aussi par A. Cailleau dans [8].

2. Le cas commutatif. Tous les anneaux consideres dans ce para-
graphe seront supposes commutatif s et unitaires.

Si A est un anneau (commutatif) et M un A-module, un ideal premier
t>c A est dit associe a M (au sens de [3], chap. 4) s'il existe xeM tel
que :p = Ann(α;). On note par Ass(M) 1 'ensemble des ideaux premiers
associes a M.

LEMME 2.1. Si fi est un ideal premier de l y anneau A alors £e CF(A)
si et seulement si £ g F.

DEMONSTRATION. Si £ e CF(A) il est clair que $ $ F.
Reciproque: soit pίF alors {Γ/t> € ̂ \ si x e ̂  et x ί ί> alors (}?: x) e F

et comme £ est premier alors (£: x) = $; contradiction. Par suite JΓ = p
d'oύ i)

LEMME 2.2. Supposons que CF(A) soit un treillis noetherien. Si M est
un A-module non nul F-sans torsion alors il existe xe M, x Φ 0 tel que
Ann (α;) est un ideal premier qui appartient a CF(A). (c'est-ά-dire
Ass (M) Φ φ et Ass (M) S CF(A)).

DEMONSTRATION. Si Γon pose X = (Ann (x) \x e M, x Φ 0}, alors
XξΞ:CF(A). Soit p = Ann(Xo) un element maximal de X. Si λμep et
μ g t> on a λμα?0 = 0 et ^α?0 ̂  0. Comme Ann (a?0) S Ann (μαj0) il en resulte
que Ann (α?0) = Ann (μα?0) et par suite λ e t>.

Du theoreme 1.6 et du lemme 2.2 on obtient

THEORέME 2.3. Supposons que CF(A) soit un treillis noetherien. Si
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M est un A-module F-sans torsion alors M est une extension essentielle
d'une somme directe φieiA/ fo, oύ fa sont des ideaux premiers de CF(A).

Si Q est un A-module in jectif F-sans torsion, alors Q = φi6ZE(A/fa),fa
etant ideaux premiers de CF(A).

Soit A un anneau commutatif quelconque, nous notons par Spec A (le
spectre de A) Γensemble des ideaux premiers de A.

Si {> 6 Spec A on note par φ9:A—*At IΘ morphisme canonique. Si α
est un ideal de A, on note par α ( p ) Γensemble: α(}j) = φ^l(φ9(a)Ap). II est
bien connu que α(p, = {x \ x e A, 3s e A — fa sx e α}

On notera par αp Γideal φ9(a)Ap de Ap et par F9

F, = {α I αc A, α Π (A - J>) ̂  0} .

II est clair que F^ est une topologie additive sur A et α e F> <=> (A/α)p —
0*=>α ( } )) = A (voir aussi [20], p. 45).

Soit ^ la sous-categorie localisante de Mod A associee a F9. II
resulte immediatement que MzJ^ si et seulement si M^ = 0.

PROPOSITION 2.4. Si CF(A) est un treillis noetherien alors

f= n F,.
Si Von note par max CF(A) les elements maximaux de Vensemble

CF(A) Π Spec A, alors

F= n
qui est en outre une intersection reduite.

DEMONSTRATION. Si α e F et α g Πpec^ujnspec^^^ alors il existe ί?6
CF(A) Π Spec A tel que a$F9, done α n (A — t>) = 0 d'oύ αct> et par
suite fysF; contradiction.

Soit αe ΓUe^umspβc,! ί7,; si α g F alors α^ ̂  A et d'apres le lemme 2.2
il existe £ e C^(A) n Spec A tel que $ = (α^: α?), α? ί α".

Comme α c α^ c (α: α?), alors t> n (A — £) ^ 0 contradiction. Par suite
α^ = A et done α e F. II est clair que si £, q e Spec A tel que J> S q alors

F, £ *V
Soit q e CF(A) Π Spec A; il existe J> e max CF(A) tel que q S t>; d'oύ

F,^Fq. Par consequent n>ema*^u> -̂  S*V d'oύ Πpem

Comme il est clair que F £ ΓUemax^u) -PV al°rs ^ =
Suppo,sons queΠpemax^u)^ = Γ\>emιxcpu)-[>0} Fj oύ
Si t>0 Π (A — ί>) ^ 0 pour tout J> e max CF(A) — {fa}, alors ί>0

po)^7^ d'oύ faeF; contradiction.
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Par suite, il existe J>e max CF(A) — {fa} tel que £0 n (A — £) = 0 d'oύ
ί>0c:.p, contradiction.

Soit A un anneau commutatif quelconque. Hacque dans [14] dit qu'une
topologie additive F est stable si F = ΓUespec* F^.

H>ίF

Par suite si CF(A) est un treillis noetherien alors F est une topologie
stable.

PROPOSITION 2.5. Si F est une topologie additive stable sur A et α
un ideal de A, alors:

— ϊ e C F ( A ) Γ } S p e c A > ( v )

2) aeCF(A) si et seulement si a =
3) α(v, 6 CV(A) po^r ίowί ί> e C^(A) n Spec A.

DEMONSTRATION. 1) Soit x e α", alors (α: x) e F. Comme F =
Γ^e^umspecΛ Ff (F est stable), il en resulte que (α: x) n (A - J>) ^ 0 pour
tout -p e Cj.(A) Π Spec A. Done α? e α (p) pour tout £ 6 CUA) n Spec A, d'oύ

Si α e n^^^nspec^^,), alors (α:a?) n (A - t>) Φ 0 pour tout p e CF(A) n
Spec A, d'oύ il resulte que (α: x) e Fp et done (α: x) e -P. Done # e cΓ.

2) αe Cj.(A) si et seulement si α = cΓet on conclut compte tenu de 1).
3) On observe que α(,, = (α(,,)(p), done α(tj) = n^^u)nsPe^ (α(p))((ί) et

d'apres 2) α(p) e C^(A).
Si M est un A-module et Nd M un sous-module alors nous notons

par N(tf = {x \ x e M, 3s e A — $, sx e ΛΓ}. Avec ces notations on obtient de
la meme maniere qu'avec la proposition 2.5 le resultat suivant

PROPOSITION 2.6. Si F est une topologie additive stable sur A et
N S M un sous-module de M, alors:

1) N = MpeC>U)nSpecA N(9).

2) NeCF(M) si et seulement si N = Πpe^uίnspβcA^).
3) N(9) e Cj,(Af ) po%r ίo^ί fr e C^(A) n Spec A.

COROLLAIRE 2.7. Si C^(A) est un treillis noetherien alors pour tout
jpe CF(A) Π Spec A, Ap est un anneau noetherien.

DEMONSTRATION. Soit a? c α2* c c αί c une chaine ascendante
d'ideaux de Ap. Si on note an — φ^(aί) alors on obtient la chaϊne ascend-
ante cii c α2 c c αn c

D'autre part comme (αj(p) — α%, alors alr α2, , αn, sont des
elements de CF(A) (proposition 2.5). Par suite il existe un nombre naturel
k tel que ^ak = ak+ί = . Comme a* = (an)p alors α? = αj+1 = .

COROLLAIRE 2.8. Si CF(A) est un treillis noetherien alors Me ̂  si
et seulement si Λf, — 0 pour tout $ e CF(A) n Spec A.
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DEMONSTRATION. Elle resulte immediatement de la proposition 2.4.

EXEMPLE 2.9. Soit A un anneau commutatif et unitaire. Soit & c
Spec A un ensemble sature dans le sens suivant: si q £ {>; q, ϊ>eSpecA
et \> e ̂  alors q e ̂ .

Supposons que & verifie la propriete suivante:
(*) Pour tout x 6 A, x Φ 0, x n'appartient qu'a un nombre fini d'ideaux

premiers de &.
II est clair que Γensemble d'ideaux

F0. = {α I α Π (A - t>) Φ 0 , pour tout £ e ̂ }

est une topologie additive sur A ([20], p. 45)

PROPOSITION 2.10. Si pour tout £e .̂ , Ap est un anneau noetherien,
alors CF(A) est un treίllis noetherien.

DEMONSTRATION. Si $eCF(A) alors \>^F^ (lemme 2.1), done il existe
q e & tel que p Π (A — q) = 0 d'oύ J) S q et par suite t> e &*. Comme
t> Π (A - ί>) = 0 alors t> ί ί7 et done £ e CX-A).

En conclusion ^ e CF(A) ^=> £ e ̂
Soit α e CF^(A). Comme F^ = Πpe ^ ̂  (done stable) alors α = ΠPe ^ &<„,

(proposition 2.5).
Notons par JΓQ = {̂  |) e &, α ( p ) ^ A} qui est finie puisque & verifie

la propriete (*).
Enfin si α £ b et α, 6 e CF^(A) alors X, £ Jία.
Soit

&ι £ β2 £ α3 £ £ Q» £ •

une chaίne ascendante d'elements de CF(A). On obtient la chaine descendante
d'ensembles finis:

X ^ X ID ••• => JF =) • • • .-Λ-fll = -Λ o2 = = ^-αw =

II existe fc 6 JV tel que Xajc = Xa]c+1 = . Pour J> e X^, on obtient la
chaine ascendante

Comme A, est un anneau noetherien pour tout ^ e ̂ , alors il existe
m ̂  k tel que

(αm)(p) = (αm+l)( l )) =

pour tout £e Xm.
D'apres la proposition 2.5 on obtient que
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autrement dit CF(A) est un treillis noetherien.

EXEMPLE 2.11. Si A est un anneau Krull [5] et HtL(A) Γensemble
d'ideaux premiers de hauteur ^ 1 alors Ht^A) verifie la propriete (*).

Comme A9 est un anneau de valuation discrete [4], alors CFHtι(A](A)
est un treillis noetherien. De plus αe CFlίtί(A}(A) si et seulement si α est
un ideal divisoriel entier.

REMARQUE 2.12. Le theoreme 2.3 etend la proposition 2.6 de [6].

3. Un theoreme de decomposition pour les elements de CF(A). Tous
les anneaux consideres dans ce paragraphe seront supposes commutatifs et
unitaires. Les notations sont celles du § 1 et § 2.

LEMME 3.1. Supposons que F est une topologίe additive stable sur A.
Si ae CF(A) et x e A alors (α: x) e CF(A).

DEMONSTRATION. D'apres les propositions 2.5 α = ΓUe^umspec.^*)-
Si λe(α:#)(})) alors il existe s&$ tel que sλe(α:#); d'oύ sλα eα. Par

suite λαJ6α ( ί, et done λe(α ( p ) :#) Done (α(p,:a?)(p, = a ( 9 ) : x .
Maintenant soit xe (α(p): x). II en resulte que \xe α ( p> et done il existe

s £ £ tel que s\x e α, d'oύ sλ e (α: x) et par suite λ e (α: α?)(t0. Done Γegalite
(α(,,:αO = (α: OJ)(P)

Comme

Π (α: *)(„)= Π

Π « ( „ > : *
veCF(A)ΐ}SyecA /

on obtient Γegalite:

(α: x)= Π (α: x)w
ίpeCF(A)Γ\SpecA

et done (α: x) e CF(A).

PROPOSITION 3.2. Supposons que CF(A) est un treillis noetherien. Si
a e CF(A) est un element irreductίble alors α est un ideal primaire dans A.

DEMONSTRATION. Soit xy e α et y ί α. Nous obtenons la chaϊne
ascendante

(α: x) S (α: x2) S g (α: xn) g -

des elements de CF(A) (lemme 3.1). Comme CF(A) est un treillis noe-
therien, alors il existe un nombre naturel k tel que:

(α: xk) = (α: xk+1)

Soit λe (α + Axk) Π (α + Ay). Done λe α + Ay d'oύ λ = z + μ?/ oύ
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z e α. Comme xy e α, alors λα; e α. D'autre part, comme λ e α + Axk, alors
λ, — zt + /*!$* oύ Zi e α. Done \x = ^α? + /^α?**1 d'oύ on obtient fax10*1 e α.
Par suite μ1^(a:xk+ί) et done /*ιe(α:ίc*), c'est-a-dire μ^ea. En con-
clusion on obtient que λ e α, d'oύ Γegalite

α = (α + Axk) Π (α + Ay) .

Parce que α est un ideal irreductible dans A (lemme 2, theoreme
1.4) et α Φ α + Ay, alors α = α + Axk, d'oύ xk e a. Done α est un ideal
primaire dans A.

TπfiORfiME 3.3. Supposons que CF(A) est un treίllίs noetherien. Alors
tout element a e CF(A) est une intersection reduite et unique d'ideaux
primaires dans A (unique au sens classique; ([3], chap. 4)).

DEMONSTRATION. D'apres le lemme 3 du theoreme 1.4, α = αx Π
α2 n n an oύ αlf α2, , an e CF(A) et sont des elements irreductibles.
D'apres la proposition 3.2, aί9 α2, - --α, sont des ideaux primaires dans A,
done α est une intersection d'ideaux primaires. D'apres un procede classi-
que ([3], chap. 4) on peut faire de cette decomposition une decomposition
reduite et unique.

LEMME 3.4. Supposons que F est une topologie additive stable sur
A. Soit q un ideal-$-primaire. Alors

DEMONSTRATION. Supposons que qeCXA) et $<£CF(A). Done $eF
(lemme 2.1). Comme q = ΓU'e^uonspβc.!^') (proposition 2.5) alors il existe
un ideal premier £' e CF(A) tel que q ( >/, Φ A. Done q c t>f , d'oύ t> c t>' et
par suite J>' e F: contradiction.

Reciproquement: Soit t>e CF(A). Comme q ( p ) = q alors il est clair que
Q = fVe^umspec^q^)* d'oύ q e CF(A) (proposition 2.5).

COROLLAIRE 3.5. Soit A un anneau Krull et α un ideal divisoriel
entίer de A. Alors

α = # ι> π w*} n n pi**'
oύ t>lf fe - - , fee fftM) eί ^^ - φ-^K-A,.) (1 ̂  ΐ ^ k).

DEMONSTRATION. Comme aeCFHtι(A)(A) (voir Γexemple 2.11) d'apres
le theoreme 3.3, α = q1 Γ) q2 Π Π q* oύ qt, q2, , qfc e CFfftltA) (A) et sont
primaires dans A. Si i/q* = ft (1 ̂  i ^ k) alors ft, ft, , ft e CFHtl(A} (A)
(lemme 3.4). L'anneau A9. etant de valuation discrete, alors q< = (q4)(p<) —
(̂t)?*^ )̂ pour un entier nϊ, d'oύ le resultat.

LEMME 3.6. Supposons que CF(A) est un treillis noetherien. Si q est
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un ideal $-primaire avec q e CF(A) alors ίl exίste un nombre naturel n
tel que J>* £ £(%) g ς.

DEMONSTRATION. Comme p e CF(A) (lemme 3.4) alors Γanneau Ap est
noetherien (corollaire 2.7).

D'autre part qA> etant pAp-primaire, il existe un nombre naturel n,
tel que \>*AP c qAp d'oύ il en resulte que £(%) £ q ( p ) = q.

LEMME 3.7. Soit A un anneau commutatif et unίtaire quelconque et
t> un ideal premier de A.

Alors I'enveloppe injective E(Afo) de Aft est un A-module et E(A/$)
est I'enveloppe injective de A-module A^/ pA,,.

DEMONSTRATION. Soit 8 un element tel que s e A — £. Nous con-
siderons le morphisme

definit par Γegalite φ.(y) = sy.
Si ker φs Φ 0 alors il existe un element yeE(A/$) tel que sy = 0,

done seArm(y). Comme E(A/$) est une extension essentielle de Afo,
alors il existe un element λ e A tel que \y e Afo et XT/ ^ 0. II est evident
que Ann (y) S Ann (\y) et Ann (\y) = £. Par suite s e J>: contradiction.
Done ker <ps = 0. Comme E(Afo) est un A-module injectif indecomposable,
alors φs est un automorphisme.

Soit a/s un element de A9 et a? e E(A/$). II existe un element ^/ e E(Afa)
tel que α? = sy. Si on pose (a/s)x = αy, alors il est tres facile de montrer
que E(Afo) est un A,, -module.

Si M est un ^-module contenant E(A/$)9 alors ^(A/^est A-facteur
direct dans M. II est clair que E(Afo) est A^-facteur direct dans M. Par
suite E(Afo) est Ap-module injectif. Parce que E(Afo) est un A-module
indecomposable, il est indecomposable comme A9 -module.

D'autre part comme E(Afo) (x)4 Ap ^ ̂ (A/^)) alors de Γinclusion

on obtient que

d'oύ il resulte que E(A/$) est Γenveloppe injective de A,, -module

LEMME 3.8. Supposons que CF(A) est un treillis noetherien. Soit
$€ CF(A) et E(A/$) I'enveloppe injective de A/£. Si xe E(Afo), x^Q, alors
Ann (x) est un ideal $-primaire.

DEMONSTRATION. Soit α = Ann (x). Comme E(Afo) est un A-module
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co-irreductible, alors α est un element irreductible de CF(A), done α est
un ideal p'-primaire oύ £' est un ideal premier qui appartient a CF(A)
(proposition 3.2). II est evident que αc p, d'ou J>' £ £.

Comme aA» — Ann^p (x), d'apres le lemme 3.7, le corollaire 2.7 et le
lemme 3.2 [15] on deduit que αAp est :pAp-primaire. D'autre part aA9

est p'^-primaire et par suite $Άf = $AP, d'oύ p = $.

TπέOREME 3.9. Supposons que CF(A) est un treίllίs noetherien. Soit
£ e CF(A) un ideal premier et E(A/$) I'enveloppe injective de

Nous notons par

At = {x I x e E(Afo), tfx = 0} .

Alors les affirmations suivantes sont vraies:

2) ur-ιΛ
3) Si K est le corps de fractions de Ajty alors Al~Ket Ai+i/Ai est

un e space vector iel sur K.
4) Ai+JAi - {α I x e E(Afr)IAt et $x = 0}.
5) t>(ί) = Π.e^Ann(a?) oύ

DEMONSTRATION. 1) Glair.
2) II en yesulte 3.6 et 3.8.
Pour 3), 4) et 5) voir la demonstration du theoreme 3.4 [15]

COROLLAIRE 3.10. Supposons que CF(A) est un treillis noetherien.
Soit t> un ideal premier, $eCF(A).

Alors I'anneau des endomorphismes Ή.omA (E(A/$), E(A/$)) de E(A/$)
est isomorphe avec le complete de I'anneau A^ par rapport a $AP.

DEMONSTRATION. A^ est un anneau noetherien (corollaire 2.7). Alors
d'apres le lemme 3.7 et le theoreme 3.7 [15] on obtient Γaffirmation.

Si ̂  est une categorie Grothendieck (c'est-a-dire une categorie avec
les limites inductives exactes et avec generateurs) et J^ une sous-categorie
localisante de ̂  on dit que j^ est stable par enveloppes injectives si
pour tout objet MeJ&9 E(M)eJ^.

Rappelons que la categorie ModA/O^ est une categorie Grothendieck
([10] proposition 9, p. 378).

COROLLAIRE 3.11. Supposons que CF(A) est un treillis noetherien.
Alors toute sous-categorie localisante de ModA/<J^ est stable par les
enveloppes injectives.

DEMONSTRATION. Soit J^ une sous-categorie localisante de Mod
Nous notons par
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Comme TF est un foncteur exact alors ^ est une sous-categorie
localisante de Mod A et <J^ S .̂

Soit X un objet de J^ et E(X) son enveloppe injective. D'apres
la proposition 6 ([10], p. 374) SF(E(X)) est Γenveloppe injective de SF(X).

D'apres le theoreme 2.3, SF(E(X)) = φieIE(A/h) ou fc sont les ideaux
premiers et & 6 Ass (S(X)) pour tout i e I.

Par suite E(X) ^ TFSF(E(X)) = 0ίel Tr(E(Afa)).
II est suffisant de montrer que TF(E(A/fi)) e J^ pour tout

Comme $ e Ass (SF(X)) alors il existe un morphisme injectif φ: A/p — >
S(X). Parce que S(X)e & alors A/pe <&. Procedant par recurrence on
deduit immediatement que A/$k e ̂  pour tout nombre naturel k.

Mais E(Afr) = U^°=ι Λ, oύ A, = {α? | a? 6 ^(A/fr), t>^ - 0} (theoreme 3.9).
Comme A< est A/^^-module, alors A^^ et par suite E(A/fi) e &*, et done

REMARQUE 3.12. Si CF(A) est un treillis noetherien alors la categorie
Mod A/^ est localement noetherienne.

En effet TF(A) est un generateur noetherien dans Mod A\Jf.

4. Conditions pour lesquelles J^ est stable par enveloppe injective.
Les notations sont celles du § 3.

Soit A un anneau commutatif et unitaire et p un ideal premier de A.
Si on pose

| Me Mod A, M, = 0} .

est une sous-categorie localisante de Mod A associee a la topologie
additive Fp.

PROPOSITION 4.1. Soit A un anneau commutatif quelconque et £ un
ideal premier de A. Si I'une des deux conditions suivantes est remplie,
alors ^ est stable par les enveloppes injectίves.

1) Tout ideal premier q, q ϋ £, est de type βni
2) A est un anneau integre de krull et A9 est un anneau de valuation

discrete ([4], chap. 6).*)

DEMONSTRATION. 1) Soit α c £ un ideal de A; Γanneau Ap etant
noetherien alors comme AJaA9 =£ 0, Ass A(AJaA9) Φ 0. Done il existe

*} Soient K un corps, v une valuation de K et Γ — Z x Z (de I'ordre lexicographique) le
groupe des ordres de v soίent A Γanneau de la valuation v sur K et Ocpcm des ideaux
premiers de A. II est clair que Ap et A/p sont de valuation discrete. On veri
et E(A/m)
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une injection β: AJc\A^ — » Ap/αAp pour un ideal premier q £ t>. Comme
A/q est un A-module de presentation finie alors il existe un morphisme
α: A/q — * A/a tel que β — «„. Le morphisme canonnique A/q — * (A/q), etant
une injection (parce que q £ t>) il en resulte que a est une injection.

Soit Me^ et supposons que (E(M))9 ^ 0. II existe alors x
tel que Ann (x) Π (A — p) = 0 , done Ann (x) c J>.

Par suite il existe un ideal premier q, q £ £ et une injection α: A/q
.

On en deduit qu'il existe yeE(M) tel que Ann(τ/) = q. Comme
0, il existe λe A avec la proprietor \yeMet \y Φ 0. Done λ ί q et

Ann (\y) = q, d'oύ il resulte Γexistence d'une injection

7: A/q — •> M

Mp = 0 implique (A/q)p = 0, c'est-a-dire q Π (A - £) ̂  0 contradiction.
Done (E(M)\ = 0 et par suite Epf ) e ̂ .
2) Soit ίΓ le corps de fractions de A; il y a une valuation v: K— * Z

dont Γanneau de valuation est A9. Soit x un element de K tel que
v(x) = —l. II est clair que v ($ x) £ Z+, done p x £ A. Soit a un ideal
de A tel que αc p. Comme dans la demonstration de la proposition 3.2
[6] il en resulte qu'il existe un morphisme injectif φ: A/\> -+ A/a.

Consider ons maintenant un A-module M, Me F^ et supposons que
(E(M)\ Φ 0. II existe xeE(M), (Ax), -Φ 0. Si Ax ^ A/a alors α £ p.
Comme dans 1) on deduit qu'il existe une injection ψ: A/t> — * M ce qui est
absurde. De la proposition 2.4 et de la proposition 4.1 on obtient le
resultat suivant.

COROLLAIRE 4.2. Supposons que CF(A) est un treillis noetherίen.
1) Si tout ideal premier £ de CF(A) est de type flni alors ^ est

stable par les enveloppes injectives.
2) Si pour tout ideal premier $ de CF(A), A» est un anneau de

valuation discrete et A de krull alors ^ est stable par les enveloppes
injectives.

COROLLAIRE 4.3. Si A est un anneau commutatif noetherίen alors
toute sous-categorie localisante de Mod A est stable par les enveloppes
injectives.

5. Dimension injective de Mod
Les notations sont celles du paragraphe precedent.

LEMME 5.1. Supposons que CF(A) est un treillis noetherien. Soit
$', £ deux ideaux premiers qui appartiennent a CF(A). Si $ ςt $ alors

= Q. Si t>'ct> alors E(A/p) est un A-module ^-ferme et



STRUCTURE DES MODULES 191

(A(A/p))9 est un Ap-module injectίf. De plus (E(Afo')\ est une enveloppe
ίnjectίve de A^-module (A/p')p

DEMONSTRATION. Supposons que £'<££. Puisquβ p e CF(A) alors
= U"=ι B* oύ B, = {x I x e E(AI$), $Hx = 0} (theoreme 3.9). Alors

= 0 et par suite (E(A/W)9 = 0.
Supposons que t>'ct>. Done p'eC^A). D'apres la proposition 6

([10], p. 374) on obtient que (E(A/p'))9 est un AΓmodule injectif et
est Γenveloppe injective de AΓmodule

PROPOSITION 5.2. Supposons que CF(A) est un treίllίs noetherien et
^ est stable par les enveloppes ίnjectives. Si Q est un A-module injectif
alors Q9 est un A-module injectίf, pour tout ideal premier $ avec

DEMONSTRATION. Soit Q' le plus grand sous-module de Q qui appar-
tient a ^. Comme ̂  est stable par les enveloppes injectives alors Q'
est injectif et done Q — Q' φ Q" ou Q" est J^-sans torsion. Par suite si
t> 6 CF(A) Π Spec A, alors Qp = Q". Done on peut supposer que Q est F-
sans torsion.

D'apres le theoreme 2.3, Q = QieIE(A/\>i) oύ ^ sont les ideaux pre-
miers de CF(A).

Done Q, - φi*ι(E(Afrύ\ = φi*z(E(A/h)), (lemme 5.1). Comme A, est
PίSp

un anneau noetherien 0ί67 (E(Aj^\ est un Ap-module injectif (lemme 5.1
piSp

et corollaire 1.7).

PROPOSITION 5.3. Supposons que CF(A) est un treillis noetherien et
^ est stable par les enveloppes injectives. Soit £ un ideal premier tel
que $eCF(A) et M un A-module. Alors (E(M))$ est V enveloppe injective
de M,.

DEMONSTRATION. Soit M' le plus grand sous-module de M qui appar-
tient a ^. Alors E(M') est un A-module injectif tel que E(M'} e *J*~.
Done E(M) = E(Mr) 0 Q oύ Q est un A-module F-sans torsion. De plus
Q est Γenveloppe injective de MjM'.

Comme d'autre part, (E(M))> = Q> et M9 = (M/M')9 alors on peut
supposer que M est F-sans torsion.

Dans ce eas M est une extension essentielle de 0ίe7 A/fa oύ & sont
des ideaux premiers de CF(A) (theoreme 2.3), et E(M) = $ie

et
Pi£p Pi = P

(lemme 5.1). De plus (E(M))P est 1'enveloppe injective de Mp ([10],
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corollaire, p. 363).

COROLLAIRE 5.4. Supposons que CF(A) est un treίllίs noetherien et
^ est stable par les enveloppes injectives. Si M est un A-module et

0 -» M — Qo — Qi - Q2 -» ---- > Q, -» •

est une resolution minimale ίnjective de M, alors

0 -> M, -* (Qo), -* «W, - (Qλ - ---- > (Q.);-* . .

est une resolution minimale ίnjective de Γ A-module M9, pour tout ideal
premier φeCF(A).

Si suppe^umspec^ίgl. dim A,) < oo, alors (Qk), = 0 pour tout k>
^^nspec^ (gl. dim A>).

La demonstration resulte immediatement de la proposition 5.3.

THEOREMS 5.5. Supposons que CF(A) est un treillis noetherien et
est stable par les enveloppes injectives.
Alors

inj. dim Mod A/^ = sup (gl. dim A9) .

DEMONSTRATION. Soit t> e CF(A) n Spec A. Comme ^ c ̂  et
est une sous-categorie localisante de Mod A, alors ^/^ est une sous-
categorie localisante de Mod A\^~ et Mod A9 est la categorie quotient de
M.oάA/^ par ^/^

Comme <J^/^ est une sous-categorie localisante stable par les enve-
loppes injectives (corollaire 3.11) alors d'apres le corollaire 5 ([10], p. 376)
on obtient

gl. dim A) ^ inj. dim Mod

Par suite

sup (gl. dim A>) ^ inj. dim Mod

Quand supt,ec jp(^)nsPec^ (gl. dim Ap) = °o, alors inj. dim. Mod
Supponsons que

n = sup (gl. dim A^ < oo .

Alors, d'apres le corollaire 5.4, Qk e ̂  pour tout k > n, et par suite
TF(Qk) = 0 (k > n).

Comme ̂  est stable par les enveloppes injectives, alors les objets
TF(QQ), 2V(Qi), , TF(Qn) sont in jectif s dans la categorie quotient Mod A/^
([10], corollaire 3, p. 375). D'autre part, comme TF est un foncteur exact,
on obtient la suite exacte:
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0 -» Tr(M) - 2V(Qo) -> TΛQJ - ---- > ΓXQ.) - 0 .

qui est une resolution injective pour Γobjet TF(M).
Done inj. dim TF(M) ^ n et en conclusion inj. dim Mod A/*^ ^ n.

COROLLAIRE 5.6. Soίt A un anneau integre et F une topologie
additive sur A, tel que CF(A) est un treillis noetherien. Si pour tout
p e CF(A) Π Spec A, A^ est un anneau de valuation discrete alors

inj. dim Mod A/^ < 1 .

COROLLAIRE 5.7. Soit A un anneau commutatif noetherien et F une
topologie additive sur A. Alors

inj. dim Mod A/^ = sup (gl. dim Av) .

La demonstration resulte du theoreme 5.5 et du corollaire 4.3.

REMARQUE. Le theoreme 5.5 etend la proposition 3.9 [6].

6. Theoreme de decomposition pour les modules. Tous les anneaux
consideres dans ce paragraphe seront supposes commutatifs et unitaires.
Les notations sont celles des paragraphes precedents. De plus nous ferons
quelques considerations de la theorie des categories.

Soit ̂  une categorie Grothendieck (c'est-a-dire une categorie abelienne
avec des limites inductives exactes et des generateurs). Un objet S de
& est dit simple s'il est non nul et s'il ne contient aucun sous-objet
distinct de S ou de 0. Un objet est dit semi-simple s'il est isomorphe
a une somme directe d'objets simples. Un objet X est torsionne au sens
de Dickson [9], si X/X' contient un sous-objet simple, pour tout X' Φ X.

Si X est un objet de ̂  on note par S0(X), le socle de X; c'est-a-dire
la somme des sous-objets simples de X. Le socle SQ(X) est un objet semi-
simple.

Soit ^ une categorie Grothendieck et ̂  Γensemble des classes des
objets simples. On note par ̂  la sous-categorie de ̂  formee de tous
les objets torsionnes au sens de Dickson. Cette categorie est une sous-
categorie localisante de ̂  (dans la terminologie de ([10], p. 383), ̂
coincide avec )̂.

Si S e & un objet X de ̂  sera appele S-primaire si toute image
homomorphe de X contient un sous-objet simple isomorphe a S. La classe
<^s des objets qui sont S-primaire est tout de meme une sous-categorie
localisante. II est evident que <g^c ̂ , pour tout Se<9*.

Si X est un objet, il existe le plus grand sous-object S-primaire de
X, qu'on denote par Xs. Xs sera appele la composante <S-primaire de
Γobjet X. On voit aisement que, si Xf est un sous-objet de X, on a
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X'S = X'Γ(X8.

Un objet X, torsionne au sens de Dickson (Xe ^τ) admet une decom-
position primaire [9] si

V _ /T\ V
A- — \jy A s

Se^

Une categorie Grothendieck ^ est semi-artinienne [19] si ̂  = ̂ ,
c'est-a-dire, tout objet X de ̂  est torsionne au sens de Dickson.

II est clair que <& est une categorie semi-artinienne si et seulement
si, tout objet XΦ 0 de ̂  contient un objet simple.

LEMME 6.1. Soit ^ une categorie semί-artίnίenne. Si toute sous-
categorie localisante de ̂  est stable par les enveloppes injectives, alors
tout objet X de ̂  admet une decomposition primaire.

DEMONSTRATION. II est clair que ^se^Xsc:X est une somme directe
et X est une extension essentielle de Σse^-3Γs (voir aussi [21], p. 177).
Soit SQ un objet simple de ̂  nous notons par ^0 la classe des objets
de ̂  avec la propriete suivante: Xe ~%fSo si et seulement si toute image
homomorphe de X contient un objet simple isomorphe avec un objet
appartenant a <&* — {SQ}. La sous-categorie <£*So est localisante. On note
par XSQ le plus grand sous-objet de X qui appartient a ^0. II est evident
que Σse^-isoi-^c Jξs0 et XSQΠ XSQ = 0. Soit Yd X un sous-objet de X
avec les propriete suivantes: XSo^ Y et X8o Π Y = 0. II est evident que
Y est une extension essentielle de XSQ; done Ye ^0 ( 0̂ est stable par
les enveloppes injectives). Par suite XSo — Y. En conclusion XSo est le
plus grand sous-objet de X avec la propriete que XSo Π XSo = 0. On
deduit alors que X/XSo est une extension essentielle de X8o et done X/XSo

appartient a ^0. D'une maniere analogue on obtient que X/XSde ^0.
Supposons que X8ύ + XSQ Φ X\ alors il existe un objet simple S, et un
sous-objet X' c X tel que X'/(X8Q + Xs) ~ S. (X^Q ~ XSQ, XSΰ = XSo).

Distinguons deux cas: S ~ SQ et S £ SQ. Dans le premier cas de la
suite exacte

XSύ = X'So c χ'/χaQ -> χ i(χ^ + XSQ) -+ o

On obtient que SQ est un objet quotient de XSQ e ^o d'oύ il en resulte
que S0e ^s, qui est une contradiction.

Dans le deuxieme cas, de la meme maniere, on obtient que Se ̂ SQ,
ce qui est une contradiction. Par suite X = XSo 0 XSQ.

Supposons que Σ^e^ Xs ^ X Alors il existe un objet simple S0 et un
sous-objet Xr c X, tel que X'/Σseir Xs = So- Comme Xs = X's (quelque soit
S e <9*) et X' = XSQ © XSQ on obtient que
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d'oύ il en resulte que SQ e ^0; contradiction. Done X admet une decom-
position primaire.

LEMME 6.2. Supposons que CF(A) est un treillίs noetherien. Si X
est un objet simple de ModA/^ alors il existe un ideal premier £,
$eCF(A), ^ element maximal de CF(A), tel que X~ TF(A/$).

DEMONSTRATION. SF(X) est un objet non nul de Mod A et
TFSF(X) ~ X.

Si M est un sous-module de SF(X), M ̂  0, alors, comme X est un
objet simple, TF(M) = TFSF(X) ~ X. Done S(X)/Me^

Soit x 6 S(X), x Φ 0. Parce que S(X) est F-sans torsion, Ann (x) e
CF(A). Soit λ, μ elements de A, avec la proprietes suivantes: λμe Ann (x)
et μί Ann (x). Alors \μx = 0 et μx =£ 0. Nous notons par B = A/Ann (x).
Soit φμ: B->B, Γhomothetie de rapport μ (φμ(y) = μy,ye B). Si ker φμ Φ 0,
alors Im φμ = S(X)/keτ φμ e ̂  Mais comme B est i^-sans torsion alors
Im φμ = 0, ce qui est une contradiction (μ £ Ann (x)). Par suite ker φμ = 0
et done λ e Ann (#).

En conclusion p = Ann (x) est un ideal premier.
De la demonstration il resulte que si α est un ideal tel que α e CF(A)

et £ §= α, alors A/a e ̂  et done α e F; contradiction. Done p est un
element maximal de CF(A).

II est clair que Tp(Aft) = X.

LEMME 6.3. Soit A un anneau commutatif et M' un sous-module de
M. Si M est une extension essentielle de M', alors Ass (Mf) = Ass (M).

DEMONSTRATION. L'inclusion Ass (Mf) £ Ass (M) est claire. Si pe
Ass (M) alors il existe un element xe M, x Φ 0 tel que $ = Ann (x).
D'autre part, comme M est une extension essentielle de M', il existe
λ e A, tel que \x e Mr et λ# Φ 0. Comme λ g p, on deduit que Ann (λa;) = $
et done £ e Ass (Mf).

LEMME 6.4. Soit A un anneau commutatif quelconque et M= $ieIM{.
Alors

Ass (M) = \J Ass (AΓ4) .
ie/

DEMONSTRATION. Elle est evidente.

LEMME 6.5. Soit A un anneau quelconque et & c Spec A un ensem-
ble non vide. Si M est un A-module non nul avec la propriete suivante:
Ass (Λf') ^ 0 et Ass (IT) c ,̂ pour £ow£ sous-module non nul M' de M;
alors M est une extension essentielle d'une somme directe φ ί e/A/&, oύ
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Pour prouver Γassertion, voir la demonstration du theoreme 3 [12],

PROPOSITION 6.6. Supposons que CF(A) est un treίllίs noetherien.
Si X est un objet de Mod A/^ alors les affirmations suίvantes sont
equivalentes:

1) X est torsionne au sens de Dίckson.

2) Ass(SUJO)gmaxC^A).

DEMONSTRATION. 1) => 2) Soit S0(X) le socle de X; alors X est une
extension essentielle de SQ(X).

Si S0(X) — 0ίe/ Y*> oύ Yi sont des objets simples, alors comme SF

commute avec les sommes directes (remarque 1.5) on obtient SF(So(X)) =
0; 67 SF( Yi). De la, il decoule que Ass (SF(X)) = Ass SF(SQ(X)) = \Jieι Ass SF( YJ
(lemme 6.2. et lemme 6.3). Done Ass (SF(X)) G max CF(A) (lemme 6.1).

2) =» 1). SF(X) est un A-module F-sans torsion. D'apres le lemme
6.4 et le lemme 2.1, on obtient que SF(X) est une extension essentielle
de 0 ίej-A/t>i oύ &e max Cp(A), TF(E(SF(X)) est Penveloppe injective de
X ([10], proposition 6, p. 374).

D'autre part, comme Tp(E(A/h)) = E(TF(A/h)) ([10], proposition 6,
p. 374) et TF(Alfo) est un objet simple de ModA/^^ (lemme 6.1), alors
d'apres le corollaire 3. 11 il resulte que TF(E(A/fa)) est torsionne au sens
de Dickson. Par suite E(SF(X)) est un objet torsionne au sens de Dickson,
done X est torsionne au sens de Dickson.

TπέOREME 6.7. Supposons que CF(A) est un treillis noetherien. Soit
M un A-module F-sans torsion tel que Ass (M) £ max CF(A).

Alors

SFTF(M) = 0

DEMONSTRATION. Soit (ModA/^)Γ la sous-categorie de
f ormee de tous les objets torsionnes au sens de Dickson de Mod A/<J^ et
^ Γensemble des classes des objets simples de ModA/^^

Comme SFTF(M) est une extension essentielle de M (M etant F-sans
torsion) alors d'apres le lemme 6.3 Ass(M) = Ass (SFTF(M)). D'apres la
proposition 6.2, TF(M) est torsionne au sens de Dickson. De la suite
exacte

0 — M — SFTF(M) — coker γ(M) -> 0

oύ cocker ψ(M ) 6 ̂  on obtient que (cocker ψ(M))φ = 0 pour tout

Done MI ~ (SFTF(M))>, pour tout t>6maxCXA). Parce que, toute
sous-categorie localisante de ModA/O^ est stable par les enveloppes in-
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jectives (corollaire 3.11) alors tout objet de (M.odA/^)τ admet une
decomposition primaire. Si on note X= TF(M), alors X — ®Se^Xs> oύ
Xs est la composante S-primaire de X. Comme SF commute avec les
sommes directes (remarque 1.5) il en resulte que SFTF(M) ~ ®Se^SF(Xs).

Done Af, s (SPTP(M))9 = ®se^ (SP(X8)) pour tout t>e max CP(A)
Soit T(A/$) ^ S0 (lemme 6.2). Si S est un objet simple tel que

S £ SQ alors E(SP(XS)) = SF(E(XS)) ~ ®τ(Al^s E(A/q).
Comme f>, q e max CF(A) et $ Φ q, alors (E(SF(XS))9 = 0 (lemme 5.1).
Par suite Jlf, = (SF(X8^9 d'oύ il resulte que SF(XSQ) - SP(XS^ et done

SPTP(M) 0 M,
^ 6 ma.xCF(A)

COROLLAIRE 6.8. Supposons que CF(A) est un treίllίs noetherίen.
Soit M un A-module tel que Ass (M/FM) S max CF(A), oύ FM est le plus
grand sous-module de M qui appartίent a ̂

Alors il existe un morphisme

f: M-*

tel que ker/ et coker/ appartiennent a

DEMONSTRATION. De la suite exacte

0 ~> FM-* M-> M/FM—0

on obtient que

MI = (M/FM), pour tout p e max CF(A) .

D'autre part SFTF(M) = SFTF(M/FM). Ensuite la demonstration est
claire.

COROLLAIRE 6.9. Soit A un anneau noetherίen et Ht0(A) Vensemble
des ideaux premiers minimaux de A. Alors pour tout A-module M il
existe un morphisme

f:M-> 0 M,
ί>eZΓέ 0 U)

tel que (ker/)^ = (coker /)„ = 0 pour tout pe Ht0(A).

DEMONSTRATION. Soit FHtύ(A) Γensemble d'ideaux:

FπwA) = {* <* Π (A - t>) Φ 0, $ e Ht0(A)}

FmQ(A) est une topologie additive et max CFHtQ(A) (A) — HtQ(A). Le
reste de la demonstration est clair.

Nous rappelons que si A est un anneau integre, un A-module M est
torsionne (au sens classique) si pour tout element xe M, x Φ 0, il existe
un element λe A, λ Φ 0, tel que \x — 0.
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COROLLAIRE 6.10. Soίt A un anneau integre et noetherien.
Nous notons par Ht^A) Vensemble d'ideaux premiers fi, tel que

ht (fi) ^1 (ht. la hauteur).
Alors pour tout A-module M torsionne (au sens classique) il existe

un morphisme

f:M-> 0 M,

tel que (ker/X, = (coker/)^ = 0 pour tout fie Ht^A).

DEMONSTRATION. Nous considerons la topologie additive

FHtί(A) = {α I α n (A - fi) Φ 0,fie Ht,(A)} .

On voit aisement que max CFjIt^(A}(A) = {fi \ fie Spec A, ht(p) = 1}.
Si FHtl(A}M est le plus grand sous-module de M qui appartient a *^tlU)

G-^tjU) la sous-categorie localisante associee a FHtί(A}), alors M/FHtl(A]M
est un A-module torsionne (au sens classique) et Ass (M/FHtί(A}M) £
max CFHtι(A}(A). En appliquant le corollaire 6.8 on obtient le resultat
cherche.

COROLLAIRE 6.11. Soit A un anneau Krull et M un A-module
torsionne (au sens classique). Alors il existe un morphisme

f: M-* 0 M,

tel que (ker/), = (coker/)p = 0 pour tout fie Ht^A).

DEMONSTRATION. Nous considerons la topologie additive FHtl(A) —
{ α | α n ( A - f i)^ 0,fieHtί(A)}.

Le treillis CFHtι(A)(A) est noetherien (exemple 2.11) et max CFHtι(A)(A) =
{fi I fi e Spec A, ht(fi) = 1}.

Si FHh(A}M est le plus grand sous-module de M qui appartient a
^Htl(A), alors M/FHtl(A}M est torsionne au sens classique et Ass (M/FHtlM) £
max CFHtι(A)(A). Ensuite on applique le corollaire 6.8.

REMARQUE 6.12. Ce resultat est plus fort que le theoreme 5 ([5], p. 59).

7. Conditions pour lesquelles CF(A) est un treillis distributif. Dans
ce paragraphe A est un anneau commutatif quelconque et F represente
une topologie additive stable, c'est-a-dire F = ΓUeσFu)nspβcA ^V

Le treillis CF(A) est distributif si Tune des deux conditions equivalentes
est remplie:

1) α V ( b Λ c ) - (α V b ) Λ (α Vc) α, b, ceCF(A).
2) α Λ (b V c) = (α Λ b) V (α Λ c).

LEMME 7.1. Si F est une topologie additive stable sur A et α, b deux
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ideaux tel que b/α est F-torsionne t alors cΓ = b".

DEMONSTRATION. II est clair que cΓ cίf . Soit xe b^, alors (ί>:x)eF.
Soit λ 6 (b: x) un element quelconque. Comme λα; e b et b/α est .F-torsionne,
alors (α:λ#)eF. D'autre part, comme ((<*:#): λ) = (α: \x) on obtient que
((α: x): λ) e F, d'ou (α: x) e F et done x e cf .

LEMME 7.2. Soit F une topologίe additive stable sur A et α, b deux
ideaux de A. Alors les affirmations suivantes sont vraies:

1) cΓ V b~ - (α + bΓ.
2) c Γ Λ ϊ Γ = (βnbr.

DEMONSTRATION. 1) On sait que <Γ V b" = (α" + b")". Soit z e cΓ + b",
alors z = x + T/ avec α; e cΓ et ye b". Mais

Comme (α: a?) e F et (b: #) e F alors ((α + b): (x + #)) e F et done z e
(α + b)". Par suite cΓ + b^/α + b est F-torsionne et done (α + b)" =
(cf + b^)^ (lemme 7.1).

2) Soit x e α" n b^; alors (α: #) e F et (b: x) e F.
Comme ((α n b): x) 3 (α: a;) n (b: x) alors ((α n b): x) e F et done cΓ n

b"/α n b est F-torsionne.
D'apres le lemme 7.1 on deduit que (α n b)" = (α" n b").
Nous rappelons qu'un anneau A, commutatif est nomme arithmetique

[13] si le treillis des ideaux de A est distributif .
Un anneau local A est arithmetique si et seulement si le treillis des

ideaux de A est totalement ordonne [13].

THEOREMS 7.3. Soit F une topologie additive stable sur A. Les
affirmations suivantes sont equivalentes:

1) CF(A) est un treillis distributif.
2) Si α, b, c sont des ideaux de A, alors (α + b) n (α + c)/(α + (b n c))

est F-torsionne.
3) Si α, b, c sont des ideaux de A, alors α n (b + c)/((α n b) + (α n c))

est F-torsionne.
4) Pour tout :pe CF(A) n Spec A, A9 est un anneau arithmetique.

DEMONSTRATION. Les assertions 1) *=> 2) et 1) «=> 3) resultent du
lemme 7.2.

2) =>4). Soit $eCF(A) n Spec A et α*, b*, c* des ideaux de A,.
Designons par: α = ^(α*), b = ^(b*), c = φ?(c*).
II est clair que α = α ( p ), b = b ( p ), c = c ( p ); done α, b, ce CF(A) (proposition

2.5).
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D'apres 2) (α + b) Π (α + c)/(α + (b n c)) est F-torsionne, done [(α + b) n
(α + c)], - [α + (b n c)],; d'oύ (α, + b,) n (α, + c,) - α, + (b, n c,).

Comme α* = αp, b* = b,, c* = c9 il en resulte que A9 est un anneau
arithmetique.

4) => 2) Soit α, b, c des ideaux de A. Comme
(α, + b,) n (α, + c,) = a, + (bp n cp) pour tout £ e CF(A) n Spec A il en

resulte que

[(α + b) n (α + cj/(α + (b n c))], = 0

et par suite (α + b) n (α + c)/(α + (b Π c)) est JP-torsionne.
Quand A est un anneau integre on obtient:

COROLLAIRE 7.4. Soit A un anneau integre et F une topologie additive
stable sur A. Les affirmations suivantes sont equivalentes:

1) CF(A) est un treillis distrίbutif.
2) Pour tout £ e CF(A) n Spec A, A9 est un anneau de valuation

([4], chap. 6).

COROLLAIRE 7.5. Soit A un anneau quelconque et F une topologie
additive stable sur A. Alors, si CF(A) est un treillis distributif9 tout
element q e CF(A) qui est un ideal $-primaire dans A, est un element
irreductible dans CF(A).

DEMONSTRATION. Soit q = αnb oύ α, be CF(A).
D'apres le lemme 3.4 J> 6 CF(A). Comme q, = αp n b, et Av est un anneau

arithmetique, alors αp = qp ou bp = qp. Supposons que αp = qp. Alors
<P?(a9) = 9>?(q9) d'oύ q ( v ) = α ( p ). Comme q = q ( p ) il en resulte que q = α(ί),
d'oύ q = α.

COROLLAIRE 7.6. Soit A un anneau integre et K son corps de frac-
tions. Soit B un anneau, tel que A c B c K et F une topologie additive
stable sur A.

Nous considerons la topologie suίvante additive stable sur B:

F' = {b I b c J5, b n (B - Sβ) Φ 0 pour tout 3̂ 6 Spec B avec φ n A e
CF(A)}.

Si CF(A) est un treillis distrίbutif, alors CF,(B) est un treillis
dίstrίbutif.

DEMONSTRATION. Soit Sβ e CF,(B) n Spec B] done Sβ n A £ F.
Si nous notons £ = 5β n A, alors A9c.B9. Comme A9 est un anneau

de valuation pour K, B% est un anneau de valuation pour K ([4], chap. 6,
proposition 1, p. 110).

Done d'apres le theoreme 7.3, CF,(B) est un treillis distributif.
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