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Introduction. La différentiabilité est entendue au sens C~.

Un flot riemannien est un triple (V, &, g,), ou V est une n-variété,
& un feuilletage orienté de dimension 1, et g, une métrique transverse,
c-a-d. une structure euclidienne sur le fibré normal Q = TV/T.=, locale-
ment projetable en une structure riemannienne sur une variété transverse.

Un cas important est celui des flots isométriques, ou V est une variété
riemannienne, & le feuilletage défini par les orbites d’un champ de Killing
sans singularités, et g, la composante de la métrique sur (T.)* = Q.

Dans la suite, on supposera toujours V orientée, compacte et connexe.
La géométrie globale des flots riemanniens est alors assez bien connue, et
généralise de prés celle des flots isométriques [2] [10] [11]. Les adhérences
des feuilles sont des tores sur lesquels le flot est conjugué d’un flot
linéaire. Si (T**, &) est une adhérence de dimension maximale, &,
étant le flot linéaire défini & partir du vecteur v de R**, I’algébre de Lie
structurale [9] du feuilletage est R*. Transversalement aux feuilles, on
peut regarder les adhérences comme les orbites d’un faisceau de germes
de champs de Killing transverses, c-a-d. de sections de @ localement
projetables suivant des champs de Killing sur une variété riemannienne
transverse [8].

Carriére [2] a obtenu une classification des flots riemanniens en di-
mension n = 3. En fait la situation est alors assez simple, les valeurs
possibles de k étant 0,1 ou 2: si k =0, les feuilles sont compactes et
définissent une “fibration de Seifert” de V sur une variété au sens de
Sataké [17]. Si k = 2, les feuilles sont denses et (V, &) est le tore T®
muni d’un flot lindaire. Sik = 1, ou bien les adhérences des feuilles sont
les fibres d’une fibration de V sur S!, ou bien il y a deux feuilles com-
pactes, et la variété s’obtient en recollant des voisinages tubulaires de
ces deux feuilles, sur chacun desquels & est défini par suspension d’une
rotation irrationnelle du disque par la méthode de Haefliger [6].

Le but du présent travail est de classifier de facon analogue les flots
riemanniens en dimension 4. Les valeurs possibles de &k sont alors 0, 1, 2
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ou 3. Pour k = 0,3 et 2, les résultats sont tout 4 fait analogues a ceux
de Carriére [en fait, il en serait de méme pour » quelconque et & = 0,
n —1 et n — 2]. Par contre, pour k = 1, la situation est plus compliquée
et conduit & une grande variété de modéles.

Pour k = 0, les feuilles sont compactes et définissent une fibration
de Seifert de V sur une variété de Sataké de dimension 3.

Pour k = 3, les feuilles sont denses et (V, &) est le tore T* muni
d’un flot linéaire.

Pour k = 2, ou bien les adhérences des feuilles sont les fibres d’une
fibration V — S* [avec pour fibre-type T° muni d’un flot linéaire dense],
ou bien il y a deux adhérences qui sont des tores 17, et (V, &) s’obtient
en recollant des voisinages tubulaires de ces deux adhérences, sur chacun
desquels & est un flot isométrique modéle.

Pour k = 1, I'espace des adhérences des feuilles est une surface de
Sataké 4 bord (W, oW). Soit = la projection de V sur W. Pour tout
yecoW, n'(y) est une feuille compacte. Si y est un point singulier dans
intérieur W de W [ces points sont isolés], =7'(y) est une adhérence de
dimension 2 qui a de l’holonoomie en tant que feuille du feuilletage défini
par les adhérences sur z7*(W). Pour décrire le flot (V, &), on commence
par enlever & W un voisinage tubulaire du bord, et un disque centré en
chacun de ses points singuliers. On obtient ainsi une vraie surface a
bord (W', oW").

V' = z7Y(W’) est alors un fibré localement trivial de base W' et de
fibre-type (T? ;). Son groupe structural se réduit & un groupe G de
transformations affines de (7% &,), ayant pour composante connexe de
I’élément neutre le groupe des translations 72 Le fibré principal V' de
base W' et groupe structural G correspondant est connexe, et admet une
trivialisation au-dessus du bord oW’. On peut reconstruire (V', &) a
partir de V'’ par l'action de G sur la fibre-type (T, ;). On achéve de
reconstituer le feuilletage (V, &) en recollant sur les composantes con-
nexes de 8V’ [c-d-d. au-dessus des composantes connexes de dW’] des flots
isométriques modéles, fabriqués en étudiant la structure du flot & sur
les composantes connexes de = (W — 1717’).

Les constructions précises et les démonstrations sont données au para-
graphe II. Au premier paragraphe on a rassemblé [et, sur certains points,
complété] les résultats relatifs aux flots riemanniens, et aux feuilletages
riemanniens en général, dont nous avons besoin.

Terminons par deux remarques. En premier lieu, si (V, &, g,) est
isométrique, & est défini par les orbites d’un groupe a un paramétre
H d’isométries globales. L’adhérence de H dans le groupe de toutes les
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isométries est un tore T*!, et I’étude du flot se raméne a I’étude d’une
action sans points fixes de T sur V. Ce type de probléme a été traité
par différents auteurs, en particulier Orlik et Raymond [12] [13].

En second lieu, on observe que pour n = 3 les modéles obtenus par
Carriére étaient tous isométriques a ’exception d’un seul [correspondant
a k=1, (V, &) étant un fibré non trivial sur S' de fibre-type (7%, .=7),
ol v € R* a une pente algébrique d’ordre 2]. Ici on trouve, outre ’analogue
du flot non isométrique de Carriére [pour k& = 2], une grande variété de
modéles non isométriques pour k = 1, avec ou sans feuilles compactes.

Nous terminons ce travail par une récapitulation des modéles non
isométriques obtenus.

I. Geometrie des flots riemanniens. (V, &, g,) est un flot rieman-
nien sur la n-variété orientée, compacte et connexe V. Nous rassemblons
ici des résultats établis dans [2] [4] [8] [9] [10] [11] [15].

I.1. Adherences des feuilles et faisceau transverse central. Soit
Z(V, &) l'algébre de Lie des champs de vecteurs feuilletés globaux.
Si X est un tel champ, la section correspondante X du fibré normal Q
est dite champ transverse. Soit [V, &) l'algébre de Lie des champs
transverses. Une orbite du champ transverse X est la réunion des feuilles
qui rencontrent une méme orbite de X; on définit de méme les orbites
d’une sous-algébre de Lie de I(V, &). On peut également parler de
champs transverses locaux, et de germes de champs transverses.

Si (S, gs) est une variété transverse locale munie de la métrique
riemannienne définie par g,, la projection locale de V sur S suivant les
feuilles fait correspondre au champ transverse X un champ de vecteurs
X, sur S. En particulier, X sera un champ de Killing transverse [8] si,
pour toute variété transverse locale (S, g;), le champ de vecteurs corres-
pondant X est un champ de Killing.

Ceci étant, la propriété fondamentale des feuilletages riemanniens est
I’existence du faisceau transverse central [8] & (V, &). C’est un faisceau
localement constant d’algébres de Lie de germes de champs de Killing
transverses ayant les propriétés suivantes:

(i) Les orbites de &°(V, &) sont les adhérences des feuilles.

(ii) Les sections locales de ce faisceau commutent avec tous les
champs transverses globaux.

(iii) &(V, ) ne dépend pas de la métrique transverse g,.

Dans le cas des flots, il résulte de [1] que la fibre-type de & (V, &) est
une algébre de Lie abélienne R*. Localement, sur une variété trans-
verse (S, gs;) simplement connexe, &(V, &) définit une algébre de Lie
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abélienne &% de champs de Killing dont les orbites sont les composantes
connexes des traces sur S des adhérences des feuilles. Comme .9 est
abélienne, ses orbites sont de dimension maximale égale a la dimension
de %%, c.a.d. 4 k. Donc les adhérences réguliéres des feuilles sont de
dimension k + 1. D’aprés [1], ce sont des tores T**' sur lesquels le flot
est conjugué du flot linéaire .o, défini par un vecteur v de R*'"'. En
restriction 4 une adhérence réguliére, le faisceau & (V, &) est constant
et s’identifie aux germes des champs transverses globaux de (T**, &)
qui forment une algébre de Lie I(T**!, &) isomorphe i R*.

1.2. Stratification de I’espace des adhérences et orbites de <~ (V,
7). Notons W ’espace des adhérences des feuilles, muni de la topologie
quotient, et w: V — W la projection eanonique. On peut décrire de la facon
suivante [15] la stratification naturelle de W:

Pour 0 < r £k, la réunion 3, des adhérences de feuilles de dimension
r + 1 forme une sous-variété propre de V. Sur X, les adhérences des
feuilles définissent un feuilletage riemannien &, a feuilles compactes.
Donc ’espace des feuilles de ce feuilletage W, = n(Z,) est une variété de
Sataké. De plus les feuilles de .&, ont une holonomie finie. La réunion
59 des feuilles de .&, dont 1’holonomie a pour cardinal j est une sous-
variété propre de ¥,, donc de V, et le feuilletage induit par &, sur 3
est sans holonomie. Par suite W7 = n(J?) est une variété différentiable
ordinaire. En fait U;., W; est I’ensemble des points singuliers de W, [7].

Il est clair que chaque 3! est réunion d’orbites de <~ (V, &).

Pierrot [15] a observé qu’en tout point x de la strate X7 'orbite de
L(V, ) est transverse dans la strate & ’adhérence F, de la feuille
passant par ce point. En termes de champs de vecteurs sur 1’espace
stratifié W, ce résultat peut s’exprimer de la facon suivante: I’espace
tangent en un point y de W étant défini comme l’espace tangent a la
strate W7 contenant v, et les champs de vecteurs sur W étant les projetés
des champs feuilletés globaux de (V, &), on voit que l’algébre de Lie
des champs de vecteurs sur W est transitive sur chaque strate, ses orbites
sont les composants composantes connexes des strates. :

1.3. Flots riemanniens et flots isométriques. Les flots isométriques
peuvent étre caractérisés de la maniére suivante [11]: le flot riemannien
(V, &, gr) est isométrique si, et seulement si, le faisceau transverse
central Z(V, ) admet une trivialisation globale [c.a.d. est globalement
constant].

D’ou l'intérét du revétement cemtral introduit en [10]: On peut re-
garder &(V, &) comme le faisceau des germes de sections d’un fibré
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vectoriel € de rang k sur V, qui sont invariantes par transport paralléle
a l'aide d’une connexion plate V. Si € est le GL(k, R)-fibré principal
des repéres de €, V définit une connexion principale sans courbure @ sur
¢. ~Soit V une nappe d’holonomie de @, de sorte que la projection
p: V— V est un revétement galoisien. On reléve & et g, respectivement
en & et §, sur V. Le flot riemannien (V, & §,) est dit revétement
central de (V, &, g,).

Si (V, =, g,) était isométrique, p: V—V est un difféomorphisme.
Dans le cas général, ¥V n’est pas nécessairement compacte; toutefois
(v, ﬁN”, gr) reste un flot riemannien [transversalement] complet, ce qui
permet d’utiliser encore I’étude géométrique précédente. Comme & (V, &)
est constant au-dessus de chaque adhérence réguliére, les adhérences cor-
respondantes des feuilles de Z se projettent suivant les adhérences des
feuilles de .. Ceci entraine que 1’algébre de Lie structurale de (V, &, )
est la méme que celle de (V, &, g90), a savoir R*. De méme, le faisceau
transverse central & (V, &) est la préimage par p de =(V, &), donc
il est constant, d’ou il résulte que (V, &, §,) est isométrique.

1.4. Definition du groupe G. (V, &, gr) est dit régulier si W =W,,
c.a.d. si toutes les adhérences de feuilles sont réguliéres; le flot est dit
complétement régulier si en outre ces adhérences sont sans holonomie,
c.ad. si W=Wi.

Supposons un instant le flot complétement régulier. Alors 1’algébre
de Lie £ (V, &) des champs feuilletés est transitive sur V [10]. La
fibration 7: V — W admet pour groupe structural le groupe des automor-
phismes de la fibre-type (T**, &,). Ce groupe Aut(T**, <) se rétracte
par déformation, d’aprés [4] [14] sur le groupe Aff(T**!, <) des transfor-
mations affines du tore qui respectent le flot. Aff(T**!, &) est le produit
semi-direct T**'x G, des translations du tore par le groupe G, des trans-
formations de T**' provenant des automorphismes linéaires de R**' dont
la matrice A appartient & SL(k + 1, Z) et admet v pour vecteur propre
[avec une valeur propre i, > 0]. Remarquons en passant que 4 — )\,
définit un isomorphisme de CA#,, sur un groupe multiplicatif de nombres
réels positifs, d’ou il résulte que tout sous-groupe de G, monm réduit a
Uélément neutre est infini.

Le groupe structural de la fibration #: V— W peut étre réduit a
Aff(T"+1 77) = T % @G,, ce qui permet de définir un fibré prinecipal associé
Vw, #, Aff(T"“, Fo ), ou “fibré des repéres” du précédent. On voit que
V g’identifie a V/G,,, et que V est donc un revétement, éventuellement
non connexe, de V. Soit ¥ une composante connexe de ce revétement,
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p: V-V sa projection sur V. Par construction, ¥ est un G-fibré principal
de base W, ol G est un sous-groupe de T"+‘>_<CA¥7, contenant T%*. On aura
G = T"'%xG,, ou G, est un sous-groupe de G,. Le flot (V, .7 g,) est
isométrique si, et seulement si, G = T%", c.a.d. G, = {¢}.

p: V — V est un revétement galoisien de groupe structural G,. Soient
& et g, les préimages respectives de & et g, par p. Le ﬂot Z est
lorbite du champ fondamental du G-fibré principal V associé a 1’élément
v de l'algébre de Lie R** de G. D’ou il résulte que (V, &, §,) est iso-
métrique. Sil’on observe de plus que les éléments de G, sont entiérement
déterminés par leur action sur le parallélisme transverse de (T**!, &), on
en déduit facilement que (V, .=, §,) s'identifie & un revétement central
de (V, &, gr) au sens défini en 1.3, ce qui justifie les notations.

Revenons maintenant au cas général. La strate 3% est un ouvert
dense de V, appelé ouvert complétement régulier, et < (V, &) est transi-
tive sur cet ouvert [10]. Appliquant les résultats précédents a (3%, .=, ¢,),
on powrra définir le groupe structural G, et un G-fibré principal connexe
5t de base W}, de maniére que 3% = 51/G, et que (3%, .=, §,) s'identifie &
un revétement central de (I3, .=, g.).

II. Flots riemanniens en dimension 4. Désormais nous supposons
n=4. Comme & est de codimension 3, ’espace des feuilles W a toujours
la structure d’une variété de Sataké—avec ou sans bord—Ia projection
. V— W étant un morphisme de variétés de Sataké avec pliage autour
de la réunion des adhérences singuliéres [9]. En fait, nous expliciterons
dans chaque cas cette situation.

Faisons une remarque préliminaire: par passage éventuel 4 un revéte-
ment 4 deux feuillets de V, on peut toujours se ramener au cas ou W
est orientée.

II.1. Cas ou k = 0. Les feuilles sont compactes et a holonomie finie,
et sont donc les orbites d’une action localement libre de S! [38]. L’espace
des feuilles W est une 3-variété de Sataké orientée compacte connexe.
Les points singuliers de W, qui correspondent aux feuilles ayant de
I’holonomie, ne sont pas en général isolés. Bien entendu, wn tel flot est
1sométrique.

On peut construire par suspension des exemples de cette situation:
soit o la rotation d’angle a rationnel de la sphére unité S*® de R* autour
du sous-espace R’. Par suspension de cette rotation, on obtient un flot
riemannien pour lequel W= S%p. Les points singuliers de W correspondent
au cercle des points de S° invariants par p.

I1.2. Cas ou k = 3. Les feuilles sont denses et (V, &) est le tore
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T* muni d’un flot linéaire dense .&,. La encore, le flot est isométrique.

I1.3. Cas ou k£ = 2. Nous allons traiter séparément le cas régulier
et le cas non régulier.

Cas régulier. L’espace des adhérences des feuilles est une variété de
Sataké W compacte connexe et orientée. C’est donc S!, et il n’y a pas
de point singulier. Ainsi le flot est complétement régulier; la projection
7w: V — S* est une fibration localement triviale dont le groupe structural
se réduit, d’aprés 1.4, & un sous-groupe G = T°x G, de transformations
affines de la fibre-type (T¢, &7).

On a vu que le revétement central (V, &, §,) du flot pouvait étre
regardé comme un G-fibré principal de base S'. En relevant dans V le
lacet fondamental de S*, on aboutit, & homotopie prés, & un élément de
G,. Soit A€ SL(8, Z) la matrice correspondante, qui admet v pour vecteur
propre. Si ¢, est la transformation de 7T° définie par A, V est le quotient
de [0, 1]x T® par la relation (0, x)~(1, @.(x)), & étant le flot obtenu a
partir du flot vertical &, sur les fibres de [0, 1]x T® — [0, 1].

Le flot est isométrique si, et seulement si, A est la matrice identité.

Cas non régulier. L’espace des adhérences des feuilles peut étre
décrit localement [4 I’aide d’une variété riemannienne transverse (S, gs)]
comme 1’espace des orbites d’une algébre de Lie abélienne de dimension 2
de champs de Killing sur une 3-variété riemannienne, ces orbites étant
toutes fermées. On voit ainsi que les adhérences singuliéres sont isolées
et que W est défini, au voisinage de 1'une de ces adhérences, par “pliage”
autour de cette adhérence. Ceci a été décrit en détail dans [9]. Il en
résulte que, sur W, ’adhérence singuliére définit un “bout”. Comme W
est compacte et orientée, il y a exactement deux bouts et W = [0, 1], les
adhérences singuliéres étant z7'(0) et 7 '(1).

LEMMA 1. St k=2 et si le flot riemannien (V, &, gr) n'est pas
régulier, il est isométrique.

DEMONSTRATION. Soit (V, &, §,) le revétement central. On a vu
que la dimension de l'adhérence d’une feuille de & est la méme que
celle de l’adhérence de la feuille projetée, au moins dans le cas des
adhérences réguliéres. Ceci étant, par le méme argument qui vient d’étre
utilisé pour (V, &), on voit que I’espace W des adhérences des feuilles
de . a pour “bouts” les adhérences singuliéres; par connexité, il y a
deux bouts au plus. En fait, il y en a au moins deux, c.a.d. autant que
d’adhérences singuliéres pour (V, ). Done, 1a encore, W = [0, 1]. Mais
alors, au-dessus de chaque adhérence singuliére de (V, &) il y a une
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seule adhérence de (V, Ca ). Ceci montre que le groupe structural G, du
revétement ¥V — V est fini. Or on a vu que, si G, n’est pas réduit a
I’élément neutre, il est infini. Donc V — V est un difféomorphisme et le
flot est isométrique. O

Compte tenu de ce lemme, le flot (V, &) peut étre décrit i partir
d’une action de T® sur V dont l’espace des orbites est W = [0, 1], les
orbites étant réguliéres sauf 77*(0) et #7%(1) qui sont de dimension 2. Le
flot sera obtenu comme le feuilletage par les orbites d’un sous-groupe a
un paramétre H dense de T°. L’action considérée de T° sera effective:
c’est l'action d’un groupe global d’isométries.

La fibration principale z: z7'(]0, 1[) — 10, 1[ est triviale. Par suite,
77([0, 1/2]) et #7*([1/2, 1]) sont des voisinages tubulaires respectivement de
77(0) et 77!(1) pour la métrique invariante par 7°® que ’on aura choisie.
Il suffira donc de décrire Uaction de T® sur ces voisinages tubulaires et de
recoller entre eux les modéles ainst obtenus. On notera toujours (T®, &)
le flot induit sur une adhérence réguliére [“adhérence-type”], c.a.d. que
le sous-groupe H est la projection sur T° du sous-groupe Rv de R°.

Soient (8, 67 6% les coordonnées angulaires de T°.

En un point d’une orbite singuliére, l’isotropie est un sous-groupe
compact I de T° dont la composante connexe de 1’élément neutre est un
cercle I,. On peut toujours considérer 7° comme le produit Kx I, ou K
est un tore de dimension 2. Si I n’était pas connexe, INK ne serait
pas réduit 4 l’élément neutre et on pourrait facilement trouver des
éléments de T° opérant de maniére triviale sur un voisinage de l’'orbite;
or ceci est impossible, ’action étant effective, d’ot I = I,. On en déduit
qu’'un voisinage tubulaire de l'orbite singuliére considérée s’identifie au
produit KxD(0,1) de K par la boule unité fermée de R?, paramétré par
@, o, '), ou ¢ = (6", §'*) paramétre K, o €[0, 1] et a’ paramétre I, ’action
de T® = KxI étant définie de maniére évidente. Si v avait pour coor-
données ', v% v°, dans les nouvelles coordonnées angulaires (", 8%, a') du
tore, le sous-groupe H sera défini par

H = {(W", 2", W% |\ e R}
ol v = X%, Aw’, la matrice A = (A4} appartenant i SL(3, Z).

La feuille du flot passant par un point (6;, o, ;) du voisinage tubu-
laire sera donc

{6 + 2™, 052 + AV 00y + NVP)INER} .

On recollera deux des modéles ainsi obtenus d I’aide d’un tsomorphisme
entre les bords compatible avec 'action de T, donc isotope & l'identité
dans les anciennes coordonnées.
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I1.4. Cas ou k= 1. C’est le cas difficile. L’espace des adhérences
des feuilles peut alors étre décrit localement [4 ’aide d’une variété rie-
mannienne transverse (S, g5)] comme 1’espace des orbites d’un champ de
Killing sur une 3-variété riemannienne, ces orbites étant fermées. Par
suite, W a la structure d’umne surface de Sataké avec bord compacte et
connexe [que de plus, comme on 1’a vu, on peut supposer orientée]. Les
points du bord correspondent aux feuilles compactes, la projection z: V —
W réalisant un pliage autour de la réunion 3, des feuilles compactes [9].
Les points singuliers w,, - -, w, dans ’intérieur Wde W correspondent aux
adhérences réguliéres qui ont de I’holonomie. Pour 7 =1, .-+, s, un voisinage
de w; dans W s’identifie au quotient de R*® par une rotation autour de
Porigine d’angle 2z/n;. L’entier m; = 2 sera dit nombre de rotation du
point singulier w;. )

La strate Wi=W — {w, ---, w,}] a pour préimage par = l'ouvert
complétement régulier 3!. La projection z:3:— W} est une fibration
localement triviale dont la fibre-type (7% .&,) sera dite adhérence-type
du feuilletage. Le groupe Aff(T? &) = T®x G, est réduit 4 T° si la pente
de v e R? n’est pas algébrique d’ordre deux [14]. Comme on I’a vu en
1.4, le groupe structural de la fibration 7: 3t — W! se réduit a un sous-
groupe G = T*xG, de Aff(T?, =)).

Construction du feuilletage au-dessus de (W', dW’'). On commencera
par éliminer les feuilles compactes et les adhérences réguliéres ayant de
I’holonomie de la maniére suivante: si on note W, - - -, 0 W, les composantes
connexes du bord de W, on considére pour ¢ =1, ---,r, un voisinage
tubulaire ouvert 7; de 0W,. De méme, pour =1, ---, s, on considére
un petit disque ouvert Z7; centré en w; [modulo la rotation d’angle 2z/n,].
On choisit les 7; et les Z7; assez petits pour €tre disjoints deux a deux,
et on pose W' = W — Uj., 7; — U=, Z;. On reconstruit alors le feuilletage
& sur la variété a bord V' = z7%(W’) (voir Figure).

-

FIGURE

D’aprés 1.4, (V’, &) peut étre obtenu a partir d’un G-fibré principal
conmexe V' de base W’, muni du flot & engendré par le champ fonda-
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mental associé au vecteur v de l'algébre de Lie R® de G. Ceci étant,
I’action de G sur (1%, ;) définit un fibré associé de base W’ et de fibre-
type (T% &,) qui s’identifie 4 (V’, ). Si 'on veut, on peut regarder
(V', &) comme le quotient de (V', ') par Uaction & droite de G,.

Le point important est que le G-fibré principal connexe V' qui nous
a servi a faire cette construction n’est pas quelconque, comme il résulte
du lemme suivant:

LEMMA 2. En restriction & n~ (Z;) et (77, pour i =1, ---, r, et
j~: 1, ---,s, le flot & est isométrique. Par suite, le G-fibré principal
V' est trivialisable au-dessus du bord de W'.

DEMONSTRATION. Montrons que & est isométrique sur w~(Z/;) pour
j=1--+-,s. On remarque que 7 (%) est un voisinage tubulaire de
77" (w;), qui a une holonomie de cardinal n»; dans le feuilletage par les
adhérences. Par passage 4 un revétement (77(%;)" 4 m; feuillets, on se
reméne 4 un flot & complétement régulier, dont I’espace des adhérences
des feuilles est un disque, donc contractile.

D’aprés 1.4, & est isométrique. Par suite, le revétement central
de (#7Y(%/;), &) a un nombre fini de feuillets. Or on a noté en 1.4 que
si le groupe G, n’est pas réduit a 1’élément neutre, il est infini [dans
le cas présent, c’est le groupe structural du revétement central]. Donc
(%), &) est isométrique.

Montrons que & est isométrique sur n = 7;) pour 1 =1, <+, r. W
est munie d’une distance riemannienne, obtenue par passage au quotient
a partir de la métrique transverse g,. A l'aide de la distance a oW, et
de D'orientation de W, on peut identifier 7; 4 S'x[0, 1] paramétré par
0, p). Veérifions alors que le champ 6/00 peut étre relevé sur (x7( 73), &)
en un champ feuilleté X [si I’on veut, c’est en fait un cas particulier de
la propriété de transitivité des champs de vecteurs sur W rappelée en
1.2].

Les projetés des champs feuilletés forment un module 2Z°(W) sur
I’anneau A°(W) des fonctions sur W définies par projection des fonctions
basiques de (V, &) [intégrales premiéres du flot]. Il suffit alors de vérifier
(i) que A°(W) contient, en dehors des points singuliers w,, ---, w,, des
partitions de I’unité; (ii) que 1’on peut relever en un champ feuilleté un
champ collinéaire a 9/00, de méme sens, et 4 support arbitrairement petit.
Ces deux points se déduisent immédiatement du fait que W est localement
le quotient d’une variété riemannienne transverse (S, g5) par pliage autour
de la courbe formée par les traces des feuilles compactes.

Notons T, = {0} x[0, 1]c 7; et .7, = =z (T)).
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En intégrant le champ feuilleté X, on définit un automorphisme ¢ de
(F % 7). On peut alors, en composant 7 avec la projection S'x[0, 1]—S*,
regarder (7' 7;), &) comme fibré sur S' avec pour fibre-type (.7, &),
le groupe structural de la fibration étant engendré par ¢. Remarquons
encore que, par construction, ¢ respecte chaque adhérence de feuille de
(T o F).

Sur .7, qui est fibré en disques sur S', le flot & est isométrique:
si I'on parameétre .7, = S'xD(0, 1) par (a, p, B), le flot est défini par les
orbites du groupe & un paramétre d’isométries (p,) défini par @,(«a, p, B) =
(a +t, p, B+ At) ol A est irrationnel.

Montrer que (w7 7;), &) est isométrique, c’est montrer que son
faisceau transverse central admet une trivialisation globale. Il revient
au méme de montrer que ¢ respecte ume section globale de & (7, 7).
Une telle section est définie par le champ transverse 9/08. Au besoin en
composant ¢ avec une rotation (a, o, 8) — (a + a,, p, B), ce qui ne change
pas 'image par ¢, de /08, on peut supposer que 4(0, 0, 0) = (0, 0, 0). Si,
au voisinage de ce point fixe, on projette ¢ sur la variété transverse
{0} x D(0, p,), ol p, est assez petit pour que l’application projetée ¢ soit
un difféomorphisme, cette application projetée est de la forme &(p, B) =
(0, (0, B)). Le fait que ¢ opére sur le faisceau transverse central en-
traine ¢,(0/08) = 19/38, d’ou @(p, B) = B + 9(0).

Le fait que ¢: D(0, o,) — D(0, p,) soit un difféomorphisme implique
¢ = *x1. En fait, comme ¢ respecte l’orientation du flot et aussi celle
de 'espace des adhérences des feuilles, on aura ¢ = +1, d’ou ¢,(3/08) =
9/68, ce qu’il fallait démontrer.

Le fait que V' soit trivialisable au-dessus de W' résulte des points
précédents. En effet, le flot induit par & sur oV’ = 7z '(@W’) est iso-
métrique. Donc son revétement central est trivial d’aprés 1.3, d’ou le
résultat. O

Il nous reste maintenant & reconstituer (V, &) en recollant sur les
composantes connexes de oV’ des flots isométriques.

Pour cela on doit considérer deux cas différents: nous noterons
ow,, -+, 0W, les composantes connexes de W’ qui proviennent par ré-
traction respectivement de oW, ---, 0W,; et nous noterons 6 W/, ---, 6 W,
les composantes connexes de oW’ provenant des “trous” respectivement
autour de w, ---, w,.

On observera que 7 '(@W,), comme ' (6 W), est difféomorphe au tore
T, la fibration sur le bord correspondant de W’ étant la premiére pro-
jection T? = S'x T?— S, et le flot &~ étant défini par I'action sur le
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second facteur du sous-groupe H de T? déterminé par v e R®.

(@) Pour j=1,---,8 @ (%;), &) est un voisinage tubulaire d’une
orbite réguliére de T* dont I’holonomie a pour cardinal n;. Un tel
voisinage peut étre obtenu de la facon suivante:

Sur T?x D(0, 1), paramétré par (4, o, @), ou 6 = (6% 6%, on définit la
relation d’équivalence

@, o, ) ~ (0 + 77, 0, @ + 2xm[n;), meZ,

ol v, est le générateur d’un sous-groupe cyclique I'; de T* de cardinal
Nje

Soit My, la variété a bord quotient. L’action de T* sur T*x D(0, 1)
passe au quotient en une action naturelle de T* sur Mr,. On considére
le flot &% défini sur M, par I’action du sous-groupe H. L’espace des
adhérences des feuilles de ce flot isométrique s’identifie & %/, et le flot
induit sur le bord est isomorphe a celui induit par & sur =0 W)).

On pourra done recoller (M, &) et (V, &) par I'identification de
(0Mr,;, Z77) avee (x O W;), &).

(b) Pour i=1,---, 7, (x7( 7;), &) peut étre obtenu a I’aide de 1’étude
faite dans la démonstration du lemme 2, dont nous reprenons les notations.
Sachant que ce flot est isométrique, on le reconstitue de la maniére
suivante:

Soit .7~ = S'x D(0, 1), paramétré par (a, 0, B), et muni de l’action
naturelle de T* definie par

(01; 02)'((:(’ o, B) = (a + ‘91’ o, B+ 02) .

On considére un automorphisme ¢ de .7~ commutant aveec l’action de 7%
et respectant p, et un fibré M’ — S' de fibre-type .7, dont le groupe
structural est engendré par ¢. L’action de T? sur la fibre-type définit
une action de T? sur M’ verticale pour la fibration. Les orbites du sous-
groupe H de T* définiront sur ce fibré un flot vertical =%,

En fait, comme ¢ respecte p et commute avec 7%, on doit avoir

#(a, 0, B) = (a + f(0), 0, B+ 9(p)) .

L’ensemble des automorphismes ayant cette forme est connexe par ares.
On peut donc se limiter au modéle trivial correspondant a ¢ = id, c.a.d.
que M’ = S'x .7, le flot &7 étant défini par ’action de H sur le second
facteur.

I1.5. Récapitulation des modeles non isométriques. Pour k =1, il
est clair que si (V, &) est isométrique il en est de méme de (3}, &) et
par suite le groupe G, est réduit a4 1’élément neutre. La réciproque
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nécessite une démonstration.

LEMMA 3. Si k=1 et si G,CAf(T* =,) est réduit a U'élément neutre,
alors le flot (V, &) est isométrique.

~DEMONSTRATION. Soit (V, 5%, Gr) le revétement central de (V, .=, g,).
Si W est 1’espace des adhérences des feuilles de ce revétement, on a un
diagramme commutatif de projections

V— W

)|

V—Ww

Le lemme 2 entraine que p, est un revétement trivialisable au-dessus de
W—W'. Le fait que G, soit réduit 4 1’élément neutre signifie que p,, est un
revétement trivialisable au-dessus de W’* Comme tout chemin de W — W’
se déforme en un chemin de aW’, il en résulte que p, est un revétement
globalement trivialisable. Comme W est connexe, p, est bijectif et il en
est de méme de p, d’ou le résultat. 1

Compte tenu de ce résultat, les seuls modéles de flots riemanniens
non 1isométriques en dimension 4 [éventuellement aprés passage 4 un
revétement d’ordre 2 de la variété] sur ume variété compacte commnexe
ortentée sont les suivants:

Pour k = 2, on se donne l’adhérence-type (T?, .&,), v étant choisi dans
R’ de facon qu’il existe A e SL(3, Z) différente de 1’identité, admettant
v pour vecteur propre. Si ¢, est I'automorphisme affine de (7%, &)
défini par A,V est le quotient de Rx T® par la relation

@& y) ~ @+ 1 P.0)) -

C’est un fibré de base S' et fibre-type (T% &,); &+ est alors le flot
vertical sur les fibres.

Pour k=1, on se donne

(i) wune adhérence-type (T%, .&;), ou la pente de v € R? est algébrique
d’ordre 2,

(ii) un sous-groupe G = T®x G, non connexe de Aff(T? =),

(iii) une surface orientée a bord (W', 9W’) dont les composantes
connexes du bord seront séparées en deux familles (W, ---, dW,} et
oWy, ---, 0 W,},

(iv) un G-fibré principal connexe V' de base W', trivialisable au-
dessus du bord oW,

(v) pour =1, -+, 8 un sous-groupe fini cyclique I'"; de T



326 R. ALMEIDA ET P. MOLINO

Ceci étant, on considére sur V' le flot %' engendré par le champ
fondamental associé 4 1’élément v de l’algébre de Lie R* de G. Par
passage au quotient sur V' = V'/G,, on obtient un flot & riemannien
au-dessus de oW’. Si m: V' — W’ est la projection, on recolle pour j =
1, .-+, s le modéle (M, #77) & (V', &) par identification de son bord
avee (z*O0W)), &), et pour 1 =1, ---, r, le modéle (M', &) a (V', &)
par identification de son bord avee (z~*(@W;), &).

On voit qu’on obtient ainsi une grande variété de modéles-réguliers
ou non.
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