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MESURES DE PATTERSON-SULLIVAN SUR LE BORD
D’UN ESPACE HYPERBOLIQUE AU SENS DE GROMOV

MicHEL COORNAERT

Patterson et Sullivan ont mis en relation la croissance des or-
bites d’un groupe discret d’isométries de H" et certaines propriétés
géométriques et ergodiques de son ensemble limite. On étend quel-
ques-uns de leurs résultats a des groupes d’isométries d’un espace
hyperbolique au sens de Gromov.

0. Introduction. Considérons I’espace hyperbolique usuel H",
équipé d’un point base x;. Munissons le bord 0 H" de H" de la
métrique visuelle obtenue en regardant d H" a partir de x (la dis-
tance entre deux points de OH" est I’angle que font entre eux les
rayons géodésiques issus de Xx, et allant vers les deux points). O H”"
est ainsi muni d’une structure de variété riemannienne isomorphe a
celle de la sphere standard S”~!. On sait que toute isométrie y de
H" s’étend en un homéomorphisme conforme de 9 H". Soit |y’ (&)|
la dilatation infinitésimale de y en & € 9 H" (c’est-a-dire le rapport
de similitude de y": T:0H" — T,;0H").

Soit maintenant I' un groupe discret non élémentaire d’isométries
de H". Etant donné un réel D > 0, une mesure u sur 0H", de
masse totale finie et non nulle, est dite I'-conforme de dimension D si

y*u=y[Pu pourtoutyerl,

ol y*u estla mesure définie par y*u(A) = u(yA) pourtout A C 9H".
Notons ny(R) le nombre de points d’'une orbite ¥ ¢ H" de I
situés a une distance < R de xy. L’exposant critique e(I') du groupe
I' est
e(I') =limsup 1/RLogny(R).

R—o00

L’inégalité triangulaire montre que e(I') ne dépend ni du choix du
point base x; ni de celui de ’orbite Y. Une minoration du volume
de la boule de centre x; et de rayon R (volume en const-e("~DR pour
R grand) montre facilement ¢(I') < n—1. Cette minoration s’obtient
en considérant des boules B(y, r) ayant pour centres les y € Y et
pour rayon un r > O assez petit pour que les boules B(y, r) soient
disjointes.
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Patterson (n = 2, [Pat-1]) puis Sullivan (n quelconque, [Sul-
1]) ont montré I'existence d’une mesure I'-conforme de dimension
D = e(I') dont le support est ’ensemble limite A C dH" de T.
Une telle mesure permet (sous certaines hypotheses sur I') d’obtenir
des informations trés intéressantes sur la croissance des orbites de I’
dans H”,la mesure de Hausdorff sur A, les propriétés ergodiques de
I’action de I" sur A et les propriétés spectrales du laplacien de H"/T .
(voir [Pat-1], [Pat-2], [Sul-1], [Sul-2], [Sul-3]).

On se propose ici de généraliser la construction de Patterson-
Sullivan a des groupes d’isométries d’un espace métrique hyperbolique
au sens de Gromov ([Gro]). On étend aussi quelques-uns des résultats
de [Sul-1], en suivant pas a pas les arguments qui y sont donnés.

Les résultats obtenus s’appliquent et particulier a I’étude de groupes
proprement discontinus d’isométries d’arbres ou de variétés riemanni-
ennes simplement connexes dont la courbure sectionnelle est majorée
par une constante strictement négative. Ils s’appliquent aussi a I’étude
des sous-groupes d’un groupe Ayperbolique au sens de [Gro].

Le plan de cet article est le suivant.

Le §1 est fait de rappels sur les espaces hyperboliques au sens de
Gromov ([Gro]). Soit X un espace métrique hyperbolique complet,
géodésique et localement compact. Gromov attache a X son bord
hyperbolique & X . Le choix d’un point base xy € X et d’une constante
a > 1 (a prendre suffisamment proche de 1) permet de définir une
métrique “visuelle” sur 8 X ([Gro], 7.2).

Dans le §2 on rappelle la définition de la fonction de Busemann
éssociée a un rayon géodésique de X et on en donne quelques pro-
priétés élémentaires qui serviront par la suite.

Toute isométrie y de X s’étend en un homéomorphisme de X U
0X . Dans le §3, on étudie la dilatation de y pour la métrique visuelle
sur 0 X . Plus précisément, si £ est un point de X et si A est la
fonction de Busemann attachée a un rayon géodésique quelconque
d’extrémité £, on montre que cette dilatation est, au voisinage de
&, proportionnelle 3 a®© | en posant A(E) = h(xy) — h(y~'xp). (Le
“proportionnelle a” signifie ici que le rapport des deux quantités reste
entre deux constantes strictement positives ne dépendant ni de & ni
de y.)

Les 8§84, 5, 6 et 7 sont une copie quasi-conforme des §§1, 2 et 3 de
[Sul-1]. Prenons un groupe I' proprement discontinu d’isométries de
X . Dans le §4 on définit la notion de mesure I'-quasi-conforme de
dimension D sur 0 X (pour D réel > 0).
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Définissons /’exposant critique de base a de T" par

e,(I') = e(I")/Loga = limsup 1/Rlog, ny(R).
R—00

(Ou log, désigne le logarithme de base a et oi ny(R) est le nombre
de points d’une orbite ¥ C X de I situés a une distance < R du
point base Xxg.)

Le groupe I' est dit élémentaire si son ensemble limite A C 0 X est
de cardinal < 2. On supposera toujours I" non élémentaire.

Si T' est d’exposant critique fini, on montre dans le §5, en suivant la
construction de Patterson-Sullivan, I’existence d’une mesure I'-quasi-
conforme de dimension e,(I') dont le support est A. Cela permet
par exemple de montrer que I’exposant critique de I est toujours
strictement positif.

Dans le §6 on généralise le lemme de [’ombre de Sullivan ([Sul-1],
§2). Ce lemme permet de montrer que toute mesure I'-quasi-conforme
de dimension D sur X doit vérifier D > ¢,(I'). Le lemme de
I’ombre permet aussi de montrer qu’il existe un réel C > 0 tel que
ny(R) < Cexp(e(I')R) pour tout R.

Soit Q(A) [’enveloppe de Gromov de A, C’est-a-dire la réunion des
géodésiques C X dont les extrémités sont dans A. Q(A) est un
fermé I'-invariant. Le groupe I' est dit quasi-convexe-cocompact si
Q(A)/T" est un compact. Dans le §7 on établit les résultats suivants
pour I' quasi-convexe-cocompact et d’exposant critique fini:

(i) la mesure de Hausdorff /# de dimension e,(I') sur A a une
masse totale finie et non nulle. En particulier la dimension de Haus-
dorff de A est égale a e,(I').

(ii) #Z est une mesure I'-quasi-conforme de dimension e,(I'),
dont le support est A. Si u est une mesure I'-quasi-conforme de
dimension D, dont le support est contenu dans A, alors D = ¢,(I')
et les mesures 7 et u sont équivalentes, c’est-a-dire absolument con-
tinues 'une par rapport a I’autre. En fait, les seules mesures I'-quasi-
conformes, dont le support est contenu dans A, sont les mesures de
la forme y - # pour y une fonction sur A #-mesurable et 7 -
presque-partout comprise entre deux constantes strictement positives.

(iii) L’actionde I" sur (A, #) est ergodique (i.e. pour tout borélien
I'-invariant BC A,ona #Z(B)=0 ou Z(A-B)=0).

(iv) Il existe un réel C > 1 tel que

C~'exp(e(lR) < ny(R) < Cexp(e(INR) pour tout R.
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(v) Lasérie de Poincaré gy(s) = 3. ,cy a*P! (ou |y| estla distance
de y au point base) diverge en s = ¢,(I).

Dans le §8, X est un arbre. On définit la notion de mesure I-
conforme sur 8 X , notion plus restrictive que celle de mesure I'-quasi-
conforme. La construction du §5 donne, pour I" d’exposant critique
fini, une mesure I'-conforme de dimension e,(I") dont le support est
A . Sous I’hypothése I convexe-cocompact et d’exposant critique fini,
on montre I’existence d’une unique mesure I'-conforme supportée par
A (2 un facteur constant prés). Cette mesure I'-conforme canonique
est la mesure de Hausdorff de dimension e,(I'’) sur A. On a donc,
dans les arbres, une analogie encore plus grande avec le cas X = H"”
(cf. [Sul-1], §3).

Une version arboriséee du théoréeme géométrique des valeurs in-
termédiaires ([Sul-1], §4) montre (§9) que toute mesure x4 I'-conforme
de dimension D sur le bord d’un arbre X permet de définir une
mesure [-invariante m sur 'espace 92X C 8X x X des couples de
points distincts de 8 X, si ’on pose

m = x /I - 2P

(ou |€ —n|, est la distance visuelle entre les points & et # de dX).

Pour X hyperbolique au sens de Gromov et x une mesure I'-quasi-
conforme de dimension D sur d.X, la construction précédente donne
une mesure m I-quasi-invariante sur 82X , c’est-a-dire qu’il existe un
réel C > 1 tel que C~!m(4) < m(yA) < Cm(A) pour tout 4 C 82X
et pour tout y eI

Je remercie Athanase Papadopoulos pour son aide et pour ses nom-
breuses suggestions.

1. Rappels et notations. On rappelle quelques définitions et résultats
de [Gro]. (Pour ces résultats, le lecteur trouvera des détails de démon-
strations dans [CDP] et dans [GH].)

Soit X un espace métrique et xy un point base de X. On note
|x — y| la distance entre les points x et ¥ de X et |x| la distance
de x au point base xy. Le produit de Gromov des points x et y est
(x-y)=(x|+|y|=|x—=y|)/2. Etant donné un réel J > 0, on dit que
X est d-hyperbolique si

(L.1) (x-y) Z2min((x - 2), (y-2)) -0

pour tous les x, y, z € X et pour tout choix du point base X .
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L’espace X est dit Ayperbolique s’il existe un é > 0 tel que X soit
J-hyperbolique.

Tout arbre (réel) est O-hyperbolique. Toute variété riemannienne
compléte simplement connexe dont la courbure sectionnelle est partout
majorée par une constant —a? < 0 est J-hyperbolique pour 6 =
a~'log3. Un groupe de type fini G est dit hyperbolique si son graphe
de Cayley, relativement a un systeme générateur fini S, est hyper-
bolique pour la métrique du mot (on montre que cette définition ne
dépend pas du choix de S).

Une géodésique de X est une application g d’un intervalle 7 C R
dans X telle que |g(¢1)—g(t2)| = |t1—1>| pourtousles ¢y, €. Un
segment (resp. rayon) géodésique est une géodésique g:I — R avec
I = [a, b] (resp. I = [0, oo[). On se permettra parfois d’identifier
une géodésique a son image.

L’espace métrique X est dit géodésique si deux points de X peu-
vent toujours étre reliés par un segment géodésique.

Si X est géodésique et J-hyperbolique, on a (voir par exemple
[CDP], Ch. 3, Lemme 2.7):

(1.2) dist(xo, [x, y]) — 49 < (x - y) < dist(xp, [x, y])

pour tout segment géodésique [x, y]C X.

Dans tout ce qui suit, X est un espace métrique géodésique, complet,
localement compact et 5-hyperbolique. Rappelons que, dans un espace
géodésique, complet et localement compact, toutes les boules fermées
sont compactes.

Gromov attache a X son bord hyperbolique 0 X . La topologie
de X s’étend de maniére naturelle 3 X UOX. L’espace X UdX
est un compact dans lequel X est un ouvert dense. Deux points
distincts de X UdX peuvent toujours étre reliés par une géodésique.
Toute isométrie de X s’étend en un homéomorphisme de XUJX de
maniére unique.

Gromov définit ([Gro], 7.2; [CDP], Chapitre 11) une classe de
métriques sur 0 X de la maniére suivante. Fixons un réel a > 1 et
définissons la a-longueur d’un chemin continu dans X comme étant
Iintégrale le long du chemin de la fonction f(x) = a~1*I. Définissons
la a-distance |x —y|, entre deux points x et y de X comme étant la
borne inférieure des a-longueurs des chemins continus reliant x et y.
On montre qu’il existe une constante ag > 1 (qui ne dépend que de
0) telle que pour 1 < a < ag les propriétés suivantes soient vérifiées:
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(P1) L’application identique de X s’étend en un homéomorphisme
de XUOX surle complété de X pour la métrique | |,. En particulier,
la métrige | |, définit une métrique sur 9.X .

(P2) 1l existe une constante 4 > 1 (qui ne dépend que de J et a)
telle que, & et n étant des points de 9 X,

(1.3) Ala= ) <JE - pla < Aa= V)

pour tous les x, y € X situés dans des voisinages convenables respec-
tivement de & et de 7.

REMARQUE. Si X est un arbre (i.e. d = 0) et £ € 90X, iy a
un unique rayon géodésique r tel que r(0) = xy et r(oco) = &. On
peut prendre gy = oo et, si £ et 1 sont deux points de d.X, on a
|E—nla = (2/Loga)a=?! oi1 p € X estle point a partir duquel les deux
rayons géodésiques d’origine xg et d’extrémités respectives & et 1 se
séparent. On notera que | |, définit une distance ultramétrique sur le
bord de l’arbre, c’est-a-dire vérifie |& — 1|, < max(|& —vla, [v — 1)
pour tous les &, n,vedX.

Il résulte immédiatement de (1.3) que si ’'on change de point base
(a fixé) la nouvelle métrique est Lipschitz-équivalente a ’ancienne.
(Deux métriques d et d’ sont dites Lipschitz-équivalentes s’il existe
une constante L > 1 telle que L~'d < d’ < Ld.) De méme, si I'on
fait varier a, la métrique obtenue est Holder-équivalente a la métrique
initiale. (Les métriques d et d’ sont dites Holder-équivalentes s’il
existe des constantes L > 1 et a > 0 telles que L~ 'd* < d' < Ld®))
En fait, pour a, a’ € ]1, ay[, on déduit de (1.3):

LY =y < 1€ —nly < LIE-nlg

pour une certaine constant L > | et pour « = Loga’/Loga.

Dans tout ce qui suit on se fixe a € ]1, ag| .

Comme on I’a dit dans I'introduction, les démonstrations se feront
tout d’abord dans les arbres (6 = 0). On passera au cas général en
utilisant le théoreme de Gromov d’approximation par les arbres:

THEOREME 1.1 (Gromov, [Gro] 6.1). Soit g\,..., g, des géo-
désiques définies sur des intervalles du type [0, T] ou [0, oo[ et telles
que gi(0) = xy pour tout i. Posons Z =Im g U---Ulm g, . Alors il ex-
iste un arbre réel pointé (T , ) et une application f:(Z, xg) — (T, *)
tels que:

(1) |z=2|-C<|f(z)- f(2")| < |z—Z| pourtousles z,z € Z
et pour une certaine constante C = C(0, n).
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(2) la restriction de f a Im g; préserve les distances pour tout i.
(3) Si les géodésiques g; et g; sont définies sur [0, oo[ et si ['on
pose &; = gi(oo) et & = gj(oo) alors
KN —Eila < 1FED) = f(ED]a < K|E = Ejla,s

pour une certaine constante K =K(6,n,a) > 1.

En fait on peut prendre C = 2(1 + log, n)d ([Gro], [CDP], [GH]).
On notera que (3) est une conséquence immédiate de (1) et de (1.3).

2. Fonctions de Busemann. Soit £ € 90X et r un rayon géodésique
tel que r(oo) = &. La fonction de Busemann associée au rayon géodé-
sique r est la fonction /#: X — R définie par

h(x)= }irglo(lx —r(t)|—t) pour tout x € X.

(La limite existe et est finie d’aprées ’inégalité triangulaire. On a aussi
|A(x) — h(y)| < |x —y|; en particulier 4 est continue.)
On utilisera les lemmes élémentaires suivants (cf. [Gro], 7.5.D).

LEMME 2.1. Soit r et r' des rayons géodésiques de méme extrémité
EedX. Soit h et W' les fonctions de Busemann associées respective-
ment a r et r'. Alors pour tous les x;, xy € X :

[(h(x1) = h(x2)) = (H'(x1) = H'(x2))| < C

ot C est une constante qui ne dépend que de o .

Démonstration. On peut prendre C = 206 . Pour le détail voir [Coo]
(Proposition 6). La démonstration utilise le théoréme d’approxima-
tion par les arbres. a

REMARQUE. Si X est un arbre (i.e. 6 = 0), la fonction 4 — /4’ est
constante sur X .

LEMME 2.2. Soit & un pointde 00X, r un rayon géodésique d’extré-
mité & et h la fonction de Busemann associée a r. Soit xy, X, des
points de X . Alors il existe un voisinage V C X UOX de & tel que
pour tout y e VnlX:

|(h(x1) = h(x2)) = (ly —xt| =y —x2])| £ C,
oit C est une constante qui ne dépend que de 0 .

Démonstration. Supposons tout d’abord r(0) = x;. Prenons x
comme point base de X . Appliquons le théoreme d’approximation
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f®
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FIGURE 1
par les arbres (Th. 1.1) pour n = 3, g = r, g = un segment

géodésique [x;, x;] et g3 = un segment géodésique [x;, y]. On ob-
tient, en posant Z = Im g; UIm g,UIm g3, un arbre réel pointé (7", *)
et une application f:(Z, x;) — (T, *) qui préserve les distances le
long des géodésiques gi, g2, g3 et telle que

(2.1) |z -Z|-Ci <|f(2) - f(Z <z - 7.

pour tous les z, z’ € Z et pour une certaine constante C; = C;(J).

Soit z un point sur le rayon géodésique r. En prenant y et
z dans un voisinage convenable de &, on peut rendre arbitraire-
ment grand le produit de Gromov (y - z), et donc aussi le produit
(f(y) - f(z)) d’aprés (2.1). Or, pour (f(y)- f(z)) assez grand, f(y)
et f(£) ont méme projection sur le segment [f(x;), f(x;)] (Fig. 1).
Par conséquent, il existe un voisinage V' de & tel que pour y € V' les
points f(y) et f(£) ont méme projection sur [f(x;), f(xz)], ce qui
implique

hr(f(x1)) = hr(f(x2)) = [f(¥) = FCe)| = 1f(¥) = f(e)],

ou 'on a noté A7 la fonction de Busemann associée au rayon géodé-
sique image de r par f.

Or hr(f(xy)) = h(x;) = 0. D’autre part, d’apres (2.1), hr(f(x2))
est égal & h(x;) a moins de C; pres; de méme, |f(v) — f(x;)| est
égala |[y—x;| (i=1,2) a moins de C; pres. On a donc I'inégalité
cherchée avec C = 3C;, quand r(0) = x;, et avec C = 3C; + (,
ol () = (C,(0) est la constante donnée par le Lemme 2.1, dans le cas
général. a

LEMME 2.3. Soit £ € 0X et h la fonction de Busemann associée &
un rayon géodésique r d’extrémité &. Il existe un voisinage V C 0X
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de & tel que pour tout rayon géodeésique r' d’extrémité &' € V -
[(h(x1) = h(x2)) = (K (x1) = K (x2))| < C,

ot ' est la fonction de Busemann associée a r' et ou C est une
constante qui ne dépend que de o .

Démonstration. D’apres le Lemme 2.1 on peut supposer 7(0) = 7/(0)
= X;. On applique de nouveau le théoréme d’approximation par les
arbres en prenant x; comme point base, n = 3, g; = un segment
géodésique [x;, x3], & =r et g3 = r'. D’ou un arbre réel pointé
(T, %) et une application f:(Z,x;) — (T, *), pour Z = Img U
Im g,UIm g3, préservant les distances le long des g; et vérifiant (2.1).
Pour ¢ suffisament proche de &, les points (&) et f(&) se projettent
sur le méme point du segment géodésique [f(x;), f(x2)]. Les fonc-
tions de Busemann associées respectivement aux rayons géodésiques
f(r) et f(r') prennent donc les mémes valeurs en f(x;) eten f(x;).
D’ou, en utilisant (2.1), PI'inégalité cherchée pour une constante
C=C(). O

3. Dilatation au bord d’une isométrie. Soit y une isométrie de X .
Notons
dily (11, m2) = [ym — ymala/lm — M2la

la dilatation de y en un couple (#;, 12) de points distincts de 9.X .

Soit & un point de 9X. Choisissons arbitrairement un rayon
géodésique r d’extrémité & et soit 2 la fonction de Busemann as-
sociée a r. Posons

Jy(&) = at® o A(€) = h(x) — h(y™"xo).

ProvrosiTION 3.1. Il existe une constante C > 1 (qui ne dépend que
de 6 et de a) et un voisinage V de & dans X tels que

C1j,(é) < dily(n1, m2) < CJjy(S)

pour tous les points ny, n, distincts de V .

Démonstration. On sait (propriété (P2) du §1) qu’il existe une con-
stante 4 = 4(d, a) > 1 telle que

Ala P <|py—mla<Aa? et
Ala <y —ymla < Aa™9
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oul'on a posé p=(x;-x2), ¢g=(yx;-7Xx3), etol x; et x, sont des
points de X suffisamment proches respectivement de #7; et de #;.
On a donc

(3.1) A72aP=9 < dily (5, mp) < A*aP7A.
Si I’'on pose d(x) = |x| —|yx| = |x — xo| = |[x =y~ 'xo|, on a
p—q = (x| + x| = |yxi] = [rx2])/2
= (d(x1) +d(x2))/2.
D’apres le Lemme 2.2, on peut trouver une constante C’ = C’(J) et

un voisinage ¥V € X de & tels que pour 5, € V et pour x; € X
assez proche de #;, on ait

(3.3) AE)—d(x)|<C" (i=1,2).
En utilisant (3.1), (3.2) et (3.3) il vient pour 5, € V :
C—ljy(f) < dﬂy(’h , M) < C]/(é)
pour C = 324€ . O

REMARQUE. Si X estunarbre (i.e. 6 = 0), A(E) = h(xy)—h(y~xo)
ne dépend pas du choix du rayon géodésique r d’extrémité & servant a
définir la fonction de Busemann /4. On notera aussi que A(&) (et donc
Jy(£)) est alors une fonction localement constante, et donc continue,
de &. En fait si £ est un point du bord de I’arbre, on a A(¢) =
Ip — xo| = |p — y"'x0| = |p| — |yp|, p étant la projection de & sur
[x0, 77! xo].

4. Mesures I'-quasi-conformes. Toutes les mesures considérées sont
boréliennes et régulieres. (Rappelons (voir [F], Ch. 2) qu’une mesure
sur un ensemble E est une application u de I’ensemble des parties
de E dans [0, oo] qui vérifie, pour tout 4 C E et pour toute famille
dénombrable (A;) de parties de E telle que 4 C [JA4;, u(4) <
> u(A4;). Si E estun espace métrique, la mesure u est dite borélienne
si tout borélien B C E est u-mesurable, c’est-a-dire vérifie u(A4) =
u(ANB)+ u(AN(E — B)) pour tout A C E. La mesure borélienne
u est dite réguliere si, pour tout 4 C E, u(A) est la borne inférieure
des u(B) pour B borélien tel que 4 C B.)

Soit y une isométrie de X . Etant donné une mesure u sur 9 .X , on
notera y*u la mesure définie par y*u(A)— u(yA4) pourtout A C 9.X .
Rappelons aussi que la mesure u’ est absolument continue par rapport
alamesure u si u(4) =0 implique u’'(4) = 0. La dérivée de Radon-
Nikodym du'/du € L' (1) est alors définie par p/(f) = u(fdu'/du)
pour tout f € L'(y').

(3.2)
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Choisissons pour tout £ € X un rayon géodésique d’extrémité &.
Cela permet de définir (§3) une application j,: X — ]0, co[ par
Jy(&) = a®® o A(&) = h(xg) — h(y~'xp) et ot & est la fonction
de Busemann associée au rayon géodésique d’extrémité £ que 'on a
choisi.

Soit I un groupe d’isométries de X .

DEFINITION 4.1. Soit D un réel > 0 et x4 une mesure sur 90X
de masse totale finie et non nulle. La mesure u est dite I'-quasi-
conforme de dimension D siles mesures y*u (y € I') sont absolument
continues les unes par rapport aux autres et s’il existe un réel C > 1
tel que

C1jP <d(y*m)/du < Cj?  (u-presque-partout)
pour tout yeI'.

Cette définition ne dépend pas, d’apres le Lemme 2.1, des choix
de rayons géodésiques a faire pour définir la fonction j,. La car-
actérisation suivante des mesures I'-quasi-conformes résulte immédi-
atement du Lemme 2.3.

PROPOSITION 4.2. Soit u une mesure sur 8X de masse totale finie
et non nulle. La mesure u est I'-quasi-conforme de dimension D si
et seulement si il existe un réel C > 1 tel que, pour tout point £ € 90X
et pour tout rayon géodésique r d’extrémité &, on puisse trouver un
voisinage V de & dans 00X tel que

C (&P u(A) < u(yA) < Cjy(&)Pu(A)

pour tout ACV, oit j,(&) = a?©) avec A(€) = h(xp) — h(y~xp) (h
étant la fonction de Busemann associée au rayon r).

Rappelons la définition de la D-mesure de Hausdorff #? sur un
espace métrique (E, | |). Notons |U| = sup{|x —y|:x,y € U} le
diametre de U Cc E. Soit A C E. Etant donné un réel ¢ > 0, on dit
qu’une famille (U;) de parties de E est un e-recouvrement de A4 si
AcU; etsi |Uj| <ée pour tout i. On pose

ZP(A) = inf {Z |Ui|P: (U;) est un e-recouvrement de A}
i
et
ZP4) = 111%;;;0(/1).
£e—
L’application # ainsi définie est une mesure borélienne et réguliere
sur E ([F], 2.10).
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PROPOSITION 4.3. Soit E C X un borélien T-invariant dont la D-
mesure de Hausdorff est de masse totale finie et non nulle. Alors la
D-mesure de Hausdorff sur E définit une mesure I'-quasi-conforme de
dimension D sur X .

Démonstration. Si & € 0.X , on peut trouver, d’apres la Proposition
3.1, un voisinage ¥V C 80X de & tel que C~1j,(&)|U|, < |yUla <
Cjy(&)|U|, (ou C est une constante > 1) pour tout U C V. a

5. Existence d’'une mesure I'-quasi-conforme de dimension e¢,(I).
Rappelons que I" agit de maniére proprement discontinue sur X si,
pour tout compact K C X, il n’y a qu’un nombre fini d’éléments y de
T tels que yK rencontre K. Soit A I’ensemble limite de I', c’est-
a-dire I’ensemble des points d’accumulation dans X d’une orbite
(quelconque) Y ¢ X de I'. L’ensemble limite est un compact I-
invariant. Le groupe I' est dit élémentaire si card(A) < 2.

Dans tout ce qui suit, I" est un groupe non élémentaire d’isométries
de X agissant de maniére proprement discontinue sur X .

On aura besoin de I’énoncé suivant:

THEOREME 5.1 (Gromov). A est l'unique ensemble minimal de
lactionde T" sur 8X .

Démonstration (esquisse). On doit montrer que tout fermé I'-invari-
ant non vide 4 C 90X contient A. Si card(4) > 2 cela se montre
([Gro], 8.2.A) en considérant [’enveloppe de Gromov Q(A) C X de
A, c’est-a-dire la réunion des (images des) géodésiques g: R — X
dont les extrémités g(—oo) et g(oo) sont dans 4. (On notera que
le fait que I" agisse de maniére proprement discontinue sur X n’est
pas utilisé jusqu’a présent.) Supposons maintenant que I' fixe un
point £ de X (i.e. I' quasi-parabolique suivant la terminologie de
[Gro]). On sait qu’il existe alors un élément y de I' de type hyper-
bolique et de point fixe attractif y* = & ([Gro], 8.1). Considérons
un élément quelconque ' € I' et un point x € X. La suite y"x
(n > 0) est une quasi-géodésique tendant vers &. Il en est de méme
de la suite y'y"x, puisque Y’ est une isométrie fixant £. D’apres le
théoréme de stabilité des quasi-géodésiques ([Gro], 7.2; [CDP], Ch.
3; [GH], Ch. 5), il existe un réel C et une suite a(n) tels queé
[¥7"x — ye®Wx| < C. Puisque [y'y"x — y*"x| = [y~*"y'yp"x — x|
et que le groupe I' agit de maniére proprement discontinue sur X , il
existe deux entiers distincts 7 et m tels que y~ M y'ypn = p=alm)y/ym
Cela donne y'y"~my'~1 = ya(n)—a(m) On a donc, et notant Fix(y) C
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dX lensemble des points fixes de y, y'Fix(y) = Fix(y*("-2m) D’ou
y'Fix(y) = Fix(y) puisque Fix(y*(®-«m)) c Fix(y). Cela montre
que ¥’ fixe aussi le point fixe répulsif y~ de y. On en déduit A C
{y*, 7"}, puisque 'on a vu que tout fermé I'-invariant de cardinal
> 2 doit contenir A. Mais cela imposerait a I"d’étre élémentaire. O

COROLLAIRE 5.2. Si u est une mesure I'-quasi-conforme sur 0X
telle que support(u) C A, alors support(u) = A.

Démonstration. La I'-quasi-conformité de u montre que support(u)
est I'-invariant. O

On va montrer I’existence d’une mesure I'-quasi-conforme sur A
de dimension e,(I"). Introduisons tout d’abord quelques notations.

Soit Y une orbite de I' dans X. Pour R > 0, notons ny(R) le
nombre de points de I’orbite Y situés a une distance < R du point
base xy. L’exposant critique de base a de T est

e,(I') =limsup 1/Rlog, ny(R)
R—o0

(log, désigne le logarithme de base a). On a donc ¢,(I') = e(I')/Loga
en notant e(I") I’exposant critique de base e de I'. L’inégalité tri-
angulaire montre que ¢,(I') ne dépend ni du point base x; ni de
lorbite Y C X. Si y € Y etsi Ny(R) estle nombre de y € I" tels
que |yy|<R,ona

Ny(R) = card(T)ny (R)
ou I') C T est le stabilisateur de y. D’ou aussi

e, (N = li;n sup 1/Rlog, Ny(R).

REMARQUE. Soit G' un groupe hyperbolique et S un systeme géné-
rateur fini de G avec card(S) = n. Soit X le graphe de Cayley de
G relativement 2 S. Si I' est un sous-groupe de G, le groupe I'
agit, par translation & gauche, de maniére isométrique et proprement
discontinue sur X . Notons que e,(I') < log,(2n —1). Si G est le
groupe libre de base S etsi I'=G, ona ¢,(I') =log,(2n—1).

La fonction de croissance de I’orbite Y (relativement au point base
Xp) est la série formelle

frt) =Y mtt

keN
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ou n; = ny(k) est le nombre de points de Y situés a une distance
< k de xp. Notons que si p est le rayon de convergence de fy(?),
on a log, p = —e,(I).

Considérons maintenant pour s > 0 la série de Poincaré

gr(s) =Y a~*Vl.
yey

Soit d; = ny — ni_; le nombre de points de Y a une distance
€ Jk—1, k] de xy. La série gy(s) est de méme nature que la série

(5.1) > dpa=k
keN

(puisque le rapport des deux séries reste entre deux constantes stricte-
ment positives). La série (5.1) est de méme nature que

(5.2) > ma—* = fy(a™)

keN

(puisque ny =do+d; +---+dy). Par conséquent, onala

PROPOSITION 5.3. La série de Poincaré gy(s) = 3. ,cya™*V con-
verge pour s > e,(I") et diverge pour s < e,(TI).

On montre maintenant, en suivant la construction de Patterson-
Sullivan, I’existence d’une mesure de probabilité I'-quasi-conforme de
dimension e,(I") supporté par A (pour I" d’exposant critique fini).

THEOREME 5.4. Si e,(I') est fini, alors il existe une mesure I'-quasi-
conforme de dimension e,(I') dont le support est I’ensemble limite A
deT.

Démonstration. Supposons tout d’abord que gy(s) diverge en s =
e,(I'). Pour s > e,(I') considérons la mesure de probabilité définie
sur X par

Us ! > a~sPldirac(y)

gr(s) 5=
ou dirac(y) est la mesure de Dirac au point y . _

L’espace X UJX étant compact, on peut trouver une suite s(i) >
eq(I') qui tend vers e,(I") et telle que ;) converge faiblement vers
une mesure de probabilité u sur X UOX .

On a support(x) C A. En effet, soit une fonction continue f: X U
0X — R dont le support ne rencontre pas A. Il n’y a donc qu’un
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nombre fini de points de l'orbite Y dans support(f). D’autre part,
d’apreés I’hypotheése de divergence faite en début de démonstration,
gy (s(i)) = oo. Do u(f) =limu;(f) =0

Montrons maintenant que u est I'-quasi-conforme de dimension
D = ¢,(I'). Soit £ € 0X, h la fonction de Busemann associée
a un rayon géodésique d’extrémité &, et y € I'. Posons A(&) =
h(xo) — h(y"xp) et j,(¢) = a®©). D’apres le Lemme 2.2, il existe
un voisinage ¥V C XUOX de & et une constante C = C(d) > 1 telle
que:

(5.3) C~1j, (&) < a¥=I¥l < Cj, (&) pour tout x € V' N X.

Prenons f: X UdX — R continue de support C V. On a

us(f)=(1/gr(s)) Y a”Pfy) et

yevny
Yus(f) = pus(foy™h)
=(1/gv(s)) >, aMf(y~ly)

y lyevny

=(1/gy(s)) Y. a~Wif(y)
yEVﬂY

=(1/gr(s)) Y. aWl-mg=sblg(y),
ernY

d’ot en utilisant (5.3):
C™5(&) us(f) < v us(f) < CJp(E) s ()

qui montre, en passant a la limite pour s = s(i), que la mesure u est
I'-quasi-conforme de dimension D = ¢,(T).

Le Corollaire 5.2 donne alors support(u) = A ce qui termine la
démonstration du Théoréme 5.4 dans le cas ou la série de Poincaré
gy(s) diverge en s =¢,(I').

Supposons maintenant que la série gy(s) converge en ¢,(I'). On
modifie alors la construction précédente de la maniére suivante.
D’aprés un lemme de Patterson ([Pat-1], Lemme 3.1), portant sur les
séries de Dirichlet qui convergent en leur exposant critique, il existe
une fonction croissante H:[0, +oo[— [0, +oo[ telle que:

(1) La série g, y(s) = X ey H(a¥)a™W! diverge pour s = e,(T)
et converge pour s > e;(I).

(2) Pour tout ¢ > 0, il existe un réel Sy >0 tel que H(af) <afp
pour tout a > 1 et pour tout S > fy.
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On remplace alors u; par
_ 1
gn,y(s)

> H(a")asWdirac(y).
yeyY

UH s

Les up, s sont des mesures de probabilité sur X pour s > e,(I).
On peut donc trouver une suite s(i) > e,(I') qui converge vers e,(I")
et telle que la suite up ;) converge faiblement vers une mesure de
probabilité u sur X UAX . Le fait que support(u) C A se démontre
comme plus haut.

Montrons la I'-quasi-conformité de u. Soit ¢ > 0 et fy donné&
par la propriété (2) de la fonction H. Prenons un point ¢ € X et
un voisinage V' C XUOX de & tel que tout point x € VN X vérifie
(5.3), a*l > By et al’*l > B,. On a cette fois pour toute fonction
continue f: X UJX — R dont le support est inclus dans V' :

bg s(f) = (1/gu, v (s)) Z H(a"hYa=sVIf(y),
yevnYy
Y ur s(f) = pm s(foy™h

= (eu,y(s) Y H@NhaV sz 'y),

y~lyevny
i.e.
(5.4) v un () =(1/gu,y(s)) > H@ha=Myf(y).
yeEVNY

Soit y un point de Y NV . On a, comme plus haut, d’apres (5.3),
(5.5) C—ljy(g)a~|yl <a < ij(é)a—lyl.

Si |yy| < |y|, alors H(a”!) < H(al!), puisque la fonction H est
croissante. Si |yy| > |y|, on a

H(a"y = H(a771-ighl)

< a®WI=DH(gV!) (d’apres la propriété (2) de H),
< C%jy(&)°H(a") (dapres (5.3)).

On a donc pourtout ye 'nY,

(5.6) H(a!) < max(1, C%j,(&)~*)H(a).

De méme, H(a") < H(a!) si |y| < |yy|. Si |y| > |yy|, on a
H(a") = H(aP1=171glly < g2 W1=17D g (gl7v1)

< CEJy (&P H(al™).
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On adonc pourtout yevVnyY,
(5.7) H(a"!) < max(1, C%j,(&)¢)H(a).
Si ’on pose
m(e) =min(l, C7%j,(£)7%) et M(e) =max(1l, C%j, (&)%),
les inégalités (5.6) et (5.7) donnent I’encadrement:
(5.8) m(e)H(a) < H(@") < M(e)H(a"),

pourtout yeYn/rb.
En appliquant (5.5) et (5.8) a (5.4), il vient

m(e)C™°j, (&) us(f) < v*us(f) < M(e)C (&) us(f)

qui montre en faisant tendre s = s(i) vers e,(I') et en faisant tendre
ensuite ¢ vers 0 que la mesure u est I'-quasi-conforme de dimension
€z(I') . On montre enfin support(x#) = A comme plus haut. O

COROLLAIRE 5.5. L’exposant critique e,(I") est strictement positif.

Démonstration. Supposons e,(I') = 0. Soit y € I' de type hyper-
bolique ([Gro], 8.2) et y* le point attractif de y. Quitte a remplacer
y par un de ses itéré€s, on peut supposer que y est 1/2-Lipschitz sur un
voisinage V' de y* ([Gro], 8.1.G). La I'-quasi-conformité de dimen-
sion D = 0 de la mesure u, construite dans le théoréme précédent,
donne une constante C > 1 telle que d(y*u)/du > C~! pour tout
" € T'. On a donc u(y"V) > C~lu(V) pour tout entier n > 0.
On en déduit que p* est de masse > C~lu(V). Il en résulte que
tout point de Porbite de y* est de masse > C~2u(V). Or cette or-
bite est infinie. D’autre part u(V) est strictement positif puisque
yt € A = support(u). Cela imposerait une masse infinie 8 A, d’ou
une contradiction. 0

6. Le lemme de Pombre de Sullivan. Pour x € X et d > 0, on
notera O(x, d) l'ombre sur X de la boule centrée en x et de rayon
d, c’est-a-dire ’ensemble des & € 0. X tels que tout rayon géodésique
d’origine x; et d’extrémité & passe a une distance <d de x.

REMARQUE. Si X est un arbre (i.e. 6 =0), O(x, d) est la boule
fermée C X de centre ¢ et de rayon r = (2/loga)a?~1*! pour tout
teO(x,d).

La proposition suivante est une généralisation du lemme de ['ombre
de Sullivan ([Sul-1], §2).



258 MICHEL COORNAERT

PROPOSITION 6.1. Soit u une mesure I'-quasi-conforme de dimen-
sion D sur 8X . Alors il existe des constantes C > 1 et dy > 0 telles
que, pour tout d > dy et pour tout y €T,

C~'r? < u(0(x, d)) < CrPa?P?,

oit 'on a posé x =y~ xy et r=a"X.

Les deux lemmes qui vont suivre nous seront utiles dans la démon-
stration de la Proposition 6.1.

(Rappelons les notations du §3. Soit r un rayon géodésique d’extré-
mité £ € X et h la fonction de Busemann associée a r. Etant
donné une isométrie y de X, on a posé j,(¢) = a®©) avec A(§) =
h(xo0) — h(y~'x0).)

LEMME 6.2. [/ existe une constante C = C(d, a) > 1 telle que, si
I’on pose x =y~ lxp,

C™lak12 < jy (&) < Cal™

pour tout &€ € O(x, d) et pour tout rayon géodésique r d’extrémité .

Démonstration. Si X est un arbre, on a vu que A(¢) = [p|—|p—x| ou
p estla projection de & sur le segment [xq, x]. Pour £ € O(x, d), on
a |[p—x| <d etdonc |x|-2d < A(¢) < |x|. D’ou I'inégalité du lemme,
avec C = 1, dans les arbres. Ici encore, on passe facilement au cas
général en utilisant le théoréme d’approximation par les arbres. O

LEMME 6.3. Etant donné un réel ¢ > 0, il existe un réel dy > 0 tel
que, pour tout d > dy, le complémentaire de I’image de O(y~'xy, d)
par vy soit de diametre < & pour toute isométrie y de X .

Démonstration. Soit & et n des points de 0X — yO(y~'xy, d). 1l
existe donc des rayons géodésiques [yxg, &[ et [vxo, n[, issus de yxg
et allant respectivement vers ¢ et 7, qui ne recontrent pas la boule
centrée en x et de rayon d. Pour u € [yxg, &[ proche de & et
v € [yxo, n[ proche de 7, on a, d’apres la propriété (P2) du §1,

I —nla < Ka= v )
pour une certaine constante K = K(d, a) En utilisant la J-hyperboli-:
cité de X, il vient:
(u-v) >min((u-yxp), (v-yxp)) — 9 (d’apres (1.1))
>d-5 (d’apres (1.2)).
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On obtient finalement

| —nla < Ka*®’a=¢ qui permet de conclure. o

Démonstration de la Proposition 6.1. La mesure u n’est pas réduite
a un atome d’apres la I'-quasi-conformité de u et le fait que I' ne
fixe aucun point de X . Par conséquent, la masse totale M de u
est strictement plus grande que la borne supérieure m des u({&})
(¢ € 8X). Fixons un réel m tel que my < m < M. D’apres la
définition de mg et la compacité de dX, on peut trouver un ¢ > 0
tel que toute partie de 90X de diametre < ¢ soit de mesure < m.
11 existe donc, d’aprés le Lemme 6.3, une constante d, indépendante
de y telle que la mesure de (80X — O(x, d)) soit < m pour tout
d > dy. On aura pour un tel 4 :

(6.1) M—-m< u(yO(x, d)) < M.

Choisissons pour chaque point £ € X un rayon géodésique d’extré-
mité £. Cela permet de définir j, sur 0.X. D’apres le Lemme 6.2,
on a pour tout £ € O(x, d):

(6.2) Crla¥=24 < j, (&) < Cyal

pour une certaine constante C; = Cy(d, a) > 1. La mesure u étant
I'-quasi-conforme de dimension D on a en utilisant (6.2):

(6.3)  Cila™PM < pu(0(x, d)/u(rO(x, d)) < Cra~P¥a?P?.

On obtient I’encadrement voulu en multipliant (6.1) et (6.3) mem-
bre a membre. O

L’énoncé suivant montre que l’existence d’une mesure I'-quasi-
conforme impose une certaine majoration de la croissance des orbites
de I" dans X.

PROPOSITION 6.4. Soit u une mesure I'-quasi conforme de dimen-
sion D sur 0X et Y C X une orbite de I". Soit ny(R) le nombre de
points de Y situés a une distance < R du point base. Alors il existe
un réel C tel que ny(R) < CaPR pour tout R.

Dans la démonstration de la Proposition 6.4 on utilisera le lemme
suivant.

LEMME 6.5. Soit d un réel > 0. Il existe un entier N tel que,
pour tout £ € dX et pour tout entier k, le nombrede y € Y tels que
EeO(y,d) et |ylelk—1, k] soit <N.
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Démonstration du Lemme 6.5. Soit y et y’ des points de Y tels que
e O(y,d)nO(y, d) ettelsque |y|, |y'| € lk—1, k]. Montrons que
|y —¥'| £4d + 1. Choisissons un rayon géodésique [xp, &[ allant de
xp a ¢. Par définition de O(y, d), il existe un point p sur [xp, &[ tel
que |y—p| < d. L’inégalité triangulaire donne |y|—|y—p| < |p| < |y|+
[y—p|. Onadonc |p| € Jk—1-d, k+d]. De méme on pourra trouver
un point p’ sur [xg, &[ telque |y'—p'| <d et |p'|€lk—1-d, k+d].
Les points p et p’ étant situés sur un méme rayon géodésique issu
de xp, on en déduit [p—p'|<(k+d)—(k—-1-d)=2d+1. Dou
y=yI<ly-pl+Ip-D|+Ip'-)|<4d+1. :

Mais, puisque le groupe I' agit de maniére proprement discontinue
sur X, la boule fermée de centre y et de rayon 4d + 1 ne contient
qu’un nombre fini N (indépendant de y € Y) de pointsde Y. O

Démonstration de la Proposition 6.4. Soit E; I’ensemble des y € I’
tels que |y~lxo| € Jk—1, k] et v = card(Ey). D’apres la Proposition
6.1, on peut trouver des réels C; > 1 et d > 0 tels que pour tout k
et pour tout y € Ej :

(6.4) a=Pk < Cuu(0(r~'x0, d)).
On a d’autre part,

(6.5 > wO(r'xo, d)) <Czu(U O(y~'xo, )),

YEE, yEE,

puisque, d’apreés le Lemme 6.5, le nombre de y € E; tels que & €
O(y~'xo, d) est majoré par une constante ne dépendant ni de & € X
ni de k. De (6.4) et (6.5) on déduit

v < CLCou(dX)aP* = C3aP*,

D’ol, en notant N; le nombre de y € I" tels que |yxo| < k, N, =
@0+ vy + -+ v < CaaPk et donc ny(R) < CsaPR. O

Par définition, e,(I") = limsup 1/Rlog, ny(R). On a donc le

COROLLAIRE 6.6. Toute mesure I'-quasi-conforme de dimension D
sur X doit vérifier D > e, ().

Le corollaire précédent et la Proposition 4.3 donnent le

COROLLAIRE 6.7. S’il existe un borélien T-invariant B C 0 X et un
réel D > 0 tel que la D-mesure de Hausdorff de B soit de masse iotale
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finie et non nulle, alors D > e,(I') (en particulier T est d’exposant
critique fini).

D’apres le Théoreme 5.4, il existe, pour I d’exposant critique fini,
une mesure I'-quasi-conforme de dimension e,(I') = e(I')/Log(a).
On a donc le

COROLLAIRE 6.8. Il existe un réel C tel que ny(R) < Cexp(e(I')R)
pour tout R.

7. Groupes quasi-convexes-cocompacts. Soit toujours I' un groupe
non élémentaire d’isométries de X d’ensemble limite A. Notons
Q(A) I’enveloppe de Gromov de A, c’est-a-dire la réunion des (images
des) géodésiques g:R — X dont les extrémités g(—oo) et g(co) sont
dans A. Il est clair que Q(A) est I'-invariant. Le théoréme d’Ascoli
montre facilement que Q(A) est fermé dans X (rappelons que les
boules fermées de X sont compactes). Le groupe I' est dit quasi-
convexe-cocompact si Q(A)/I" est un compact. Si I’on se fixe une
orbite Y c X de T, cela revient a dire qu’il existe une constante C
tel que tout point de Q(A) soit a une distance < C de Y.

REMARQUE. Un groupe discret I' d’isométries de H”" est dit
convexe-cocompact (voir [Sul-1], §3) si H(A)/I" est compact, ou H(A)
C H" est I’enveloppe convexe de A. On notera que I est convexe-
cocompact si et seulement si I est quasi-convexe-cocompact (la néces-
sité est évidente; pour montrer la suffisance, on utilise le fait qu’il ex-
iste une constante C = C(n) telle que tout point situé a I’intérieur
d’un simplexe de H” soit a une distance < C de la réunion des arétes
du simplexe (par récurrence, pour n = 2 ce n’est rien d’autre que la
d-hyperbolicité de H?)).

La caractérisation suivante des groupes quasi-convexe-cocompacts
est intéressante en Soi.

PRrROPOSITION 7.1. Soit Y C X une orbite de I". Alors T" est quasi-
convexe cocompact si et seulement si il existe un réel C tel que tout
rayon géodésique issu de xq et allant vers un point de A reste a une
distance < C de Y .

Démonstration. La condition est suffisante. En effet, soit & et n des
pointsde A et ]&, 5[ une géodésique qui les relie. Menons des rayons
géodésique [xp, &[ et [xp, n[. La finesse du triangle géodésique
[x0, &, n] montre que tout point de [£, n[ est a une distance < C; de
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[xo0, [ U [x0, n[, o C; est une constante qui ne dépend que de ¢
(voir par exemple [CDP], Ch. 2, Prop. 2.2). Par conséquent, si [xq, &[
et [xo, n[ restent a une distance < C de Y, alors ]&, n[ reste a une
distance < C+C; de Y.

Montrons maintenant que la condition est nécessaire. Supposons
I' quasi-convexe-cocompact. Il existe donc une constante C telle que
tout point de Q(A) reste a une distance < C de Y. L’ensemble A
n’étant pas réduit a un point, on peut trouver une constante 4 > 0
telle que, pout tout £ € A, il existe n € A tel que |[€ —n|, > 4.
Soit [xg, &[ un rayon géodésique allant de xy a £ € A. Menons des
géodésiques ¢, [ et ]xg, n[ pour un 5 dans A tel que |E—n|, > 4.
Soit p un point sur }¢, n[ avec |p| minimal. Pour u et v des points
sur ]&, n[ proches respectivement de & et 7, on aura, d’apres la
propriété (P2) du §1, (u-v) < B pour une certaine constante B qui
se calcule en fonction de A4, a et d. En prenant soin de prendre u
et v de part et d’autre de p, on a (u-v) > dist(xg, [u, v]) — 40,
d’apres (1.2). On a donc |p| = dist(xy, [u, v]) < B +4J. Tout point
de [xp, &[ est a une distance < C; = C;(d) de [xp, p[ U [p, &[ (en
se servant de la finesse du triangle [xg, &, p]). Par conséquent, si x
est un point de [xp, &[ tel que |x| > C, = C; + B +4d, alors x esta
une distance < C; de ¢, p] et donc a une distance < C + C; d’un
point de I’orbite Y . D’autre part, il existe une constante C; telle que
tout point de la boule fermée centrée en x; et de rayon C, soit a une
distance < C3; de Y. On en déduit que tout point de [xp, &[ reste a
une distance < C; = max(C3, C+ C;) de Y. o

On suppose, dans la suite de cette section, I" quasi-convexe-cocom-
pact et d’exposant critique fini.

Soit Y une orbite de I dans X . Rappelons que ’on a noté ny(R)
le nombre de points de Y a une distance < R du point base xp. On
ale

THEOREME 7.2. Il existe un réel C > 1 tel que
C~'exp(e(IR) < ny(R) < Cexp(e(I)R)
pour tout R.
Démonstration. D’aprées le Corollaire 6.8, il suffit de démontrer la
premiere inégalité. Il est clair que I’on peut supposer que X, appar-

tient 2 Y. D’apres la Proposition 7.1, il existe un réel C; tel que
tout point situé sur un rayon géodésique allant de xy a un point
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quelconque de A soit a une distance < C; de l'orbite Y. Par
conséquent, si ¢ est un point de A et si u est le point situé sur
un rayon géodésique [xp, £[ a la distance R de Xxp, il existe un
y €T tel que |u—y'xy| < C;. Il en résulte que ¢ appartient a
'ombre O(y~!xq, C;). D’autre part, I'inégalité triangulaire donne
R—-C) < |y~ !x9| < R+ C;. Notons E(R) I’ensemble des points x de
lorbite de xj tels que R—C; < |x| < R+ C;. Ce qui précede montre
que A est contenu dans la réunion des O(x, C;) pour x € E(R).
On a donc, u désignant une mesure I'-quasi-conforme de dimension
D = ¢4(I') et de support A (rappelons que I’existence d’une telle

mesure résulte du Théoréme 5.4),

> w(O0(x, Cy)) > u(A).

X€EE(R)

D’ou, si d; est la constante fournie par la Proposition 6.1 et si ’on
prend d = max(dy, C;):

> wO(x, d)) = u(A).
X€EE(R)
Or, d’apres la Proposition 6.1, on a u((O(x, d)) < C,aPR (ou G,
est un réel strictement positif qu1 ne dépend ni de x ni de R). On
en déduit
card(E(R)) > const - aPR

ce qui permet de conclure. O

COROLLAIRE 7.3. La série de Poincaré gy(s) =Y.y a~*P! diverge
en s =¢,(T).

Démonstration. Posons n; = ny(k). On a pour s > e,(I') :

gr(s)>C1 Y ma*s
keN

> E a~ks=el)  (Fapres le Théoreme 7.2)
keN
> C3/(1 —a=67%0)),

D’ou gy(s) — co quand s — e,(I'). O

Pour £ € 90X et r > 0, notons B(&, r) la boule C X de centre
¢ et de rayon r.
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ProrosITION 7.4. Soit u une mesure I'-quasi-conforme de dimen-
sion D dont le support est contenu dans A. Alors il existe un réel
C > 1 tel que

C'rP < u(BE&,r)<CrP

pour tout £ € A et pour tout r > 0.

Démonstration. Supposons tout d’abord que X soit un arbre.
D’apres la Proposition 7.1, il existe un réel C; tel que tout point
situé sur un rayon géodésique allant de x; a un point quelconque de
A soit a une distance < C; de l'orbite de xg. Soit dy comme dans
la Proposition 6.1. Considérons un point £ de A. Soit u le point
sur le rayon géodésique [xg, ¢[ tel que 7 = (2/Loga)a~!*!. On notera
que B(&, r) est ’ensemble des points de X dont la projection sur
[xo0, &[ appartient a [u, &[. Soit v le point situé sur [u, &[ tel que
lu—v|=dy+ C; etsoit y €T tel que |[y~lxo—v| < Cy (Fig. 2). Si
’on pose d = |u — y~'xp|, on remarque que B(&,7) = O(y~'xq, d).
L’inégalité triangulaire donne d > |u — v| — |[v — y"Ixo| > dp. La
Proposition 6.1 nous donne donc

(7.1) CylrP < w(B(E, ) < Cor'Pa?P?

ou C, > 1 est une constante qui ne dépend ni de £ nide r et ou I'on
. -1
aposé r =qa v Xl

T
i

X0

FIGURE 2
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Comme |u| < |y~ !xo| < |u| +dy + 2Cy, le rapport r/r' reste donc
entre deux constantes strictement positives qui ne dépendent ni de ¢
nide r. Comme d’autre part d < dy+2Cy, (7.1) donne ’encadrement
cherché.

Ici encore, I'approximation par les arbres permet d’étendre la
démonstration au cas général. o

COROLLAIRE 7.5. Soit u une mesure I'-quasi-conforme de dimen-
sion D dont le support est contenu dans A et soit #P la D-mesure
de Hausdorff sur A. Alors il existe une constante C > 1 telle que

C™'ZP(4) < u(4) < C#P(4)
pour tout A C A.

Démonstration ([Sul-1], §3). Soit (U;) un e-recouvrement de A
(avec U; ¢ A). La proposition précédente nous donne une con-
stante C; telle que u(U) < Ci|U|P pour tout U C A. On a alors
w(A4) < p(UU) < S u(Ui) < C T |UP. Dow u(4) < CLzP(A) et
donc u(A) < C;#P(A), en faisant tendre & vers 0.

L’inégalité de gauche est moins immédiate. Pour la démonstration
voir [Sul-1], §3; le lecteur vérifiera que les arguments qui y sont donnés
restent valables dans notre contexte. O

Soit E un espace métrique et #“ la D-mesure de Hausdorff sur
E (pour D réel > 0). Rappelons que

dimy (E) = sup{D: #P(E) = 0o} = inf{D: #ZP(E) = 0}

s’appelle 1a dimension de Hausdorff de E. Ona 0 < dimg(E) < c0.
Le Corollaire 7.5 et ’existence d’une mesure I'-quasi-conforme de
dimension e,(I") supportée par A (Théoréme 5.4) donnent le

COROLLAIRE 7.6. La e,(I')-mesure de Hausdorff de A est finie et
non nulle. En particulier A est de dimension de Hausdorff e,(T).

Le théoréme suivant montre les propriétés remarquables dont jouit
la mesure de Hausdorff de dimension e,(I") sur I’ensemble limite d’un
groupe quasi-convexe-cocompact. Dans cet énoncé, L3°(#) désigne
I’ensemble des fonctions # -mesurables sur A et # -presque-partout
encardrées entre deux constantes strictement positives.

THEOREME 7.7. La e,(T')-mesure de Hausdorff # sur A possede
les propriétés suivantes:
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(1) Z est une mesure I'-quasi-conforme de dimension e,(T").

(2) Laction de T sur (A, Z) est ergodique.

(3) St u est une mesure I'-quasi-conforme de dimension D dont
le support est contenu dans A, alors D = e,(I") et les mesures u et
A& sont absolument continues l'une par rapport a 'autre. En fait, les
mesures y - #Z , pour y € LP(#), sont toutes I'-quasi-conformes et
de support A et ce sont les seules mesures I'-quasi-conformes dont le
support est contenu dans A.

Démonstration. . L’assertion (1) résulte de la Proposition 4.3.

Pour montrer (2), donnons-nous un borélien I'-invariant B C A
dont la /#-mesure est non nulle. La restriction de /# a B définit
alors une mesure I'-quasi-conforme de dimension ¢,(I"). On a donc,
d’aprés le Corollaire 7.5, une constante C telle que #(A) <
C#Z(ANB) pour tout 4 Cc A. Dot Z (A — B) =0, ce qui montre
Iergodicité de I’action de I" sur (A, #).

Soit maintenant u une mesure I'-quasi-conforme de dimension D
dont le support est contenu dans A. Le Corollaire 7.5 montre que
ZP(A) est fini et non nul. On a donc D = dimy(A) = e,(I"). Ce
méme Corollaire 7.5 montre que les mesures /# et u sont absolument
continues 'une par rapport a I’autre. Il montre aussi que la dérivée de
Radon-Nikodym de u par rapport a /# reste presque-partout entre
deux constantes strictement positives. Inversement, /7 étant I'-quasi-
conforme de dimension e,(I"), il est clair que toute mesure de la forme
w-AZ ,pour y € L¥(Z), I'est aussi. O

8. Mesures I'-conformes dans les arbres. Dans cette section X est
un arbre réel (6 = 0), toujours supposé localement compact. Rap-
pelons les faits suivants (§3). Soit y une isométrie de X. On a
posé, pour & € X, A(E) = |p —xo| — |p — 7 1x0| ou p est la pro-
jection de ¢ sur [xg, y"!xp]. Si & est la fonction de Busemann
associée a un rayon géodésique quelconque d’extrémité &, on a vu
que 'on a aussi A(&) = h(xg) — h(y~'xp). Soit j,:0X — ]0, oof
définie par j,(¢) = a®¢). La fonction j, est localement constante
et il existe, pour tout £ € X, un voisinage V' C 9X de & tel que
lym1 = ym2la/Im — M2la = jy(£) pour tous les n; # 1, dans V.

DEeFINITION 8.1. Soit I un groupe d’isométries de X, D un réel
> 0 et u une mesure sur 0.X de masse totale finie et non nulle. La
mesure u est dite I'-conforme de dimension D si y*u = jfu pour
tout yeTl'.

Toute mesure I'-conforme est, bien entendu, I'-quasi-conforme.
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Soit maintenant I une groupe proprement discontinu et non élémen-
taire d’isométries de X d’ensemble limite A. On remarque que la
construction d’une mesure I['-quasi-conforme de dimension e,(I),
faite dans la démonstration du Théoreme 5.4, donne, pour les arbres,
une mesure I'-conforme (car on peut prendre C =1 dans (5.3)). On
a donc le

THEOREME 8.2. Si I est d’exposant critique fini, il existe une mesure
I"-conforme de dimesnion e,(I") dont le support est A.

Notons que, dans un arbre, Q(A) est ’enveloppe convexe (méme
définition que dans le cas X = H") de A. On qualifiera donc le
groupe I' de convexe-cocompact plutoét que de quasi-convexe-cocom-
pact si Q(A)/I" est compact. Pour I" convexe-cocompact et d’exposant
critique fini, on a les résultats suivants en notant toujours Z la e,(I)-
mesure de Hausdorff sur A.

THEOREME 8.3. (1) Z est I'-conforme de dimension e,(T').

(2) Si u est une mesure I'-conforme de dimension D dont le support
est contenu dans A, alors D = e,(I') et u = AZ pour une certaine
constante A > 0.

(3) Z (normalisée par # (A) = 1) est la limite faible pour s ten-
dant vers e,(I') par valeurs supérieures des mesures

ps= {1/ a= V| 3" a=Vdirac(y)

yeY yeyYy
pour Y C X une orbite quelconque de T .

Démonstration. On a déja vu que #Z est de masse totale finie et
non nulle (Corollaire 7.4). La I'-conformité de dimension e,(I") de
# est immédiate. En effet pour tout £ € X, on peut trouver un
voisinage V' C 0X de & tel que |yU|, = j,(¢)|U|, pourtout U C V.

Soit u une mesure I'-conforme de dimension D dont le support est
contenu dans A. D’apres la partie 3 du Théoréme 7.7, ona D = ¢,(I')
et la mesure u est absolument continue par rapport a #Z . Il en
résulte que la dérivée de Radon-Nikodym du/d# est I'-invariante.
L’ergodicité de ’action de I" sur (A, #Z) (partie 2 du Théoreme 7.7)
montre que du/d#Z est #-presque constante. Cela établit (2).

D’apres le Corollaire 7.3, la série de Poincaré

gr(s) =Y a™V

yeyYy
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diverge en s = ¢,(I') . La démonstration du Théoréme 5.4 montre que
pour toute suite s(Z) de réels > e,(I') telle que la suite u,(;) converge
faiblement vers une mesure x4 sur X UJX, alors u est I'-conforme
et supportée par A. On aura donc u = #Z d’apres (2). On en déduit
(3) par compacité de I’espace des mesures de probabilité sur X UoX
(pour la topologie de la convergence faible). o

9. Construction de mesures I'-quasi-invariantes sur 82X . Soit, H"
étant toujours équipé d’un point base, || — || la distance euclidienne
entre deux points ¢, n € 9H" = S"~! c R". Pour toute isométrie y
de H",on a ‘

9E = ynll® = Y- 1Y ()] - 1€ = nl|?

(théoreme géométrique des valeurs intermédiaires, voir [Sul-1], §4).
L’énoncé suivant donne une version arborisée de cette formule.

PRrROPOSITION 9.1. Soit X un arbre et y une isométriede X . On a

(9.1) & = ynla = Jy(&) - jy(n) - 1€ — I3
pour tous les £, nedX.

Démonstration. Quitte a échanger £ et 7, il n’y a que deux cas de
figure a considérer (Fig. 3).

Dans le cas (a), les points £ et n ont méme projection p sur
[x0, 7" 'xp]. Soit g la projection de ¢ su [p, n]. On a

Jy(é) = jy(n) = alpl=lpl s
1€ = nla = (2/Loga)a P-4, et
|9& — ynla = (2/Loga)a~7pl=lrp=rdl
— (Z/Loga)a—lypl_‘lp"‘” ,
ce qui montre (9.1).

Dans le cas b), les points £ et n se projettent respectivement en
D1 et py sur [xg, v~ !xg] avec xg, p1, P2, 7" 1xo se suivant dans cet
ordre sur [xg, 7" !xg]. On a alors

jy(€) = alp =l
jy(n) = alpal=1vp,l |
| — nla = (2/Loga)a™P!, et
7€ = y11la = (2/Loga)a™1"7:l,
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q
g n
X, v x,
p
3.a
3 n
Xy y’lxo
P 123
3.b
FIGURE 3
d’ou (9.1) en utilisant
1] = [yp1] + Ip2| = lvp2| = 2(IP1] = [7D2))- o

Soit 82X = X x dX-diagonale ’ensemble des couples de points
distincts du bord de X . Le groupe I' agit sur 92X par (&, n) =
(v&, yn) pour yeT et (£, n)€d?X.

COROLLAIRE 9.2. Si X est un arbre et si u est une mesure I'-
conforme de dimension D sur dX, alors m = u x u/|E — n|2P est
une mesure T-invariante sur %X .

Démonstration. On a
vime=yrux yuf1yE = ymizP
= Jy (&P (m)Pu x u/|yE = ynl3P
(d’apres la I'-conformité de u)
=m (d’apres la proposition précédente). d
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Supposons maintenant X J-hyperbolique. Soit y une isométrie de
X . La Proposition 9.1 et le théoréme d’approximation par les arbres
donnent la

ProPOSITION 9.3. I/ existe une constante C = C(d, a) > 1 telle que

Cl < e —ml2/Gr(©) - Jy(m) - 1E=mld) < C
quels que soient les &, n distincts € 0X et les rayons géodésiques
d’extrémités respectives & et n qui servent a définir j,(&) et j,(n).

COROLLAIRE 9.4. Si u est une mesure I'-quasi-conforme de dimen-
sion D sur 0X, alors m = u x u/|& —n|2P est une mesure T-quasi-
invariante sur 82X, c’est-a-dire qu’il existe un réel C > 1 tel que

C~'m(4) < m(y4) < Cm(A)
pour tout A C 8%X . o
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