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MESURES DE PATTERSON-SULLIVAN SUR LE BORD
D'UN ESP ACE HYPERBOLIQUE AU SENS DE GROMOV

MICHEL COORNAERT

Patterson et Sullivan ont mis en relation la croissance des or-
bites d'un groupe discret d'isometries de Hn et certaines proprietes
geometriques et ergodiques de son ensemble limite. On etend quel-
ques-uns de leurs resultats a des groupes d'isometries d'un espace
hyperbolique au sens de Gromov.

0. Introduction. Considerons Γespace hyperbolique usuel Hn,
equipe d'un point base XQ . Munissons le bord dHn de Hn de la
mέtrique visuelle obtenue en regardant dHn a partir de XQ (la dis-
tance entre deux points de dHn est Tangle que font entre eux les
rayons geodesiques issus de xo et allant vers les deux points). dHn

est ainsi muni d'une structure de variete riemannienne isomorphe a
celle de la sphere standard Sn~ι. On sait que toute isometrie γ de
Hn s'etend en un homeomorphisme conforme de ΘHn . Soit \γ'(ξ)\
la dilatation infinitesimale de γ en ξ e dHn (c'est-a-dire le rapport
de similitude de / : TζdHn -+ TyξdHn).

Soit maintenant Γ un groupe discret non elementaire d'isometries
de Hn . Etant donne un reel D > 0 ? une mesure μ sur dHn , de
masse totale finie et non nulle, est dite T-conforme de dimension D si

γ*μ — l/l^μ pour tout γ G Γ,

oύ γ*μ est la mesure definie par γ*μ(A) = μ(γA) pour tout A c dHn .
Notons nY(R) le nombre de points d'une orbite Y c Hn de Γ

situes a une distance < R de Xo . L'exposant critique e(T) du groupe
Γ est

έ?(Γ) = limsup \/RLognY(R).
R-+oo

L'inegalite triangulaire montre que ^(Γ) ne depend ni du choix du
point base Xo ni de celui de Γorbite Y. Une minoration du volume
de la boule de centre XQ et de rayon R (volume en const ^ ^ " 1 ^ pour
R grand) montre facilement e(Γ) < n- 1. Cette minoration s'obtient
en considerant des boules B(y, r) ayant pour centres les y e Y et
pour rayon un r > 0 assez petit pour que les boules B(y, r) soient
disjointes.
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Patterson (n = 2, [Pat-1]) puis Sullivan (n quelconque, [Sul-
1]) ont montre Γexistence d'une mesure Γ-conforme de dimension
D = e(Γ) dont le support est Γensemble limite Λ c dHn de Γ.
Une telle mesure permet (sous certaines hypotheses sur Γ) d'obtenir
des informations tres interessantes sur la croissance des orbites de Γ
dans Hn , la mesure de Hausdorίf sur Λ, les proprietes ergodiques de
Faction de Γ sur Λ et les proprietes spectrales du laplacien de Hn/T.
(voir [Pat-1], [Pat-2], [Sul-1], [Sul-2], [Sul-3]).

On se propose ici de generaliser la construction de Patterson-
Sullivan a des groupes d'isometries d'un espace metrique hyperbolique
au sens de Gromov ([Gro]). On etend aussi quelques-uns des resultats
de [Sul-1], en suivant pas a pas les arguments qui y sont donnes.

Les resultats obtenus s'appliquent et particulier a Γetude de groupes
proprement discontinus d'isometries d'arbres ou de varietes riemanni-
ennes simplement connexes dont la courbure sectionnelle est majoree
par une constante strictement negative. Us s'appliquent aussi a Γetude
des sous-groupes d'un groupe hyperbolique au sens de [Gro].

Le plan de cet article est le suivant.
Le §1 est fait de rappels sur les espaces hyperboliques au sens de

Gromov ([Gro]). Soit X un espace metrique hyperbolique complet,
geodesique et localement compact. Gromov attache a X son bord
hyperbolique dX. Le choix d'un point base XQ G X et d'une constante
a > 1 (a prendre suffisamment proche de 1) permet de definir une
metrique "visuelle" sur dX ([Gro], 7.2).

Dans le §2 on rappelle la definition de la fonction de Busemann
essociee a un rayon geodesique de X et on en donne quelques pro-
prietes elementaires qui serviront par la suite.

Toute isometrie y de I s'etend en un homeomorphisme de X U
dX. Dans le §3, on etudie la dilatation de γ pour la metrique visuelle
sur dX. Plus precisement, si ξ est un point de dX et si h est la
fonction de Busemann attachee a un rayon geodesique quelconque
d'extremite ξ, on montre que cette dilatation est, au voisinage de
ξ9 proportionnelle a aA^ , en posant A(ζ) = h(x0) - h(γ~ιx0). (Le
"proportionnelle a" signifie ici que le rapport des deux quantites reste
entre deux constantes strictement positives ne dependant ni de ξ ni
de γ.)

Les §§4, 5, 6 et 7 sont une copie quasi-conforme des §§1, 2 et 3 de
[Sul-1]. Prenons un groupe Γ proprement discontinu d'isometries de
X. Dans le §4 on definit la notion de mesure Y-quasi-conforme de
dimension D sur dX (pour D reel > 0).
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Definissons lexposant critique de base a de Γ par

ea(Γ) = e(Γ)/Loga = limsup l/Rloga nγ{R).
R->oo

(Oύ logα designe le logarithme de base a et oύ nγ(R) est le nombre
de points d'une orbite Y c X de Γ situes a une distance < R du
point base XQ.)

Le groupe Γ est dit elementaire si son ensemble limite AcdX est
de cardinal < 2. On supposera toujours Γ non elementaire.

Si Γ est d'exposant critique fini, on montre dans le §5, en suivant la
construction de Patterson-Sullivan, Γexistence d'une mesure Γ-quasi-
conforme de dimension ea(T) dont le support est Λ. Cela permet
par exemple de montrer que Γexposant critique de Γ est toujours
strictement positif.

Dans le §6 on generalise le lemme de Vombre de Sullivan ([Sul-1],
§2). Ce lemme permet de montrer que toute mesure Γ-quasi-conforme
de dimension D sur dX doit verifier D > ea(Γ). Le lemme de
Γombre permet aussi de montrer qu'il existe un reel C > 0 tel que
nγ(R) < Cexp(e(Γ)R) pour tout R.

Soit β(Λ) Γenveloppe de Gromov de Λ, c'est-a-dire la reunion des
geodesiques c X dont les extremites sont dans Λ. β(Λ) est un
ferme Γ-invariant. Le groupe Γ est dit quasi-convexe-cocompact si
Q(Λ)/Γ est un compact. Dans le §7 on etablit les resultats suivants
pour Γ quasi-convexe-cocompact et d'exposant critique fini:

(i) la mesure de Hausdorff %? de dimension ea(Γ) sur Λ a une
masse totale finie et non nulle. En particulier la dimension de Haus-
dorff de Λ est egale a ea(Γ).

(ii) β? est une mesure Γ-quasi-conforme de dimension ea(Γ),
dont le support est Λ. Si μ est une mesure Γ-quasi-conforme de
dimension D, dont le support est contenu dans Λ, alors D — ea(T)
et les mesures %? et μ sont equivalentes, c'est-a-dire absolument con-
tinues Tune par rapport a Γautre. En fait, les seules mesures Γ-quasi-
conformes, dont le support est contenu dans Λ, sont les mesures de
la forme ψ %? pour ψ une fonction sur Λ ^-mesurable et β^-
presque-partout comprise entre deux constantes strictement positives.

(iii) L'action de Γ sur (Λ, βf) est ergodique (i.e. pour tout borelien
Γ-invariant B c Λ, on a &(B) = 0 ou ^F(Λ -B) = 0).

(iv) II existe un reel C > 1 tel que

C " 1 exp(<?(Γ)i?) < nγ{R) < Cexp(e(Γ)R) pour tout R.
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(v) La serie dePoincare gγ{s) = Σyeγa~s^ ( o ΐ ι M est la distance
de y au point base) diverge en 5 = ea{T).

Dans le §8, X est un arbre. On definit la notion de mesure Γ-
conforme sur <9X, notion plus restrictive que celle de mesure Γ-quasi-
conforme. La construction du §5 donne, pour Γ d'exposant critique
fini, une mesure Γ-conforme de dimension ea(Γ) dont le support est
Λ. Sous Γhypothese Γ convexe-cocompact et d'exposant critique fini,
on montre Γexistence d'une unique mesure Γ-conforme supportee par
Λ (a un facteur constant pres). Cette mesure Γ-conforme canonique
est la mesure de Hausdorff de dimension ea{Γ) sur Λ. On a done,
dans les arbres, une analogie encore plus grande avec le cas X = Hn

(cf. [Sul-1],§3).
Une version arboriseee du theoreme gέometrique des valeurs in-

termediaires ([Sul-1], §4) montre (§9) que toute mesure μ Γ-conforme
de dimension D sur le bord d'un arbre X permet de definir une
mesure Γ-invariante m sur Γespace d2XcdXxdX des couples de
points distincts de dX, si Ton pose

m = μx μ/\ξ - η\2

a

D

(oύ \ξ - η\a est la distance visuelle entre les points ζ et η de dX).
Pour X hyperbolique au sens de Gromov et μ une mesure Γ-quasi-

conforme de dimension D sur dX, la construction precedente donne
une mesure m T-quasi~invariante sur d2X, e'est-a-dire qu'il existe un
reel C > 1 tel que C-χm(A) < m(γA) < Cm(A) pour tout A c d2X
et pour tout γ G Γ.

Je remercie Athanase Papadopoulos pour son aide et pour ses nom-
breuses suggestions.

1. Rappels et notations. On rappelle quelques definitions et resultats
de [Gro]. (Pour ces resultats, le lecteur trouvera des details de demon-
strations dans [CDP] et dans [GH].)

Soit X un espace metrique et XQ un point base de X. On note
\x - y\ la distance entre les points x et y de X et |JC| la distance
de x au point base x$ . Le produit de Gromov des points x et y est
[x y) = (|χ| + \yI - \χ -y\)/2. Etant donne un reel δ > 0, on dit
X est δ hyperbolique si

(1.1) (χ.y)>min((χ.z),(y.z))-δ

pour tous les x9 y, z e X et pour tout choix du point base XQ .
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L'espace X est dit hyperbolique s'il existe un δ > 0 tel que X soit
(5-hyperbolique.

Tout arbre (reel) est O-hyperbolique. Toute variete riemannienne
complete simplement connexe dont la courbure sectionnelle est partout
majoree par une constant — a2 < 0 est J-hyperbolique pour δ =
a~ι log 3. Un groupe de type fini G est dit hyperbolique si son graphe
de Cayley, relativement a un systeme generateur fini S, est hyper-
bolique pour la metrique du mot (on montre que cette definition ne
depend pas du choix de S).

Une geodesique de X est une application g d'un intervalle / c R
dans X telleque \g(t\) — g(t2)\ — \h~h\ pour tousles t\, ti G / . Un
segment (resp. rayon) geodesique est une geodesique g: I -> R avec
I = [a, b] (resp. / = [0, oof). On se permettra parfois d'identifier
une geodesique a son image.

L'espace metrique X est dit geodesique si deux points de X peu-
vent toujours etre relies par un segment geodesique.

Si X est geodesique et <5-hyperbolique, on a (voir par exemple
[CDP], Ch. 3, Lemme 2.7):

(1.2) dist(x0, [x, y]) ~4δ<(x-y)< dist(x0, [x, y])

pour tout segment geodesique [x, y] c X.
Dans tout ce qui suit, X est un espace metrique geodesique\ complet,

localement compact et δ'hyperbolique. Rappelons que, dans un espace
geodesique, complet et localement compact, toutes les boules fermees
sont compactes.

Gromov attache a X son bord hyperbolique dX. La topologie
de X s'etend de maniere naturelle a X \J dX. L'espace X U dX
est un compact dans lequel X est un ouvert dense. Deux points
distincts de X U dX peuvent toujours etre relies par une geodesique.
Toute isometrie de X s'etend en un homeomorphisme de XudX de
maniere unique.

Gromov definit ([Gro], 7.2; [CDP], Chapitre 11) une classe de
metriques sur dX de la maniere suivante. Fixons un reel a > 1 et
definissons la α-longueur d'un chemin continu dans X comme etant
Γintegrale le long du chemin de la fonction f(x) — α~~M . Definissons
la α-distance |x-y |^ entre deux points x et y de X comme etant la
borne inferieure des α-longueurs des chemins continus reliant x et y.
On montre qu'il existe une constante a§ > 1 (qui ne depend que de
δ) telle que pour 1 < a < a§ les proprietes suivantes soient verifiees:
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(PI) L'application identique de X s'etend en un homeomorphisme
de XudX sur le complete de X pour la metrique \\a. En particulier,
la metriqe | \a definit une metrique sur dX.

(P2) II existe une constante λ > 1 (qui ne depend que de δ et a)
telle que, ξ et η etant des points de dX,

(1.3) λ~ιa-^ <\ζ- η\a < λa^x'y)

pour tous les x, y € X situes dans des voisinages convenables respec-
tivement de ξ et de η.

REMARQUE. Si X est un arbre (i.e. δ = 0) et ξ e dX, il y a
un unique rayon geodesique r tel que r(0) = Xo et r(oo) = ξ. On
peut prendre a$ = oo et, si ζ et η sont deux points de 9 1 , o n a
\ξ-η\a = (2/Loga)a~\p\ oix p e X est le point a partir duquel les deux
rayons geodesiques d'origine XQ et d'extremites respectives ξ et η se
separent. On notera que | \a definit une distance ultrametrique sur le
bord de Γarbre, c'est-a-dire verifie \ξ - η\a < max(\ξ - υ\a, \v - η\a)
pour tous les ξ, η, o E 9X.

II resulte immediatement de (1.3) que si Γon change de point base
(a fixe) la nouvelle metrique est Lipschitz-equivalente a Γancienne.
(Deux metriques d et d1 sont dites Lipschitz-equivalentes s'il existe
une constante L > 1 telle que L~ιd < d' < Ld.) De meme, si Γon
fait varier a, la metrique obtenue est Hόlder-equivalente a la metrique
initiale. (Les metriques d et d' sont dites Hόlder-equivalentes s'il
existe des constantes L > 1 et a > 0 telles que L~ιda < df < Lda.)
En fait, pour α, a! e ]1, αo[, o n deduit de (1.3):

L-ι\ξ-η\ϊ<\ξ-η\a.<L\ξ-η\ϊ

pour une certaine constant L > 1 et pour a = Log αr/Log a.
Dans tout ce qui suit on seybce a e ]1, a$[.
Comme on Γa dit dans Γintroduction, les demonstrations se feront

tout d'abord dans les arbres (δ — 0). On passera au cas general en
utilisant le theoreme de Gromov dyapproximation par les arbres:

THEORέME 1.1 (Gromov, [Gro] 6.1). Soit g\,...,gn des geo-
desiques definies sur des intervalles du type [0, T] ou [0, oc[ et telles
que gi(0) = XQ pour tout i. Posons Z = Im g\ U Ulm gn . Alors il ex-
iste un arbre reelpointe ( Γ , *) et une application f: (Z , x0) —> ( Γ , *)
tels que:

(1) \z - z'\ - C < \f{z)-f{zf)\ <\z- z'\ pour tous les z , z' eZ
et pour une certaine constante C — C(δ, n).
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(2) la restriction de f a Imgz preserve les distances pour tout i.
(3) Si les geodέsiques gj et gj sont definies sur [0, oc[ et si Von

pose ξt = gi(oo) et ξj = gj(oc) alors

K-l\ζt - ξj\a < \f(ξi) - f(ξj)\a < K\ζi - ζj\a ,

pour une certaine constante K = K(δ, n, a) > 1.

En fait on peut prendre C = 2(1 + log2 ή)δ ([Gro], [CDP], [GH]).
On notera que (3) est une consequence immediate de (1) et de (1.3).

2 Fonctions de Busemann. Soit ξ e dX et r un rayon geodesique
tel que r(oo) = £. Lafonction de Busemann associee au rayon geode-
sique r est la fonction h:X -> R definie par

= lim (\x - r(t)\ - t) pour tout x eX.
t+oo

(La limite existe et est finie d'apres Γinegalite triangulaire. On a aussi
\h{x) — h{y)\ < \x — y\ en particulier h est continue.)

On utilisera les lemmes elementaires suivants (cf. [Gro], 7.5.D).

LEMME 2.1. Soit r et r' des rayons geodesiques de meme extremίte
ξ G dX. Soit h et hf les fonctions de Busemann associees respective-
ment a r et rr. Alors pour tous les X\, x>ι e X :

\{h{xx) - h(x2)) - (h'(x{) - h\x2))\ < C

oil C est une constante qui ne depend que de δ.

Demonstration. On peut prendre C = 20£ . Pour le detail voir [Coo]
(Proposition 6). La demonstration utilise le theoreme d'approxima-
tion par les arbres. D

REMARQUE. Si X est un arbre (i.e. δ = 0), la fonction h - hf est
constante sur X.

LEMME 2.2. Soit ξ un point de dX, r un rayon geodesique d'extre-
mite ξ et h la fonction de Busemann associee a r. Soit X\, x2 des
points de X. Alors il existe un voisinage V c X U dX de ξ tel que
pour tout y eV nX :

\(h(x{) -h(x2)) - (\y-Xι\ - \y-x2\)\ < C,

oil C est une constante qui ne depend que de δ.

Demonstration. Supposons tout d'abord r(0) = X\ . Prenons X\
comme point base de X. Appliquons le theoreme d'approximation
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/(ξ)

f(y)

FIGURE 1

par les arbres (Th. 1.1) pour n = 3, g\ — r, g2 = un segment
geodesique [x\, x2] et g3 = un segment geodesique [x\, y]. On ob-
tient, en posant Z = Im ^ ulm £2Ulm g3, un arbre reel pointe (T, *)
et une application / : (Z, x\) —> (Γ, *) qui preserve les distances le
long des geodesiques g\, g2, ^3 et telle que

(2.1) |z - z'| - Ci < |/(z) - /(z ; ) | < \z - zΊ.

pour tous les z, z' e Z et pour une certaine constante C\ = C\(δ).
Soit z un point sur le rayon geodesique r. En prenant y et

z dans un voisinage convenable de ξ, on peut rendre arbitraire-
ment grand le produit de Gromov (j; z), et done aussi le produit
(f(y) ' f(z)) d'apres (2.1). Or, pour (f(y) /(z)) assez grand, f(y)
et f(ξ) ont meme projection sur le segment [f(x\)9 f{xi)] (Fig. 1).
Par consequent, il existe un voisinage V de ξ tel que pour y e V les
points f(y) et f(ξ) ont meme projection sur [f(x\), f(x2)], ce
implique

oϋ Γon a note Λ7- la fonction de Busemann associee au rayon geode-
sique image de r par / .

Or M / ( * i ) ) = Λ(*i) = 0. D'autre part, d'apres (2.1), hτ(f(x2))
est egal a A(x2) a moins de C\ pres; de meme, |/(y) - f{Xi)\ est
egal a \y - xz | (/ = 1, 2) a moins de C\ pres. On a done Γinegalite
cherchee avec C = 3 Q , quand r(0) = Xi, et avec C = 3Q + C 2 ,
oϋ C2 = C2(J) est la constante donnee par le Lemme 2.1, dans le cas
general. D

LEMME 2.3. Soit ξ e dX et h la fonction de Busemann associee a
un rayon geodesique r d'extremite ξ. II existe un voisinage V c dX
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de ξ tel que pour tout rayon geodesique r1 d'extremite ξf £ V :

- h(x2)) - (h'(x{) - h'{x2))\ < C,

oil h! est la fonction de Busemann associee a r' et oil C est une
constante qui ne depend que de δ.

Demonstration. D'apres le Lemme 2.1 on peut supposer r(0) = r'(0)
= X\. On applique de nouveau le theoreme d'approximation par les
arbres en prenant Xi comme point base, n = 3, g\ = un segment
geodesique [x\, x2], g2 — r et g3 = r1. DΌϋ un arbre reel pointe
(Γ, *) et une application / : ( Z , x{) —• (Γ, * ) , pour Z = Im^j u
Im g2Ulm £3 , preservant les distances le long des gj et verifiant (2.1).
Pour ζ' suffisament proche de ξ, les points f(ξf) et f(ξ) se projettent
sur le meme point du segment geodesique [f(x\)9 f{xi)] - Les fonc-
tions de Busemann associees respectivement aux rayons geodesiques
f(r) et f(r') prennent done les memes valeurs en f{x\) et en f(x2)>
D'oύ, en utilisant (2.1), Γinegalite cherchee pour une constante
C = C(δ). D

3. Dilatation au bord d'une isometrie. Soit γ une isometrie de X.
Notons

dil7(//!, η2) = \γη\ - yηi\al\m ~ Άi\a

la dilatation de γ en un couple {η\, η2) de points distincts de dX.
Soit ξ un point de ΘX. Choisissons arbitrairement un rayon

geodesique r d'extremite ζ et soit h la fonction de Busemann as-
sociee a r. Posons

jγ{ξ) = aA^ oύ A(ξ) = h(x0) - h(γ-ιx0).

PROPOSITION 3.1. // existe une constante C > 1 (qui ne depend que
de δ et de a) et un voisinage V de ζ dans dX tels que

C-ιjy(ξ)<dily(ηuη2)<Cjγ(ζ)

pour tous les points η\, η2 distincts de V.

Demonstration. On sait (propriete (P2) du §1) qu'il existe une con-
stante λ = λ(δ, a) > 1 telle que

λ~ιa~p < \ηx - η2\a < λa~p et
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oύ Γon a pose p = (x\ x2), <? = (yxi 7x2) > et oύ X\ et X2 sont des
points de X suίϊisamment proches respectivement de η\ et de 772
On a done

(3.1) λ~2ap-q < άi\y{ηx, ?/2) < ΛV"*7.

Si Γon pose d(x) = \x\ - \γx\ = |x - xol - l x ~~ y '^o l > o n a

ί 3 2v /> - Q = (\χ\\ + 1*21 -1y*iI - |y*2l)/2

D'apres le Lemme 2.2, on peut trouver une constante C = Cf(δ) et
un voisinage V c dX de ξ tels que pour ηt e V et pour xz G X
assez proche de τ/z, on ait

(3.3) \A(ξ)-d(xi)\<C ( ί = l , 2 ) .

En utilisant (3.1), (3.2) et (3.3) il vient pour ηι• e V :

pour C = A2α c . •

REMARQUE. Si X estunarbre (i.e. δ = 0), Δ(£) = /z(xo)-^(7~1^o)
ne depend pas du choix du rayon geodesique r d'extremite ζ servant a
definir la fonction de Busemann h . On notera aussi que A(ξ) (et done
jγ(ζ)) est alors une fonction localement constante, et done continue,
de ζ. En fait si ξ est un point du bord de Γarbre, on a A(ξ) =
\P - xo\ — \P ~ y—1^col = |p| - \yp\ ? P έtant la projection de ξ sur
[xθ9 γ~ιxo]

4. Mesures Γ-quasi-conformes. Toutes les mesures considerees sont
borelίennes et regulieres. (Rappelons (voir [F], Ch. 2) qu'une mesure
sur un ensemble E est une application μ de Pensemble des parties
de E dans [0, 00] qui verifie, pour tout A c E et pour toute famille
denombrable (A() de parties de E telle que A c \JA(, μ(A) <
Σ μ(Ai). Si E est un espace metrique, la mesure μ est dite borelienne
si tout borelien B c E est μ-mesurable, e'est-a-dire verifie μ(A) —
μ(A Π B) + JM(̂ 4 Π(E — B)) pour tout 4̂ c E. La mesure borelienne
μ est dite reguliere si, pour tout yl c E, μ(^4) est la borne inferieure
des μ(B) pour J9 borelien tel que A c B.)

Soit y une isometrie de X. Etant donne une mesure μ sur <9X, on
notera 7*// la mesure definie par γ*μ(A) — μ(γA) pour tout AcdX.
Rappelons aussi que la mesure μ! est absolument continue par rapport
a la mesure μ si μ(^4) = 0 implique μ'(^4) = 0. La derivee de Radon-
Nikodym dμf/dμ G ̂ !(/^) est alors definie par μ'(/) = μ(fdμ'/dμ)
pour tout f eLι(μ').
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Choisissons pour tout ξ edX un rayon geodesique d'extremite ξ.
Cela permet de definir (§3) une application j γ : dX —• ]0, oo[ par
jγ{ξ) = aA& oϋ A(ξ) = h(x0) - h(γ-ιxQ) et oύ h est la fonction
de Busemann associee au rayon geodesique d'extremite ζ que Γon a
choisi.

Soit Γ un groupe d'isometries de X.

DEFINITION 4.1. Soit D un reel > 0 et μ une mesure sur dX
de masse totale finie et non nulle. La mesure μ est dite T-quasi-
conforme de dimension D si les mesures y*μ (γ E Γ) sont absolument
continues les unes par rapport aux autres et s'il existe un reel C > 1
tel que

C~ιjf < d(γ*μ)/dμ < Cj» (μ-presque-partout)

pour tout γ e Γ.

Cette definition ne depend pas, d'apres le Lemme 2.1, des choix
de rayons geodesiques a faire pour definir la fonction j γ . La car-
acterisation suivante des mesures Γ-quasi-conformes resulte immedi-
atement du Lemme 2.3.

PROPOSITION 4.2. Soit μ une mesure sur dX de masse totale finie
et non nulle. La mesure μ est T-guasi-conforme de dimension D si
et seulement si il existe un reel C > 1 tel que, pour tout point ζ edX
et pour tout rayon geodesique r d'extremite ξ, on puisse trouver un
voisinage V de ξ dans dX tel que

C-ιjγ(ξ)Dμ(A) < μ(γA) < Cjγ(ξ)Dμ(A)

pour tout A c V, oil jγ(ζ) = aA& avec A(ξ) = h(x0) - h(γ-ιx0) (h
etant la fonction de Busemann associee au rayon r).

Rappelons la definition de la Z>-mesure de Hausdorff J%*D sur un
espace metrique (E,\ | ) . Notons \U\ = sup{|x -y\:x,y e U} le
diametre de U c E. Soit A c E. Etant donne un reel ε > 0, on dit
qu'une famille (I//) de parties de E est un β-recouvrement de A si
Ac\JU( et si |J7|| < ε pour tout i. On pose

= inf I Σ\Ui\D:(Ui) est un ε-recouvrement de A i

et
J^D(A) = lim J%D(A).

L'application %fD ainsi definie est une mesure borelienne et reguliere
sur E ([F], 2.10).
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PROPOSITION 4.3. Soit E c dX un borelien T-invariant dont la D-
mesure de Hausdorff est de masse totale finie et non nulle. Alors la
D-mesure de Hausdorff sur E dέfinit une mesure T-quasi-conforme de
dimension D sur dX.

Demonstration. Si ζ e dX, on peut trouver, d'apres la Proposition
3.1? un voisinage V c dX de ξ tel que C'ιjy{ξ)\U\a < \yU\a <
Cjγ(ξ)\U\a (oύ C est une constante > 1) pour tout U c V. D

5. Existence (Tune mesure Γ-quasi-conforme de dimension e f l (Γ).

Rappelons que Γ agit de maniere proprement discontinue sur X si,
pour tout compact K c X, il n'y a qu'un nombre fini d'elements γ de
Γ tels que γK rencontre K. Soit Λ Γensemble limite de Γ, c'est-
a-dire Γensemble des points d'accumulation dans dX d'une orbite
(quelconque) Y c X de Γ. L'ensemble limite est un compact Γ-
invariant. Le groupe Γ est dit elementaire si card(Λ) < 2.

Dans tout ce qui suit, Γ est un groupe non elementaire d'isometries
de X agissant de maniere proprement discontinue sur X.

On aura besoin de Γenonce suivant:

THEOR6ME 5.1 (Gromov). A est Γunique ensemble minimal de
Vaction de Γ sur dX.

Demonstration (esquisse). On doit montrer que tout ferme Γ-invari-
ant non vide A c dX contient Λ. Si card(^4) > 2 cela se montre
([Gro], 8.2.A) en considerant Γenveloppe de Gromov Q(A) c X de
A, c'est-a-dire la reunion des (images des) geodesiques g: R —• X
dont les extremites g(-oo) et g(oo) sont dans A. (On notera que
le fait que Γ agisse de maniere proprement discontinue sur X n'est
pas utilise jusqu'a present.) Supposons maintenant que Γ fixe un
point ξ de dX (i.e. Γ quasi-parabolique suivant la terminologie de
[Gro]). On sait qu'il existe alors un element γ de Γ de type hyper-
bolique et de point fixe attractif y+ = ζ ([Gro], 8.1). Considerons
un element quelconque γ' e Γ et un point x e X. La suite γnx
(n > 0) est une quasi-geodesique tendant vers ζ. II en est de meme
de la suite γ'γnx, puisque γf est une isometrie fixant ξ. D'apres le
theoreme de stabilite des quasi-geodesiques ([Gro], 7.2; [CDP], Ch.
3; [GH], Ch. 5), il existe un reel C et une suite a{ή) tels quee
\y'ynx - γaWχ\ < C. Puisque \γ'γnx - γ°Wχ\ = \γ-aWγ'γnχ - x\
et que le groupe Γ agit de maniere proprement discontinue sur X, il
existe deux entiers distincts n et m tels que y-a^γ'γn = γ-a(m)γfγm .
Cela donne γ'yn-myf-χ = γΦ)-<*(m) Qn a done, et notant Fix(y) c
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dX Γensemble des points fixes de γ, /Fix(y) = Fix(γaW-aW). DΌϋ
/Fix(y) = Fix(y) puisque Fix(γa^~a<<m^) c Fix(y). Cela montre
que / fixe aussi le point fixe repulsif γ~ de γ. On en deduit Λ c
{ϊ+ 9 7~} 9 puisque Ton a vu que tout ferme Γ-invariant de cardinal
> 2 doit contenir Λ. Mais cela imposerait a Γ d'etre elementaire. D

COROLLAIRE 5.2. Si μ est une mesure T-quasi-conforme sur dX
telle que support(μ) c Λ, alors support(μ) = Λ.

Demonstration. La Γ-quasi-conformite de μ montre que support(μ)
est Γ-invariant. D

On va montrer Γexistence d'une mesure Γ-quasi-conforme sur Λ
de dimension ea(Γ). Introduisons tout d'abord quelques notations.

Soit Y une orbite de Γ dans X. Pour R > 0, notons nγ(R) le
nombre de points de Γorbite Y situes a une distance < R du point
base XQ . L 'exposant critique de base a de Γ est

ea(Γ) = limsup l/i?logα nY(R)
R-+00

(logα designe le logarithme de base a). On a done ea(Γ) = e(Γ)/Loga
en notant ^(Γ) Γexposant critique de base ^ de Γ. L'inegalite tri-
angulaire montre que ea{T) ne depend ni du point base Xo ni de
Γorbite Y c X. Si y e Y et si Ny(R) est le nombre de γ e Γ tels
que \yy\ < R, on a

Ny(R) = caτd(Γy)nY(R)

oύ Γy c Γ est le stabilisateur de y. DΌϋ aussi

ea(Γ) = limsup l/Rloga Ny(R).
R-+00

REMARQUE. Soit G un groupe hyperbolique et S un systeme gene-
rateur fini de G avec card(S) = n. Soit X le graphe de Cayley de
G relativement a S. Si Γ est un sous-groupe de G, le groupe Γ
agit, par translation a gauche, de maniere isometrique et proprement
discontinue sur X. Notons que ea(T) < \oga(2n - 1). Si G est le
groupe libre de base S et si Γ = G, on a ea(Γ) = loga(2n - 1).

La fonction de croissance de Γorbite Y (relativement au point base
XQ) est la serie formelle

frit) = £ nktt
k
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oϋ nk = Πγ(k) est le nombre de points de Y situes a une distance
< k de Xo. Notons que si p est le rayon de convergence de fγ(t),
on a logα/? = -ea{T).

Considerons maintenant pour s > 0 la sέrie de Poincare

yeY

Soit dk = nk — njc_ι le nombre de points de Γ a une distance
G ]k - 1, k] de XQ . La serie gyOs1) est de meme nature que la serie

(5.1)
ken

(puisque le rapport des deux series reste entre deux constantes stricte-
ment positives). La serie (5.1) est de meme nature que

(5.2) Σnka~sk = fγ{a-s)

(puisque n^ = do + d\ 4- h dk). Par consequent, on a la

PROPOSITION 5.3. La serie de Poincare gγ(s) = Σ^yeYa~s^ con-
verge pour s > ea(T) et diverge pour s < ea(T).

On montre maintenant, en suivant la construction de Patterson-
Sullivan, Γexistence d'une mesure de probabilite Γ-quasi-conforme de
dimension ea(T) supporte par Λ (pour Γ d'exposant critique fini).

THEORέME 5.4. Si ea(Γ) est fini, alors il exίste une mesure Γ-quasi-
conforme de dimension ea{T) dont le support est Vensemble limite A
de Γ.

Demonstration. Supposons tout d'abord que gγ(s) diverge e n s =
ea(Γ). Pour s > ea(Γ) considerons la mesure de probabilite definie
sur X par

y e Y

oύ dirac(y) est la mesure de Dirac au point y .
L'espace XudX etant compact, on peut trouver une suite s(i) >

ea(T) qui tend vers ea(Γ) et telle que μs^ converge faiblement vers
une mesure de probabilite μ sur XudX.

On a support(//) c Λ. En effet, soit une fonction continue / : X U
dX —• R dont le support ne rencontre pas Λ. II n'y a done qu'un
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nombre fini de points de Γorbite Y dans support(/). D'autre part,
d'apres Γhypothese de divergence faite en debut de demonstration,
gγ(s(i)) - oc. DΌύ μ(f) = limμ{ι)(f) = 0.

Montrons maintenant que μ est Γ-quasi-conforme de dimension
D = ea(T). Soit ζ e dX, h la fonction de Busemann associee
a un rayon geodesique d'extremite ξ, et γ e Γ. Posons A(ξ) =
h(x0) - h(γ~ιxo) et jγ(ξ) = aA^. D'apres le Lemme 2.2, il existe
un voisinage V c XUdX de ζ et une constante C = C{δ) > 1 telle
que:

(5.3) C-ιjγ(ξ) < aW-\γχ\ < Cjy{ζ) pour tout xeVnX.

Prenons f XudX -+R continue de support c V. On a

yevnY

Σ

yevnY

yevnY

d'oύ en utilisant (5.3):

C-Sjy{ξ)sμs(f) < γ*μs{f) < Csjy{ξ)sμs{f)

qui montre, en passant a la limite pour s — s(i), que la mesure μ est
Γ-quasi-conforme de dimension D — ea(T).

Le Corollaire 5.2 donne alors support(μ) = Λ ce qui termine la
demonstration du Theoreme 5.4 dans le cas oϋ la serie de Poincare
gY{s) diverge en s = ea{T).

Supposons maintenant que la serie gγ(s) converge en ea{T). On
modifie alors la construction precedente de la maniere suivante.
D'apres un lemme de Patterson ([Pat-1], Lemme 3.1), portant sur les
series de Dirichlet qui convergent en leur exposant critique, il existe
une fonction croissante H: [0, +oo[-+ [0, +oo[ telle que:

(1) La serie gH,γ(s) = ΣyeYH(aW)a~slyl diverge pour s = ea(Γ)
et converge pour s > ea(T).

(2) Pour tout ε > 0, il existe un reel β0 > 0 tel que H(aβ) < aεβ
pour tout a > 1 et pour tout β > βo .
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On remplace alors μs par

Les μH,s sont des mesures de probabilite sur X pour s > ea(Γ).
On peut done trouver une suite s(i) > ea(T) qui converge vers ea(Γ)
et telle que la suite μH,s(i) converge faiblement vers une mesure de
probabilite μ sur I u dX. Le fait que support(μ) c Λ se demontre
comme plus haut.

Montrons la Γ-quasi-conformite de μ. Soit ε > 0 et βo donne
par la propriete (2) de la fonction H. Prenons un point ξ e dX et
un voisinage V c XudX de ζ tel que tout point x eV Γ\X verifie
(5.3), <zM > β0 et a\γχ\ > β0. On a cette fois pour toute fonction
continue f:XUdX ^R dont le support est inclus dans V:

yevnY

= {l/gH,γ(s)) Σ H(aW)a
γ-ιyeVΓ)Y

i.e.

(5.4) y*μHΛf) = (\l8H9γ{s) Σ
yevnY

Soit y un point de Y Π V. On a, comme plus haut, d'apres (5.3),

(5.5) C - ι W l l w

Si |yy| < |y|, alors H(a^\) < H(a^)9 puisque la fonction H est
croissante. Si \γy\ > \y\, on a

(d'apres la propriete (2) de H),

(d'apres (5.3)).

On a done pour tout y e F n Y,

(5.6) Jϊ(α'^l) < max(l, Cβ7y(ί)"β)^(fl | y |).

De meme, H(a^) < H(a^) si \y\ < \γy\. Si \y\ > \γy\, on a
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On a done pour tout y e V Π Y,

(5.7) H(aW) < max(l, Cejγ(ξ)e)H(a^).

Si Γon pose

m(β) = min( l ? C- £ 7 7 ( ί )- β ) et M(e) = max(l, Cεjγ(ξ)-£),

les inegalites (5.6) et (5.7) donnent Γencadrement:

(5.8) τn

pour tout y eY Γ\V.
En appliquant (5.5) et (5.8) a (5.4), il vient

m(ε)C-sjγ(ξYμs(f) < y*μs{f) < M{ε)Cs jy{ξ)s μs{f),

qui montre en faisant tendre s = s(i) vers ea(Γ) et en faisant tendre
ensuite e vers 0 que la mesure μ est Γ-quasi-conforme de dimension
ea(T). On montre enfin support(μ) = Λ comme plus haut. D

COROLLAIRE 5.5. L'exposant critique ea(Γ) est strictement positif.

Demonstration. Supposons ea(Γ) = 0. Soit γ e Γ de type hyper-
bolique ([Gro], 8.2) et γ+ le point attractif de γ. Quitte a remplacer
γ par un de ses iteres, on peut supposer que γ est 1/2-Lipschitz sur un
voisinage V de γ+ ([Gro]? 8.1.G). La Γ-quasi-conformite de dimen-
sion D = 0 de la mesure μ, construite dans le theoreme precedent,
donne une constante C > 1 telle que d(γ'*μ)/dμ > C~ι pour tout
/ G Γ. On a done μ(γnV) > C~ιμ(V) pour tout entier n > 0.
On en deduit que y+ est de masse > C~ιμ(V). II en resulte que
tout point de Γorbite de γ+ est de masse > C~2μ(V). Or cette or-
bite est infinie. D'autre part μ(V) est strictement positif puisque
y+ G Λ = support(μ). Cela imposerait une masse infinie a Λ, d'oύ
une contradiction. D

6. Le lemme de Pombre de Sullivan. Pour x e X et d > 0, on
notera O(x, d) Vombre sur dX de la boule centree en x et de rayon
d, e'est-a-dire Γensemble des ξ e dX tels que tout rayon geodesique
d'origine XQ et d'extremite ξ passe a une distance < d de x.

REMARQUE. Si X est un arbre (i.e. δ = 0), O(x, d) est la boule
fermee c dX de centre ξ et de rayon r = (2/loga)ad~^ pour tout
ξeθ(x,d).

La proposition suivante est une generalisation du lemme de Ifombre
de Sullivan ([Sul-1], §2).
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PROPOSITION 6.1. Soit μ une mesure Y-quasi-conforme de dimen-
sion D sur dX. Alors il existe des constantes C > 1 et do > 0 telles
que, pour tout d > do et pour tout γ G Γ,

C~{rD < μ(O(x, d)) < CrDa2Dd,

oil Von a pose x = γ~ιxo et r — <z~W .

Les deux lemmes qui vont suivre nous seront utiles dans la demon-
stration de la Proposition 6.1.

(Rappelons les notations du §3. Soit r un rayon geodesique d'extre-
mite ζ G dX et h la fonction de Busemann associee a r. Etant
donne une isometrie γ de I , o n a pose jγ(ξ) = aA^ avec A(ξ) =
h(xo)-h(γ-ιxo).)

LEMME 6.2. // existe une constante C = C(δ, a) > 1 telle que, si
Von pose x = γ~ιxo>

pour tout ξ G O(x, d) et pour tout rayon geodesique r d'extremite ξ.

Demonstration. Si X estunarbre, on a vu que A(ξ) = \p\-\p-x\ oϋ
p est la projection de ζ sur le segment [XQ , x]. Pour ξ G O(x, d) ,on
a |/7—JC| < d et done \x\-2d < A(ξ) < \x\. DΌύ Γinegalite du lemme,
avec C = 1, dans les arbres. Ici encore, on passe facilement au cas
general en utilisant le theoreme d'approximation par les arbres. D

LEMME 6.3. Etant donne un reel ε > 0, // existe un reel do>O tel
quey pour tout d > do, le complementaire de Vimage de O(γ~~ιxo, d)
par γ soit de diametre < ε pour toute isometrie γ de X.

Demonstration. Soit ξ et η des points de dX - γO(γ-ιx0, d). II
existe done des rayons geodesiques [γxo, ζ[ et [γxo, η[, issus de γxo
et allant respectivement vers ξ et η, qui ne recontrent pas la boule
centree en XQ et de rayon d. Pour u G [yxo, ζ [ proche de ξ et

/̂[ proche de /̂, on a, d'apres la propriete (P2) du §1,

pour une certaine constante K = J^(5, a) En utilisant la J-hyperboli-
cite de X, il vient:

(ii υ) > min((w yx0), (v 7^o)) - ^ (d'apres (1.1))

>d-5δ (d'apres (1.2)).



MESURES DE PATTERSON-SULLIVAN 259

On obtient ίinalement

\ζ - η\a < Ka5Sa~d qui permet de conclure. D

Demonstration de la Proposition 6.1. La mesure μ n'est pas reduite
a un atome d'apres la Γ-quasi-conformite de μ et le fait que Γ ne
fixe aucun point de dX. Par consequent, la masse totale M de μ
est strictement plus grande que la borne superieure mo des μ({ζ})
(ξ G dX). Fixons un reel m tel que mo < m < M. D'apres la
definition de mo et la compacite de dX, on peut trouver un ε > 0
tel que toute partie de dX de diametre < ε soit de mesure < m.
II existe done, d'apres le Lemme 6.3, une constante do independante
de γ telle que la mesure de γ(dX - O(x, d)) soit < m pour tout
d > do. On aura pour un tel d :

(6.1) M-m< μ(γθ(x, d)) < M.

Choisissons pour chaque point ξ e dX un rayon geodesique d'extre-
mite ξ. Cela permet de definir j γ sur dX. D'apres le Lemme 6.2,
on a pour tout ξ e O(x, d):

(6.2) C-χa\χ\-ld<jy{ζ)<Cxa\χ\

pour une certaine constante C\ = C\{δ, a) > 1. La mesure μ etant
Γ-quasi-conforme de dimension D on a en utilisant (6.2):

(6.3) C~ιa-D\χ\ < μ(O{x, d))/μ(γθ(x, d)) < Cxa-D^a1Dd.

On obtient Γencadrement voulu en multipliant (6.1) et (6.3) mem-
bre a membre. D

L'enonce suivant montre que Γexistence d'une mesure Γ-quasi-
conforme impose une certaine maj oration de la croissance des orbites
de Γ dans X.

PROPOSITION 6.4. Soit μ une mesure T-quasi conforme de dimen-
sion D sur dX et Y c X une orbite de Γ. Soit nγ(R) le nombre de
points de Y situes a une distance < R du point base. Alors il existe
un reel C tel que nY(R) < CaDR pour tout R.

Dans la demonstration de la Proposition 6.4 on utilisera le lemme
suivant.

LEMME 6.5. Soit d un reel > 0. // existe un entier N tel que,
pour tout ξ edX et pour tout entier k, le nombre de y eY tels que
ξeθ(y, d) et \y\e\k-\, k] soit < TV.
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Demonstration du Lemme 6.5. Soit y et y' des points de Y telsque
ξ e O(y, d) Π 0{y' , d) et tels que \y | , | / | e ]fc - 1, k]. Montrons que
|y - / | < 4ί/ + 1. Choisissons un rayon geodesique [xo, <̂[ allant de
Xo h ξ. Par definition de O(y, </), il existe un point /? sur [x0, £[ tel
que \y—p\<d. L'inegalitetriangulairedonne |y| —|y—p| < \p\ < \y\ +
\y—p\. On a done \p\ e ]k— 1—d, fc+rf]. De meme on pourra trouver
un point p' sur [JC0 , ζ[ tel que IZ-p'l < d et |/77| e ]fc-1 -βf, / : + J ] .
Les points p et pr etant situes sur un meme rayon geodesique issu
d e x 0 , o n e n d e d u i t \p-p'\<(k + d ) - ( k - I - d ) = 2d+1. D ' o ύ

|y -/I < |y-P\ + \P-P'\ + W-/I < 4d +1.
Mais, puisque le groupe Γ agit de maniere proprement discontinue

sur X, la boule fermee de centre y et de rayon 4d + I ne contient
qu'un nombre fini N (independant de y e Y) de points de Y. D

Demonstration de la Proposition 6.4. Soit Ek Γensemble des γ eΓ
tels que ly""1^! E]k — l9k] et v^ = c a r d ^ ) . D'apres la Proposition
6.1, on peut trouver des reels C\ > 1 et ί/ > 0 tels que pour tout k
et pour tout γ eEk:

(6.4) α-^QMOίr1*)

On a d'autre part,

(6.5) j ; μ(O(γ-ιx0, </)) < C2// ( (J
yeEk \yeEk

puisque, d'apres le Lemme 6.5, le nombre de γ e E^ tels que ξ e
^ ( y " 1 ^ 9 d) est majore par une constante ne dependant ni de ζ e dX
ni de k. De (6.4) et (6.5) on deduit

"k < CιC2μ(dX)aDk = C3a
Dk,

D'oύ, en notant Nk le nombre de y e Γ tels que |yjco| < A:, 7V̂  =
<̂o + v\ + '' + »k < C4a

Dk et done nY(R) < C5a
DR. D

Par definition, ea(Γ) = limsup l/i?logΛ nγ(R). On a done le

COROLLAIRE 6.6. Toute mesure T-quasi-conforme de dimension D
sur dX doit verifier D > ea(Γ).

Le corollaire precedent et la Proposition 4.3 donnent le

COROLLAIRE 6.7. S'il existe un borέlien T-invariant B c dX et un
rέel D>0 tel que la D-mesure de Hausdorffde B soit de masse iotale
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finie et non nulle, alors D > ea{T) {en particulίer Γ est d'exposant
critique fini).

D'apres le Theoreme 5.4, il existe, pour Γ d'exposant critique fini,
une mesure Γ-quasi-conforme de dimension ea(Γ) = e(Γ)/Log(a).
On a done le

COROLLAIRE 6.8. II existe uπ reel C telque nγ{R) < C exp(e(Γ)R)
pour tout R.

7. Groupes quasi-convexes-cocompacts. Soit toujours Γ un groupe
non elementaire d'isometries de X d'ensemble limite Λ. Notons
Q{A) Γenveloppe de Gromov de Λ, e'est-a-dire la reunion des (images
des) geodesiques g:R-^X dont les extremites g(—oc) et g(oo) sont
dans Λ. II est clair que Q(A) est Γ-invariant. Le theoreme d'Ascoli
montre facilement que Q(A) est ferme dans X (rappelons que les
boules fermees de X sont compactes). Le groupe Γ est dit quasi-
convexe-cocompact si Q(Λ)/Γ est un compact. Si Ton se fixe une
orbite Y c X de Γ, cela revient a dire qu'il existe une constante C
tel que tout point de Q{A) soit a une distance < C de Y.

REMARQUE. Un groupe discret Γ d'isometries de Hn est dit
convexe-cocompact (voir [Sul-1], §3) si H(A)/Γ est compact, oύ H(A)
C Hn est Γenveloppe convexe de Λ. On notera que Γ est convexe-
cocompact si et seulement si Γ est quasi-convexe-cocompact (la neces-
site est evidente; pour montrer la suffisance, on utilise le fait qu'il ex-
iste une constante C = C(n) telle que tout point situe a Γinterieur
d'un simplexe de Hn soit a une distance < C de la reunion des aretes
du simplexe (par recurrence, pour n = 2 ce n'est rien d'autre que la
J-hyperbolicite de H2)).

La caracterisation suivante des groupes quasi-convexe-cocompacts
est interessante en soi.

PROPOSITION 7.1. Soit Y c X une orbite de Γ. Alors Γ est quasi-
convexe cocompact si et seulement si il existe un reel C tel que tout
rayon geodέsique issu de XQ et allant vers un point de A reste a une
distance < C de Y.

Demonstration. La condition est suffisante. En effet, soit ξ et η des
points de Λ et ]ζ, η[ une geodesique qui les relie. Menons des rayons
geodesique [xo>£[ et [x0 ? η[ La finesse du triangle geodesique

, ζ, η] montre que tout point de [ζ, η[ est a une distance < C\ de



262 MICHEL COORNAERT

, ζ[ U [xo , η[, oύ C\ est une constante qui ne depend que de δ
(voir par exemple [CDP], Ch. 2, Prop. 2.2). Par consequent, si [xo, ζ[
et [xo, >/[ restent a une distance < C de Y, alors ]ξ, f/[ reste a une
distance < C + Ci de 7 .

Montrons maintenant que la condition est necessaire. Supposons
Γ quasi-convexe-cocompact. II existe done une constante C telle que
tout point de β(Λ) reste a une distance < C de Y. L'ensemble Λ
n'etant pas reduit a un point, on peut trouver une constante A > 0
telle que, pout tout ζ e Λ, il existe η e Λ tel que |£ - η\a > A.
Soit [XQ , <̂[ un rayon geodesique allant de XQ a ξ e Λ. Menons des
geodesiques ]ξ, η[ et ]XQ? ̂ /[ pourun η dans Λ tel que \ξ-η\a >A.
Soit ^ un point sur ]ξ, //[ avec |/?| minimal. Pour w et i; des points
sur ]ξ, η[ proches respectivement de ξ et η, on aura, d'apres la
propriete (P2) du §1, (u-υ) < B pour une certaine constante B qui
se calcule en fonction de A, a et δ. En prenant soin de prendre u
et v de part et d'autre de p, on a (« v) > dist(xo ? [^, v]) - 4δ,
d'apres (1.2). On a done |/?| = dist(xo, [w ? ^]) < 5 + 45 . Tout point
de [xo, ζ[ est a une distance < C\ = Q ( ί ) de [xo> ^[ U [p, ζ[ (en
se servant de la finesse du triangle [XQ , ξ, /?]). Par consequent, si x
est un point de [xo, ξ[ tel que |x| > Cι = C\ + 5 + 4δ, alors x est a
une distance < C\ de ]ζ, p] et done a une distance < C + C\ d'un
point de Γorbite Y. D'autre part, il existe une constante C3 telle que
tout point de la boule fermee centree en XQ et de rayon C2 soit a une
distance < C3 de Y. On en deduit que tout point de [XQ , ζ[ reste a
une distance < C4 = max(C3, C + C\) de Y. α

On suppose, dans la suite de cette section, Γ quasi-convexe-cocom-
pact et d'exposant critique fini.

Soit Y une orbite de Γ dans X. Rappelons que Ton a note nγ(R)
le nombre de points de F a une distance < R du point base XQ . On
a le

THEORfeME 7.2. // exwte wft reel C >\ tel que

C " 1 exp(e(Γ)Z?) < nγ(R) < Cexp(e(Γ)R)

pour tout R.

Demonstration. D'apres le Corollaire 6.8, il sufiit de demontrer la
premiere inegalite. II est clair que Ton peut supposer que XQ appar-
tient a Y. D'apres la Proposition 7.1, il existe un reel C\ tel que
tout point situe sur un rayon geodesique allant de XQ a un point
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quelconque de Λ soit a une distance < C\ de Γorbite Y. Par
consequent, si ξ est un point de Λ et si u est le point situe sur
un rayon geodesique [xo > ζ[ a la distance R de Xo, il existe un
γ G Γ tel que \u — γ~ιXo\ < C\. II en resulte que ξ appartient a
Γombre O(γ~ιxo, C\). D'autre part, Γinegalite triangulaire donne
R-C\ < ly-^ol <R + C\. Notons E{R) Γensemble des points x de
Γorbite de XQ tels que R-C\ <\x\<R + C\. Ce qui precede montre
que Λ est contenu dans la reunion des O(x, C\) pour x e E(R).
On a done, μ designant une mesure Γ-quasi-conforme de dimension
D = ea(T) et de support Λ (rappelons que Γexistence d'une telle
mesure resulte du Theoreme 5.4),

μ{O{x,Cx))>μ{K).
xeE{R)

DΌϋ, si do est la constante fournie par la Proposition 6.1 et si Ton
prend d = max(do, C\) :

μ(O(x9d))>μ(A).
xeE{R)

Or, d'apres la Proposition 6.1, on a μ((O(x, d)) < C2α~DR (oύ C2

est un reel strictement positif qui ne depend ni de x ni de R). On
en deduit

card(£(i?)) > const αDR,

ce qui permet de conclure. D

COROLLAIRE 7.3. Lα sέήe de Poίncαre gγ(s) = ΣyeYα~s\y\ diverge
en s = (Γ)

Demonstration. Posons % = nγ(k). On a pour s > ea(Γ) :

> C2 ^ α-^(^-^(Γ)) (d'apres le Theoreme 7.2)

D'oύ gγ(s) —> oc quand 5 —• ^ f l(Γ). D

Pour ^ G 9 I et r > 0 , notons B{ζ,r) la boule c 9 I de centre
et de rayon r.



264 MICHEL COORNAERT

PROPOSITION 7.4. Soit μ une mesure T-quasi-conforme de dimen-
sion D dont le support est contenu dans Λ. Alors il exίste un reel
C>\ tel que

C~xrD <μ(B(ξ,r))<CrD

pour tout ζ G Λ et pour tout r > 0.

Demonstration. Supposons tout d'abord que X soit un arbre.
D'apres la Proposition 7.1, il existe un reel C\ tel que tout point
situe sur un rayon geodesique allant de XQ a u n point quelconque de
Λ soit a une distance < C\ de Γorbite de XQ . Soit do comme dans
la Proposition 6.1. Considerons un point ξ de Λ. Soit u le point
sur le rayon geodesique [xo, ξ[ tel que r = (2/Loga)a~^ . On notera
que B(ξ,r) est Γensemble des points de dX dont la projection sur
[xo, ξ[ appartient a [u, ξ[. Soit v le point situe sur [u, ξ[ tel que
\u - v\ = do + C\ et soit γ eΓ tel que ly^xo — v\<C\ (Fig. 2). Si
Ton pose d = \u - γ~ιxo\, on remarque que B(ξ, r) = O(γ~xxo, d).
L'inegalite triangulaire donne d > \u - v\ - \v - γ~ιxo\ > do- La
Proposition 6.1 nous donne done

(7.1) C~xr'D < μ{B(ξ, r)) < C2r'Da2Dd

oύ C2 > 1 est une constante qui ne depend ni de ζ ni de r et oύ Γon
a pose r' — a~\γ *ol.

v-lv

FIGURE 2
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Comme \u\ < \γ~ιxo\ ^ M + ̂ o + 2 Q , le rapport r/r' reste done
entre deux constantes strictement positives qui ne dependent ni de ξ
ni de r. Comme d'autre part d < do+2C\, (7.1) donne Pencadrement
cherche.

Ici encore, Γapproximation par les arbres permet d'etendre la
demonstration au cas general. α

COROLLAIRE 7.5. Soit μ une mesure T-quasi-conforme de dimen-
sion D dont le support est contenu dans A et soit %?D la D-mesure
de Hausdorffsur A. Alors il existe une constante C > 1 telle que

< μ(A) <

pour tout A c Λ.

Demonstration ([Sul-1], §3). Soit (C/, ) un ε-recouvrement de A
(avec Ui c Λ). La proposition precedente nous donne une con-
stante C\ telle que μ(U) < Cχ\U\D pour tout U c Λ. On a alors
μ(A)<μ([)Ui)<Σβ(Ui)<CιΣ\Ui\D. DΌύ μ(A) < C{βζD(A) et
done μ(A) < C\β?D(A), en faisant tendre e vers 0.

L'inegalite de gauche est moins immediate. Pour la demonstration
voir [Sul-1], §3; le lecteur verifiera que les arguments qui y sont donnes
restent valables dans notre contexte. D

Soit E un espace metrique et β^d la Z>-mesure de Hausdorff sur
E (pour D reel > 0). Rappelons que

άimH{E) = $λxv{D\β?D{E) = oc} = mϊ{D:βTD(E) = 0}

s'appelle la dimension de Hausdorff de E. On a 0 < dimH(E) < oo.
Le Corollaire 7.5 et Γexistence d'une mesure Γ-quasi-conforme de

dimension ea(Γ) supportee par Λ (Theoreme 5.4) donnent le

COROLLAIRE 7.6. La ea(Γ)-mesure de Hausdorff de A est finie et
non nulle. En particulier Λ est de dimension de Hausdorff ea(Γ).

Le theoreme suivant montre les proprietes remarquables dont jouit
la mesure de Hausdorff de dimension ea(Γ) sur Γensemble limite d'un
groupe quasi-convexe-cocompact. Dans cet enonce, L^{β^) designe
Γensemble des fonctions ^-mesurables sur Λ et ^-presque-partout
encardrees entre deux constantes strictement positives.

THEORfeME 7.7. La ea(Tymesure de Hausdorff %f sur A possede
les proprietes suivantes:
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(1) βf est une mesure T-quasi-conforme de dimension ea(T).
(2) Uaction de Γ sur (Λ, %*) est ergodique.
(3) Si μ est une mesure T-quasi-conforme de dimension D dont

le support est contenu dans Λ, alors D = ea(Γ) et les mesures μ et
%? sont absolument continues Γune par rapport a Γautre. En fait, les
mesures ψ - <%", pour ψ G Lg°(^), sont toutes T-quasi-conformes et
de support Λ et ce sont les seules mesures T-quasi-conformes dont le
support est contenu dans Λ.

Demonstration. . L'assertion (1) resulte de la Proposition 4.3.
Pour montrer (2), donnons-nous un borelien Γ-invariant B c Λ

dont la ^-mesure est non nulle. La restriction de / a fi definit
alors une mesure Γ-quasi-conforme de dimension ea(T). On a done,
d'apres le CoroUaire 7.5, une constante C telle que βf(A) <
Cβ^{A Π B) pour tout ^ c Λ . DΌύ ^F(Λ - B) = 0, ce qui montre
Γergodicite de Faction de Γ sur (Λ, <%?).

Soit maintenant μ une mesure Γ-quasi-conforme de dimension D
dont le support est contenu dans Λ. Le CoroUaire 7.5 montre que
β?D(A) est fini et non nul. On a done D = dim#(Λ) = ea(Γ). Ce
meme CoroUaire 7.5 montre que les mesures %? et μ sont absolument
continues Fune par rapport a Fautre. II montre aussi que la derivee de
Radon-Nikodym de μ par rapport a ^ reste presque-partout entre
deux constantes strictement positives. Inversement, %* etant Γ-quasi-
conforme de dimension ea{T), il est clair que toute mesure de la forme
ψ -%?, pour ψ G L^(β^), Fest aussi. D

8. Mesures Γ-conformes dans les arbres. Dans cette section X est
un arbre reel (δ = 0), toujours suppose localement compact. Rap-
pelons les faits suivants (§3). Soit γ une isometrie de X. On a
pose, pour ζ e dX, A(ζ) = \p - xo | - \P ~ ϊ~ιXo\ °^ P e s t ^a Pr°-
jection de ξ sur [x0 ? 7~ιxo]- Si h est la fonction de Busemann
associee a un rayon geodesique quelconque d'extremite ξ, on a vu
que Fon a aussi Δ(ξ) = h(xo) - h(γ~ιXo). Soit jγ:ΘX —> ]0, oo[
definie par jγ(ξ) = aA^ . La fonction j γ est localement constante
et il existe, pour tout ^ G 9 I , un voisinage V c dX de ξ tel que
\Ym - yni\al\r\\ - η2\a = jγ(ξ) pour tous les η{ φ η2 dans V.

DEFINITION 8.1. Soit Γ un groupe d'isometries de I , D un reel
> 0 et μ une mesure sur dX de masse totale finie et non nulle. La
mesure μ est dite T-conforme de dimension D si γ*μ = j^μ pour
tout γ e T.

Toute mesure Γ-conforme est, bien entendu, Γ-quasi-conforme.
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Soit maintenant Γ une groupe proprement discontinu et non elemen-
taire d'isometries de X d'ensemble limite Λ. On remarque que la
construction d'une mesure Γ-quasi-conforme de dimension eΛ(Γ),
faite dans la demonstration du Theoreme 5.4, donne, pour les arbres,
une mesure Γ-conforme (car on peut prendre C = 1 dans (5.3)). On
a done le

THέθRέME8.2. Si Γ est d'exposant critique fini, il existe une mesure
T-conforme de dimesnίon eaiX) dont le support est Λ.

Notons que, dans un arbre, Q(Λ) est Γenveloppe convexe (meme
definition que dans le cas X = Hn) de Λ. On qualifiera done le
groupe Γ de convexe-cocompact plutόt que de quasi-convexe-cocom-
pact si Q(A)/Γ est compact. Pour Γ convexe-cocompact et d'exposant
critique fini, on a les resultats suivants en notant toujours %? la ea(Γ)-
mesure de Hausdorff sur Λ.

THEORfeME 8.3. (1) %? est Γ-conforme de dimension ea{T).
(2) Si μ est une mesure Γ-conforme de dimension D dont le support

est contenu dans A, alors D = ea(T) et μ — λ%? pour une certaine
constante λ > 0.

(3) %? (normalisee par β?(A) = 1) est la limite faible pour s ten-
dant vers ea(T) par valeurs superieures des mesures

) Σ tf
yeY ) yeY

pour Y c X une orbite quelconque de Γ.

Demonstration. On a deja vu que β? est de masse totale finie et
non nulle (Corollaire 7.4). La Γ-conformite de dimension ea(Γ) de
J%" est immediate. En effet pour tout ξ £ dX, on peut trouver un
voisinage V c dX de ξ tel que \γU\a = jγ(ζ)\U\a pour tout U c V.

Soit μ une mesure Γ-conforme de dimension D dont le support est
contenu dans Λ. D'apres la partie 3 du Theoreme 7.7, on a D = ea(Γ)
et la mesure μ est absolument continue par rapport a Jt?. II en
resulte que la derivee de Radon-Nikodym dμjd%? est Γ-invariante.
L'ergodicite de Faction de Γ sur (Λ, %?) (partie 2 du Theoreme 7.7)
montre que dμld%? est ^-presque constante. Cela etablit (2).

D'apres le Corollaire 7.3, la serie de Poincare

yeY
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diverge en s = ea(Γ). La demonstration du Theoreme 5.4 montre que
pour toute suite s(i) de reels > ea(Γ) telle que la suite μs^) converge
faiblement vers une mesure μ sur XudX, alors μ est Γ-conforme
et supportee par Λ. On aura done μ = %? d'apres (2). On en deduit
(3) par compacite de Γespace des mesures de probabilite sur X u dX
(pour la topologie de la convergence faible). D

9. Construction de mesures Γ-quasi-invariantes sur d2X. Soit, Hn

etant toujours equipe d'un point base, | |£-*7| | la distance euclidienne
entre deux points ξ, η e dHn = Sn~ι c l " . Pour toute isometrie γ
de Hn , on a

\\yξ-yη\\2 = \Άξ)\ \γ'(i)\ \\ξ-'i\\2

(theoreme geomέtrique des valeurs intermediaires; voir [Sul-1], §4).
L'enonce suivant donne une version arborisee de cette formule.

PROPOSITION 9.1. Soit X un arbre et y une isometrie de X. On a

(9.1) \yξ-yη\2a=jγ(ξ)'jγ(η)'\ξ-η\l

pour tous les ξ, η e dX.

Demonstration. Quitte a echanger ξ et η, il n'y a que deux cas de
figure a considerer (Fig. 3).

Dans le cas (a), les points ξ et η ont meme projection p sur
1 Soit q la projection de ξ su [p, η]. On a

jy(ξ) = jγ(η) = a]pHγpl,

-W-^, et

ce qui montre (9.1).
Dans le cas b), les points ζ et 77 se projettent respectivement en

Pi et /?2 sur [xo> y " 1 ^ ] a v e c χo> P\ 9 Ply y~ι*o se suivant dans cet
ordre sur [x0, y " 1 ^ ] O n a

et
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P

3.a

P\

3.b

FIGURE 3

d'oίi (9.1) en utilisant

D

Soit d2X — dX x dX-diagonale Γensemble des couples de points
distincts du bord de X. Le groupe Γ agit sur d2X par γ(ξ, η) =

p o u r γ e T e t (ξ,η)ed2X.

COROLLAIRE 9.2. Si X est un arbre et si μ est une mesure Γ-

conforme de dimension D sur dX, alors m = μ x μ/|£ - η\
une mesure Y-invariante sur Θ2X.

Demonstration. On a

2D

est

(d'apres la Γ-conformite de μ)

= m (d'apres la proposition precedente). D
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Supposons maintenant X <5-hyperbolique. Soit γ une isometrie de
X. La Proposition 9.1 et le theoreme d'approximation par les arbres
donnent la

PROPOSITION 9.3. // existe une constante C = C(δ, a) > 1 telle que

C- 1 < \γξ - γη\2

a/(jy(ξ)' Mη)' \ξ - η\l) < C

quels que soient les ξ, η distincts e dX et les rayons geodέsiques

d'extremites respectives ξ et η qui servent a dέfinir jγ(ζ) et jγ{η).

COROLLAIRE 9.4. Sϊ μ est une mesure Y-quasi-conforme de dimen^
sion D sur dX, alors m = μ x μ/\ξ - η\lD est une mesure Y-quasί-
invariante sur d2X, c'est-ά-dire qu'il existe un reel C > 1 tel que

C-χm{A) < m{yA) < Cm(A)

pour tout A cd2X. π
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