132 [Vol. 11,

40. Uber die L-Funktionen in einem kubischen Korper.

Von Zyoiti SUETUNA.
Mathematisches Institut der Kaiserlichen Universitit, Tokyo.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA,, April 12, 1935.)

Es sei K ein galoisscher Korper iiber einem algebraischen Zahlkorper
k. Fir einen Charakter y der galoisschen Gruppe 9 von K/k sei
L(s, y)=L(s, x; K/k) die Artinsche L-Funktion in % in bezug auf K.
Ist nun K’ ein K umfassender, galoisscher Korper iiber k, dann ist ¥ auch
ein Charakter der galoisschen Gruppe von K'/k und L(s, x)=L(s, x ; K'/k).
Also sei hier angenommen, dass K galoissch iiber dem rationalen Zahl-
kérper R ist. Damit nun fir zwet Charaktere y wund x* von
9 L(s, x)=L(s, x*) set, ist notwendig und hinreichend, dass

Ex(0) = Exx(0) (C@),

wobei Z,(c) den von y induzierten Charakter der galoisschen Gruppe &
von K/R bedeutet. Wird @=9r+------ + 97, gesetzt, ist bekanntlich

@ 51(0)=g1(‘5iﬂffl) ) 0t CP.

1. Zunéchst sei k galoissch iiber B. Da $ ein Normalteiler von
® ist, so ist y(r;otr;?) zugleich mit y(s) ein einfacher Charakter von 9,
den wir nun mit Frobenius zu y konjugiert nennen. Alsdann gilt nach
(1) der folgende

Satz 1. Ist k galoissch, so ist dann und nur dann L(s, y)=L(s, y*),
wenn x* zu y konjugiert ist.

Zum Beispiel sei K ein galoisscher Kérper mit der Gruppe & der
linearen Substitutionen :

(z, az+b); a=1,2, ...... ,p—1; b=0,1, ...... ,p—1 (mod p),

wobei p eine ungerade Primzahl ist. Die Gesamtheit © der Substitu-
tionen (z, z+b) bildet natiirlich einen Normalteiler von & ; der $ zuge-
ordnete, galoissche Korper (p —1)-ten Grades sei nun k. Da K iiber k
zyklisch p-ten Grades ist, gibt es ausser der Zetafunktion von &k p—1
L-Funktionen in bezug auf K, und es ldsst sich leicht zeigen, dass alle
diese gleich sind.

2. Nun sei k& kubisch und nicht galoissch. Wenn &k’ den zu k
gehorigen galoisschen Korper und 9’ die zugehorige Untergruppe von
& bezeichnet, so ist &/9” die galoissche Gruppe von ¥/, die wir uns nun
als Permutationsgruppe von drei Ziffern 1, 2, 3 denken. Falls somit
$p=(23), D'r=(123) ist, dann ist G=H+Hr+H7% D=9 +Pp. Aus
(1) ergibt sich in diesem Fall

x(o) +x(ror ) +x(z%?) fir «CH,
Ey(a)= 1(zar™%) fir «sC9p% (0L5:L2),
0 sonst.

1) Vgl E. Artin: ,Zur Theorie der L-Reihen mit allgemeinen Gruppen-
charakteren,”“ Hamburger Abhandlungen 8 (1930).
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Fiir zwei einfache Charaktere y und y* von 9 ist daher dann und nur
dann L(s, x)=L(s, ¥*), wenn

() :i; At =i§1 (o™ fir sC¥,
G) 2o)=1*(2) fir sC9p.

Andererseits ist
L()=1 fir +C9, PL@)=-1 fir .CHp

sicherlich ein Charakter von $ und %(s)=7"0)x(s) wurde von Frobenius
mit y(s) assoziiert genannt.? Ist nun y(s) nicht sich selbst assoziiert,
so sind x(s) und ¥(s) verschiedene, einfache Charaktere von 9, und
folglich ist, wenn o die Elemente aus £ durchliuft,

STtele™) + S UM () D=0,

4) 2l =2 lop)r((20) 7).
Wenn aber
x(a) =§ 7i$i(o)
die Zerlegung von y(s) in die einfachen Charaktere von 9’ ist, so ist
6 S = B S =02,
wobei g natiirlich die Ordnung von 9" bedeutet. Ferner ist
(6) 2 (o)lo™) + 2 xlop)r( (op) ) =29 .
Aus (4) und (6) folgt
2 1@rle™=g.
Nach (5) ist daher von den h ganzen, nicht-negativen Zahlen 7r; eine

gleich 1 und die anderen gleich 0. x(s) ist deshalb ein einfacher
Charakter auch von £’. Aus (2) und (8) ergibt sich also:

1*)=x(r%r™) fur sCH (0Z:X2),

1*(0)=1x(s) fur s C9p.
Wire aber zum Beispiel x*(s) gleich x(ro™!) und von (o) verschieden,
SO0 wéire

0= E @™+ DI A1 (o™
=3 1(cor (o™ + 2 x(ap)x( (ep) )= 2 |x(ap) #,

gegen die Annahme, dass es mindestens ein ¢ aus 9" mit y(sp) =0
gibt. Folglich miissen y(s) und y*(s) derselbe Charakter von 9 sein.

Ist aber y(s) sich selbst assoziiert, so ist x(sp)=0 fiir alle o aus &'.
Nach (5) und (6) sind somit zwei der Zahlen 7; gleich 1 und die anderen
gleich 0. yx(o) ist folglich die Summe von zwei verschiedenen, einfachen
Charakteren von 9’ :

2) Vgl G. Frobenius: ,, Uber die Charaktere der alternierenden Gruppe,“ Berliner
Sitzungsb. (1901), ¢2.
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(7) x(0)=xu(0)=9¢(0) +d(pap™) B
Aus (2) und (7) ergibt sich
LX) =P(Fac™) + PlpPa(pc®)) (051X2).
Also gilt der folgende
Satz 2. Ist k kubisch und nicht galoissch, so ist die L-Funktion
mit einfachem Charakter von 9, der nicht sich selbst assozitert ist, gewiss
von den anderen verschieden. Sind aber y und x* einfache, sich selbst
assoziierte Charaktere von 9 :
1o)=20),  x*(0)=2xe*(0),
80 st dann und nur dann L(s, x)=L(s, x*), wenn ¢ und ¢* in bezug
auf & konjugiert sind.
Die L-Funktionen mit abelschen Charakteren in einem kubischen,
nicht-galoisschen Korper sind folglich alle von einander verschieden.

3) G. Frobenius: ,, Uber Relationen zwischen den Charakteren einer Gruppe und
denen ihrer Untergruppen,”“ Berliner Sitzungsb. (1898), 2.



