
No. .] 113

4L er die Alebren ber einem ]rper
yon der Primzah[carakteristik. H.

Von Tadasi NAKAYAMA.
Mathematisches Institut der Kaiserlichen Universitiit zu Osaka.

(Comln. by T. TAKAGI, M.I.A., May 12, 1936.)

Aus den Resultaten in einer vor kurzem erschienen Arbeit von A.
Albert) und in meiner frfiheren Arbeit2) erhilt man den folgenden Satz,
der, wie es mir scheint, eine fundamentale Bedeutung ffir die Struktur
der A|gebren fiber den Krpern yon der Primzahlcharakteristik hat.

Satz. K sei ein KSrper der Primzahlcharakteristik p. Dann wird
jede (Brauersche) Algebrenklasse t mit dem p-Potenzindex iber K
durch ein direktes Produkt yon zyklischen Algebren dargestellt. Ins-
besondere besitzt t (separable) abelsche ZerfdllungskSrper.

Zunichst beweisen wir
Hilfssatz. (Zusatz zu A, Theorem 3.) Eine normal-einfache Algebra

A vom Grad n-p iiber K besitze einen iiber K einfachen, vollstindig-
inseparablen maximalen UnterkSrper K(a):a’=aeK, und A besitze
keinen vollstindig-inseparablen ZerfillungskSrper vom niedrigeren Grad
als n. Dann ist A zyklisch und wird in der Form

A=(a, Z, S)=Z+aZ+ +a-Z; a-za=zs (zeZ)

dagestellt, wo Z einen zyklischen maximalen UnterkSrper yon A, und
S einen erzeugenden Automorphismus von Z/K bedeutet.)

Beweis. Der Hilfssatz ist nichts anderes als A, Theorem 1, wenn
n=p d.h. g=l ist. Es sei also g:>2. Um die Behauptung durch
Induktion zu beweisen, nehmen wir an, dass die Behauptung fiir die
Algebren mit den niedrigeren p-Potenzindizen als p schon bewiesen ist.

A’ sei die normal-einfache Algebra fiber K(a)=K’, die aus den
mtlichen mit K’ elementweise vertauschbaren Elementen aus A be-
steht. Bekanntlich) ist dann A, A’. Also besitzt A’ keinen iiber K’

n
vollstindig-inseparablen ZerfiillungskSrper vom niedrigeren Grad als -.
Nach der Induktionsannahme enthilt A’ einen zyklischen maximalen
UnterkSrper Z’ derart, dass a-’Z’a--Z’" fiir jedes z’ aus Z’ gilt (S’"
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ein erzeugender Automorphismus yon Z/K/). Wie beim Beweis yon

A, Theorem 3 nehmen wir eine zyklische Erweiterung Zo/K mit
Z=Zo K’. Zo ist dann kein Zerfllungsk6rper yon A. Denn" ist
gegen die Behauptung etwa

a Zo, K,

so ist K(ao) ein vollst/indig-inseparabler Zerf/illungsk6rper vom
niedrigeren Grad als n. Daher bildet die Gesamtheit der mit Z0 element-
weise vertausehbaren Elemente aus A eine Divisionsalgebra vom Index p.
Also kann man ganz analog wie beim Albertsehen Beweis von A,
Theorem 3 vorgehen.)

Beweis des Satzes. L sei ein iiber K vollst/indig-inseparabler Zerf/il-
lungsk6rper des Minimumgrades von 2, der naeh meiner Arbeit N sieher
existier" L=K(aa, a,., a). Ohne weiteres k6nnen wir annehemen,
dass a nicht in / g(a2, a3, a) enthalten ist. ara sei die niedrigste
Potenz yon a, die in L liegt" hl. Weiter sei A die zu 2L
gehSrige Algebra vom Grad pa iiber L. Man kann dann L als einen
maximalen UnterkSrper von A ansehen. Nach der Minimaleigenschaft
von L besitzt A keinen vollstndig-inseparablen ZerfillungskSrper vom
niedrigeren Grad als ph iiber L. A wird also in der Form

A= (al, Z1, $1); al--afaeL1
dargestellt, wo Z1 zyklisch vom Grad p iiber L ist.

Nun sei a-a die kleinste, in K liegende Potenz von al, und Z
sei ein Z1 umfassender zyklischer KSrper vom Grad p iiber L1, der
sicher existiert. Dann gilt

(a, Z, S) Ale/,
wo Seine Erweiterung von $1 zu Z/L bedeutet.6) Nimmt man nach
A, Theorem 2 einen zyklischen KSrper Z’ iiber K derart, dass Z=Z’ L1
ist, so ist

(a, Z’, S)L--(a, Z, S).

! sei die Algebrenklasse der zyklischen Algebra (a,Z’,S) iiber K.
Dann ist L der ZerfillungskSrper von 2I!-x. Da aber (Lx K)(L K)
ist, so beweist man unseren Satz leicht durch die Induktion nach dem
Grad (L "K).

Bemerkung. Ist insbesondere (K-a’K)=p, so ist jede nicht-zer-
fallende normaleinfache Algebra mit dem p-Potenzindex fiber K zyklisch.
Dies folgt unmittelbar aus A, Theorem 3, N, 3 und der in 1) zitierten
zweiten Arbeit von A. Albert.

5) In dem A]bertschen Beweis steht ein kleiner Fehler. Nimlich: es gibt keinen
KSrper K(xeo)--Kx Ze in D, der in A, S. 188 geschrieben ist. Man hat aber nur vom
Anfang den KSrper F(xeo) zu betrachten.

6) Siehe z.B.K. Shoda: Bemerkungen iiber die Faktorensysteme einfacher hyper-
komplexer Systeme. Japanese Journ. Math. 10 (1933), S. 57-70, 1.


