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39. Uber die Differenzierbarkeit der einparametrigen
Untergruppe Liescher Gruppen.

Von Kunihiko KODAIRA.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LLA., May 13, 1940.)

Im Folgenden soll ein einfacher Beweis fiir den bekannten Satz
gegeben werden, dass jede stetige einparametrige Untergruppe einer
Lieschen Gruppe differenzierbar (in bezug auf den Parameter) ist.

Es sei @ eine n-parametrige Liesche Gruppe. Die Elemente von
& bezeichnen wir mit x, 9, ...; ihre Koordinaten mit 27 ¥, ... (=1,
2, ...,n). Dem Einselement ¢ von & soll wie iiblich der Koordinaten-
anfang (0, ..., 0) entsprechen.

i@, ., a o, ..., Y =fi(x, y)=(xy} sei die Funktion, die die
j-te  Koordinate des Produktes xy angibt. f7 ist also stetig differenzier-
bar in bezug auf (x, ¥)=0(, ..., 2*; 9, ..., ¥").

Wir setzen nun

g?c(x’ ’!I)‘—‘% {fJ(O, ceey 0, wk’ xk"'l’ - w‘n; y)

_fj(o’ tecy 0, xk+ly ceey x'n; y)} ’
sodass die Identitat:

) fil, ) -y =ki_}lw"g§;(w, Y)

besteht. g, _ist stetig, also auch gleichmissig stetig in (x, _y), weil
gi(ar, y)=g—1;;(0, ey 0, 02%, 24, oy a5 y), 061, und gix; stetig
ist. Ferner ist offenbar gi(r, e)=0;. Fir y—>e strebt also gz, v)
gleichmissig nach 4},

Nun sei «(f) (—f,<<t<t) eine stetige, einparametrige Unter-
gruppe von &: x(t-+s)=xa(t)2(s). Zu zeigen ist, dass die Funktion
29(t) in t differenzierbar ist. Dabei geniigt es offenbar, diese Differen-
zierbarkeit an der Stelle ¢=0, also die Existenz des Grenzwertes

]gl‘r]l w’iﬁl nachzuweisen, denn es ist 2%(t+s)= f"(w(t), oc(s)) und f7 ist

differenzierbar.
Aus (1) folgt nun

2(t+ ) —a(s) =k§:l}l o (t) g, (2(2), 2(s)) .

Integriert man die beiden Seiten in bezug auf s von 0 bis ¢, erhilt
man

[\ t+9)ds—{ w6)ds= 33240 gh (), w(0)) ds.

1) Siehe z.B. Pontrjagin: Topological groups, Chapter VI, 2 39, Theorem 48.



166 K. KODAIRA. [Vol. 16,

Einfacheitshalber setzen wir nun: 2%(¢, )=die linke Seite dieser
Gleichung, und ai(t, )= . gi(2(0), o(5))ds, sodass diese Gleichung die
Gestalt bekommt :

(@) At, =33 okt ) 24(0).
Nun gilt
2(t, &)= j “** wis)ds— jo (s)ds ,

woraus folgt, da x%(s) stetig ist,
@) lim 248 _ i) .
t->0 t

Andererseits strebt, wegen der erwihnten Eigenschaft von g¢i(z, y),
ailt, €) gleichmissig nach 6}, wenn ¢e—0. Fiir ein geniigend kleines
€

e (und fiir einen beliebigen Wert von ¢) besitzt also die Matrix
(H59) ecine Inverse, die wir mit (b(t, o)) bezeichnen. bi(t ) ist
€

offenbar stetig in ¢, .
Fiir ein solches ¢ kénnen wir also (2) in bezug auf z*(f) auflosen:

M) =370t o) 2L
j=1 €
und nach (8) ist der Grenzwert
lim £ 3500, o) £
t>0 t J=1 €

vorhanden, w. z b. w.



